Integralni pocet funkci jedné proménné

® Neurcité integraly
® Urcité a nevlastni integraly

¢ Geometrické aplikace urcitého integralu
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Neurcité integraly

¢ Priklad 7.1.1 Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /Cos(ln x) dz.

COS T

® Piiklad 7.1.2 Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral / dz.

sin x

2

V1 — :1:6

® Piiklad 7.1.3 Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /
©

Zpét
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Priklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /cos(ln x) dx.
© = 7 H & =

Zpét
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Priklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /cos(ln x) dx.

Vysledek:
/cos(ln x) doe = g (cos(Inz) 4+ sin(lnz)) .

Zpét
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Priklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /cos(ln x) dx.

Navod:

Dvakrat po sobé pouzijte metodu per partes, pricemz v 1. kroku polozte:
u'(x) =1, v(z) = cos(lnz) . Hledany integral pak vypoctéte ze vzniklé rovnice.

Zpét
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Priklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /cos(ln x) dx.
Resenti:

/cos(ln x) dzr = Z;S:)::C(l)s(ln . Z/(j:)/lsiiln:; 1 = zcos(lnzx) + /sin(ln x) doe =
— wi@) =1 ulw) = /1 de = 1 | = zcos(lnzx) + (:1: sin(lnz) — /cos(ln x) dx)

v(e) = sin(lnz) v'(z) = cos(lnz) -

= xzcos(lnz) + zsin(lnx) — /cos(ln x) dx
Vypustime-li z uvedeného fetézce rovnosti , vnitini“ ¢leny, muZzeme psat:
/cos(ln x) de = xcos(lnx) + zsin(lnz) — /cos(ln x) dx
Prevedenim posledniho ¢lenu z pravé strany na stranu levou dostaneme:

2 /cos(ln x) de = z cos(lnx) + z sin(ln x)
Odtud pak plyne:

1 in(l
/Cos(ln x) doe = zcos(lnz) _2|_ zsin(lnz) — g (cos(Inz) + sin(Inx)) .

Zpét
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Priklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /cos(ln x) dx.

Maple:

> Int(cos(In(x)),x)=int(cos(In(x)),x);

1 1
/Cos(ln(x)) dx = G cos(In(x)) z + s sin(In(x))

Zpét
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Priklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /cos(ln x) dx.

Mathematica:
Integrate[Sin[Log[z]], z]
— 22Cos|Log[z]] + 3 zSin[Log|[z]]

Zpét
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Priklad 7.1.2

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /
@ ® = 7 6 £ =

COoS T

Vsin x

dz.

Zpét
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Priklad 7.1.2

COoS T

Vsin x

dz.

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /

Vysledek:

COS &
dr = 2 Vsinx .
Vsin x

Zpét
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Priklad 7.1.2

COS T

Vsin x

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral / dx.

Navod:
Integral vypocitejte pomoci substituce sinx = t.

Zpét
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Priklad 7.1.2

Ccos T
Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral / dx.
Vsin x
Resenti:
CcCos T i = t 1
/ de = sin x _ /_ 1
Vsinx cosr de = dt Vt
1
_1 t2 :
— /t 2dt:T:2\/Z:2\/s1n:I;
2
Zpét
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Priklad 7.1.2

COS T

Vsin x

dz.

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /

Maple:
> Int(cos(x)/sqrt(sin(x)),x)=int(cos(x)/sqrt(sin(x)), X);

L(x) dxr = 2+/sin(z)

\/sin(x)

Zpét
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Priklad 7.1.2

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /
Mathematica:
Integrate[Cos[xz]/Sqrt[Sin[z]], z]

2,/ Sin[x]

Zpét

COS T

Vsin x

dz.
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Priklad 7.1.3

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /

@O =76 £ B

5132

V1 — 6

dz.

Zpét

. — p.5/7?7



Priklad 7.1.3

5132

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /— dz.

V1 — 26
Vysledek:

1
= — arcsinz
3

22
— dx
/\/1—306

Zpét
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Priklad 7.1.3

2

T
— dz.
V1 — x6

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /

Navod:

Integrand nejprve upravte, a to tak, abyste mohli pouzit substituci z> = ¢.

Zpét
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Priklad 7.1.3

2

95
Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /— dz.
V1 — 26
Reseni:
3
= t
/ LA / v d 302 1 dt
— dx = —— dx = €T xT — =]
/1 — 6 — (13)2
L \/1 (%) z? dz = % dt
1 / 1 d 1 o 1 .3
= = | — — — arcsint = — arcsinz
3J V1 —1t2 3 3
Zpét
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Priklad 7.1.3

513'2

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /— dz.

v1—x6
Maple:

> Int(x"2/sqgrt(1-x"6),x)=int(x"2/sqrt(1-x"6),X);
x> 1
= dx = = arcsin(z?>
/ V1 — x6 23 (%)

Zpét
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Priklad 7.1.3

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /

Mathematica:
Integrate[z” 2/Sqrt[1 — £ 6], z]

ArcSin[a:‘o’}
—

Zpét

513'2

V1 — 6

dz.
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Urcité integraly

3
_ .2
¢ Priklad 7.2.1 Vypoctéte urcity integral /:1: L e 77 da.
—1

2

¢ Priklad 7.2.2 Vypoctéte urcity integral /3:1: -Inx dx.
e

16\/E
¢ Priklad 7.2.3 Vypoctéte nevlastni integral /T dz .
x
0

@ ©

Zpét
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Priklad 7.2.1

3
2
Vypoctéte uréity integral /x L7 da.
Z1

®=?%ﬁi Zpét

.= Dp.7T/7?7?



Priklad 7.2.1

3
2
Vypoctéte uréity integral /x L7 da.
Z1

Vysledek:

3
2
3_
/:c-e T dx =
-1

Zpét

N | =

(%)

.= Dp.7T/7?7?



Priklad 7.2.1

3
2
Vypoctéte urcity integral /a: L7 da.
=

Navod:

Integrovand funkce f(z) =z -e je definovand na mnoziné D(f) = R, na niz je navic
spojita. Protoze plati, ze (—1;3) C D(f), je tim spiSe spojitd na intervalu (—1;3). Tim je
zarucena existence primitivni funkce F'(z) k funkci f(z) na intervalu (—1;3). Zadany
integrél tudiz existuje. Primitivni funkce F'(x) se vypocitd pomoci substituce 3 — 2 =t.

3—:1:2

Zpét

.= Dp.7T/7?7?



Priklad 7.2.1

3
2
Vypoctéte urcity integral /m L7 da.
=

Reseni:
3 — 22 = t
3 ) —2x dox = dt 8 .
/x 37 dx = x dx = —% dt = [t dt= —— [et} =
2
-1 r=—1 = = 2
95 = = = —6
—1 ( -6 2) 1 2 1
2 2 eb
Zpét

.= Dp.7T/7?7?



Priklad 7.2.1

3
2
Vypoctéte urcity integral /m L7 da.
=

Maple:
> Int(x*exp(3-x"2),x=-1..3)=int(x*exp(3-x"2),x=-1..3) :
3
/ ze(3=2%) gy = ! e? — ! e(=9
2 2

-1
Zpét

.= Dp.7T/7?7?



Priklad 7.2.1

3
2
Vypoctéte uréity integral /x L7 da.
Z1

Mathematica:

Integrate[x * Exp[3 — 2], {z, —1, 3}]

—14e8
2¢6

Zpét

.= Dp.7T/7?7?



Priklad 7.2.2

2

Vypoctéte urcity integral /Sx ‘Ilnx dz.

(S]

G ©& = 7 H % = Zpét
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Priklad 7.2.2

2

Vypoctéte urcity integral /Sx ‘Ilnx dz.

(S]

Vysledek:
o2
9 3
/Sx-lnx de = Zet — 22,
4 4
Zpét
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Priklad 7.2.2

2

Vypoctéte urcity integral /3:1: ‘Ilnx dz.

(S]

Navod:

Integrovand funkce f(x) = 3z - Inx je definovand na mnoziné D(f) = (0, c0), na niz je
navic spojita. Protoze plati, ze (e,e?) C D(f), je tim spiSe spojitd na intervalu (e, e?).
Tim je zaruena existence primitivni funkce F(z) k funkci f(z) na intervalu (e, e?).
Zadany integral tudiz existuje. Vypocitame jej pomoci metody per partes, a to tak, ze
polozime: v’ =32z , v = Inz.

Zpét
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Priklad 7.2.2

Vypoctéte urcity

Reseni:

e2

/3:1:-1n:1: dz

e

Zpét

2

integral /3:13 ‘Ilnx dz.

(S]

2 2 e2
W =3 = u=3Z 3z
= , L = |— - lnzx —
v=Ilnxr = v = = 2 .
_ 02 e2 02
322 3 3z2 3
= — - Inzx ——Jxzdex=|— -Inx — —
2 2 2
_ o2
3x? 1 3e? 5 1 3e?
= — | Inxz — = = — | Ine® — - | — —
2 2 2
9 4 35
= —e — —e

2
3z2 1
— - — dx =
2 9z
2 e
2|
e
)
lne— — ) =
2

. — p.8/77



Priklad 7.2.2

2

Vypoctéte urcity integral /3:13 ‘Ilnx dz.

(S]

Maple:
> Int(3*x*In(x),x=exp(1)..exp(2))=int(3*x*In(X),x=exp (2)..exp(2));
/623xln(a:) dr = 9 e? + 2 et
e 4 4
Zpét
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Priklad 7.2.2

2

Vypoctéte urcity integral /3:13 ‘Ilnx dz.

(S]

Mathematica:
Integrate[3zLog|z], {z, Exp[1], Exp[2]}]
%62 (— 1+ 362)

Zpét
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Priklad 7.2.3

eV
\/de.
& B = ?%ﬁ‘ Zpét

1
Vypoctéte nevlastni integral /
0

. — p.9/77



Priklad 7.2.3

1
VT
Vypoctéte nevlastni integral / dz .
VT
0
Vysledek:
1e\/5
der =2(e—1).
JE—
0
Zpét

. — p.9/77



Priklad 7.2.3

e

NE A
dz .
N

1
Vypoctéte nevlastni integral /
0

Navod:

eV
Jz

uzavieny interval (0, 1) neni podmnozinou D(f), funkce f(x) nemutze mit na intervalu
(0,1) primitivni funkci. Zadany integral tudiz neexistuje.

Plati vsak, ze (0,1) C D(f) a protoze funkce f(x) je na D(f) spojitd, je tim spiSe spojita
na intervalu (0, 1). Tim je zarucena existence primitivni funkce F'(x) k funkci f(x)
yalespon na intervalu (0, 1). Jedna se tedy o nevlastni integral, ktery se vypocita takto:

Integrovand funkce f(z) =

je definovana na mnoziné D(f) = (0, c0). Protoze

16\/5 d L 1
r = |F(x = F(1) — lim F(x
!fx [ ( )]O ( ) z 0 ( )a

pokud ovSem bude uvedend limita vlastni. Primitivni funkci F'(z) vypoc¢itdme pomoci
substituce t = /.

Zpét
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Priklad 7.2.3

1
eV?®
Vypoctéte nevlastni integral / dz .
VT
0
Reseni:
Nejprve si prectéte Navod.
VE v
F(x) = /e dez = L dzx
- = 2
VE g
vz

0 :L‘—>O+

dt
2dt

:2/etdt:2et:2eﬁ

lim 2eY” =2 — 2" =2 —2=2(e — 1)

. — p.9/77



Priklad 7.2.3

3

e T
dx .

NG

1
Vypoctéte nevlastni integral /
0

Maple:
> Int(exp(sqrt(x))/sqrt(x),x=0..1)=int(exp(sqrt(x))/s grt(x),x=0..1);

/16(\/5)
dr =2e — 2
o Vz

Zpét
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Priklad 7.2.3

e

V-
dz .
N

1
Vypoctéte nevlastni integral /
0

Mathematica:

Primy vypocet pomoci programu Mathematica:
Integrate[Exp[Sqrt[z]]/Sqrt[z], {z, 0, 1}]
2(—1+e)

nebo vypocteme neurcity integral a spocteme nevlastni integral pomoci limit:
v = Integrate[Exp[Sqrt[z]] /Sqrt[z], z]

26\/E

integral = Limit[v, x — 1] — Limit[v, x — 0, Direction — —1]
—2 + 2e

Zpét
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(Geometrické aplikace urcitého integralu

¢ Priklad 7.3.1 Vypoctéte ploSny obsah rovinného obrazce ohrani¢eného grafem funkce
f(z) =z vVx+4, € (—4,0)

a Oosou .

¢ Priklad 7.3.2 Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohrani¢eného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

@ ® Zpét

. — p.10/77



Priklad 7.3.1

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce
f(x):x Ve +4, x € <_470>

a Osou x.

® = 7 &H & =

Zpét

.—p.11/77



Priklad 7.3.1

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce

f(:c):ac Ve + 4, ZE€<—4,0>

a Osou x.

Vysledek:

.—p.11/77



Priklad 7.3.1

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce

f(x):x Ve + 4, x€<_470>

a Osou x.

Navod:

0
Vypoctéte urcity integral —/:I; vV +4dx. Zpét
—4

.—p.11/77



Priklad 7.3.1

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce
f(:c):ac Ve +4, x € <_47O>

a OSOou @T.
Resent:

Nejprve budeme hledat pruseciky grafu funkce f(x) s osou x. Jejich z-ové soutadnice
ziskdme jako teSeni rovnice f(z) =0, tj. z v/z +4 = 0.

Tedy:
rvr+4=0 & =0 V vx+4=0 ,

pricemz: vVxr+4=0 & xx4+4=0 & x=-—-4 .

Rovnice v/ + 4 = 0 ma tedy 2 feSeni: 1 = 0 a xo9 = —4 , coz jsou praveé krajni body
uvazovaného intervalu (—4,0). Vzhledem k tomu, ze spojitd funkce nemuze mezi dvéma,
sousednimi nulovymi body stfidat znaménko, je jasné, ze bude platit budto

f(x) >0 Vz € (—4,0), nebo naopak

f(x) < 0 Vz € (—4,0). Zda plati prvni, ¢i druhd alternativa, zjistime napt. tak, ze uréime
znaménko funkéni hodnoty funkce f v nékterém (zcela libovolné zvoleném) bodé lezicim v
intervalu (—4,0). Protoze napt. —2 € (—4,0) a f(—2) < 0, plati: f(z) <0 Vz € (—4,0).

Obrazec jehoz obsah pocitame:

Dalsi

.—p.11/77



Priklad 7.3.1

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce

flx) =z vVx+4, x € (—4,0)

a OSOou @T.
Reseni:

Plosny obsah P zadaného obrazce tedy spocteme takto:

x + 4 = t
0 r = t—4 4
P:—/a:\/mda: — de = dt :—/(t—4)\/2dt:
—4 r=—-4 = t=0 0
r=0 = t=4

4 4
— /t\/_—4\/_ :/ t%+4t%) dz =
0 0
4

2 2

= [——‘\/t5+4-—\/t3] :(——V45—|—4'—\/43)_O:

5 3 o 5 3
—64 64 128

5 3~ 15

Zpét
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Priklad 7.3.1

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce

f(x):x Ve + 4, IE<—4,0>

a OSou x.
Maple:
> Int(-x*sqrt(x+4),x=-4..0)=int(-x*sqrt(x+4),x=-4..0) ;
0 128
/ —xzvxr+4dx = 1—5
—4

Zpét

.—p.11/77



Priklad 7.3.1

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce
fl@) =z vV +4, e (-40)

a osou x.

Mathematica:

Nejdrive si nakreslime graf dané funkce:

g = Plot[xzSqrt[x + 4], {x, —4, 0}]

-3 -2 -1

-0.
-1

-1.5
-2

-2.5
-3

—Graphics—

Nyni vypocteme plochu obrazce:
P = Integrate[—zSqrt[z + 4], {z, —4,0}]

128
15

Zpét

.—p.11/77



Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

@ ® =7 &H & B

Zpét
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Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

Vysledek:

_ 4
P=2+4%.

Zpét

. — p.12/77



Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

Navod:

Pro plosny obsah obrazce plati
0
P = /(sin2 z — sin® z) du.
— 7T

Zpét

. — p.12/77



Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci
f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

Reseni:

Nejprve budeme hledat pruseciky grafu funkci f(x) a g(x). Jejich z-ové souradnice
ziskdme jako feseni rovnice f(x) = g(z), tj. sin® z = sin® x.

Tedy:

sinz =sin®2z < sin®z—sin®z2=0 < sin’z -(1—sinz)=0 <

& sinz=0 V 1—sinz=0 )
pricemz
sinzr =0 < sinz=0 < x=km, ke”Z
a T
l—sinx =0 & sinz=1 < :1::§—|—2k:7r, ke ”Z.

Z bodu tvaru km, kde k € Z, lezi v intervalu (—m,0) dva body, a to: x = —m a = 0. Z
bodu tvaru T + 2kw, kde k € Z, nelezi v intervalu (—m, 0) Zaddny z nich. Rovnice
sin? z = sin® £ m4 tedy v intervalu (—m,0) 2 feSeni: x1 = —7m a x2 = 0 , coz jsou pravé

krajni body uvazovaného intervalu (—m,0). Vzhledem k tomu, ze je funkce
f(x) — g(x) = sin® x — sin® x spojit4, nemiize mezi dvéma sousednimi nulovymi body
stfidat znaménko.

Dalsi

. — p.12/77



Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

Reseni:

Musi tudiz platit budto sin® z — sin® z > 0 Vz € (—=,0), neboli

sin® x > sin® & Vx € (—m,0), nebo naopak sin® z — sin®z < 0 Vx € (—m,0), neboli
sin?z < sin®z Va € (—m,0). Zda plati prvni, ¢i druha alternativa, zjistime napf. tak, ze
urc¢ime znaménko funkéni hodnoty funkce f — g v nékterém (zcela libovolné zvoleném)
bodé lezicim v intervalu (—m,0). Protoze napt. — 5 € (—m,0) a
f(=Z)—g(—Z%)=sin’(—%) —sin®(—Z) = (-1)* = (-1)° =1+ 1=2> 0, plati:
sin?z —sin® > 0 Va € (—m,0), neboli sin®z > sin® z Vz € (—,0).

Plosny obsah P zadaného obrazce tedy spocteme takto:

0
P = /(sin2 z — sin® z) dz.

—TT

Nejprve si spo¢teme primitivn{ funkei k funkei sin? z — sin® « :

2 Z o B .2 .3
/(sm x — sin” x) dx:/sm xdx—/sm x dz

pricemz kazdy z poslednich dvou integralii vypocteme samostatné:

Dalsi
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Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

.2 1 — cos2x 1
/sm xdx = /T dx:§/(1—00523:)d:£:

1 1 1 1
= —/d:z:——/cosQa:d:z::—x——/QcosdezL’:
2 2 4

2
20 = t 1 1
= —x — — [cost dt =
2 4

2dx = dt

1 1 1 1 .
= —x — —sint = — x — — sin 2x
2 4 2 4

/sin3:1; de = /sinx-sinQ:I: dx:/sina}-(l—cos2x) dz =

- COS & = t
—sinxdx = dt

I
\
+
|
I
|
(@)
%
)
+

Dalsi

. — p.12/77



Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

Reseni:
Tedy:
.9 .3 1 1 cos®
(sin“z —sin” ) de = — * — — sin2x + cosx —
2 4 3
Tudiz:
0
.2 .3 1 1 . cos®z | °
P = (sin“z —sin" z) de = | = * — — sin2x + cosxz — =
2 4 3
o —7
B (1 1> (71' 1+1)_2 2+7r_71'_|_4
- 3 2 3) ~ 3 2 2 3
Zpét
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Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

Maple:
> Int((sin(x))"2-(sin(x))"3,x=-Pi..0)=int((sin(x))"2- (sin(x))"3,x=-Pi..
o 5 _ 3 g — T 4
/_ﬂsm(w) — sin(x)” dz = ) + =
Zpét
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Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

Mathematica:
P = Integrate[Sin[x]*2 — Sin[z]"3, {2, —Pi, 0}]

1(8 + 3m)

Zpét
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