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Linearni prostor

® Linearni prostor a linedrni podprostor
® Linearni nezivislost

¢ Baéaze a dimenze linearniho prostoru

L] Zpét
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Linearni prostor a linearni podprostor

® Piiklad 1.1.1 Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru R? je jeho
linedrnim podprostorem,
M= {% = (z1,22,%3,%4) " € R*, x1 = x4}
Pokud ano, najdéte néjakou bazi a urcete dimenzi M.

® Piiklad 1.1.2 Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru P vsech
polynomnu je jeho linedrnim podprostorem, jestlize
a) M ={f €P,f(2) =0}
b) M = {f € P, f(0) = 2}.

Priklad 1.1.3 Necht P35 je mnozina vSech polynomu stupné nejvyse 2, 7/5; je mnozina
vSech polynomu stupné praveé 2, tj.

P2 = {p, p je polynom, stp < 2}, Py = {p, p je polynom, stp = 2}.
Rozhodnéte, zda P> a 7/5; tvori linearni podprostor vektorového prostoru vsech
polynomu P. Pokud ano, najdéte jejich bazi a urcete jejich dimenzi.

L>] Zpét
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Priklad 1.1.1

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru R* je jeho linedrnim podprostorem,
M = {? — (x1,$2,$3,$4)T c |R47 1 = $4}.
Pokud ano, najdéte néjakou bazi a urcete dimenzi M.

@:?%&# Zpét
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Priklad 1.1.1

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru R* je jeho linedrnim podprostorem,
M = {? — ($1,$2,$3,$4)T c |R47 1 = $4}.
Pokud ano, najdéte néjakou bazi a urcete dimenzi M.

Vysledek:

M je linedrnim podprostorem vektorového prostoru R%.
Bazi M tvori napriklad vektory

o =(1,0,0,1)T, & = (0,1,0,0)T, € = (0,0,1,0)T.
Dimenze M = 3.

Zpét
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Priklad 1.1.1

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru R* je jeho linedrnim podprostorem,
M = {? — ($1,$2,$3,$4)T c |R47 1 = $4}.
Pokud ano, najdéte néjakou bazi a urcete dimenzi M.

Navod:

Musime ovérit, ze mnozina M obsahuje nulovy prvek a je uzaviena vzhledem k operacim
scitani a nasobeni redlnym cislem. Dale najdeme néjakou bézi, tj. maximalni pocet
linedrné nezavislych prvku z M. Dimenze je pak rovna poctu prvku této (a kazdé) baze.

Zpét
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Priklad 1.1.1

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru R* je jeho linedrnim podprostorem,
M= {7 = (z1,22,23,24)T €R* z1 = z4}.

Pokud ano, najdéte néjakou bazi a urcete dimenzi M.

Reseni:

a) Nulovy prvek 7 = (0,0,0,0)T € R* lezi v M, nebot 01 = o4 = 0.

b) Necht 2, ¥ € M. Musime ovéfit, ze také @ + 3 € M. Ale

T+ Y = (21,22,%3,24)" + (Y1,Y2,Y3,¥4)" = (21 + Y1, T2 + Y2, 73 + Y3, T4 +ya)", a

protoze podle predpokladu je 1 = x4 a y;1 = ya4, je také x1 + y1 = x4 + y4 a vektor

T + 7 € M. Mnozina M je tedy uzaviena vzhledem k operaci s¢itani.

¢) Necht 7 € M. Zbyvé ovérit, ze také a@ € M pro kazdé a € R. Ale

aZ = a(ri,x2, T3, :124)T = (ax1, axs, axs, oc:c4)T. Protoze 1 = x4, je také ax1 = axy4 a

a7 € M. Tedy mnozina M je také uzaviena vzhledem k operaci nasobeni realnym cislem.

Z a), b), c) plyne, ze M je linedrnim podprostorem vektorového prostoru R*.

Hledejme nyni bizi M. Vyjdeme z kanonické bdze prostoru R*. Vektory

es = (0,1,0,0)T, es = (0,0,1,0)" lezi v M. T¥eti vektor baze je napf. vektor

o = (1, 0,0, 1)T. Ovérime, ze vektory 7, e_2>, €3 jsou linearné nezavislé a generuji M,

tedy ze skutecné tvori bazi M.

Linearni nezavislost:

Sestavime z vektoru 7, e_2>, €3 matici:

)T

T 1 0 0 1
et | = 1
e3 T 0 0 1 0

Dalsi
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Priklad 1.1.1

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru R* je jeho linedrnim podprostorem,
M = {? — (271,132,133,134)’]:‘ c |R47 1 = 134}.
Pokud ano, najdéte néjakou bazi a urcete dimenzi M.

Reseni:

6—2>, 74 jsou tedy

Matice je v hornim trojuhelnikovém tvaru a ma hodnost 3. Vektory 7,
linedrné nezavislé.

Vektory 7, e_2>, e generuji cely linedrni podprostor M:

Necht o = (1, x2,x3, :1:4)T € M. Ptame se, zda T je néjakou linearni kombinaci vektort

7, e_2>, 6_3>, tj. hleddme cisla «, 8, v (koeficienty linedrni kombinace), tak aby

a-(1,0,0,1)" +8-(0,1,0,0)" +~-(0,0,1,0)" = (x1,x2,x3, 1) .

(8 = 1

T T
(OC,B,’Y,C\{) :(wlaw23w3axl) — B = o
Y = 3

?2391'7—}—"192'6—2>—|—3[33€_3>

a tri vektory 7, e_2>, e3 generuji M. Tvori tedy bazi M a dimenze M je rovna trem.

Zpét
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Priklad 1.1.1

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru R* je jeho linedrnim podprostorem,
M = {? — (271,132,133,134)’]:‘ c |R47 1 = 134}.
Pokud ano, najdéte néjakou bazi a urcete dimenzi M.

Maple:
> with(linalg):
>  x:=vector ([x1l,x2,x3,x1]);
x = |xl, 2, x3, x1]
> y:=vector([yl,v2,vy3,v1]);

y = [yl, y2, y3, y1]
>  evalm(x+ty);

[x1 4+ y1, 22 + y2, 28 + y3, 1 + y1]
>  evalm(alphaxx) ;
[azl, az2, az8, axl]

> e2:=vector([0,1,0,0]);

e2 := [0, 1, 0, 0]
> e3:=vector([0,0,1,01);

e3 := 1[0, 0, 1, 0]
>  v:=vector([1,0,0,17);

V= [17 07 07 1]

Dalsi
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Priklad 1.1.1

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru R* je jeho linedrnim podprostorem,
M = {? — ($1,$2,$3,$4)T c |R47 1 = $4}.
Pokud ano, najdéte néjakou bazi a urcete dimenzi M.

Maple:
> comb:=axv+tbxel2+c*xe3;

comb:=av+be2 +cel

> evalm(comb) ;

[a, b, ¢, a
> A:=-matrix(3,4,(11,0,0,1,0,1,0,0,0,0,1,01]);
1 0 0 1
A= O 1 0 O
O 0 1 O
> rank (A);
3

Zpét
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Priklad 1.1.1

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru R* je jeho linedrnim podprostorem,
M = {? — (271,132,133,134)’]:‘ c |R47 1 = 134}.
Pokud ano, najdéte néjakou bazi a urcete dimenzi M.

Mathematica:

z = {x1,x2,x3,x1};

y = {yl,y2,y3,yl};

z=x+y
{x1+yl,x2+y2,x3+y3,x1 +yl}
z[[4]] == 2[[1]]

True

v = azx

{x1la, x2c, x3c¢, x1v }

v[[4]] == v[[1]]

True
M je podprostor prostoru R*

el ={1,0,0,1};e2 = {0,1,0,0};e3 = {0,0,1,0};
u = ael + be2 + ce3

{a,b,c,a}

ul[[4]] == u[[1]]

True

{el,e2,e3} je baze podprostoru M.

Zpét .—p.4/15



Priklad 1.1.2

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru P vSech polynomu je jeho
linedrnim podprostorem, jestlize

a) M ={f eP,f(2) =0}
b) M = {f € P, f(0) = 2}.

'@@:9{}51&# Zpét
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Priklad 1.1.2

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru P vSech polynomu je jeho
linedrnim podprostorem, jestlize

a) M={f € P, f(2) =0}

b) M ={f € P, f(0) =2}

Vysledek:

a) M je linedrnim podprostorem P.
b) M neni linedrnim podprostorem P .

Zpét
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Priklad 1.1.2

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru P vSech polynomu je jeho
linedrnim podprostorem, jestlize

a) M ={f eP,f(2) =0}
b) M = {f € P, f(0) = 2}.

Navod:

V obou pripadech musime ovérit, zda 0 € M, kde 0 je nulovy polynom, tj.
O0(z) = 0 Vx € P. Dale musime ukazat, ze M je uzaviend na operace s¢itdni a nasobeni
realnym cislem.

Zpét
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Priklad 1.1.2

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru P vSech polynomu je jeho
linedrnim podprostorem, jestlize

a) M={f € P, f(2) =0}

b) M = {f € P, f(0) = 2}.

Reseni:

a) Protoze 0 € P a 0(2) =0, je 0 € M. Necht f, g € M, a € R. Ptdme se, zda také f + g
a af lezi v M. Ale f i g jsou polynomy, tedy i jejich soucet je polynom. Protoze
f(2)=0, g(2) =0, je (f +9)(2) = f(2) +9(2) =0a (f + g) € M. af je také polynom a
(af)(2) = af(2) =0, tedy i (af) € M. Mnozina M je linedrni podprostor prostoru P.
Vyuzili jsme zde definice souctu dvou funkci a definice realného nasobku funkce.

b) Plati O(x) = 0 Vx € R, nemuze tedy byt 0(0) = 2. Nulovy prvek P € M a mnozina M v
tomto pripadé neni linedrnim podprostorem P.

Zpét
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Priklad 1.1.2

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru P vSech polynomu je jeho

linedrnim podprostorem, jestlize
a) M={f € P, f(2) =0}
b) M ={f € P, f(0) =2}

Maple:
)

> with(linalg):
>  fi=x->y;

fg =z = f(z) + g(=)

Dalsi

g(2):=0
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Priklad 1.1.2

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru P vSech polynomu je jeho

linedrnim podprostorem, jestlize
a) M={f € P, f(2) =0}
b) M ={f € P, f(0) =2}

Maple:
> fg(2);

> with(linalg):
>  fi=x->y;

Dalsi

af == x — af(x)
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Priklad 1.1.2

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru P vSech polynomu je jeho
linedrnim podprostorem, jestlize

a) M =
b) M =

Maple:

>

Zpét

{f € P, f(2) =0}
{f € P, f(0) = 2}.

g:x—>2z;

fg(0);
af:=x—>axf (x);

af (0);

g(0) :=2

fg =z — f(x) + g(x)

af ;== — af(x)

2a
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Priklad 1.1.2

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru P vSech polynomu je jeho
linedrnim podprostorem, jestlize

a) M ={f eP,f(2) =0}
b) M = {f e P, f(0) = 2}.

Mathematica:

f[2]:=0;

g[2]:=0;

hlx] = flz] + g[z];
h[2] == 0

True

k[x] = aflz];

k[2] == 0

True

Prostor M je linearni podprostor prostoru P .
f[0]:=2;

g[0]:=2;

h[x] = flz] + gl=];

h[0] == 2

False

k[x] = afz];

Dalsi
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Priklad 1.1.2

Rozhodnéte, zda podmnozina M vektorového prostoru P vSech polynomu je jeho
linedrnim podprostorem, jestlize

a) M ={f eP,f(2) =0}
b) M = {f € P, f(0) = 2}.

Mathematica:
k[0] == 2

20 ==

Prostor M neni linedrni podprostor prostoru P .

Zpét
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Priklad 1.1.3

Necht P2 je mnozina vSech polynomu stupné nejvyse 2, 73; je mnozina vSech polynomu
stupné prave 2, tj.

P2 = {p, p je polynom, stp <2}, Pz = {p, p je polynom, stp = 2}.
Rozhodnéte, zda P2 a P, tvoii linedrni podprostor vektorového prostoru vSech polynomu
P. Pokud ano, najdéte jejich bazi a urcete jejich dimenzi.

'@@:9{}51&# Zpét
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Priklad 1.1.3

Necht P2 je mnozina vSech polynomu stupné nejvyse 2, 73; je mnozina vSech polynomu
stupné prave 2, tj.

P2 = {p, p je polynom, stp <2}, Pz = {p, p je polynom, stp = 2}.
Rozhodnéte, zda P2 a P, tvoii linedrni podprostor vektorového prostoru vSech polynomu
P. Pokud ano, najdéte jejich bazi a urcete jejich dimenzi.

Vysledek:

—_

P> neni lineaArnim podprostorem P. Ps je linedrnim podprostorem P, bazi P2 tvoii napft.
funkce z2, z, 1, dim Py = 3.

Zpét
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Priklad 1.1.3

Necht P2 je mnozina vSech polynomu stupné nejvyse 2, 73; je mnozina vSech polynomu
stupné prave 2, tj.

P2 = {p, p je polynom, stp <2}, Pz = {p, p je polynom, stp = 2}.
Rozhodnéte, zda P2 a P, tvoii linedrni podprostor vektorového prostoru vSech polynomu
P. Pokud ano, najdéte jejich bazi a urcete jejich dimenzi.

Navod:

Musime zjistit, zda 0 € Py a 0 € 7/5;, kde 0 je nulovy polynom, tj. 0(x) = 0 Vx € P.
Rovnéz musime ukazat, Zze mnoziny jsou uzaviené vzhledem k operacim scitani a
nasobeni redlnym c¢islem. Dale najdeme néjakou bazi, tj. maximalni pocet linearné

nezavislych prvka Ps a 7/5; Dimenze je pak rovna poctu prvku této (a kazdé) baze.

Zpét
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Priklad 1.1.3

Necht P2 je mnozina vSech polynomu stupné nejvyse 2, 73; je mnozina vSech polynomu
stupné prave 2, tj.

P2 = {p, p je polynom, stp <2}, Pz = {p, p je polynom, stp = 2}.
Rozhodnéte, zda P2 a P, tvoii linedrni podprostor vektorového prostoru vSech polynomu
P. Pokud ano, najdéte jejich bazi a urcete jejich dimenzi.

Reseni:

Protoze nulovy polynom je polynom nulového stupné, je ihned zifejmé, Ze nemuze byt
prvkem mnoziny 7/5;, a tedy mnozina 7/5; neni linearnim podprostorem prostoru P. Na
druhé strané je st0 = 0 < 2, a tedy nulovy polynom je prvkem P5. Dale secteme-li dva
polynomy stupné nejvysSe 2, dostaneme opét polynom stupné nejvyse 2. Rovnéz
vynasobime-li polynom stupné nejvyse 2 libovolnym redlnym c¢islem, dostaneme opét
polynom nejvysSe 2. stupné. Tedy mnozina Pz je linedrnim podprostorem vektorového
prostoru P.

Zbyva najit bazi a urcit dimenzi P>. Kazdy polynom stupné nejvyse 2 ma obecné tvar
p(x) = az® + bz + ¢, a, b, ¢ € R, a je tedy linedrn{ kombinaci funkei 22, z a 1

(1(z) = 1 Vx € R). Funkce z?, x a 1 generuji P>. Pomoci Wronskidnu ukdzeme, Ze jsou
linedrné nezavislé (determinant pocitdme rozvojem podle posledniho fadku):

2
1
v x
W(x)=| 2z 1 0 |=2 . =—2#0 VzeR.
2 0

Ukézali jsme, ze funkce z2, = a 1 tvoii linedrné nezavisly systém funkci a generuji
linearni prostor Ps, tvori tedy bazi Ps. Tato baze ma tri prvky, a tedy dimenze P = 3.

Zpét
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Priklad 1.1.3

Necht P2 je mnozina vSech polynomu stupné nejvyse 2, 73; je mnozina vSech polynomu

stupné prave 2, tj.

P2 = {p, p je polynom, st p < 2},
Rozhodnéte, zda P2 a Ps tvori linearni podprostor vektorového prostoru vSech polynomu
P. Pokud ano, najdéte jejich bazi a urcete jejich dimenzi.

Maple:
> with(linalg):
> p:=a*x"2+b*xx+c;
> degree (p, x) ;
> =0: b:=0: c:=0
> p(x);
> degree (p, x) ;
> =1:
> p(x);
> degree (p, x) ;
Dalsi

pi=az?+br+c

P2 = {p, p je polynom, stp = 2}.
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Priklad 1.1.3

Necht P2 je mnozina vSech polynomu stupné nejvyse 2, 73; je mnozina vSech polynomu
stupné prave 2, tj.

P2 = {p, p je polynom, stp <2}, Pz = {p, p je polynom, stp = 2}.
Rozhodnéte, zda P2 a P, tvoii linedrni podprostor vektorového prostoru vSech polynomu
P. Pokud ano, najdéte jejich bazi a urcete jejich dimenzi.
Maple:

> pl:=al*x"2+blxx+cl;

pl = a1x2+b1x+cl
> p2:=a2*x"2+b2xx+c2;

p2 = a2z + b2z + c2
> pl+p2;
a1x2—|—b1x—|—cl—|—a2x2—|—b2x—|—02

> sort (%) ;

zc2a2—|—zc2a1 +x2b2 +xbl +cl1+ c2

> degree (%, X) ;

> alphax*pl;
a(:z:2a,1 +xbl + cl)

> degree (%, X) ;

Dalsi
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Priklad 1.1.3

Necht P2 je mnozina vSech polynomu stupné nejvyse 2, 73; je mnozina vSech polynomu
stupné prave 2, tj.

P2 = {p, p je polynom, stp <2}, Pz = {p, p je polynom, stp = 2}.
Rozhodnéte, zda P2 a P, tvoii linedrni podprostor vektorového prostoru vSech polynomu
P. Pokud ano, najdéte jejich bazi a urcete jejich dimenzi.

Maple:
> A := vector([x"2,x,1]1);
A — [:1’}2, 33, 1]

> Wr := wronskian (A, x);

x> 1

Wr = 2z 1 O

2 0
> det (Wr);

—2

Zpét
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Priklad 1.1.3

Necht P2 je mnozina vSech polynomu stupné nejvyse 2, 73; je mnozina vSech polynomu
stupné prave 2, tj.

P2 = {p, p je polynom, stp <2}, Pz = {p, p je polynom, stp = 2}.
Rozhodnéte, zda P2 a P, tvoii linedrni podprostor vektorového prostoru vSech polynomu
P. Pokud ano, najdéte jejich bazi a urcete jejich dimenzi.

Mathematica:

pl[x] = alz™2 + blz + cl;

p2[x] = a2z 2 + b2z + c2;

p[x-] = Collect[pl[z] + p2[z], z]

cl 4+ c2 + (bl 4+ b2)x + (al + a2)z?
q[x-] = Collect[apl|z], z]

clo + blza + alz?a

Je vidét, ze prostor Ps je podprostor prostoru P, ale prostor 73; neni.

flx] = z"2;
g[x] = =;
h[z] = 1;

W = {{f[z], glz], h[z]}, { D[f[x], z], D[g|=], ], D[h|[z], ]},
{D[f[z], {z, 2}], Dglz], {z, 2}], D[h[z], {z, 2}]} };

Dalsi
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Priklad 1.1.3

Necht P2 je mnozina vSech polynomu stupné nejvyse 2, 73; je mnozina vSech polynomu
stupné prave 2, tj.

P2 = {p, p je polynom, stp <2}, Pz = {p, p je polynom, stp = 2}.
Rozhodnéte, zda P2 a P, tvoii linedrni podprostor vektorového prostoru vSech polynomu
P. Pokud ano, najdéte jejich bazi a urcete jejich dimenzi.

Mathematica:

MatrixForm[W]
2 oz 1
2¢ 1 O
2 0O O

Det[W]

—2

Funkce f, g a h tvori bazi prostoru P-. Zpét
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Linearni nezavislost

® Piiklad 1.2.1 Podle definice zjistéte, zda vektory tvofri linedrné zavisly nebo linedrné

nezivisly systém vektort v R*:
%
a) a = (2,1,-3,4)", b = (1,3,—-4,-2)", <€ = (3,-1,—1,0)".
%
b) 7 = (1,2,3,0)%, b = (2,3,4,1)%, ¢ = 3,41,2%, d = (0,1,2,7)".

® Priklad 1.2.2 Ovérte, ze vektory
—
E) — (_17 47 27_57 3)T7 b = (17 17 07 07 4)T7 ? — (37_57_27 87 7)T

jsou linedrné nezavislé, a vyjadiete vektor ¥ = (1, —4, —2,5, —3)7T jako jejich
linedrni kombinaci.

® Piiklad 1.2.3 Necht vektory 7, 7, W tvor{ linedrné nezavisly systém vektoru ve
vektorovém prostoru V. Urcete, zda nasledujici systémy vektort jsou linedrné zavislé
nebo nezavislé:

a) U, U+, 4+,
b) W -2+, 3¢ — W, 4 +47V — 3.

Priklad 1.2.4 Rozhodnéte, zda systém funkci f, g, h ve vektorovém prostoru funkci
spojitych na R, je linearné zavisly nebo nezavisly.

a) f(z)=2x-1, g(x) =x+1, h(z) = —z +2;

b) f(x) =sinz, g(x) = cosz, h(x) = sinx cosx.

@ © Zpét
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Priklad 1.2.1

Podle definice zjistéte, zda vektory tvori linearné zavisly nebo linedrné nezavisly systém
vektoria v R?:

_>
a) a = (2,1,-3,4)", b = (1,3,-4,-2)", < = (3,-1,—-1,0)".
b) 7 = (1,2,3,9)%, & = (2,3,4,1)%, ¢ = 3,4,1,2%, d = (0,1,2,7)".
B = 2?2 L & - Zpét
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Priklad 1.2.1

Podle definice zjistéte, zda vektory tvori linearné zavisly nebo linedrné nezavisly systém
vektoria v R?:

%
a) a = (2,1,-3,4)", b = (1,3,-4,-2)", < = (3,-1,—-1,0)".
%
b) 7 = (1,2,3,9)%, & = (2,3,4,1)%, ¢ = 3,4,1,2%, d = (0,1,2,7)".
Vysledek:
%
a) vektory E), b, 7 tvoii linedrné nezavisly systém vektoru
%
b) vektory E), b, 7, jtvoﬁ linedrné zavisly systém vektoru.

Zpét
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Priklad 1.2.1

Podle definice zjistéte, zda vektory tvori linearné zavisly nebo linedrné nezavisly systém
vektoria v R?:

_>
a) a = (2,1,-3,4)", b = (1,3,—-4,-2)", <€ = (3,-1,—-1,0)".

%
b) 7 = (1,2,3,0)%, b = (2,3,4,10)%, ¢ = 3,41,2%, d = (0,1,2,7)".
Navod:

Hledame koeficienty linedarni kombinace danych vektoru, ktera dava nulovy vektor.
Jsou-li vSechny tyto koeficienty nulové (tzv. trividlni linedrni kombinace), systém vektoru
je linearné nezavisly. Je-li alespon jeden koeficient nenulovy, pak systém vektoru je
linedrné zavisly.

Zpét

.—p8/i5



Priklad 1.2.1

Podle definice zjistéte, zda vektory tvori linearné zavisly nebo linedrné nezavisly systém
vektoria v R?:

_>
a) a = (2,1,-3,4)", b = (1,3,—-4,-2)", <€ = (3,-1,—-1,0)".

%
b) 7 = (1,2,3,0)%, b = (2,3,4,10)%, ¢ = 3,41,2%, d = (0,1,2,7)".
Reseni:

a)

Hledame ¢isla «, B, = (koeficienty linedrni kombinace) tak, aby

a-(2,1,-3,9)" +8-(1,3,—-4,-2)" +~-(3,-1,-1,0)" =(0,0,0,0)".

Po souradnicich: 204+ B +3y = 0
a+383 — v = 0
4o — 2 = 0

Tuto homogenni soustavu vytresime Gaussovou eliminac¢ni metodou:

2 1 3 2 1 3 1 3

2
2 1
1 3 —1 0O -5 5) 0O -5 5
~ ~ ~ 0 —1 1
-3 -4 -1 0O -5 7 0 0 2
0 0 2
4 -2 0 O —4 -6 0 0 —=50

K (—2)nédsobku druhého fadku jsme pricetli prvni fadek, k dvojndsobku tietiho fadku
pricteme trojnasobek prvniho a ke ¢tvrtému radku pricteme (—2)nasobek prvniho. Tim
vynulujeme poddiagonalni prvky prvniho sloupce.

Dalsi
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Priklad 1.2.1

Podle definice zjistéte, zda vektory tvori linearné zavisly nebo linedrné nezavisly systém
vektoria v R?:

_>
a) a = (2,1,-3,4)", b = (1,3,—-4,-2)", <€ = (3,-1,—-1,0)".

%
b) 7 = (1,2,3,0)%, b = (2,3,4,10)%, ¢ = 3,41,2%, d = (0,1,2,7)".
Reseni:

Nyni od tretiho radku odecteme druhy a k pétinasobku ¢tvrtého radku pricteme
(—4)nédsobek druhého. Tim jsme vynulovali poddiagondlni prvky druhého sloupce.
Kdybychom nyni ke ¢tvrtému radku pricetli 25—ti nasobek tretiho, dostali bychom
nulovy vektor. Ctvrty faddek tedy vynechdme. Muzeme (ale nemusime) jesté vydélit
druhy radek péti. Dostaneme matici soustavy v hornim trojuhelnikovém tvaru. Hodnost
matice je rovna poctu neznamych = 3, podle Frobeniovy véty ma tato soustava prave
jedno tesSeni. Toto feSeni, tedy koeficienty «, 8, v linearni kombinace, vypocteme zpétnym

chodem Gaussovy eliminace: v = 0, B8 =0, a = 0.

_>
Tedy jedind linedrni kombinace vektortt @, b, &, kterd davéa nulovy vektor, je trividln{

linearni kombinace, vektory tedy tvori linedrné nezavisly systém.
b)

Hleddame ¢cisla «, B, v, § (koeficienty linedrni kombinace) tak, aby
a-(1,2,3, )" +8-(2,3,4, 1) +~-(3,4,1,2)" +5-(0,1,2,7)" = (0,0,0,0)".
Po souradnicich: o+ 28 + 3~ _

204+ 38+4v+ 6 =
3a+48+ v+26 =
da+ B+2v+76 =

S O O O

Dalsi
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Priklad 1.2.1

Podle definice zjistéte, zda vektory tvori linearné zavisly nebo linedrné nezavisly systém
vektoria v R?:

_>
a) a = (2,1,-3,4)", b = (1,3,—-4,-2)", <€ = (3,-1,—-1,0)".

%
b) 7 = (1,2,3,0)%, b = (2,3,4,10)%, ¢ = 3,41,2%, d = (0,1,2,7)".
Reseni:

Tuto homogenni soustavu vyresime Gaussovou elimina¢ni metodou:

1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0
2 3 4 1 N 0o -1 —2 1 N o -1 -2 1 N (1) _i _2
3 4 1 2 0 -2 —8 2 0 0O —4 O
4 1 2 7 o -7 -—-10 7 0 0 4 0 v v !

K druhému fadku jsme pticetli (—2)ndsobek prvniho, k tfetimu fddku jsme pticetli
(—3)nésobek prvniho a ke ¢tvrtému faddku jsme pricetli (—4)ndsobek prvniho. Tim jsme
vynulovali poddiagonalni prvky prvniho sloupce. Nyni k tretimu radku pricteme
(—2)nédsobek druhého a ke ¢tvrtému radku pficteme (—7)ndsobek druhého. Nyni jsou
nulové i poddiagonalni prvky druhého sloupce. Vidime, Ze kdybychom pricetli ke
¢tvrtému Fadku tieti, dostali bychom nulovy vektor. Ctvrty fddek tedy vynechdme. Tiet{
radek muzeme jesté vydélit (—4)mi. Hodnost matice soustavy = 3, pocet nezndmych = 4,
podle Frobeniovy véty mé tedy soustava nekoneéné mnoho feseni. Redeni najdeme
zpétnym chodem Gaussovy eliminace. Protoze 4 — 3 = 1, volime jednu neznamou jako
parametr: § :=t, t € R, a dopocitame:

Dalsi
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Priklad 1.2.1

Podle definice zjistéte, zda vektory tvori linearné zavisly nebo linedrné nezavisly systém

vektora v R?:

a) a = (2,1,-3,4)"
b) 7 = (1,2,3,4)",
Reseni:

v=0

—B—2y+ 6=0
a—+28+3yvy=0

Nasli jsme netrivialni linearni kombinaci danych vektortu, kterd je rovna nulovému

(—2)- @ +1-640-@+1-d =(0,0,0,0)7,

a tedy vektory tvori linearné zavisly systém.

vektoru:

Zpét

Y

%
b = (2,3,4,1)7,

=
=

s
o

t
S 20

_>
b = (1,3,—4,—-2)",
< = (3,4,1,2)",

Y

napr. prot =1

je

9 2 ™ QL

< = (3,-1,—-1,0)".
d = 0,1,2,7)".
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Priklad 1.2.1

Podle definice zjistéte, zda vektory tvori linearné zavisly nebo linedrné nezavisly systém
vektoria v R?:

_>
a) a = (2,1,-3,4)", b = (1,3,-4,-2)", <€ = (3,-1,—-1,0)".
_>
b) 7 = (1,2,3,0)%, b = (2,3,4,10)%, ¢ = 3,41,2%, d = (0,1,2,7)".
Maple:
> with(linalg):
> a := vector( [2,1,-3,4] ): := vector( [1,3,-4,-2] ): c := vector(

b
[3,-1,-1,0] ): basis( {a, b, c} );

{a, b, c}
>  egns:= {2*alpha+beta+3*gamma=0,alpha+3*beta—gamma=0,
—-3+xalpha-4xbeta—gamma=0, 4xalpha-2xbeta=0}:

> A:=genmatrix(eqns, [alpha,beta,gammal) ;

1 3 —1 ]
Ao 2 1 3
-3 —4 -1

| 4 -2 0

> koef:=vector([alpha,beta,gammal) ;
koef := [a, B, 7]
> assign(koef=linsolve (A, [0,0,0,01));
> eval (koef);
[0,0,0]

Dalsi
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Priklad 1.2.1

Podle definice zjistéte, zda vektory tvori linearné zavisly nebo linedrné nezavisly systém
vektoria v R?:

%
a) a = (2,1,-3,4)", b = (1,3,—-4,-2)", <€ = (3,-1,—-1,0)".
%

b) 7 = (1,2,3,0)%, b = (2,3,4,10)%, ¢ = 3,41,2%, d = (0,1,2,7)".
Maple:
b)

> a := vector( [1,2,3,4] ): b := vector( [2,3,4,1] ): c := vector(

[3,4,1,2] ): d:=vector([0,1,2,7]): basis( {a, b, c,d} );

{a, b, c}
> eqgns:= {alpha+2+beta+3+gamma=0,2+alpha+3+beta+4+xgamma+delta=0,
3xalpha+4+betatgamma+2+delta=0, 4xalphat+beta+2xgamma+7+delta=0}:

> A:=genmatrix (eqns, [alpha,beta,gamma,deltal);

1 2 3 0
2

A= 3 4 1

3 4 1 2
L 4 1 2 7 ]

> ffgausselim(A) ;

! 3 0 ]

0 —1 —2 1

0 0 4 0
Dalsi - g g L L -
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Priklad 1.2.1

Podle definice zjistéte, zda vektory tvori linearné zavisly nebo linedrné nezavisly systém
vektoria v R?:

_>
a) a = (2,1,-3,4)", b = (1,3,—-4,-2)", <€ = (3,-1,—-1,0)".
b) 7 = (1,2,3,0)%, b = (2,3,4,10)%, ¢ = 3,41,2%, d = (0,1,2,7)".
Maple:

> rank (A);
3

> koef:=vector([alpha,beta,gamma,deltal]l);

koef := [a, B, v, 9]
> assign (koef=linsolve (A, [0,0,0,01));
> eval (koef);

2 _t1, -t1, 0, _t4]
> koefval:=t->(-2*t,t,0,t);

koefval .=t — (—2t, t, 0, t)
> koefval (1);
—2,1,0,1

Zpét
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Priklad 1.2.1

Podle definice zjistéte, zda vektory tvori linearné zavisly nebo linedrné nezavisly systém
vektoria v R?:

_>
a) a = (2,1,-3,4)", b = (1,3,—-4,-2)", <€ = (3,-1,—-1,0)".
%
b) 7 = (1,2,3,0)%, b = (2,3,4,10)%, ¢ = 3,41,2%, d = (0,1,2,7)".

Mathematica:

a)
a = {2’ 1, -3, 4}; b= {1’ 3,—4, —2};6 = {3’ -1, -1, 0};

MatrixForm[aa + Bb + vyc] == MatrixForm[{0, 0,0, 0}]

2a + B+ 3y
o+ 38—~
—3a — 48 — v
4o — 2

S O O O

A= Tra.nspose[{a, b, C}];

MatrixForm[A]
1 3
1 3 =1l
-3 —4 -1
4 -2 0
Dalsi
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Priklad 1.2.1

Podle definice zjistéte, zda vektory tvori linearné zavisly nebo linedrné nezavisly systém
vektoria v R?:

_>
a) a = (2,1,-3,4)", b = (1,3,—-4,-2)", <€ = (3,-1,—-1,0)".
%
b) 7 = (1,2,3,0)%, b = (2,3,4,10)%, ¢ = 3,41,2%, d = (0,1,2,7)".

Mathematica:

{a, B,v} = LinearSolve[A, {0,0,0,0}]
{0,0,0}

Vektory jsou linedarné nezavislé.

b)
a=.; B=.;v=.;0=;

a=1{1,2,3,4};b={2,3,4,1};¢c = {3,4,1,2};d = {0,1,2,7};
MatrixForm[aa + Bb + ¢ + éd] == MatrixForm[{0, 0,0, 0}]
o+ 28 + 3y
2a0 + 38+ 4y + 6

3a+ 48 4+ v+ 26
da+ B+ 2v+ 76

o O O O

A = Transpose[{a, b, c, d}];

Dalsi
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Priklad 1.2.1

Podle definice zjistéte, zda vektory tvori linearné zavisly nebo linedrné nezavisly systém
vektoria v R?:

_>
a) a = (2,1,-3,4)", b = (1,3,-4,-2)", < = (3,-1,—-1,0)".
%
b) 7 = (1,2,3,0)%, b = (2,3,4,10)%, ¢ = 3,41,2%, d = (0,1,2,7)".

Mathematica:
MatrixForm[A]

W N =
= ok W N
N =R W
NN N = O

4
NullSpace[A]

{{-2,1,0,1}}

{e, B,7, 6} = NullSpace[A][[1]]
{—2,1,0,1}

Vektory jsou linearné zavislé.

Zpét
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Priklad 1.2.2

Oveérte, ze vektory
%
a = (-1,4,2,-5 3" b =(1,1,0,0, 4", € = (3,-5-2,8, 7"

jsou linedrné nezavislé, a vyjadrete vektor o = (1, —4,—-2,5, —3)T jako jejich linearni
kombinaci.

'@@:9{}51&# Zpét
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Priklad 1.2.2

Oveérte, ze vektory

%
a = (-1,4,2,-5 3" b =(1,1,0,0, 4", € = (3,-5-2,8, 7"

jsou linedrné nezavislé, a vyjadrete vektor o = (1, —4,—-2,5, —3)T jako jejich linearni
kombinaci.

Vysledek:

T =(=1)-@+0-54+0-¢.

Zpét
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Priklad 1.2.2

Oveérte, ze vektory

ﬁ
a = (-1,4,2,-5 3" b =(1,1,0,0, 4", € = (3,-5-2,8, 7"

jsou linedrné nezavislé, a vyjadrete vektor o = (1, —4,—-2,5, —3)T jako jejich linearni
kombinaci.

Navod:

o % v . . ~ z . 7 z 4
Z vektoru 7, b, 7 sestavime matici A, kterou prevedeme na horni trojihelnikovy tvar.
. - . . . e 1 .. - . .
Tti vektory 7, b, s jsou linedrné nezavislé pravé kdyz hodnost matice A je rovna 3.
Koeficienty linedrni kombinace urcime jako rfeseni nehomogenni soustavy linearnich

rovnic.

Zpét
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Priklad 1.2.2

Oveérte, ze vektory

_>
a = (-1,4,2,-5 3" b =(1,1,0,0, 4", € = (3,-5-2,8, 7"

jsou linedrné nezavislé, a vyjadrete vektor o = (1, —4,—-2,5, —S)T jako jejich linearni

kombinaci.
Reseni:
T 1 4 2 -5 3
A= | BT | = 1 1 0 0 4 | ~
27T 3 -5 -2 8 7
1 4 2 -5 3 1 4 2 -5 3
~ 0O 5 2 -5 7T ~ 0O 5 2 -5 7
0O 7 4 —7 16 0 0 6 0 31

Nejprve jsme k druhému radku pricetli prvni a k tretimu radku jsme pricetli trojnasobek

prvniho. Tim jsme vynulovali poddiagonalni prvky prvniho sloupce. Nasledné jsme k

pétindsobku posledniho faddku pficetli (—7)—mi ndsobek druhého fadku. Ziskali jsme

matici A v hornim trojihelnikovém tvaru. Hodnost matice A, h(A) = 3, a tedy tfi
= . L s

vektory a, b, Kes jsou linearné nezavislé.

Na prvni pohled je v tomto pripadé vidét, ze vektor K4 je opacny k vektoru a. 7

cvicnych duvodu ale sestavime a vytreSime piisluSnou nehomogenni soustavu linearnich

rovnic pro urceni koeficientt linearni kombinace.

Hledame c¢isla «, B a v tak, aby

a-(—=1,4,2,-5,3)  +8-(1,1, 0,0, )" +~-(3,-5,-2,8, 7)" =(1,—-4,-2,5,-3)".

Dalsi
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Priklad 1.2.2

Oveérte, ze vektory

_>
a = (-1,4,2,-5 3" b =(1,1,0,0, 4", € = (3,-5-2,8, 7"

jsou linedrné nezavislé, a vyjadrete vektor o = (1, —4,—-2,5, —S)T jako jejich linearni

kombinaci.
Reseni:
Po souradnicich: —a+ B + 4 = 1
da+ B —5y = —4
2ce — Ly = =
—d« + 8y = 5%
3a+48+7y = -3
Tuto soustavu vyresime Gaussovou eliminac¢ni metodou:
-1 1 3 1 —1 1 3|1
-1 1 3|1
1 -5 | —4 0 5 710
0O 5 710
2 0 -2 | =2 ~ 0 2 410 ~ ~
0O O 6|0
-5 0 8 5 0O -5 -—-71|0
O 0 31{0
3 4 71 —3 0 7 16 | O

Vynulovani poddiagonalnich prvka prvniho sloupce: k druhému fadku jsme pricetli
4—nasobek prvniho, ke tretimu radku jsme pricetli dvojnasobek prvniho, ke ¢tvrtému
radku jsme pricetli (—5)—tindsobek prvniho a k patému fddku jsme pticetli trojndsobek
prvniho. Kdybychom nyni ke ¢ctvrtému radku pricetli druhy, dostaneme nulovy vektor,

ctvrty radek tedy vynechdme a vynulujeme poddiagonalni prvky druhého sloupce.
Dalsi
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Priklad 1.2.2

Oveérte, ze vektory

_>
a = (-1,4,2,-5 3" b =(1,1,0,0, 4", € = (3,-5-2,8, 7"

jsou linedrné nezavislé, a vyjadrete vektor o = (1, —4,—-2,5, —3)T jako jejich linearni
kombinaci.

Reseni:

K pétindsobku tfetiho fadku pricteme (—2)nasobek druhého, k pétindsobku ¢tvrtého
radku pricteme (—7)—mi ndsobek druhého. Kdybychom nyni k (—6)—ti ndsobku ¢tvrtého
f4dku pricetli 31ndsobek tietiho, dostali bychom opét nulovy vektor. Ctvrty fddek tedy
vynechame. Dostaneme rozsifenou matici soustavy v hornim trojuhelnikovém tvaru.
Zpétnym chodem Gaussovy eliminace dopocteme hledané koeficienty «, 8, v linearni

kombinace.
-1 1 3|1 6y = O vy = 0
~ O 5 710 - 50 = B = 0
O O 610 —a = 1 a = -1
Tedy
Y =(-1)-@+0-b+0-7¢
Zpét
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Priklad 1.2.2

Oveérte, ze vektory
ﬁ
a = (-1,4,2,-5 3" b =(1,1,0,0, 4", € = (3,-5-2,8, 7"

jsou linedrné nezavislé, a vyjadrete vektor 77:::(1,——4,——2,5,——3)11jako_ﬂﬁich linearni

kombinaci.
Maple:
> with(linalg):
> a := vector( [-1,4,2,-5,3] ): b := vector( [1,1,0,0,4] ): c :=
vector ( [3,-5,-2,8,7] ): basis( {a, b, c} );
{a, b, c}
> A:=-matrix(3,5,[-1,4,2,-5,3,1,1,0,0,4,3,-5,-2,8,7]);
—1 4 2 -5 3
A= 1 1 0 0O 4
3 =5 —2 8 7
> ffgausselim (A) ;
—1 4 2 -5 3
-5 —2 5 -7

> rank (A);

Dalsi
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Priklad 1.2.2

Oveérte, ze vektory
_>
a = (-1,4,2,-5 3" b =(1,1,0,0, 4", € = (3,-5-2,8, 7"

jsou linedrné nezavislé, a vyjadrete vektor 77:::(1,——4,——2,5,——3)11jako_ﬂﬁich linearni
kombinaci.

Maple:

>  egns:=
{—alpha+beta+3*gamma=l,4*alpha+beta—5*gamma=—4,2*alpha—2*gamma=—2,
-5xalpha+8xgamma=5, 3xalpha+4+beta+7+gamma=-3}:

> B:=genmatrix (eqns, [alpha,beta,gammal) ;

1 1 3
4 1 =5
B 2 0 -2
-5 0 8

3 4 7|

> v:=vector([1l,-4,-2,5,-31);
v:=[1, —4, =2, 5, —3]

> C:=concat (B, Vv);

-1 1 3 1
4 1 -5 -4
C = Zz 0 =5 —Z
-5 0 8 5)
| 3 4 7 =3 |
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Priklad 1.2.2

Oveérte, ze vektory

a = (-1, 4, 2,-5, 3)",

jsou linedrné nezavislé, a vyjadiete vektor o = (1, —4,

%
b = (1,1, 0,0, 4)",

< = (3,-5,-2,8, 7"

—2,5, —3)T jako jejich linedrni

kombinaci.
Maple:
> ffgausselim(C);
[ —1 1 3 1
O -5 =7 0
0 0O —6 O
0 0 0O O
i 0 0 0O O
> Dbacksub (%) ;
[_ 1) Oa 0]
> koef:=vector([alpha,beta,gammal) ;
koef := [, B, 7]
> assign(koef=linsolve (B,Vv));
> alpha:=koef[1l];
a = —1
> beta:=koef[2];
B:=0
Dalsi
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Priklad 1.2.2

Oveérte, ze vektory
%
a = (-1,4,2,-5 3" b =(1,1,0,0, 4", € = (3,-5-2,8, 7"

jsou linedrné nezavislé, a vyjadrete vektor 77:::(1,——4,——2,5,——3)1‘jako_ﬁﬁich linearni

kombinaci.
Maple:
> gama:=koef [3];
gama = 0
> alphaxatbetaxbtgamaxc;
—a

> evalm(v—-alphaxatbetaxb+gamaxc) ;

[0, 0, 0, 0, 0]

Zpét
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Priklad 1.2.2

Oveérte, ze vektory
ﬁ
a = (-1,4,2,-5 3" b =(1,1,0,0, 4", € = (3,-5-2,8, 7"

jsou linedrné nezavislé, a vyjadrete vektor o = (1, —4,—-2,5, —3)T jako jejich linearni
kombinaci.

Mathematica:
a={-1,4,2,-5,3};b= {0,—-5,—-2,5, —7};c = {0,0,—6,0, —31};

A = {a,b,c};

MatrixForm[A]
-1 4 2 -5 3
0 -5 =2 5 —7
0 0 —6 —31

3,

Lo =l =

0 0o 1 o 81
MatrixRank[A]

3

Vektory jsou tedy linedarné nezavislé.

Dalsi .—p.9/15



Priklad 1.2.2

Oveérte, ze vektory

%
a = (-1,4,2,-5 3" b =(1,1,0,0, 4", € = (3,-5-2,8, 7"

jsou linedrné nezavislé, a vyjadrete vektor o = (1, —4,—-2,5, —3)T jako jejich linearni
kombinaci.

Mathematica:

v={1,—-4,-2,5,-3};

{a, B, v} = LinearSolve[Transpose[A], v]
{—1,0,0}

Tedy

Zpét
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Priklad 1.2.3

Necht vektory 7, 7, W tvor{ linedrné nezavisly systém vektort ve vektorovém prostoru
V. Urcete, zda nasledujici systémy vektoru jsou linedrné zavislé nebo nezavislé:

a) W, 4+, 4+,

b) U —-20 4+, 3U — W, U4 +47 —30.

'@@:9{}51&# Zpét
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Priklad 1.2.3

Necht vektory , ¥, W tvoif linedrné nezdvisly systém vektori ve vektorovém prostoru
V. Urcete, zda nasledujici systémy vektoru jsou linedrné zavislé nebo nezavislé:

a) W, 4+, 4+,
b) W—-20+ W, 3ud -, « +47 — 3W.

Vysledek:

a) vektory tvofi linedrné nezavisly systém vektort
b) vektory tvoii linedrné zavisly systém vektoru.

Zpét
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Priklad 1.2.3

Necht vektory , ¥, W tvoif linedrné nezdvisly systém vektori ve vektorovém prostoru
V. Urcete, zda nasledujici systémy vektort jsou linedrné zavislé nebo nezavislé:

a) W, 4+, 4+,
b) W—-20+ W, 3ud -, « +47 — 3W.

Navod:

Hledame koeficienty linearni kombinace danych vektoru, ktera dava nulovy vektor.
Jsou-li vSechny tyto koeficienty nulové (tzv. trividlni linedrni kombinace), systém vektoru
je linearné nezavisly. Je-li alespon jeden koeficient nenulovy, pak systém vektoru je
linedarné zavisly.

Zpét
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Priklad 1.2.3

Necht vektory 7 7 W tvoii linedrné nezavisly systém vektoru ve vektorovém prostoru
V. Urcete, zda nasledupm systémy vektoru jsou linearné zavislé nebo nezavislé:

a) W, 4+, 4+,
b) W—-20+ W, 3ud -, « +47 — 3W.

Reseni:

Nejprve si uvédomme, ze je-li néjaka linearni kombinace linedrné nezavislého systému
vektoru rovna nulovému vektoru, pak vzdy vSechny koeficienty této linedrni kombinace
jsou nulové.

a)

Hledame c¢isla «, 3, v tak, aby
%
a-"d+B8- (d+)+~v- (T +W)=0
kde ﬁ je nulovy prvek vektorového prostoru V. Upravime rovnici na tvar

(a+B+7) T +B-T+ry-W=0.

Toto je hnearnl kombinace vektoru 7 7 w ktera dava nulovy vektor. Protoze vektory
7 7 W tvoii linedrné nezavisly systém, musi byt vSechny koeficienty této linearni
kombmace nulové:

<a+5+7)20a B =0, v = 0.

Dostavame o = (8 = v =0, a tedy i vektory 7, 0+ 7, U + W tvoii linedrné
nezavisly systém vektor.

Dalsi
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Priklad 1.2.3

Necht vektory 7, 7, W tvor{ linedrné nezavisly systém vektort ve vektorovém prostoru
V. Urcete, zda nasledujici systémy vektort jsou linedrné zavislé nebo nezavislé:

a) W, 4+, 4+,

b) U —-20 4+, 3U — W, U4 +47 —30.

Reseni:

b)
Hledame cisla «, 3, v tak, aby

o (F—-20+@)+8- B8 —B)+~v- (T +47 —30) = 0.

Neboli
(oz—l—SB—l—fy)-7—|—(—2a—|—4*y)-74—(&—5—37)-@}:6).

Protoze vektory 7, 7, W tvoif lineadrné nezavisly systém, je jedina linearni kombinace,
ktera dava nulovy vektor, trivialni, tj. vSechny koeficienty této linearni kombinace jsou
nulové. Pro a, 3, v tak dostdvame homogenni soustavu linearnich algebraickych rovnic:

a+38+~v=0, —2a+4v=0, oa—p—3v.

Soustavu vyresSime:

Dalsi l
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Priklad 1.2.3

Necht vektory 7, 7, W tvoif linedrné nezavisly systém vektort ve vektorovém prostoru
V. Urcete, zda nasledujici systémy vektort jsou linedrné zavislé nebo nezavislé:

a) W, 4+, 4+,

b) U —-20 4+, 3U — W, U4 +47 —30.

Reseni:

K druhému radku jsme pricetli dvojnasobek prvniho, od tretiho fddku jsme odecetli
prvni, pak jsme vynechali tieti fadek a druhy jsme vydélili Sesti. Matice soustavy ma
hodnost 2, pocet neznamych je 3, podle Frobeniovy véty ma soustava nekonecné mnoho
feseni. Regeni, které zavisi na jednom parametru (3 — 2 = 1), ziskdme zpétnym chodem
Gaussovy eliminace. Polozime v :=t a dopoc¢teme

B+y=0 = p[=-t
a+38+vy=0 = o= 2t

Napft. pro t = 1 dostaneme o« = 2, 8 = —1, v = 1. Nasli jsme tedy netrivialni lineadrni
kombinaci vektortit @ — 2 + 1_3, 3U — _>, U+ 47 — SR?, ktera dava nulovy vektor, a
tedy vektory U — 2 + E?, 3U — E?, U + 47 — 3 tvoif linedrné zavisly systém.

Zpét
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Priklad 1.2.3

Necht vektory , ¥, W tvoif linedrné nezdvisly systém vektori ve vektorovém prostoru
V. Urcete, zda nasledujici systémy vektort jsou linedrné zavislé nebo nezavislé:

a) W, 4+, 4+,
b) W—-20+ W, 3ud -, « +47 — 3W.

Maple:
> with(linalg):
> collect (axutbx (utv) +c* (utw) , u) ;
(a+b4+c)u+bv+cw
> eqgns:={a+b+c=0,b=0,c=0};
eqns :={a+b+c=0,b=0, c =0}
> A := genmatrix(eqns, [a,b,cl);

1 1 1
A =

> linsolve (A, [0,0,0]);

[0, 0, 0]
b)

> collect (a*x (U—2*v+w) +tb*x (3xu-w) tc* (Ut+t4d*v—-3*w) , u) ;

(a+3b+c)ut+a(—2v+w)—bw+c(4dv — 3 w)

> collect (a* (=2xv+w) —b*xwtc* (d*v—-3*w) , V) ;

(—2a+4+4c)v4+aw—bw —3cw

Dalsi
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Priklad 1.2.3

Necht vektory , ¥, W tvoif linedrné nezdvisly systém vektori ve vektorovém prostoru
V. Urcete, zda nasledujici systémy vektort jsou linedrné zavislé nebo nezavislé:

a) W, 4+, 4+,
b) W—-20+ W, 3ud -, « +47 — 3W.

Maple:
> collect (a*w—bxw—3*c*w, w) ;
(a—b—3c)w
> res:=(a+3*«b+tc) rut (—2xa+d*c) *v+ (a-b-3*c) *w;

res:=(a+3b+c)u+(—2a+4c)v+(a—b—3c)w
> eqgns:={a+3*b+c=0,-2xa+4xc=0,a-b-3xc=0};

eqns := {a+3b+c=0, —2a+4c=0,a—b—3c=0}

> A := genmatrix(eqgns, [a,b,cl);
1 3 1
A= —2 0
1 -1 -3

> ffgausselim(A) ;

1 3 1
0O 6 6
0O 0 O

Dalsi
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Priklad 1.2.3

Necht vektory 7, 7, W tvor{ linedrné nezavisly systém vektort ve vektorovém prostoru
V. Urcete, zda nasledujici systémy vektoru jsou linedrné zavislé nebo nezavislé:

a) W, 4+, 4+,

b) U —-20 4+, 3U — W, U4 +47 —30.

Maple:
> linsolve(A,[0,0,0]);
R_t1, —_t1, _tq]
>  koef:=t->(2«t,-t,t);
koef :=t — (2t, —t, t)
>  koef (1);
2, —1, 1

Zpét
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Priklad 1.2.3

Necht vektory , ¥, W tvoif linedrné nezdvisly systém vektori ve vektorovém prostoru
V. Urcete, zda nasledujici systémy vektort jsou linedrné zavislé nebo nezavislé:

a) W, 4+, 4+,
b) W—-20+ W, 3ud -, « +47 — 3W.

Mathematica:

a)
Collect[au + b(u + v) + c(u + w), u]

(a+b+c)u+bv+ cw
Solve[{a + b + ¢ == 0,b==0, c == 0}, {a, b, c}]
{{a -+ 0,b - 0,c — 0}}

Vektory jsou linearné nezavislé.

b)
Collectfa(u — 2 * v+ w) + b(B3*u —w) +c(u+4*v — 3 *xw),{u, v, w}|

(a4+3b+c)u+ (—2a+ 4c)v+ (a — b — 3c)w
Solve[{a + 3b+ ¢ == 0, —2a + 4¢c==0,a — b — 3¢ == 0},{a, b, c}]

Solve::svars :
Equations may not give solutions for all solve variables. More. . .

{{a — 2¢,b - —c}}

Vektory jsou linedrné zavislé (muzeme volit ¢ = 1 potom b = —1 a a = 2).

Zpét l

|
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Priklad 1.2.4

Rozhodnéte, zda systém funkci f, g, h ve vektorovém prostoru funkci spojitych na R, je
linedrné zavisly nebo nezavisly.

a)  f(z)=2x-1, g(x) =x+1, h(z) = -z +2;

b) f(x) =sinz, g(x) = cosz, h(x) = sinx cosx.

'@@:9{}51&# Zpét
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Priklad 1.2.4

Rozhodnéte, zda systém funkci f, g, h ve vektorovém prostoru funkci spojitych na R, je
linedrné zavisly nebo nezavisly.

a)  f(z)=2x-1, g(x) =x+1, h(z) = -z +2;

b) f(x) =sinz, g(x) = cosz, h(x) = sinx cosx.

Vysledek:

a) Systém je linedrné zavisly.
b) Systém je linedrné nezavisly.

Zpét

|
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Priklad 1.2.4

Rozhodnéte, zda systém funkci f, g, h ve vektorovém prostoru funkci spojitych na R, je
linedrné zavisly nebo nezavisly.

a)  f(z)=2x-1, g(x) =x+1, h(z) = -z +2;

b) f(x) =sinz, g(x) = cosz, h(x) = sinx cosx.

Navod:

Linedrni zavislost systému funkci lze zjistit podle definice (hleddme koeficienty linedrni
kombinace, ktera dava nulovy prvek daného vektorového prostoru, tj. v tomto pripadé
konstantni nulova funkce na celém R) nebo pomoci Wronskidnu.

Zpét
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Priklad 1.2.4

Rozhodnéte, zda systém funkci f, g, h ve vektorovém prostoru funkci spojitych na R, je
linedrné zavisly nebo nezavisly.

a)  f(z)=2x-1, g(x) =x+1, h(z) = -z +2;

b) f(x) =sinz, g(x) = cosz, h(x) = sinx cos .

Reseni:
a) Podle definice:
Hledame cisla «, 3, v tak, aby
a-f(x)+8-g(x)+~v-h(x)=0(x) VzreR,
kde o(x) je konstantni nulova funkce na R - nulovy prvek prostoru spojitych funkci na R:

a-2z—1)+6-(z+1)+~v-(—x+2)=0.

Po upraveé: Ra+B—7) - z+ (—a+ B8+ 2y) =0.
Funkce vlevo je polynom prvniho stupné. Ten je roven nulové funkci pravé kdyz vSechny
jeho koeficienty jsou nulové. Dostavame homogenni soustavu linearnich rovnic, kterou

vyreSime: 2a04+8— v = 0
—a+pf+2y = O
2 1 -1 2 1 -1 2 1 =1
( —1 1 2 ) - ( 0 3 3 ) - ( 0 1 1 )
Soustava méa nekoneéné mnoho feSeni (hodnost matice soustavy je 2, pocet neznamych 3,
jednu nezndmou volime jako parametr):

B =—t , mnapi.prot=1 je B=—-1

Dalsi I
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Priklad 1.2.4

Rozhodnéte, zda systém funkci f, g, h ve vektorovém prostoru funkci spojitych na R, je
linedrné zavisly nebo nezavisly.

a)  f(z)=2x-1, g(x) =x+1, h(z) = -z +2;

b) f(x) =sinz, g(x) = cosz, h(x) = sinx cos .

Reseni:
Nasli jsme netrivialni linearni kombinaci, ktera dava nulovou funkci, a tedy systém funkci

2¢c0 — 1, x+ 1, —x 4+ 2 je linearné zavisly.
Pomoci Wronskianu:

f(x) g(x) h(x) 20 —1 x+1 —x—+2
Wign(z)= | f'(z) g'(z) h~'(z) = 2 1 —1
(@) g¢"(x) h'(z) 0 0 0

Determinant této matice je roven nule pro vSechna x € R, nelze tedy pomoci Wronskianu

o linearni zavislosti nebo nezavislosti daného systému rozhodnout.
b) Podle definice:
Hledame cisla «, B, v tak, aby

a-f(x)+B-g(x)+~v-h(x)=0(x) VreR,
kde o(x) je konstantni nulova funkce na R - nulovy prvek prostoru spojitych funkci na R:
a-sinx + B -cosx + v -sinxcosx = 0.

Nyni musime vyftesit tuto slozitou goniometrickou rovnici. Zkusime, zda pomoci
Wronskidnu neziskdme v tomto pripadé odpovéd’ rychleji.

Dalsi
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Priklad 1.2.4

Rozhodnéte, zda systém funkci f, g, h ve vektorovém prostoru funkci spojitych na R, je
linedrné zavisly nebo nezavisly.

a)  f(z)=2x-1, g(x) =x+1, h(z) = -z +2;

b) f(x) =sinz, g(x) = cosz, h(x) = sinx cos .

Reseni:

Pomoci Wronskianu:

f(x) g(x) h(x) sin x cosr sinxcosc
We g n(z) = f'(z) g'(z) h'(x) = cosr —sinx cos(2x)
f(x) g"(x) h'(x) —sinz —cosx —2sin(2x)
Vypocteme determinant rozvojem podle posledniho sloupce:
det W¢ 4. 1 (x) = sinx cosx C(.)Sw CemE cos(2x) S?na: COST | _
—sinx —cosx —sinz —cosx
sin x cos

—2sin(2x) — sin  cos z(— cos” x — sin” z)—

COS I —sinx

cos(2x)(— sin z cos & + sin x cos z) — 2sin(2z)(— sin” & — cos® z) = 3 sinx cos z.
0 U 2 V2 3
Napi. pro x = 0 jeWge gn (Z) = 3%% = 5 # 0. Nasli jsme tedy bod, ve kterém je

Wronskian nenulovy, a tedy funkce sinx, cosx, sinx cosx tvoii linedrné nezavisly
systém v prostoru funkci spojitych na R.

Zpét
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Priklad 1.2.4

Rozhodnéte, zda systém funkci f, g, h ve vektorovém prostoru funkci spojitych na R, je
linedrné zavisly nebo nezavisly.

a)  f(z)=2x-1, g(x) =x+1, h(z) = -z +2;

b) f(x) =sinz, g(x) = cosz, h(x) = sinx cos .

Maple:

> with(linalg):
> fi=x-> 2%x-1;

f=x—>2x—1
>  gi=x—->x+1;

g =x—x+1
> hi=x->-x+2;

h:=x— —x 42
> comb:=x-> ax*f (x)+b*g(x)+c*h (x);

comb : =z — af(x) + bg(x) + ch(x)
> collect (comb (x),x);
(2a+b—c)z—a+b+2c

> A:=matrix(2,3,[2,1,-1,-1,1,2]);

A — 2 1 —1
—1 1 2
> ffgausselim (A) ;

2 1 -1
Dals{ 0 3 3
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Priklad 1.2.4

Rozhodnéte, zda systém funkci f, g, h ve vektorovém prostoru funkci spojitych na R, je

linedrné zavisly nebo nezavisly.

a)
b)

Maple:

>

Dalsi

fle) =22 -1, g(z) =z +1, h(z) = —x + 2;
f(x) =sinz, g(x) = cosz, h(x) = sinx cos .

v:=vector ([0,0]);
v := [0, 0]
linsolve (A, V) ;
Lt1, —_t1, —tq]
koef:=t->(t,-t,t);
koef :=t — (t, —t, t)

koef (1) ;
1, —1,1
B:=vector ([f(x),g(x),h(x)]1);
B:=2x—-1,z4+1, —x + 2]
Wr := wronskian (B, x);
2z—1 zz+1 —x+4+2
Wr = 2 1 —1
0 0 0
det (Wr) ;
0
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Priklad 1.2.4

Rozhodnéte, zda systém funkci f, g, h ve vektorovém prostoru funkci spojitych na R, je
linedrné zavisly nebo nezavisly.

a)  f(z)=2x-1, g(x) =x+1, h(z) = -z +2;

b) f(x) =sinz, g(x) = cosz, h(x) = sinx cos .

Maple:
b)
>  f:=x-> sin(x);
f =z — sin(x)
>  g:=x-> cos(Xx);
g :=x — cos(x)
> h:=x->sin(x) *cos (x);
h := x — sin(x) cos(x)
> comb:=x-> ax*f (xX)+b*xg(x)+tc*xh(x);
comb =z — af(z) + bg(x) + ch(x)
> comb (x) ;

a sin(x) + bcos(x) + csin(x) cos(x)

> B:=vector ([f(x),g(x),h(x)]);
B := [sin(x), cos(x), sin(x) cos(x)]
> Wr := wronskian (B, x);
sin(x) cos(x) sin(x) cos(x)
Wr .= cos(x) —sin(z) cos(x)? — sin(x)?
Dalsi —sin(xz) —cos(x) —4sin(x) cos(x) |

|
.—p.11/15



Priklad 1.2.4

Rozhodnéte, zda systém funkci f, g, h ve vektorovém prostoru funkci spojitych na R, je

linedrné zavisly nebo nezavisly.
a)  f(z)=2x-1, g(x) =x+1, h(z) = -z +2;
b) f(x) =sinz, g(x) = cosz, h(x) = sinx cosx.

Maple:
> det (Wr);
3sin(z)? cos(x) + 3 cos(x)? sin(x)
> simplify (%) ;

3sin(x) cos(x)

>  detWr:=x->3%sin (x) *xcos (x) ;

detWr := z — 3sin(z) cos(x)
>  detWr (P1/4);

3
2

Zpét
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' Piklad 1.2.4

Rozhodnéte, zda systém funkci f, g, h ve vektorovém prostoru funkci spojitych na R, je
linedrné zavisly nebo nezavisly.

a)  f(z)=2x-1, g(x) =x+1, h(z) = -z +2;

b) f(x) =sinz, g(x) = cosz, h(x) = sinx cos .

Mathematica:

EjL"[x_] =2z — 1;g[x] =2z 4+ 1;h[x] = —x + 2;

W = {{f[z], g[x], h[z]}, {D[f|=], z], D[g|z], z], D[h[z], x]},
{D[f[x], {z,2}], Diglz], {z, 2}], D[h[z], {z, 2}]}};

MatrixForm|[W]
—1 4+ 2x 1+ 2—=x
2 1 —1
( 0 0 0 )
Det[W]
0

Determinant je rovny nule, systém je linearné zavisly.

b)
f[x-] = Sin[z]; g[x-] = Cos[z]; h[x] = Sin[z]Cos|z];

W = {{f[z], glz], h[z]}, { D[f[x], x], D[g|z], ], D[h|z], ]},
{D[f[z], {z, 2}], Dlg[z], {z, 2}], D[h[z], {z, 2}]} };

Dalsi
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Priklad 1.2.4

Rozhodnéte, zda systém funkci f, g, h ve vektorovém prostoru funkci spojitych na R, je
linedrné zavisly nebo nezavisly.

a)  f(z)=2x-1, g(x) =x+1, h(z) = -z +2;

b) f(x) =sinz, g(x) = cosz, h(x) = sinx cosx.

Mathematica:

MatrixForm[W]
Sin[z] Cos|x] Cos[z]Sin[x]
Cos|x] —Sin[z]  Cos[z]? — Sin[z]?
—Sin[z] —Cos[z] —4Cos[x]Sin[z]
Simplify[Det[W]]

3Cos[z]Sin[x]

Determinant je ruzny od nuly, systém je linedrné nezavisly.

Zpét
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Baze a dimenze linearniho prostoru

® Piiklad 1.3.1 Napiste libovolnou bédzi prostoru R%, kterd obsahuje vektor
o =(1,1,1,1)7 a vyjddrete vektor @ = (2, —2,1,3)T pomoci této baze.

® Priklad 1.3.2 Ovérte, ze vektory
o =(1,2,1,1)7, b = (2,—-1,1,0)T, @ =(1,1,2,2)T jsou linedrné nezivislé, a
napiste jeden dalsi vektor prostoru lR4, ktery lezi v podprostoru, jehoz bazi jsou
vektory 7, b, 7, a jeden vektor prostoru R%, ktery nelezi v podprostoru, jehoz

%
bazi jsou vektory 7, b, .

® Piiklad 1.3.3 Urcete dimenzi nejmensiho podprostoru prostoru R®, ve kterém lez{

vektory .
a =(4,2,0,—1,1)7, ¥ =(-3,1,-1,2,-2)T, @ =(-2,4,-2,3,-3)T.
Které z vektoru H), b, 7 tvoii bazi tohoto podprostoru?
@ ® Zpét
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Priklad 1.3.1

Napiste libovolnou béazi prostoru R*, kterd obsahuje vektor o/ = (1,1,1, 1)1 a vyjadiete
vektor @ = (2,—-2,1,3)" pomoci této baze.

@:?%ﬁ‘ Zpét

|
.—p.13/15



Priklad 1.3.1

Napiste libovolnou béazi prostoru R*, kterd obsahuje vektor o/ = (1,1,1, 1)1 a vyjadiete
vektor @ = (2,—-2,1,3)" pomoci této baze.

Vysledek:

Hledana baze je naptriklad tvorena vektory

T

¥ =(1,1,1,1)", & = (0,1,0,0)", & = (0,0,1,0)", &4 = (0,0,0,1)",

@ =2-T+(—4) -e+(-1)-e5+1-2;.

Zpét

|
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Priklad 1.3.1

Napiste libovolnou béazi prostoru R*, kterd obsahuje vektor o/ = (1,1,1, 1)1 a vyjadiete
vektor @ = (2,—-2,1,3)" pomoci této baze.

Navod:

Protoze hleddme bézi prostoru R*, musime najit systém ctyt linearné nezavislych vektora
z R*, které prostor R* generuji, pricemz jednim z hledanych vektoru je vektor . Ten
doplnime na bézi R* napf. tfemi vektory kanonické (pfirozené) béze.

Vektor @ najdeme jako linearni kombinaci prvka nalezené baze, neboli hledame
koeficienty piislusné linearni kombinace vektoru baze (tzv. sourfadnice vektoru @

vzhledem k této bazi).

Zpét
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Priklad 1.3.1

Napiste libovolnou béazi prostoru R*, kterd obsahuje vektor o/ = (1,1,1, 1)1 a vyjadiete
vektor @ = (2,-2,1,3)T pomoci teto baze.

Reseni:

Kdybychom vektory libovolné baze R? zapsali do matice a tuto matici pfevedli pomoc{
ekvivalentnich dprav na horni trojuhelnikovy tvar, méla by tato matice hodnost 4,
protoze dim R* = 4 a béze je tedy tvofena libovolnymi ¢tyfmi linedrné nezdvislymi
vektory. ZapiSseme-li tedy libovolnou matici fddu 4 (tj. typu 4 X 4) v hornim
trojuhelnikovém tvaru, tvoi{ jeji 4 fadky 4 vektory baze R*. Vzhledem k tomu, ze
nejjednodussi jsou vypocty s vektory kanonické baze, pouzijeme tyto vektory. Zadany
vektor ¥ = (1,1, 1,1)T m4 vsechny slozky nenulové, bude tedy tvofit prvni Fddek matice
v hornim trojuhelnikovém tvaru:

1 1 1 1
O 1 0 O
0O 0 1 O
O 0 0 1

Hledana baze je tedy naprtriklad tvorena vektory
o =(1,1,1,1)", e = (0,1,0,0)", € = (0,0,1,0)", e4 = (0,0,0,1)".

Jesté jednou poznamenejme, ze toto je jen jedna z nekonecné mnoha moznych voleb.
Nyni najdeme souradnice vektoru @ vzhledem k této bazi, tj. najdeme ¢isla «, 3, v, 6
(koeficienty linedrni kombinace) tak, aby

a-(1,1,1,1)" +8-(0,1,0,0)" +~-(0,0,1,0)" +6-(0,0,0,1)" =(2,-2,1,3)"

Dalsi
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Priklad 1.3.1

Napiste libovolnou béazi prostoru R*, kterd obsahuje vektor o/ = (1,1,1, 1)1 a vyjadiete
vektor @ = (2,—-2,1,3)" pomoci této baze.

Reseni:

Dostaneme nehomogenni soustavu linearnich rovnic:

oa = 2
a+p = =2 = B8 = -4
a+vy = 1 = ==l
a+d = = o = 1
Tedy
=2 T+(—4) -e+(-1)-e5+1-e;.
Zpét

|
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Priklad 1.3.1

Napiste libovolnou béazi prostoru R*, kterd obsahuje vektor o = (1,1,1,1)T a vyjadiete
vektor @ = (2,-2,1,3)T pomoci této bize.

Maple:

> with(linalg):
> wv:=vector([l,1,1,1]);

v:=1[1,1, 1, 1]
> elZ:=vector([0,1,0,01]);

e2 := [0, 1, 0, 0]
> e3:=vector([0,0,1,0]);

e3 := [0, 0, 1, 0]
> ed:=vector([0,0,0,11);

e4 := 1[0, 0, 0, 1]

> A:=matrix([v,e2,e3,ed]);

2 e e =
o O = =
o = O =
= o O =

> rank (A);

> comb:=axvtbxe2+cxe3+dx*ed;
comb:=av+be2+cel8 +dey
Dalsi l
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Priklad 1.3.1

Napiste libovolnou béazi prostoru R*, kterd obsahuje vektor o = (1,1,1,1)T a vyjadiete
vektor @ = (2,-2,1,3)T pomoci této bize.

Maple:
> evalm(comb) ;
[a, a+ b, a+ ¢, a+ d]
> egns:={a=2,a+b=-2,a+c=1,a+d=3};
eqns :={a=2,a4+b=-2,a+c=1,a+d=3}

> B:=genmatrix (eqns, [a,b,c,d]);

1
B = 1
1
1

o = O O
= O O O

oS O = O

> linsolve (B, [2,-2,1,31);
[Qa _47 _17 1]

Zpét

|
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Priklad 1.3.1

Napiste libovolnou béazi prostoru R*, kterd obsahuje vektor o/ = (1,1,1, 1)1 a vyjadiete
vektor @ = (2,—-2,1,3)" pomoci této baze.

Mathematica:

el = {1,1,1,1};
e2 = {0,1,0,0};
e3 = {0,0,1,0};
e4 = {0,0,0,1};

A = {el,e2,e3,ed};
MatrixRank[A]
4

Vektory tvoif bazi R?.

a = {2’ _2’ 1» 3};
{a, B,7, 6} = LinearSolve[Transpose[A], a]
{2,—-4,—-1,1}

Vektor @ = 2e1 —4es —e3 +e4.

Zpét
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Priklad 1.3.2
_>

Ovéite, ze vektory @ = (1,2,1, )Y, b =(2,-1,1,0)", 7 = (1,1,2,2)" jsou linedrné
nezavislé, a napiét_e> jeden dals{ vektor prostoru R?*, ktery lez{ v podprostoru, jehoz bazf
jsou vektory 7, b, 7, a jeden vektor prostoru R?, ktery nelez{ v podprostoru, jehoz

%
bazi jsou vektory E), b, <.

@ ® = ?2 & & = Zpét
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Priklad 1.3.2

%
Ovéite, ze vektory @ = (1,2,1, )Y, b =(2,-1,1,0)", 7 = (1,1,2,2)" jsou linedrné
nezdvislé, a napiste jeden dalsi vektor prostoru R?*, ktery lez{ v podprostoru, jehoz bazf
jsou vektory 7, b, 7, a jeden vektor prostoru R?, ktery nelez{ v podprostoru, jehoz

%
bazi jsou vektory E), b, <.
Vysledek:

%
V podprostoru prostoru lR4, jehoz bazi jsou vektory E), b, 7, lezi napt. vektor
(4,2,4,3)", nelezi v ném napft. vektor (0,0,0,1)" .

Zpét
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Priklad 1.3.2

%
Ovéite, ze vektory @ = (1,2,1, )Y, b =(2,-1,1,0)", 7 = (1,1,2,2)" jsou linedrné
nezdvislé, a napiste jeden dalsi vektor prostoru R?*, ktery lez{ v podprostoru, jehoz bazf
jsou vektory 7, b, 7, a jeden vektor prostoru R?, ktery nelez{ v podprostoru, jehoz

%
bazi jsou vektory 7, b, <.

Navod:

o % d . . ~ d . 7 / 4
Z, vektoru E), b, 7 setavime matici, kterou prevedeme na horni trojihelnikovy tvar.

%
Vektory E), b, ¢ tvoif linedrné nezavisly systém pravé kdyz hodnost této matice je 3.

—
— b ,

Libovolny vektor z [R4, ktery je linearni kombinaci vektora a, ?, lezi v prostoru,

_>
jehoz bazi jsou tyto vektory. Vektor, ktery doplnime k vektoram 7, b, <z tak, aby
matice v hornim trojuhelnikovém tvaru byla ¢ctvercova, nelezi v prostoru, jehoz bazi jsou

_>
vektory 7, b, .

Zpét
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Priklad 1.3.2
_>

Ovéite, ze vektory @ = (1,2,1, )Y, b =(2,-1,1,0)", 7 = (1,1,2,2)" jsou linedrné
nezavislé, a napiét_e> jeden dals{ vektor prostoru R?*, ktery lez{ v podprostoru, jehoz bazf
jsou vektory 7, b, 7, a jeden vektor prostoru R?, ktery nelez{ v podprostoru, jehoz

%
bazi jsou vektory 7, b, <.
Reseni:

o _> ”, o e - o o , Y
Z vektoru E), b, < sestavime matici, kterou prevedeme Gaussovou eliminaci na horni
trojuhelnikovy tvar:

a’t 1 2 1 1
A=| 37 | =] 2 -1 1 0| ~
o 1 1 2 2
1 2 1 1 1 2 1 1
~] 0 -5 -1 =2 ~ 0 5
0 -1 1 1 0O 0 -6 -—T

_>
Hodnost matice A = 3, tedy tri vektory 7, b, <z jsou linearné nezavislé. Samoziejmé
generuji podprostor R?, jehoz jsou bazi, tj. jejich libovolng linedrni kombinace lezf v
tomto podprostoru. Napr. vektor

%
1-d+1-b6+1-¢=1-(1,2,1, )" +1-(2,-1,1,0)" +1-(1,1,2,2)" = (4,2,4,3)".

%
lez{ v podprostoru R?, jehoz bazi tvoii vektory 7, b, 2.
Chce_r>ne—li najit vektor, ktery nelezi v podprostoru R4, jehoz bazi tvori vektory
<, b , ?, vyjdeme z horniho trojuhelnikového tvaru matice A.

Y

Dalsi
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Priklad 1.3.2

%
Ovéite, ze vektory @ = =(1,2,1, )", b =(2,-1,1,00%, 7 = (1,1,2,2)" jsou linedrné
nezavislé, a napiste jeden da181 vektor prostoru R%, ktery lez{ v podprostoru, jehoz bézi

_>

jsou vektory a, b, 7, a jeden vektor prostoru R?, ktery nelez{ v podprostoru, jehoz

%
bazi jsou vektory 7, b, <.
Reseni:

_>
Kdybychom doplnili jako ¢tvrty Fadek vektor €4 = (0,0,0,1)T, tvoif vektory @, b, €
a €4 bazi celého prostoru R* (dim R* = 4, nasli jsme 4 linedrné nezivislé vektory).

/ ~ ~ d . 7/ d . d o % ~ /
Ukazeme, ze vektor €4 nenf linedrni kombinaci vektori 7, b, 7 a neleii tedy v
prostoru generovanem témito vektory. Predpokladejme, ze existuji ¢isla «, 3, v tak, ze

- 7—{—5 b—l—’y 7-64,’5)
a-(1,2,1, )" +8-(2,-1,1,00" +~-(1,1,2,2)" =(0,0,0,1)"

Dostavame nehomogenni soustavu linedrnich rovnic:

20— B + v = 0
a+ B +2yv = 0
o + + 2~ = 1
Tuto soustavu vyreSime Gaussovou eliminac¢ni metodou:
1 2 110 1 2 110
2 —1 1|0 0 -5 -— 0
1 1 210 0 -1 0
1 0O 2|1 0 -2 1

Dalsi
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Priklad 1.3.2

%
Ovéite, ze vektory @ = (1,2,1, )Y, b =(2,-1,1,0)", 7 = (1,1,2,2)" jsou linedrné
nezdvislé, a napiste jeden dalsi vektor prostoru R?*, ktery lez{ v podprostoru, jehoz bazf

jsou vektory 7, b, 7, a jeden vektor prostoru R?, ktery nelez{ v podprostoru, jehoz

%
bazi jsou vektory 7, b, <.

Reseni:
1 2 1| o 1 2 1] o
0 -5 —1]| o0 0 -5 —1] 0
0O 0 —6]| 0 0O 0 -6 0
0O 0 -7 -5 O 0 0] 30

Nejprve jsme k druhému fadku pricetli (—2)ndsobek prvniho, od tietiho a ¢tvrtého fadku
jsme odecetli prvni. Tim jsme vynulovali poddiagonalni prvky prvniho sloupce. K
(—5)tindsobku tfetiho fddku jsme pticetli druhy a k (—5)tindsobku ¢tvrtého fadku jsme
pricetli dvojnasobek druhého. Tim mame vynulovdny poddiagonalni prvky druhého
sloupce. Nakonec pricteme k (—6)tinasobku ¢tvrtého fadku sedmindsobek tietiho.
Vidime, ze matice soustavy ma hodnost 3, zatimco rozsitend matice soustavy ma hodnost
4. Podle Frobeniovy véty soustava nemd feSeni, a tedy &isla «, 3,y (koeficienty linedrni
kombinace) nelze najit. Vektor €4 = (0, 0,0, 1)T nelezi v podprostoru prostoru [R4, jehoz

_>
bazi tvor{ vektory @, b, <.

Zpét
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Priklad 1.3.2

%
Ovéite, ze vektory d =(1,2,1, )", b =(2,-1,1,00%, Ked = (1,1,2,2)" jsou linedrné

nezdvislé, a napiste jeden dalsi vektor prostoru R?*, ktery lez{ v podprostoru, jehoz bazf

jsou vektory ??, b, 7?,zxjeden.vektor prostoru R%, ktery nelez{ v podprostoru, jehoz

%
bazi jsou vektory 7?, b, <.

Maple:
> with(linalg):
> a:=vector([1l,2,1,11);

> b:=vector([2,-1,1,01);
> c:=vector([1l,1,2,21);

> A:=matrix([a,b,cl);

> rank (A);

> ffgausselim(A) ;

Dalsi :

|
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Priklad 1.3.2

%
Ovéite, ze vektory d =(1,2,1, )", b =(2,-1,1,00%, Ked = (1,1,2,2)" jsou linedrné

nezdvislé, a napiste jeden dalsi vektor prostoru R?*, ktery lez{ v podprostoru, jehoz bazf

jsou vektory ??, b, 7?,zxjeden.vektor prostoru R%, ktery nelez{ v podprostoru, jehoz

%
bazi jsou vektory 7?, b, <.

Maple:
> evalm(a+tb+c);
[4, 2, 4, 3]
> evalm(alphaxat+betaxb+gammax*c) ;

[a+28+v,2a—B+v, a+B8+2y, a+279]

> eqns:={alpha+2*beta+gamma=4, 2xalpha-betatgamma=2,
alphat+beta+2xgamma=4, alpha+2*gamma=3};

eqns ;== {a+2B8+~v=4,2a—B+yvy=2,a+8+2yv=4, a+2~v =3}
> B:=genmatrix (eqgns, [alpha,beta,gammal) ;

1 2 1
B .— 2 —1 1
1 1 2
|1 0 2
> linsolve (B, [4,2,4,3]);
[1,1,1]

Dalsi
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Priklad 1.3.2

%
Ovéite, ze vektory @ = (1,2,1, )Y, b =(2,-1,1,0)", 7 = (1,1,2,2)" jsou linedrné

nezdvislé, a napiste jeden dalsi vektor prostoru R?*, ktery lez{ v podprostoru, jehoz bazf

jsou vektory 7, b, 7, a jeden vektor prostoru R?, ktery nelez{ v podprostoru, jehoz

%
bazi jsou vektory E), b, <.

Maple:
> alpha:=1; beta:=1; gama:=1;
a:=1
B:=1
gama =1
> linsolve (B, [0,0,0,11);
> C:=stackmatrix (A, [0,0,0,17);
[ 1 1 1 ]
O — 2 — 1 0
1 2 2
| 0 0O 1 |
> rank(C);
4

Zpét
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Priklad 1.3.2

%
Ovéite, ze vektory @ = (1,2,1, )Y, b =(2,-1,1,0)", 7 = (1,1,2,2)" jsou linedrné
nezdvislé, a napiste jeden dalsi vektor prostoru R?*, ktery lez{ v podprostoru, jehoz bazf
jsou vektory 7, b, 7, a jeden vektor prostoru R?, ktery nelez{ v podprostoru, jehoz

%
bazi jsou vektory E), b, <.

Mathematica:

a=1{1,2,1,1};
b= {2, _1’ 1’ 0};
c=1{1,1,2,2};
A = {a,b,c};
MatrixRank|[A]
3

Vektory jsou linedarné nezavislé.
v=a+b+c

{4,2,4,3}

MatrixRank[Join[A, {v}]]

3

_>
Vektor o/ = [4,2,4, 3] lezi v prostoru generovaném vektory a, b a”.
u = {0,0,0,1}
{0,0,0,1}

Dalsi
|
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Priklad 1.3.2

%
Ovéite, ze vektory @ = (1,2,1, )Y, b =(2,-1,1,0)", 7 = (1,1,2,2)" jsou linedrné

nezdvislé, a napiste jeden dalsi vektor prostoru R?*, ktery lez{ v podprostoru, jehoz bazf

jsou vektory 7, b, 7, a jeden vektor prostoru R?, ktery nelez{ v podprostoru, jehoz

%
bazi jsou vektory E), b, <.
Mathematica:

MatrixRank[Join[A, {u}]]
4

%
Vektor @ = [0, 0,0, 1] nelezi v prostoru generovaném vektory H), b a ?, ale lezi v
prostoru R% .

Zpét
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Priklad 1.3.3

Urcete dimenzi nejmensiho podprostoru prostoru R®, ve kterém lezi vektory

_>
@ =(4,2,0,—1, )7, b =(-3,1,-1,2,-2)T, @ =(-2,4,-2,3,-3)T.

Které z vektoru E), b, 7 tvoii bazi tohoto podprostoru?

@@:96@&# Zpét
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Priklad 1.3.3

Urcete dimenzi nejmensiho podprostoru prostoru R®, ve kterém lezi vektory

_>
o =(4,2,0,—1,1)7, b =(-3,1,-1,2,-2)T, @ =(-2,4,-2,3,-3)T.

Které z vektoru E), b, 7 tvoii bazi tohoto podprostoru?

Vysledek:

%
Dimenze nejmensiho podprostoru prostoru R®, ve kterém lez{ vektory E), b, <~ je 2.

Bazi tvori napt. vektory E), b nebo vektory E), .

Zpét
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Priklad 1.3.3

Urcete dimenzi nejmensiho podprostoru prostoru R®, ve kterém lezi vektory

_>
o =(4,2,0,—1,1)7, b =(-3,1,-1,2,-2)T, @ =(-2,4,-2,3,-3)T.

Které z vektoru E), b, 7 tvoii bazi tohoto podprostoru?

Navod:

o % v . . ~ v . / / 4
Z, vektoru 7, b,  sestavime matici, kterou prevedeme na horni trojuhelnikovy tvar, a

tak zjistime, kolik a které z vektort tvoii linedrné nezavisly systém. Ty jsou pak bazi
hledaného nejmensiho podprostoru prostoru R®. Jejich pocet je roven dimenzi tohoto
podprostoru.

Zpét
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Priklad 1.3.3

Urcete dimenzi nejmensiho podprostoru prostoru R®, ve kterém lezi vektory

_>
o =(4,2,0,—1,1)7, b =(-3,1,-1,2,-2)T, @ =(-2,4,-2,3,-3)T.

Které z vektoru E), b, 7 tvoii bazi tohoto podprostoru?

Reseni:

o % d . . d . / e ~
Z vektoru ?, b, 7 sestavime matici, kterou pomoci ekvivalentnich tprav prevedeme na
horni trojuhelnikovy tvar:

aT 4 2 0 —1 1
A = g — 3 1 -1 2 -2 ~
T 2 4 -2 3 -3

4 2 0 -1 1
4 2 0 -1 1
~ 0O 10 —4 5 —95 ~ .
0O 10 —4 5 =9
0O 10 —4 5 =5

Hodnost matice A = 2, tedy dva ze tii vektoru tvoii linedrné nezavisly systém, a to
vektory 7, _b> nebo vektory 7, ?, nebot pri ekvivalentnich tpravach nam ”vypadl” bud’
vektor b nebo vektor 7, coz nam rtika, ze bud’ vektor ? je linearni kombinaci vektora
E), < nebo vektor ¢ je linearni kombinaci vektoru E), b . Tedy baze nejmensiho
podprostoru prostoru R®, ve kterém lez{ vektory 7, ?, 7, sestava bud’ z dvojice

%
vektorti @, b nebo z dvojice vektortt @, . Protoze bdze m4 dva prvky, je dimenze
tohoto podprostoru rovna 2.

Zpét
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Priklad 1.3.3

Urcete dimenzi nejmensiho podprostoru prostoru R®, ve kterém lezi vektory

_>
o =(4,2,0,—1,1)7, b =(-3,1,-1,2,-2)T, @ =(-2,4,-2,3,-3)T.

Které z vektoru E), b, 7 tvoii bazi tohoto podprostoru?

Maple:
> with(linalg):
>  eqgns:={x+y+2+z-u=0,2*x+2xy+z-2xu=0};
eqns .= {r4+y+2z—u=0,2x4+2y+2z—2u =0}

> A:=genmatrix(eqgns, [X,Vy,z,ul);

A 2]
2 2 1 =2

> nullspace (A, ’'nulldim’);

{[-1,1,0,0], [1, 0, 0, 1]}
> nulldim;

Zpét
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Priklad 1.3.3

Urcete dimenzi nejmensiho podprostoru prostoru R®, ve kterém lezi vektory

_>
o =(4,2,0,—1,1)7, b =(-3,1,-1,2,-2)T, @ =(-2,4,-2,3,-3)T.

Které z vektoru E), b, 7 tvoii bazi tohoto podprostoru?

Mathematica:

a = {4’ 2’ 0, _1’ 1};
b= {_3’ 1’ _1’ 2’ _2};
c= {_2’ 4’ _2, 3’ _3}a

A = {a,b,c};
MatrixRank[A]
2

Dimenze prostoru je 2.

B = {a,b};
MatrixRank[A]
2

%
Za bézi muzeme volit napiiklad {d@, b }.

Zpét

|
.—p.15/15
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