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Dvojny a trojny integral

Vypocet dvojného integralu
Substituc¢ni metoda pro dvojny integral
Nevlastni integral

Vypocet trojného integralu

Substituéni metoda pro trojny integral
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Vypocet dvojného integralu

® Ptiklad 10.1.1 Zaménte poradi integrace dvojnasobného integralu

1 [ V=
0/ O/f(a:,y)dy dz.

® Piiklad 10.1.2 Zaménte poiadi integrace dvojnasobného integralu

Ojjf(w,y)dy dx+1/2 z/mf(w,y)dy dz.

® Priklad 10.1.3 Vypoctéte dvojny integral //a:yda: dy, kde M € R? je mnozina
M

ohraniéend grafy funkei y = 2 — 22 a y = —x.

® Piiklad 10.1.4 Vypoctéte dvojny integral //(a: + 2y)dx dy, kde M € R? je mnozina,
M

2

ohrani¢end grafy funkci y =2 — x° a y = |z|.

L] Zpét
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Priklad 10.1.1

f(z,y)dy | dz.

O\§

1
Zameénte poradi integrace dvojnasobného integralu /
0

@:?%&‘ Zpét
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Priklad 10.1.1

f(z,y)dy | dz.

O\§

1
Zameénte poradi integrace dvojnasobného integralu /
0

Vysledek:

1 vV 1 1

/ /f(zc,y)dy dx=/ /f(x,y)dx dy |
0 0 0 2

Zpét
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Priklad 10.1.1

A
Zameénte poradi integrace dvojnasobného integralu / / f(z,y)dy | d=.
0 0

Navod:

Pieved'te nejdiive na dvojny integral // f(z,y) dz dy. Nakreslete si obradzek mnoziny G
G

a napiste integral pomoci dvojnasobného integrdlu se zdménou integrace.

Zpét
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Priklad 10.1.1

A
Zameénte poradi integrace dvojnasobného integralu / / f(z,y)dy | d=.
0 0

Reseni:
Za predpokladu, ze funkce f je na mnoziné G urcené nerovnicemi

0<z<1,0<y< V=

(viz obrazek) spojitd, dany integral se rovnd dvojnému integralu // f(z,y) dz dy.
G

Mnozinu G muzeme vSak popsat i nerovnicemi 0 < y < 1, y2 < x < 1, plati tedy
1 1

/ ff(w,y)dy dz = [ jf(x,y)dw dy .
0 2

0 0

Zpét
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Priklad 10.1.1

A
Zameénte poradi integrace dvojnasobného integralu / / f(z,y)dy | dx.
0 0

Maple:

V tomto prikladé si muzeme pouze zakreslit mnozinu pies kterou integrujeme,
zaménu integrace si musime udélat sami. Nejdfrive si nakreslime mnozinu pres kterou

integrujeme
> plot([0,sgrt(x)],x=0..1,filled=true,color=[white,greyl]);

1

0.8

0.6

0.4+

0.2+

0 0.2 04 x 06 0.8 1

Vyjadrime si hranici mnoziny jako x v zavislosti na y
>  solve (y=sqgrt (x),Xx);

y2

Nyni zaménime potradi integrace

> Int(Int(f(x,y),y=0..s8qgrt(x)),x=0..1)=Int(Int(f(x,y),x=y " 2..1),y=0..1)

14

1 pvz 1,1
/ / f(z, y)dydz = / / f(z, y) dz dy
o Jo 0 Jy2

Zpét
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Priklad 10.1.1

A
Zameénte poradi integrace dvojnasobného integralu / / f(z,y)dy | d=.
0

Mathematica:

V tomto prikladé si muzeme pouze zakreslit mnozinu pies kterou integrujeme, zaménu
integrace si musime udélat sami. Nejdfive si nakreslime mnozinu pres kterou integrujeme

<< GraphicsFilledPlot
FilledPlot[Sqrt[z], {z, 0, 1},Fills — {{{Axis, 1}, GrayLevel[.7]}}];

1
0.8
0.6

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Vyjadiime si hranici mnoziny jako x v zavislosti na y
Solve[y == Sqrt[z], z]

{{z = v*})

Nyni zaménime potadi integrace

Integrate[f[z, y], {z, 0,1}, {y, 0, Sqrt[z] }|==Integrate[f[z, y], {y, 0, 1}, {z,y"2,1}]

Jo ST fla, yldyde == [ [)2 flz, y)dedy

Zpct
. —p.4/25



Priklad 10.1.2

Zameénte poradi integrace dvojnasobného integralu

/ ( e dy> s | ( [ staw dy> “

'@@:9{}51&# Zpét
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Priklad 10.1.2

Zameénte poradi integrace dvojnasobného integralu

e

Vysledek:

2=

O/<O/f(x,y)dy> dzc—i—l/ <0/ f(x,y)dy) dxzo/ (/ f(:c,y)dx> dy .

)

Zpét
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Priklad 10.1.2

Zameénte poradi integrace dvojnasobného integralu

0/1 Zf(a:,y)dy d:lc—l—l/2 Z/_mf(:c,y)dy dx.

Navod:

Pieved'te nejdiive na dvojny integral // f(x,y)dx dy. Nakreslete si obrdzek mnoziny G
G

a napiste integral pomoci dvojnasobného integrdlu se zdménou integrace.

Zpét
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Priklad 10.1.2

Zameénte poradi integrace dvojnasobného integralu

0/1 Zf(a:,y)dy dsc—l—j ijf(sc,y)dy dz.

Reseni:

Predpokladejme, ze funkce f je na mnoziné G spojitd. G = G; U G2, kde GG1 je urcena
nerovnicemi 0 < x <1, 0 <y < x a G2 je urcend nerovnicemi 1 <z <2, 0<y<2—1x
(viz obrézek).

y
1

G| G
| 1 X X

Soucet danych dvojnasobnych integraluse rovné dvojnému integralu // f(z,y) dx dy.
G

Mnozinu G muzeme vSak popsat 1 nerovnicemi 0 < y <1, y < x < 2 — y, plati tedy
—y

0/1 Zf(x,y)dy d:l[:—l—l/2 Qo/mf(:c,y)dy d:czo/l Qy/f(:c,y)da: dy .

Zpét
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Priklad 10.1.2

Zameénte poradi integrace dvojnasobného integralu

/1 /wf(ac,y)dy dac—l—/2 7wf(ac,y)dy dz.
0 \0 1 0

Maple:

V tomto prikladé si muzeme pouze zakreslit mnozinu pies kterou integrujeme,
zaménu integrace si musime udélat sami. Nejdrive si nakreslime mnozinu GG potom

G2, mnozina pres kterou integrujeme je G = G1 U Ga.
> G2:=plot([0,2-x],x=1..2,filled=true,color=[white,grey]) :

> plots[display] (Gl,G2);

0.8

0.6

0.4+

0.2+

0702 04 06 08 % 12 14 16 18 2

Nyni zaménime poradi intagrace
> Int(Int(f( ,y),y 0. ) X=O 1) +Int (Int (f(x,y) ,y=0..2-x),x=1..2)=Int (I
nt (£ :2-y) , y=0.

// f(z, y)dydx—l—/ /2 . y)dydx—/ /:_yf(az, y) dz dy

Zpét
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Priklad 10.1.2

Zameénte poradi integrace dvojnasobného integralu

/1 /wf(a:,y)dy d:I;—l—/2 2/_$f(:fc,y)dy dx.
0 \0 1 0

Mathematica:

V tomto prikladé si muzeme pouze zakreslit mnozinu pies kterou integrujeme, zaménu
integrace si musime udélat sami. Nejdiive si nakreslime mnozinu G; potom G2, mnozina
pres kterou integrujeme je G = G1 U Ga.

<< GraphicsFilledPlot

G1 = FilledPlot[z, {z, 0, 1}, Fills — {{{Axis, 1}, GrayLevel[.7]}},DisplayFunction — Identity];
G2 = FilledPlot[2 — z, {z, 1, 2}, Fills — {{{Axis, 1}, GrayLevel|.7]}},DisplayFunction — Identity];
Show[{G1, G2}, DisplayFunction — $DisplayFunction]|;

Nyni zaménime potadi intagrace
Integrate[f[z,y], {=,0,1}, {y, 0, z}]+Integrate[f([z, y], {x, 1,2}, {y,0,2 — z}]==
Integrate(f[z, y], {y, 0,1}, {z,y,2 — y}]

Jo [ flz, yldyde + [ [277 flz, yldyds == [, f;_y flz, yldzdy

Zpét .—p.5/25



Priklad 10.1.3

Vypoctéte dvojny integral // zydz dy, kde M € R? je mnozina ohrani¢end grafy funkci
M
y:2—a:2 ay——x.

'@@:9%1&# Zpét
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Priklad 10.1.3

Vypoctéte dvojny integral // zydz dy, kde M € R? je mnozina ohrani¢end grafy funkci

M
y:2—a:2ay:—:1:.

Vysledek:
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Priklad 10.1.3

Vypoctéte dvojny integral // zydz dy, kde M € R? je mnozina ohrani¢end grafy funkci
M
y:2—x2 ay——x.

Navod:

Nakreslete si obrdzek mnoziny M. Protoze funkce f(x,y) = xy je spojitd na mnoziné M,
muzeme napsat integral pomoci dvojnasobného integralu.

Zpét

.—p.6/25



Priklad 10.1.3

Vypoctéte dvojny integral // zydz dy, kde M € R? je mnozina ohrani¢end grafy funkci

M
y:2—x2 ay——x.
Reseni:
Vypoéteme si spoleéné body funkci y = —z a y = 2 — 2. Rovnice —z = 2 — z® m4 Feseni
r1 = —1 a xo = 2. Nyni nakreslime mnozinu M,
M={[z,y eR}=-1<x<2, —x <y <2—x?} (viz obrazek).

y

Protoze funkce f(x,y) = x y je spojitd na mnoziné M, muzeme napsat integral pomoci
dvojnasobného integralu.

2 2—:1:2

2
z y>
//xydxdy = / /zcydy dxz/ 5 dx =
M 1

Zpét



Priklad 10.1.3

Vypoctéte dvojny integral // zydz dy, kde M € R? je mnozina ohrani¢end grafy funkci

M
y=2—zay=—x

Maple:

Vypoéteme si spoleéné body funkci y = —z a y = 2 — z°.

>  solve (—x=2-x"2,X);
2, —1
Nakreslime grafy funkci y = —z ay = 2 — 22 pro = € (—1,2).
> plot([-x,2-x"2],x=-1..2);

1 os 05 3 5 2

Protoze funkce f(x,y) = z y je spojitd na mnoziné M, muzeme napsat integral
pomoci dvojnasobného integralu.

> Int (Int(x*y,y=—X..2-x"2),x=-1..2)=int (int (x*y,y=-x..2-X"2) ,x=-1..2);

—9
xydydxz e

Zpét

.—p.6/25



Priklad 10.1.3

Vypoctéte dvojny integral // zydz dy, kde M € R? je mnozina ohrani¢end grafy funkci

M
y:2—a:2ay:—:1:.

Mathematica:

Vypoéteme si spoleéné body funkci y = —z a y = 2 — z°.

Solve[—x == 2 — 2, z]

{{z = 1}, {= > 2}}

Nakreslime si mnozinu M.

<< GraphicsFilledPlot

FilledPlot[{—z, 2 — "2}, {z, —1, 2}, Fills — {{{1, 2}, GrayLevel[.7]}}];

Protoze funkce f(x,y) = z y je spojitd na mnoziné M, muzeme napsat integral pomoci
dvojnasobného integralu.
Integrate[zy, {x, —1, 2}, {y, —2,2 — 2 2}]

9

8

7. Dét

T

.—p.6/25



Priklad 10.1.4

Vypoctéte dvojny integral //(zc + 2y)dxdy, kde M € R? je mnozina ohranicend grafy
M

funkei y =2 — 22 a y = |z|.

'@@:9%1&# Zpét
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Priklad 10.1.4

Vypoctéte dvojny integral //(:U + 2y)dxdy, kde M € R? je mnozina ohranicend grafy
M

funkei y =2 — 22 a y = |z|.

Vysledek:

76
15 -

Zpét
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Priklad 10.1.4

Vypoctéte dvojny integral //(:U + 2y)dxdy, kde M € R? je mnozina ohranicend grafy
M
funkei y =2 — 22 a y = |z|.

Navod:

Nakreslete si obrdzek mnoziny M. Protoze funkce f(z,y) = (x + 2y) je spojitd na
mnoziné M, muzeme napsat integral pomoci dvojnasobného integralu. Integral musime
rozdélit na dva integraly, pres mnozinu M; a prfes mnozinu My, kde M = M; U Ms.

Zpét
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Priklad 10.1.4

Vypoctéte dvojny integral //(a: + 2y)dxdy, kde M € R? je mnozina ohranicend grafy
M

funkei y =2 — 22 a y = |z|.

Reseni:

Vypocteme si spoleéné body funkci y = |x| a y = 2 — 2. Rovnice |z| = 2 — 2% m4 Feden{
r1 = —1 a xo = 1. Nyni nakreslime mnozinu M,

M={[z,y eR}=-1<z<1, |z| <y <2—x?} (viz obrazek).

Protoze funkce f(x,y) = z y je spojitd na mnoziné M, muzeme napsat integrial pomoci
dvojnasobného integralu. Integral musime nejdriv rozdélit na dva integraly, pres mnozinu
M4 a pres mnozinu Mo, kde M = My U Ms.

My ={[z,y] ER*=-1<2<0, —z<y<2-z"}

My ={[z,y) eR}=0<a2<1,s<y<2—2a

Dalsi

.—p.7/25



Priklad 10.1.4

Vypoctéte dvojny integral //(:U + 2y)dxdy, kde M € R? je mnozina ohranicend grafy
M
funkei y =2 — 22 a y = |z|.

Reseni:

//(w+2y)dxdy = //(w+2y)dxdy+//(w+2y)dxdy=
M

My My

2— 2 2— g2

0 1
= / / x + 2y dy d:L‘—i—/ / x+ 2y dy | de =
1 0

— — X X

y 2 | 2
— / [zcy + y2] 2__; dr + / [my + yz]z_m dox =
1 0

127+59_76
60 20 15

Zpét



Priklad 10.1.4

Vypoctéte dvojny integral //(a: + 2y)dxdy, kde M € R? je mnozina ohranicend grafy
M
funkef y = 2 — 22 a y = |z|.

Maple:
Vypocteme si spole¢né body funkci y = || a y =2 — z2.
> solve(abs (x)=2-x"2,X%);
1, —1
Nakreslime si mnozinu M.

> plot([abs(x),2-x"2],x=-1..1);

154

0.5

-1 08-06-04-029 02 04406 08 1

Protoze funkce f(x,y) = = + 2y je spojitd na mnoziné M, muzeme napsat integral
pomoci dvojnasobného integralu.

>  Int (Int (xt2xy,y=abs(x)..2-x"2),x=-1..1)=int (int (x+2*y, y=abs(x)..2-x"2
), x=—1..1);

1 p2—x? 76
/ / r+2ydyder = —
Zpéet —1J || 15

.—p.7/25



Priklad 10.1.4

Vypoctéte dvojny integral //(zc + 2y)dxdy, kde M € R? je mnozina ohranicend grafy
M
funkei y =2 — 22 a y = |z|.

Mathematica:

Vypoéteme si spole¢né body funkci y = |z| a y = 2 — z2.
Solve[2 — £*2 == Abs[z], z]
{{z = -1}, {z — 1}}

Nakreslime si mnozinu M.
<< GraphicsFilledPlot
FilledPlot[{Abs[z],2 — 2”2}, {z, —1, 1},Fills — {{{1, 2}, GrayLevel[.7]}}];

-1 -0.5 0.5 1
Protoze funkce f(x,y) = = + 2y je spojitd na mnoziné M, muzeme napsat integral
pomoci dvojnasobného integralu.

Integrate[z + 2y, {z, —1, 1}, {y, Abs[z],2 — 2" 2}]

76
15

Zpét
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Substitucni metoda pro dvojny integral

2 2
® Piiklad 10.2.1 Vypoététe dvojny integral / / e TY" dz dy, kde

M
M = {[z,y] € R?;22 + y? < 4}.

® Piiklad 10.2.2 Vypoctéte dvojny integral //scydsc dy, kde
M
M ={[z,y] € R%1<2®+y*<4,z2>0,y >0}

L . L ) In(z® + y*)
® Piiklad 10.2.3 Vypoctéte dvojny integral dx dy, kde
M

QZQ—I—yQ
M = {[z,y] € R*1 < 2 +y* < e’}

® Priklad 10.2.4 Vypoctéte dvojny integral // V4 — 22 — y2 dz dy, kde M je polovina
M

kruhu, M = {(z,y) € R*; (z —1)° +y* <1, 2 >0, y > 0}.

Q@ ® Zpét
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Priklad 10.2.1

. S , z2 4 y2 o 2. 2 2
Vypoctéte dvojny integral e dzdy, kde M = {[z,y] € R*; 2 + y= < 4}.
M

'@':?éﬁﬁli Zpét
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Priklad 10.2.1

. S , z2 4 y2 o 2. 2 2
Vypoctéte dvojny integral e dzdy, kde M = {[z,y] € R*; 2 + y= < 4}.

M
Vysledek:
mw(e* —1).
Zpét
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Priklad 10.2.1

. S , z2 4 y2 o 2. 2 2
Vypoctéte dvojny integral e dzdy, kde M = {[z,y] € R*; 2 + y= < 4}.
M
Navod:

Pouzijte substituci do polarnich souradnic.

x = rcost, r€(0,00)

y = rsint, t€ (0,2m).

Zpét
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Priklad 10.2.1

. S , z2 4 y2 o 2. 2 2
Vypoctéte dvojny integral e dzdy, kde M = {[z,y] € R*; 2 + y= < 4}.

M
Reseni:
Pouzijte substituci do polarnich souradnic.

x = rcost, r€(0,00)

y = rsint, te€ (0,2m).

2,2 2
//em Y dxdy://rer drdt,
M M

kde M = {[r,t] € R?*; r € (0,2), t € (0,27)}.
Nyni vypocteme integral po substituci.

27 2 27
r2 7‘2 1 7,2 2
re drdt = ([ re dr)dt= —e dt =
- 0
M 0 0

T

1 1 1
et — 5dt=2775(e4—1):7r(e4—1).

DO |

Ot~ Ot

Zpét
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Priklad 10.2.1

. S , z2 4 y2 o 2. 2 2
Vypoctéte dvojny integral e dzdy, kde M = {[z,y] € R*; 2 + y= < 4}.
M

Maple:

Substituci musime provést sami, Maple nam spocita integral az po substituci.
> int (int (r*exp(r"2),r=0..2),t=0..2%P1i);

647'('—71'

Zpét
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Priklad 10.2.1

. S , z2 4 y2 o 2. 2 2
Vypoctéte dvojny integral e dzdy, kde M = {[z,y] € R*; 2 + y= < 4}.
M
Mathematica:

Substituci musime provést sami, Mathematica nam spocita integral az po substituci.
Integrate[rExp[r”2], {t, 0, 2Pi}, {r, 0, 2}]
(—1 + 64) TT

Zpét
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Priklad 10.2.2

Vypoctéte dvojny integral // x ydx dy, kde
M

M ={[z,y] € R*1<z®+y> <4,2>0,y >0}
@ B = 2 H & = Zpét

|
.—p.10/25



Priklad 10.2.2

Vypoctéte dvojny integral //xyd:c dy, kde
M
M= {[z,y e R*1 <z’ +y* <4, x>0,y >0}

Vysledek:

15
5 -

Zpét

|
.—p.10/25



Priklad 10.2.2

Vypoctéte dvojny integral //xydx dy, kde
M
M ={[z,y] € R*1<z®+y> <4,2>0,y >0}

Navod:

Pouzijte substituci do polarnich souradnic.

x = rcost, 1€ (0,00)

y = rsint, te(0,2m).

Zpét

|
.—p.10/25



Priklad 10.2.2

Vypoctéte dvojny integral // x ydx dy, kde
M
M ={[z,y] € R*1<z®+y> <4,2>0,y >0}
Reseni:
Pouzijte substituci do polarnich souradnic.

x = rcost, 1€ (0,00)

y = rsint, te€(0,2m).

//xydxdyz//rg cost sintdrdt,
M M

kde M = {[r,t] € R®; r € (1,2), t € (0, F)}.
Nyni vypocteme integral po substituci.

7 2
in 2t in 2t
//7"3 cost sintdrdt = //7“3 SH; drdtZ/(/TS SH; dr)dt =
1

M

0
15 cos 2t B 15 COS T n cos 0 _ 15 —1 n 1 _ 15
Zpé&t 8 2 |, 8 2 2 /8 2 2/ 8

.—p.10/25



Priklad 10.2.2

Vypoctéte dvojny integral //xydx dy, kde
M
M ={[z,y] € R*1<z®+y> <4,2>0,y >0}

Maple:

Substituci musime provést sami, Maple nam spocita integral az po substituci.
> int (int (r"3xcos(t)*sin(t),r=1..2),t=0..Pi/2);
15

8
Zpét

|
.—p.10/25



Priklad 10.2.2

Vypoctéte dvojny integral //xydx dy, kde
M
M ={[z,y] € R*1<z®+y> <4,2>0,y >0}

Mathematica:
Substituci musime provést sami, Mathematica nam spocita integral az po substituci.

Integrate[r” 3Sin[t]Cos|[t], {t, 0, Pi/2}, {r, 1,2}]

15
8

Zpét

|
.—p.10/25



Priklad 10.2.3

. L , In(z” + y°)
Vypoctéte dvojny integral // dx dy, kde
M

:132—|—y2
M = {[z,y] € R*1 < z® + ¢y* < &%}
@ B = ?2 Ly & - Zpét

1
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Priklad 10.2.3

L L , In(z? + y?)
Vypoctéte dvojny integral dx dy, kde
M

$2 _|_y2
M = {[z,y] € R*1 < z® +y* < e’}
Vysledek:
27 .

Zpét

1
—p.11/25



Priklad 10.2.3

. L , In(z” + y°)
Vypoctéte dvojny integral 5 5 dx dy, kde
M Y

M = {[z,y] € R*1 < z® + ¢y* < &%}

Navod:

Pouzijte substituci do polarnich souradnic.

x = rcost, 7r€(0,00)

y = rsint, te (0,2m).

Zpét

—p.11/25



Priklad 10.2.3

. L , In(z” + y°)
Vypoctéte dvojny integral 5 5 dx dy, kde
M Y

M = {[z,y] € R*;1 < 2® +y* < e’}

Reseni:
Pouzijte substituci do polarnich souradnic.

x = rcost, 7r€(0,00)

y = rsint, te€(0,2m).

1 2 2 1 2
// n(@ +y)dwdy:// Br7) e dt
x? 4 y? T
M M

kde M = {[r,t] € R?; r € (1,e), t € (0,2m)}.
Nyni vypocteme integral po substituci.

27 e substituce u=Inr

In(r? In(r?

//n(r)drdt —~ / /n(r)dr dt = | du= Ldr =
T T

M

0 1 a=20 B8 =1

27

27w 1 21 27
= /(/2udu)dt:/[u] dtz/ldt:27r.
0
0O O 0 0

Zpét
|

1
—p.11/25



Priklad 10.2.3

. L , In(z” + y°)
Vypoctéte dvojny integral // dx dy, kde
M

1132—|—y2
M = {[z,y] € R*;1 < 2® +y* < e’}

Maple:

Substituci musime provést sami, Maple nam spocita integral az po substituci.
> Int(Int(In(r"2)/r,r=1..exp(l)),t=0..2+Pi)=int (int (In(r"2)/r,r=1..exp (

1)),t=0..2xP1i);
27 eln(r2)
/ / drdt =27
0 1 r

Zpét

1
—p.11/25



Priklad 10.2.3

In(z® 4 y°)
:132 + y2

M = {[z,y] € R*;1 < 2® +y* < e’}

Vypoctéte dvojny integral // dx dy, kde
M

Mathematica:
Substituci musime provést sami, Mathematica nam spocita integral az po substituci.
Integrate[Log[r?]/r, {t, 0, 2Pi}, {r, 1, E}]

21

Zpét

1
—p.11/25



Priklad 10.2.4

Vypoctéte dvojny integral // V4 — 22 — y2 dae dy, kde M je polovina kruhu,
M

M= {(z,y) €R* (z — 1)’ +9y*> <1, 2 >0, y >0}
@ B = ?2 Ly & - Zpét

|
.—p.12/25



Priklad 10.2.4
Vypoctéte dvojny integral // V4 — 22 — y2 dae dy, kde M je polovina kruhu,
M

M={(z,y) eR* (x —1)*’+y* <1, >0, y > 0}.

Vysledek:
§<E_2>
3\2 3/°
Zpét

.—p.12/25




Priklad 10.2.4

Vypoctéte dvojny integral // V4 — 22 — y2 dae dy, kde M je polovina kruhu,
M
M= {(z,y) €R% (-1 +y* <1, £>0, y >0}

Navod:

Pouzijte substituci do polarnich souradnic.

x = rcost, 1€ (0,00)

y = rsint, te(0,2m).

Hranice mnoziny M je ¢astecné popsana kruznici (x — 1)? 4+ y? = 1, tato kruznice mé v
polarnich soutradnicich tvar r = 2 cos't.

Zpét

|
.—p.12/25



Priklad 10.2.4

Vypoctéte dvojny integral // V4 — 22 — y2 dae dy, kde M je polovina kruhu,
M

M= {(z,y) €R% (-1 +y* <1, £>0, y >0}

Reseni:

Nakreslime si mnozinu M:

o 1 X
Pouzijeme substituci do polarnich soutradnic.
x = rcost, 1€ (0,00)
y = rsint, t€ (0,2m).

//\/4—:1:2—y2d:1;dy://r\/4—r2drdt.
M M

Hranice mnoziny M je ¢asteéné popsidna kruznici (x — 1)2 + y? = 1. Nez uréime mnozinu
M, vyjadifme si kruznici (z — 1)? 4+ y? = 1 v poldrnich soufadnicich.

Dalsi
|

]
.—p.12/25



Priklad 10.2.4

Vypoctéte dvojny integral // V4 — 22 — y2 dae dy, kde M je polovina kruhu,
M

M={(z,y) eR* (x —1)*’+y* <1, >0, y > 0}.

Reseni:

(z —1)% +y°
(r cost — 1)? + ¢

r2 cos’t — 21 cost + 1+ r? sin’ t

2
r~ — 27r cost

r

Mnozina M = {[r,t] € R*; r € (0,2 cost)prot € (0, Z)}.
Nyni vypocteme integral po substituci.

//r\/mcirdt

M

Zpet

/ rv/4 —r2dr | dt

4

vydélime r

cost.

substituce
du = —2r dr

oa =4

3 1 1
i cos(t)

— — cos(3t
= (3t)

|

2

u=4—r

B =4sin?¢

dt

%_8<7r 2>
o 3\2 3/°

.—p.12/25



Priklad 10.2.4

Vypoctéte dvojny integral // V4 — 22 — y2 dae dy, kde M je polovina kruhu,
M
M= {(z,y) €R% (-1 +y* <1, £>0, y >0}

Maple:

Substituci musime provést sami, Maple nam spocita integral az po substituci.

> Int (Int(rxsqrt(4-r~2),r=0..2%cos(t)),t=0..Pi/2)=int (int (r*sqgrt (4-r"2)
,r=0..2xcos(t)),t=0..P1/2);

T
= 2 cos(t) 4 16
/2/ 7“\/4—7"2d7“dt:—7r——
0 0 3 9

Zpét

.—p.12/25



Priklad 10.2.4

Vypoctéte dvojny integral // V4 — 22 — y2 dae dy, kde M je polovina kruhu,
M
M= {(z,y) €R% (-1 +y* <1, £>0, y >0}

Mathematica:
Substituci musime provést sami, Mathematica nam spocita integral az po substituci.
Integrate[rSqrt[4 — 2], {t, 0, Pi/2}, {r, 0,2Cos][t]}]

5(—4+3m)

Zpét

|
.—p.12/25



Nevlastni integral

1
® Piiklad 10.3.1 Vypoctéte dvojny integral // (@t o7 1 4)? dx dy, kde
D = (0,00) x (0, c0).
® Piiklad 10.3.2 Vypoctéte dvojny integral // dx dy.
14 :132 + y?
@ © Zpét

|
.—p.13/25



Priklad 10.3.1

1
+y2 +4)2

'@':?éﬁﬁli Zpét

Vypoctéte dvojny integral // @2 dz dy, kde D = (0, 00) X (0, 00).
x
D

|
.—p.14/25



Priklad 10.3.1

1
Vypoctéte dvojny integral // CEERTEwY dz dy, kde D = (0, 00) X (0, 00).
D
Vysledek:
s
16
Zpét

]
.—p.14/25



Priklad 10.3.1

1
+y2 +4)2

Vypoctéte dvojny integral // @2 dz dy, kde D = (0, 00) X (0, 00).
x
D

Navod:

1 1
drdy = lim dx dy,
//(x2+y2+4)2 Y n—>00//(x2+y2+4)2 oY
D Dn,
kde D, = {[z,y] € R*; 2% +y? < n?, 2 > 0, y > 0}. Pro vypocet integralu pod limitou

pouzijte substituci do polarnich souradnic.

Zpét

|
.—p.14/25



Priklad 10.3.1

1
Vypoctéte dvojny integral // @2 dz dy, kde D = (0, 00) X (0, c0).
x
D

+y2 _|_4)2
Reseni:

. ) ) 1 : 1
Pro nevlastni integral plati // (@2t o2 1 42 dzrdy = n11_>moo // @2+ o7 1 42 dx dy,
D Dnp,

kde D, = {[z,y] € R*;z? + y? < n?, 2 >0, y > 0}. Vypocteme nejdiive integral pod
limitou. Pouzijeme substituci do polarnich soutradnic.

1 1
dxdy = ——drdt
//(:U2+y2—|—4)2 xr ay //T(T2+4)2 T ,
Dy D,

kde D,, = {[r,t] € R®; r € (0,n), t € (0, Z)}. Plat{
2

[eigra = [ ([ ) - [ [t
= T(T2—|—4)2 " N 0 0 T(T2—|—4)2 " - 0 2T2—|—4 0
5 1 1 1 T 1 1)
_ / - ) ar=-_Z ).
0 2<n2—}—4 4) 4<n2—|—4 4

[ ot aa T (1)

== 11m — — — — = —,
@2 ty2r42 YT abe 4 \n214 1) 16
D

Zpét |

Plati tedy

|
.—p.14/25



Priklad 10.3.1

1
Vypoctéte dvojny integral // dx dy, kde D = (0,00) X (0, c0).
yp jny integ R Y (0, 00) x (0,0)
Maple:
Maple nam tento nevlastni integral spocte primo:
>  Int(Int(1l/ (x“2+y“2+4) “2 y=0..infinity),x=0..infinity)=int (int (1/(x"2+
vy 2+4)"2,y=0..infinity), .infinity);

dr = —
/ / (:I:2+y +4)2 dy dz 16

Zpét

|
.—p.14/25



Priklad 10.3.1

1
+y2 +4)2

Vypoctéte dvojny integral // @2 dz dy, kde D = (0, 00) X (0, 00).
x
D

Mathematica:

Mathematica ndm tento nevlastni integral spoc¢te primo:
Integrate[l/(z2 + y”2 + 4)"2, {x, 0, Infinity }, {y, 0, Infinity}]
16

Zpét

|
.—p.14/25



Priklad 10.3.2

Vypoctéte dvojny integral dx dy.
yp jny g // 1-|—a:2 ¥ 42 Yy

@@:9{}5ﬁ1i Zpét

|
.—p.15/25



Priklad 10.3.2

Vypoctéte dvojny integral // dx dy.

1-|—a:2—|—y

Vysledek:
oo, dvojny integral nekonverguje.

Zpét

|
.—p.15/25



Priklad 10.3.2

Vypoctéte dvojny integral // dx dy.

1+x2+y

Navod:

1 1
drdy = lim dx dy,
Z/ (z2 + 92 4+ 1) Y n—>OOD// (z2 + 92 + 1) Y
R n

kde D, = {[z,y] € R?; 2% + y? < n?}. Pro vypocet integrilu pod limitou pouzijte
substituci do polarnich souradnic.

Zpét

|
.—p.15/25



Priklad 10.3.2

Vypoctéte dvojny integral dx dy.
yp vojny integ //1+x2+y y
Reseni:
1
Pro nevlastni integral plati // drdy = lim // dx dy,
(2 +y2 +1) n— 0o 2 4924 1)

kde D,, = {[z,y] € R?; 2% + y? < n?}. Vypoiteme nejdiive 1ntegra1 pod limitou.
Pouzijeme substituci do polarnich souradnic.

1 1
dedy = //r—drdt,
D// (x2 +y2 + 1) T (r2 +1)
n Dy,

kde D,, = {[r,t] € R*; r € (0,n), t € (0,27)}. Plati

5£/r2;5%75dmﬁ = Afw</m (Tl 5 )cﬁ:iﬁw[%hWﬂ—%D}Zdt
::tﬁ%%(hof+1»cu:w(mm2+n).

Plati tedy

1 : 2
// @121 D) dzdy = n11_>moo 2w In(n® 4+ 1) = oo.
R2

Integral nekonveruje. |

1
Zpét .—p.15/25



Priklad 10.3.2

Vypoctéte dvojny integral dx dy.
yp vojny g // 1 —I—a:2 ¥ 42 Yy
Maple:

> Int(Int(1/(x"2+y~2+1),y=-infinity..infinity),x=-infinity..infinity)=
nt (int (1/("2+y~2+1),y=-infinity..infinity),x=-infinity..infinity);

dy dx = oo
//:JCQ—I—y—I—lyaj

Vysledek je oo, integral tedy nekonverguje.

Zpét

.—p.15/25



Priklad 10.3.2

Vypoctéte dvojny integral dx dy.
yp vojny g //1—}—322—|—y Yy

Mathematica:

Integrate[l/(z”2 + y*2 + 1), {z, —Infinity, Infinity},{y, —Infinity, Infinity}]

Integrate::idiv : Integral of does not converge on {—o0,c0}. More. ..

1422

f_oo ﬁ da:

Mathematica nam sdéli, ze integral nekonverguje.

Zpét

|
.—p.15/25



Vypocet trojného integralu

® Piiklad 10.4.1 Vypoctéte trojny integral /[/a;Q yz3 dx dy dz, kde
I
I =(0,1) x (0,1) x (0, 2)
® Piiklad 10.4.2 Vypoctéte trojny integral ///y dxrdy dz, kde
M
M ={[z,y,2] €ER®; 2 >0; y>0; /a2 +y? <z <2}

@ © Zpét

|
.—p.16/25



Priklad 10.4.1

Vypoctéte trojny integral ///x2 y 2> dozdydz, kde I = (0,1) x (0,1) x (0, 2)
I

'@':?éﬁﬁli Zpét

|
.= p.17/25



Priklad 10.4.1
Vypoctéte trojny integral ///x2 y 2> dozdydz, kde I = (0,1) x (0,1) x (0, 2)

I

Vysledek:
2

g .
Zpét

.= p.17/25




Priklad 10.4.1

Vypoctéte trojny integral ///x2 y 2> dozdydz, kde I = (0,1) x (0,1) x (0, 2)

§
Navod:
11 2
Pouzijte Fubiniovu vétu a vypoctéte trojnasony integral [([([ x®y 2> dz)dy) d=.
0 0 0
Zpét

|
.= p.17/25



Priklad 10.4.1

Vypoctéte trojny integral ///x2 y 2> dozdydz, kde I = (0,1) x (0,1) x (0, 2)

I

Reseni:

Pouzijeme Fubiniovu vétu a vypocteme

j(/l(/szyzgdz)dy)dw =
O 0 O

Zpét

trojndsony integral [([([ x®yz® dz)dy)dz.

1

0

3

1

0

2

0

.= p.17/25



Priklad 10.4.1

Vypoctéte trojny integral ///x2 y 2> dozdydz, kde I = (0,1) x (0,1) x (0, 2)
I

Maple:

> Int (Int(Int(x"2xy*xz"3,2z=0..2),y=0..1),x=0..1)=int (int (int (x"2*xy*z"3, z
=0..2),y=0..1),x=0..1);

1 1 2 2
/‘/1/nw2yfﬂhdydx::—
o Jo Jo 3

Zpét

|
.= p.17/25



P¥iklad 10.4.1 |

Vypoctéte trojny integral ///x2 y 2> dozdydz, kde I = (0,1) x (0,1) x (0, 2)
I
Mathematica:

Integrate[z"2y 2”3, {z,0,1}, {, 0,1}, {2, 0, 2}]

2

3

Zpét

|
.= p.17/25



Priklad 10.4.2

Vypoctéte trojny integral /// y dxrdydz, kde
M

M= {[z,y,2] ER®; 2 >0; y>0; Va2 +y? <z <2}
@ B = ?2 Ly & - Zpét

|
.—p.18/25



Priklad 10.4.2

Vypoctéte trojny integral /// y dxrdydz, kde
M

M= {[z,y,2] ER®; 2 >0; y>0; Va2 +y? <z <2}

Vysledek:
4

3
Zpét

.—p.18/25




Priklad 10.4.2

Vypoctéte trojny integral /// y dxrdydz, kde
M

M= {[z,y,2] ER®; 2 >0; y>0; Va2 +y? <z <2}

Navod:
2 Va—z2 2

Pouzijte Fubiniovu vétu a vypoctéte trojndsony integral [( [ ([ y dz)dy)dz.
0 0 /a:2+y2

Zpét

|
.—p.18/25



Priklad 10.4.2

Vypoctéte trojny integral /// y dxrdydz, kde

M
M= {[z,y,2] ER®; >0; y >0; /22 +y2 <z <2}
Reseni:

Nejdrive popiSeme mnozinu M nerovnicemi tak, abychom mohli pouzit Fubiniovu vétu.
Nakreslime si mnozinu M. Mnozina M se da vyjadrit nerovnicemi

0O < =z < 2
0 < y < V4-—a?
vei+y2 < oz <2

Nyni plati

[ooosss = [ ([ (o) )

Zpét |

|
.—p.18/25



Priklad 10.4.2

Vypoctéte trojny integral /// y dxrdydz, kde

M = {[z,y, 2] € R®; :13>0, y>0; Vo +y? <z <2}
Maple:

> Int (Int (Int(y,z= sqrt(xA2+yA2) 2),y 0..sgrt (4-x"2)),x=0..2)=int (int (i
nt (y, z=sqrt (x"2+y~2)..2),y=0..sqgrt (4-x"2)) ,x=0..2);

4 x2 4
// / ydzdyda::§

Zpét

|
.—p.18/25



Priklad 10.4.2

Vypoctéte trojny integral /// y dxrdydz, kde
M

M= {[z,y,2] ER®; >0; y >0; /22 +y2 <z <2}

Mathematica:

Téleso pres které pocitame integral je ctvrt kuzele. Téleso si nakreslime.

<< GraphicsShapes

Show|[{TranslateShape[Graphics3D[Helix[2, 0.000001, 2, 40]], {0, 0, 2}],
TranslateShape[Graphics3D[Cone[4, —2, 40]], {0, 0, 2}]},

PlotRange — {{0, 2}, {0, 2}, {0, 2}}, ViewPoint->{3.136,0.422,0.977},
Axes — True];

Integrate[y, {z, 0,2}, {y,0, Sqrt[4 — ="2]}, {2, Sqrt[z"2 + y"2], 2}]

4

3

Zpét

.—p.18/25



Substituéni metoda pro trojny integral

® Piiklad 10.5.1 Vypoctéte trojny integral /[/ z dx dy dz, kde
M
M:{[w,y,z]E[R3; x>0, y>0, OSZS\/Q—xQ—yQ}.

® Piiklad 10.5.2 Vypoctéte trojny integral /[/(wQ +y® + z2) dx dy dz, kde
M

M={lz,y,2] ER®; 2>0,y>0,2>0, 2 +y°+2°<1}.
@ © Zpét

|
.—p.19/25



Priklad 10.5.1

Vypoctéte trojny integral /// z dedydz, kde
M

M:{[x,y,Z]E[R?’;:BZO,y20,0§z§¢9—x2—y2}.
B = 2?2 &H 4 . Zpét

|
.—p.20/25



P¥iklad 10.5.1 |

Vypoctéte trojny integral /// z dedydz, kde
M

M:{[x,y,z]€R3; x>0, y>0, OSZS\/9—x2—y2}.

Vysledek:

81
— .
16
Zpét

|
.—p.20/25



Priklad 10.5.1

Vypoctéte trojny integral /// z dedydz, kde
M

M:{[x,y,Z]E[RS;:BZO,y20,0§z§¢9—x2—y2}.

Navod:

Pouzijte substituci do cylindrickych souradnic.

x = rcost, 1€ (0,00)
= rsint, te€ (0,2m)
z = z.

Zpét

|
.—p.20/25



Priklad 10.5.1

Vypoctéte trojny integral /// z dedydz, kde
M

M:{[x,y,z]€R3; x>0, y>0, OSZS\/9—x2—y2}.

Reseni:

Nakreslime si téleso pres které integrujeme.

Pro vypocet integralu pouzijeme substituci do cylindrickych soutradnic.

x = rcost, 1€ (0,00)
= rsint, t€ (0,2m)
z = z.

Zobrazeni z kartézskych do cylindrickych soutfadnic je regularni a jeho jakobian je

cost sint 0
J(r,t,z) =| —rsint 7 cost O =1r cos’t + rsin’t = r.
0 0 1

Dalsi
|

|
.—p.20/25



Priklad 10.5.1

Vypoctéte trojny integral /// z dedydz, kde
M

M:{[x,y,Z]G[R?’;:BzO,y20,0§z§¢9—x2—y2}.
Reseni:

Plati tedy:

///zdxdydz:{l/zrdrdtdz,

M

kdeM:{[r,t,z] ERP,0<r<3,0<t<X, 0<z<\/9—r2}.
Nyni vypocteme integral po substituci

s

///zrdrdtdz _ /07 (/03(/0 97“22sz> dr) dt:/og /()3T[§]09—r2dr N

M

T

— /07 </03r9_2r2 dr) dt:/og {—é(g—ﬂ)?Kdt:/O% 5(9)2&

81
= — T

16

Zpét

|
.—p.20/25



Priklad 10.5.1

Vypoctéte trojny integral /// z dedydz, kde
M
M:{[x,y,Z]E[RS; x>0, y>0, OSZS\/9—:B2—y2}.

Maple:

Mnozina pres kterou pocitdme trojny integral je osmina koule. Nakreslime si ji.
> ¢ := plottools[sphere] ([0,0,0], 3):
plots[display] (c,view=[0..3,0..3,0..3], axes=boxed);

Nyni vypocteme trojny integral bez substituce nebo se substituci do sférickych
souradnic.

>  Int (Int (Int(z,z=0. sqrt(9 X
(int (z,z=0..s59grt (9-x"2-y"2)),y=

9 x2 9 x2 —y 81 7
/ / / zdzdydr = ——
16

“2—yA2 y=0..sgrt (9-x"2)),x=0..3)=int (int
O .

Dalsi

.—p.20/25



Priklad 10.5.1

Vypoctéte trojny integral /// z dedydz, kde
M

M:{[x,y,Z]G[RS;:BZO,y20,0§z§¢9—x2—y2}.

Maple:

> Int (Int (Int(r*xz,z=0..sgrt(9-r"2)),r=0..3),t=0..Pi/2)=int (int (int (r*z,
z=0..sgrt (9-r"2)),r=0..3),t=0..Pi/2);

T
5 [3 [Vo-r? 81w
/2// rzdzdrdt = —
0 o Jo 16

Zpét

|
.—p.20/25



Priklad 10.5.1

Vypoctéte trojny integral /// z dedydz, kde
M

M:{[x,y,z]G[R?’;xZO,y20,0§z§¢9—x2—y2}.

Mathematica:
Mnozina pres kterou pocitdme trojny integral je osmina koule. Nakreslime si ji.

<< GraphicsShapes

Show[Graphics3D[Sphere[3, 40, 40]], PlotRange — {{0, 3}, {0, 3}, {0, 3}},
ViewPoint->{3.136,0.422,0.977}, Axes — True];

Nyni vypocteme trojny integral bez substituce nebo se substituci do sférickych souradnic.

Integrate[z, {x, 0, 3}, {y,0, Sqrt[9 — 2]}, {2,0, Sqrt[9 — =2 — y"2]}]

8l
16

Dalsi
|

|
.—p.20/25



Priklad 10.5.1

Vypoctéte trojny integral /// z dedydz, kde
M

M:{[x,y,Z]E[RS; x>0, y>0, OSZS\/9—:B2—y2}.
Mathematica:

Integrate[rz, {t, 0, Pi/2}, {r, 0,3}, {2, 0, Sqrt[9 — r"2]}]
81w
16

Zpét

|
.—p.20/25



Priklad 10.5.2

Vypoctéte trojny integral ///(x2 +y? + 22) dx dy dz, kde
M

M={lz,y,2] ER®; >0, y>0, 2>0, 22 +y*> +22 <1}.
@ B = 2 H & = Zpét

1
—p.21/25



|
Priklad 10.5.2

Vypoctéte trojny integral ///(x2 +y? + 22) dx dy dz, kde
M

M:{[w,y,z]e[R3; x>0, y>0, 2z>0, :1;2—|—y2—|—z2<1}.

Vysledek:

7T
10
Zpét

1
—p.21/25



Priklad 10.5.2

Vypoctéte trojny integral ///(x2 +y? + 22) dx dy dz, kde
M

M={lz,y,2] ER®; 2>0,y>0,2>0, 2 +y°+2°<1}.

Navod:
Protoze téleso pres které integrujeme je osmina koule, pouzijte substituci do sférickych
souradnic.
x = rsinucost, 7€ (0,0)
= rsinusint, té& (0,2m)
z = rcosu, u e (0,7) .
Zpét

1
—p.21/25



Priklad 10.5.2

Vypoctéte trojny integral ///(x2 +y? + 22) dx dy dz, kde

M
M={lz,y,2] ER®; 2>0,y>0,2>0, 2 +y°+2°<1}.
Reseni:

Nakreslime si téleso pres které integrujeme.

Protoze téleso pres které integrujeme je osmina koule, pouzijeme substituci do sférickych
souradnic.
x = rsinucost, 7€ (0,0)
= rsinusint, t€ (0,2m)

z = rcosu, u € (0, ).

Zobrazeni do sférickych soufadnic je regulérni, jeho jakobiadn je J(r,t,u) = r2 sinw .

Dalsi

—p.21/25



Priklad 10.5.2

Vypoctéte trojny integral ///(x2 +y? + z2) dx dy dz, kde

M
M={lz,y,2] ER®; 2>0,y>0,2>0, 2°+y* +2°<1}.
Reseni:

Plati tedy:

[//(w2 + 92 —|—22) drxdydz = [//rz r? sinwu drdtdu,
M M

kde M = {[r,t,u] ER*,0<7r<1,0<t<Z,0<u<Z}.
Nyni vypocteme integral po substituci

Pl 1,
/ (/r sinuw dr | dt | du
0 0

T

///r4 sinu drdtdu = /7
0

M

% 1 % T

= / sin u {t —} du = — sinuw du
0 510 0

. m 7 _ T

= — [—cosu = —

Zpét

1
—p.21/25



Priklad 10.5.2

Vypoctéte trojny integral ///(x2 +y? + 22) dx dy dz, kde

M={lz,y,2] ER®; 2>0,y>0,2>0, 2°+y* +2°<1}.

Maple:

Mnozina ptes kterou pocitame trojny integral je osmina koule. Obrazek viz predchozi

priklad, jen polomér koule je 1.
Vypocteme integral bez substituce i se substituci do sférickych souradnic.
> Int(Int(Int((x"2+y"2+z"2),z=0..sgrt(1-x"2-y"2)),y=0..sgrt(1-x"2)),x=0
.1)=int (int (int ((x"2+y"2+z"2),z=0..sqrt (1-x"2-y"2)),y=0..sqrt (1-x"2))

,x=0..1);
\/1 x2 \/1 x2 —y2
// / z? + y? + 22 dzdyd:z:——o
>  Int (Int (Int(r“4xcos(u), 1), .Pi/2), .Pi/2)=int (int (int (r 4%
cos(u),r=0..1),t=0. P1/2), P1/2)
T T
/2/2/ r# cos(u) dr dt du = —
0 0 0 10
Zpét

—p.21/25




Priklad 10.5.2

Vypoctéte trojny integral ///(x2 +y? + z2) dx dy dz, kde
M
M={lz,y,2] ER®; 2>0,y>0,2>0, 2°+y* +2°<1}.

Mathematica:

Mnozina ptes kterou pocitame trojny integral je osmina koule. Obrazek viz predchozi
priklad, jen polomér koule je 1.

Vypocteme integral bez substituce i se substituci do sférickych soutradnic.

Integrate[z”2 + y*2 + 272, {x, 0, 1}, {y, 0, Sart[1 — 2"2]},{z, 0, Sart[1 — z"2 — y”"2]}]

=

Integrate[r” 4Sin[u], {u, 0, Pi/2}, {t,0, Pi/2}, {r, 0, 1}]

T
10
Zpét

1
—p.21/25



Aplikace dvojného integralu

® Priklad 10.6.1 Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinami
r=0,y=0,2=0,z=2,y=3, x+y+z2z=4.

2

® Piiklad 10.6.2 Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochou y = z“, a rovinami

y=0, y+2z=2.

® Priklad 10.6.3 Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinou z = 0 a ¢asti plochy

2 2
z=e T 7Y

<] Zpét

.- p.22/25



Priklad 10.6.1

Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinami
r=0,y=0,2=0,z=2,y=3, x+y+z2z=4.

'@':?éﬁﬁli Zpét

|
.—p.23/25



Priklad 10.6.1

Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinami
r=0,y=0,2=0,z=2,y=3, x+y+z2z=4.

Vysledek:

55
V="
6

Zpét

|
.—p.23/25



Priklad 10.6.1

Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinami
r=0,y=0,2=0,z=2,y=3, x+y+z2z=4.

Navod:
VZ//(4—x—y)dwdy,kdeG:GluGz,G1:{[x,y]elRQ; 0<z<1,0<y<3}a
G

Ge={[z,y)eR?; 1<z<2,0<y<4—a}

Zpét

|
.—p.23/25



Priklad 10.6.1

Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinami
r=0,y=0,2=0,z=2,y=3, x+y+z2z=4.

Reseni:

Nakreslime si obrazek uvazovaného télesa a mnozinu G = GG1 U G2 pres kterou budeme
integrovat.

4

V://(4—:1;—y)d:1;dy://(4—:1;—y)d:1;dy-|—//(4—:1;—y)d:1;dy
G G1 G2

{[z,y) ER?; 0<z<1,0<y<3}
{[z,y) e R*; 1<2<2,0<y<4—ax}

//(4—x—y)dxdy = /01</03(4—:E—y)dy>dx:6

G1
2 4—x 19 19 55
//(4—:1:—y)d:1:dy = / (/ (4—:1:—y)dy>d:1::—, V=6+—=—.
1 0 6 6 6
G2

Zpét

G1
Go

|
.—p.23/25



Priklad 10.6.1

Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinami
r=0,y=0,2=0,z=2,y=3, x+y+z2z=4.

Maple:

Abychom méli predstavu o télese jehoz objem pocitame, nakreslime si roviny

x4+ y+ 2z=4az=0 na obdelniku x € (0,2) x (0, 3).

> plot3d([4-x-vy,0],x=0..2,y=0..3,axes=boxed) ;

Nyni si nakreslime mnozinu GG = GG; U G5 pres kterou integrujeme.
> Gl := plottools[polygon] ([[1,0],

color=green) : G2

Dalsi

[1,31,[2,21,[2,0],[1,0]1,
:=plottools[polygon] ([[0,0],

[1,31,[1,0],[0,0]],color=green): plots[display] (G1l,G2);

3

2.5

2

i3

1

0.5

0

.—p.23/25



P¥iklad 10.6.1 |

Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinami
r=0,y=0,2=0,z=2,y=3, x+y+z2z=4.

Maple:

Nakonec vypocteme objem daného télesa.
> V: —Int(Int(4 x y y 0..3),x=0. 1)+Int(Int(4 x-y,y=0. xX),x=1..2)=1nt (
int (4-x-y, y=0. .1)+int (int (4—x-y,y=0. x),x=1. 2),

4—x
V-//4—:1;—ydyd:1:—|—// 4—:1:—ydyd:1:-€

Zpét

|
.—p.23/25



Priklad 10.6.1

Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinami
r=0,y=0,2=0,z=2,y=3, x+y+z2z=4.

Mathematica:

Abychom méli predstavu o télese jehoz objem pocitame, nakreslime si roviny
x+y+ 2z =4 az=0 na obdelniku z € (0, 2) x (0, 3).

rl = Plot3D[4 — z — y, {z, 0, 2}, {y, 0, 3}, PlotPoints — 10,DisplayFunction — Identity];
r2 = Plot3DJ0, {z, 0, 2}, {y, 0, 3}, PlotPoints — 10, DisplayFunction — Identity];
Show[{r1, r2}, DisplayFunction — $DisplayFunction, AxesLabel — {z, y, 2},

BoxRatios — {1,1, 1}, ViewPoint->{2.728,1.516, 1.103}];

Nyni si nakreslime mnozinu G = G U G3 pres kterou integrujeme.

G = Graphics[{GrayLevel[.7], Polygon[{{0, 0}, {0, 3}, {1, 3}, {1, 0}, {0,0}}],
Polygon[{{l, 0}, {1, 3}, {27 2}’ {2’ 0}, {1, 0}}]}];

L = Graphics[{Line[{{0, 0}, {0, 3}, {1, 3}, {1, 0}, {0,0}}],
Line[{{1, 0}, {1, 3}, {2, 2}, {2, 0}, {1,0} }]};

Dalsi

.—p.23/25



Priklad 10.6.1

Vypoctéte objem télesa ohraniceného rovinami
r=0,y=0,2=0,z=2,y=3, x+y+z2z=4.

Mathematica:
Show[{G, L}, Axes — True];

2

|
.—p.23/25



Priklad 10.6.2

Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochou y = 2, a rovinami y =0, y+ 2z = 2.

@@:9{}5ﬁ1# Zpét

|
.= p.24/25



Priklad 10.6.2

Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochou y = 2, a rovinami y =0, y+ 2z = 2.

Vysledek:

32
1_5 2.

Zpét

]
.= p.24/25



Priklad 10.6.2

Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochou y = 2, a rovinami y =0, y+ 2z = 2.

Navod:

V://(Q‘y)dwdy’kdeGZ,Gz{[:c,y]ERQ; V2<z<V2, 22 <y<2}
G

Zpét

|
.= p.24/25



Priklad 10.6.2

Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochou y = 2, a rovinami y =0, y+ 2z = 2.
Reseni:

Nakreslime si obrazek uvazovaného télesa a mnozinu G pres kterou budeme integrovat.

V2 2 V2 y21?
= / < (2—y)dy) da::/ 2y — — dx
—v3 \Jz2 — V3 2 2

V2 4 2 z° V2
= / (2—2x2+—)) dw:[Qw—§x3+E
V3 s
4 2 52
= 2|2vV2— V24 V2] =—V2
(\/_ 3f+5f> =

Zpét

|
.= p.24/25



Priklad 10.6.2

Vypoctéte objem télesa ohraniéeného plochou y = =2

Maple:

Abychom meéli predstavu o télese jehoz objem pocitame, nakreslime si roviny
y+2z=2az=0a plochu y = 2 na obdelniku = € (—v2,v2) x (0,2).

>

>
>
>

Dalsi

gl:=plot3d(2-y,x=-sqgrt (2)..sqgrt(2),y=0..2,axes=boxed) :
g2:=plot3d([x,x"2,z],x=-sqrt (2) ..sqgrt(2),z=0..2):
g3:=plot3d(0,x=-sqgrt (2)..sqgrt (2),y=0..2,axes=boxed) :
plots([display] (gl,92,93);

,arovinamiy =0, y+ 2z = 2.

.= p.24/25



Priklad 10.6.2

Vypoctéte objem télesa ohraniéeného plochou y = z°, a rovinami y =0, y+ 2z = 2.

Maple:

Nyni si nakreslime mnozinu G pres kterou integrujeme.
> plot([x"2,2],x=-sqgrt (2)..sqgrt (2),thickness=3);

151

0.5

Nakonec vypocteme objem daného télesa.

> V:=Int (Int(2-y,y=x"2..2),x=-sqgrt (2)..sqgrt (2))=int (int (2-y,y=x"2..2),x
=—sqgrt (2) ..sqrt (2)) ;

V2 2 32 /92
V::/ / 2 —ydydxr = V2
—v2Jz2 15

Zpét

.= p.24/25



Priklad 10.6.2

Vypoctéte objem télesa ohraniéeného plochou y = z°, a rovinami y =0, y+ 2z = 2.

Mathematica:

Abychom méli predstavu o télese jehoz objem pocitame, nakreslime si roviny y + z = 2 a
z = 0 a plochu y = z? na obdelniku = € (—v/2,v2) x (0, 2).

rl = Plot3D[2 — y, {z, —Sqrt[2], Sqrt[2]}, {y, 0, 2}, PlotPoints — 10,DisplayFunction — Identity];

r2 = Plot3DJ[0, {x, —Sqrt[2], Sqrt[2]}, {y, 0, 2}, PlotPoints — 10,DisplayFunction — Identity];

r3 = ParametricPlot3D[{z, 2”2, 2}, {z, —Sqrt[2], Sqrt[2]}, {z, 0, 2},PlotPoints — 10, DisplayFunction —
Show|[{rl, r2, r3}, DisplayFunction — $DisplayFunction, AxesLabel — {z,y, 2},

BoxRatios — {1,1, 1}, ViewPoint->{2.728,1.516, 1.103}];

Dalsi

|
.= p.24/25



Priklad 10.6.2

Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochou y = 2, a rovinami y =0, y+ 2z = 2.
Mathematica:

Nyni si nakreslime mnozinu G pies kterou integrujeme.

FilledPlot[{2, 2" 2}, {z, —Sqrt[2], Sqrt[2]}, Fills — {{{1, 2}, GrayLevel[.7]}},
Ticks — {{—\/5 \/5} : {2}}] ;

V2 vz

Nakonec vypocteme objem daného télesa.

V = Integrate[2 — vy, {x, —Sqrt[2], Sqrt[2]}, {v, 2" 2, 2}]

]
.= p.24/25



Priklad 10.6.3

2.2
Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinou z = 0 a ¢asti plochy z = e~ * —Y

@@:9{}5ﬁ1# Zpét

.—p.25/25



Priklad 10.6.3

2.2
Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinou z = 0 a ¢asti plochy z =e™* Y

Vysledek:
V =m.

Zpét

|
.—p.25/25



Priklad 10.6.3

DI
Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinou z = 0 a ¢asti plochy z = e~ * —Y

Navod:

2_ .2
V = // e " 7Y dady, kde G = R?. Jedn4 se o nevlastni integral.
G

Zpét

.—p.25/25



Priklad 10.6.3

DI
Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinou z = 0 a ¢asti plochy z = e~ * —Y

Reseni:

Nakreslime si obrazek uvazovaného télesa

pd
00

Mnozina pfes kterou integrujeme je G = R2.

Nyni vypocteme objem télesa:
2_ .2
VZ//e_gC Y dzdy.

G

.22
V = lim //e Y dxdy,.
n— o0
Gn

kde Dy, = {[z,y] € R*;2° +y* < n?}.

Integral je nevlastni.

Dalsi

.—p.25/25



Priklad 10.6.3

DI
Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinou z = 0 a ¢asti plochy z = e~ * —Y

Reseni:

Pri vypoctu integralu pod limitou pouzijeme substituci do polarnich soutradnic.

Objem uvazovaného télesa je

i 1 1 _,2
V = lim <———e )27‘(':7'('.

n— oo 2 2

Zpét

|
.—p.25/25



Priklad 10.6.3

DI
Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinou z = 0 a ¢asti plochy z = e~ * —Y

Maple:

Abychom méli predstavu o télese jehoz objem pocitadme, nakreslime si plochu

2 2
z=e T 7Y

> plot3d(exp(-x"2-y~2),x=-3..3,y=-3..3,axes=boxed) ;

Maple nam nevlastni integral spocte primo:

>  V:=Int (Int(exp(—-x"2-y 2),y=—-infinity..infinity),x=-infinity..infinity
)=int (int (exp (-x"2-y"2),y=-infinity..infinity),x=-infinity..infinity);

V= / / e(—22—’92) dydr =7

Zpét

.—p.25/25



Priklad 10.6.3

DI
Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného rovinou z = 0 a ¢asti plochy z = e~ * —Y

Mathematica:

Abychom méli predstavu o télese jehoz objem pocitadme, nakreslime si plochu

2 2
z=e T 7Y

Plot3D[Exp[—2"2 — y"2], {x, —3, 3}, {y, —3, 3}, PlotRange — {0, 1.0} ,BoxRatios — {1, 1, 0.8}];

Mathematica ndm nevlastni integral spocte primo:
V = Integrate[Exp[—z"2 — y” 2], {x, —Infinity, Infinity },{y, —Infinity, Infinity}]

70

Zpét

.—p.25/25
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