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Kfivkovy integral skalarniho a vektorového pole

® Vypocet kiivkového integrdlu skaldrniho pole
® Vypocet kiivkového integralu vektorového pole

® Vypocet potencidlu

Q@ ® Zpét
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Vypocet kfivkového integralu skalarniho pole

® Priklad 11.1.1 Vypoctéte kiivkovy integral

I = /(5w—9y)ds,
C

kde C je usecka s krajnimi body A = [1;2] a B = [5;7].
® Priklad 11.1.2 Vypoctéte
I = /(8:122 — 5y°) ds,
C

kde C je ktivka © = 2cost, y = 2sint, t € (0, «).
® Piiklad 11.1.3 Vypoctéte
/(2:1: + 3y) ds,

C

kde C je tisecka vytata na primce y = 4x + 8 souradnicovymi osami.

I:/zcyds,
K

kde kiivka K je obvod trojuhelniku ABC s vrcholy
A =1[1;2;3], B =[2;3;5], C = [8;0;1].

® Priklad 11.1.4 Vypoctéte

L>] Zpét
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Priklad 11.1.1

Vypoctéte kiivkovy integral

I = /(5x—9y) ds,
C

kde C je usecka s krajnimi body A = [1;2] a B = [5;7].
B = 2?2 LHn 4 - Zpét
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Priklad 11.1.1
Vypoctéte kiivkovy integral

I = /(5x—9y) ds,
C

kde C je usecka s krajnimi body A = [1;2] a B = [5;7].
Vysledek:

51
I = —7 V 41. .

Zpét
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Priklad 11.1.1

Vypoctéte kiivkovy integral

I = /(532 — 9y) ds,
C

kde C je usecka s krajnimi body A = [1;2] a B = [5;7].

Navod:

Pouzijte vztah

I= [ 1@y ds = [ £a®),y®) o' 02 +v (02 d,
C tq

kde 7(t) = [z(t),y(t)], t € (t1,t2) je parametrizace kiivky C.

Zpét
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Priklad 11.1.1

Vypoctéte kiivkovy integral

I = /(53: — 9y) ds,
C

kde C je usecka s krajnimi body A = [1;2] a B = [5;7].

Reseni:

Pouzijeme parametrizaci usecky AB

x=1+4t; y=2+45t te(0;1).
Potom velikost okamzité rychlosti je
v=2'? +y'? =42 + 52 = /16 + 25 = V41

a integral je

0

I:/(5(1+4t)—9(2+5t))\/ﬁdt:\/H[—l?)t—22—5752}1:
0

25 51
— VA41(—13 — 5) = _7\/41.

Zpét
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Priklad 11.1.1
Vypoctéte kiivkovy integral

I = /(532 — 9y) ds,
C

kde C je usecka s krajnimi body A = [1;2] a B = [5;7].

Maple:
> f:=5xx-9xy:
> x:=1+4xt:
> y:=2+5x*t:
>  vi=sgrt(diff(x,t) "2+diff(y,t) " 2):
> i1:=int (f*v,t=0..1);

Zpét
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Priklad 11.1.1
Vypoctéte kiivkovy integral

I = /(532 — 9y) ds,
C

kde C je usecka s krajnimi body A = [1;2] a B = [5;7].

Mathematica:

J = 5z — 9y;
x =1+ 4i;
y = 2 + 5t;

v = Sqrt[D[z, t]*2 + D[y, t]"2];
i = Integrate[f * v, {¢,0,1}]

_ 51 /41
2

Zpét
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Priklad 11.1.2

Vypoctéte
I = /(8:1;2 — 5y°) ds,
C

kde C je kiivka © = 2cost, y = 2sint, t € (0, 7).
@ B = 2?2 &L L Zpét
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Priklad 11.1.2
Vypoctéte

I = /(8:1;2 — 5y°) ds,
C

kde C je kiivka © = 2cost, y = 2sint, t € (0, 7).

Vysledek:
I =127.

Zpét
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Priklad 11.1.2
Vypoctéte

I = /(8:1;2 — 5y°) ds,
C

kde C je kiivka © = 2cost, y = 2sint, t € (0, 7).

Navod:

Pouzijte vztah

I= [ f@w) ds = [ £a®),y(®) o' (02 +v'(©)? d,
C 1

kde 7(t) = [z(t),y(t)], t € (t1,t2) je parametrizace kiivky C.

Zpét
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Priklad 11.1.2
Vypoctéte

I = /(8:1;2 — 5y°) ds,
C

kde C je kiivka © = 2cost, y = 2sint, t € (0, 7).
Reseni:
Pouzijeme zadanou parametrizaci
x = 2cost, y=2sint, t € (0, ).

Potom velikost okamzité rychlosti je

v=+z?24+y? = \/(—2sint)2 + (2cost)? =2
a integral je

I= /(32 cos®t — 20sin” t) 2dt = 127.
0

Zpét
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Priklad 11.1.2
Vypoctéte

I::j[(&fl;2 — 5y°) ds,
C

kde C je kiivka © = 2cost, y = 2sint, t € (0, 7).

Maple:
>  f:=8xx"2-5xy"2:
> x:=2xcos(t):
> y:=2%xsin(t) :
>  v:i=sqgrt(diff(x,t) "2+diff(y,t) " 2):
> i:=int (f*v,t=0..P1);

7 = 127

Zpét
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Priklad 11.1.2
Vypoctéte

I = /(8:1;2 — 5y°) ds,
C

kde C je kiivka © = 2cost, y = 2sint, t € (0, 7).

Mathematica:

f =8z"2 — 5y"2;

x = 2Cos(t];

y = 2Sin|[t];

v = Sqrt[D[z, t]*2 + Dly, t]"2];
i = Integrate[f v, {t,0, Pi}]

127

Zpét
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Priklad 11.1.3

Vypoctéte

/ (2x + 3y) ds,

C

kde C je tisecka vytata na pirimce y = 4x + 8 soufadnicovymi osami.

'@@:9{}5*# Zpét
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Priklad 11.1.3
Vypoctéte

/ (2z + 3y) ds,

C
kde C je tisecka vytata na pirimce y = 4x + 8 soufadnicovymi osami.
Vysledek:
I =20V1T7.

Zpét
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Priklad 11.1.3
Vypoctéte

/ (2z + 3y) ds,

C

kde C je tisecka vytata na pirimce y = 4x + 8 soufadnicovymi osami.

Navod:

Pouzijte vztah

I= [ f@w) ds = [ £a®),y®) o' 02 +v (02 d,
C tq

kde 7(t) = [z(t),y(t)], t € (t1,t2) je parametrizace kiivky C.

Zpét
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Priklad 11.1.3
Vypoctéte

/ (2z + 3y) ds,

C
kde C je tisecka vytata na pirimce y = 4x + 8 soufadnicovymi osami.
Reseni:

Pouzijeme parametrizaci
x=t, y=4t+ 8, t € (—2,0).

Potom velikost okamzité rychlosti je

v=1a? 1 y? = /(1) + (4)2 = VIT

a integral je
0 0
I = /(2t + 3(4t + 8))V17 dt = \/17{7752 + 24t] = V17(—28 + 48) = 20V17.
—2)
—2

Zpét
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Priklad 11.1.3
Vypoctéte

/ (2x + 3y) ds,
C

kde C je tisecka vytata na pirimce y = 4x + 8 soufadnicovymi osami.

Maple:

> f:=2xx+3%xy:

> xX:=t:

> y:=4xt+8:

> v:=sqrt(diff(x,t) " 2+diff(y,t) " "2):

> d:=int (fxv,t=-2..0);

1 = 2017

Zpét
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Priklad 11.1.3
Vypoctéte

/ (2x + 3y) ds,
C

kde C je tisecka vytata na pirimce y = 4x + 8 soufadnicovymi osami.

Mathematica:

J =2z + 3y;
x =t
y =4t + 8;

v = Sqrt[D[z, t]"2 + D[y, t]"2];
i = Integrate[f * v, {t, —2,0}]
24/17(—3 + 3Cos[2] + 2Sin[2])

Zpét
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Priklad 11.1.4

Vypoctéte

I:/a:yds,

K

kde kiivka K je obvod trojuhelniku ABC s vrcholy
A =[1;2;3], B =[2;3;5], C = [8;0;1].

@@:96@&# Zpét
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Priklad 11.1.4

Vypoctéte

I:/a:yds,

K

kde kiivka K je obvod trojuhelniku ABC s vrcholy
A =[1;2;3], B =[2;3;5], C = [8;0;1].

Vysledek:

I =236+ 10574+ 6V61. Zpét
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Priklad 11.1.4
Vypoctéte

I:/a:yds,

K

kde kiivka K je obvod trojuhelniku ABC s vrcholy
A =[1;2;3], B =[2;3;5], C = [8;0;1].

Navod:

Kfiivkovy integral pres tii tsecky nahradime souctem tfech integralu ptres jednotlivé
usecky. Na kazdy z téchto trech integralu pouzijeme vztah

I= [ f@w,2) ds = [ £a(0),5(0), 2(0) /o' )2 + v/ ()2 + /()2 at.
K tq

kde 7(t) = [z(t), y(t), z(t)], t € (t1,t2) je parametrizace kiivky C.

Zpét
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Priklad 11.1.4
Vypoctéte

I:/a:yds,

K

kde kiivka K je obvod trojuhelniku ABC s vrcholy
A =[1;2;3], B =[2;3;5], C = [8;0;1].

Reseni:

Pro parametrizaci usecky AB pouzijeme vztah X = A+ t(B — A), kde t € (0;1), tedy

r=1+4+1t;, y=2+t; 2z =34 2t. Velikost rychlosti probihani tisecky AB je
v=|B—-A|l=V6

a integral pres usecku AB je

1

1
3 1 23
IaB :/(1+t)(2+t)\/6 dt = V6 2t—|—§t2—|—§t3 — E\/6.
0

0

Obdobné spocteme integraly pres tisecku BC' a pres usecku C'A a tyto tii integraly
secteme a dostaneme

23 10
I =Iap+1Ipc +1Ica = E\/g—l_ ?\/57—}—6\/61-

Zpét

—p.7/14



Priklad 11.1.4
Vypoctéte

I:/a:yds,

K

kde kiivka K je obvod trojuhelniku ABC s vrcholy
A =[1;2;3], B =[2;3;5], C = [8;0;1].

Maple:
> a:=[1,2,3]: b:=[2,3,5]: c:=[8,0,11]1:
> fi=x->x[1]+*x[2]:
> J:=(p,q)—>int (f (evalm(ptt* (g-p)))*linalg[norm] (g—p,2),t=0..1) :
> i:=j(a,b)+j(b,c)+J(c,a);
i = 226+ 661+ 10/357
Zpét
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Priklad 11.1.4
Vypoctéte

I:/a:yds,

K

kde kiivka K je obvod trojuhelniku ABC s vrcholy
A =[1;2;3], B =[2;3;5], C = [8;0;1].

Mathematica:
A=1{1,2,3}; B={2,3,5};CC = {8,0,1};

FHx, yo, 2z} =2 y;
i[p-, a-]:=Integrate[f[p + t * (¢ — p)] * Norm[q — p],{t,0, 1}];
i = j[A, B] + j[B, CC] + j[CC, A]

23 19
28 4104/ % + 661

Zpét
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Vypocet kfivkového integralu vektorového pole

® Piiklad 11.2.1 Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, z) potenciilni, a

vypoctéte kirivkovy integrdl I = /ﬁ CT’I", kde C je ¢dst paraboly y = x? s
C

pocate¢nim bodem (0,0) a koncovym bodem (1,1).
® Piiklad 11.2.2 Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, 2xy) potenciilni, a

vypoctéte kirivkovy integral I = /ﬁ . d_’;“, kde C je jednotkova kruznice obihana v
C

kladném smeéru.
® Priklad 11.2.3 Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y,z) = (2,6,5) potencidlni, a
vypoctéte kirivkovy integrdl I = /ﬁ . d_;“, kde C je jeden zavit Sroubovice
C
r =sint, y=-cost, z=1t, t; =0, tgy=2m.

(<] Zpét
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Priklad 11.2.1

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, x) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy

integral I = /ﬁ . dr, kde C je &ast paraboly y = 22 s poéiteénim bodem (0,0) a
C

koncovym bodem (1,1).
B = 2?2 &H 4 . Zpét
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Priklad 11.2.1

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, x) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy

integral I = /ﬁ . dr, kde C je &ast paraboly y = 22 s poéiteénim bodem (0,0) a
C

koncovym bodem (1,1).

Vysledek:

Toto vektorové pole neni potencidlni a I = }—g’ .

Zpét
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Priklad 11.2.1

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, x) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy

integral I = /ﬁ . dr, kde C je &ast paraboly y = 22 s poéiteénim bodem (0,0) a
C

koncovym bodem (1,1).

Navod:
P L O0Fq1 OFo P . et <1 S tah
orovnejte = a —=. Pro vypocet integralu pouzijte vzta
IZIF- d?“:f(Fl dx—l—FQ dy)
C C
Zpét
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Priklad 11.2.1

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, x) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy

integral I = /ﬁ . dr, kde C je &ast paraboly y = 22 s poéiteénim bodem (0,0) a
C

koncovym bodem (1,1).

Reseni:

Oznaéime si slozky pole Fi(z,y) = y? a Fa(x,y) = x a spoéteme parcidlni derivace

OF; OF>
—— =2 — = 1.

Ty se nerovnaji, proto pole F' neni potencidlni a integral zdvisi na integracni cesté (proto
ji nemuzeme zménit). Pro vypocet integralu zvolime parametrizaci

r=t y=t, te0,1).

Odtud

takze
dr =vidt =dt, dy=wvodt=2tdt

Dalsi
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Priklad 11.2.1

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, x) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy

integral I = /ﬁ . dr, kde C je &ast paraboly y = 22 s poéiteénim bodem (0,0) a
C

koncovym bodem (1,1).

Reseni:

a integral je

1 1
I:/F"-dqr:/(Flda:—}—ngy):/((t2)2—}—t2t)dt:/(t4—|—2t2)dt:
C C 0 0

[ L2 11 L2 _ 18
- 38 15

Zpét
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Priklad 11.2.1

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, x) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy

integral I = /ﬁ . dr, kde C je &ast paraboly y = 22 s poéiteénim bodem (0,0) a
C
koncovym bodem (1,1).

Maple:
> fl:=y~2: f2:=x: x:=t: y:=t"2:
> wvl:=diff(x,t): v2:=diff(y,t):
> d:=int (f1*xv1+£f2xv2,t=0..1);

=
W

~
I

=
t

Zpét
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Priklad 11.2.1

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, x) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy

integral I = /ﬁ . dr, kde C je &ast paraboly y = 22 s poéiteénim bodem (0,0) a
C
koncovym bodem (1,1).

Mathematica:

fl=y"2;R2=x;2 =t;y =t"2;

vl = D[z, t]; v2 = DJy, t];

i = Integrate[fl * v1 + f2 x v2, {¢,0, 1}]

1
1

w

at

Zpét
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Priklad 11.2.2

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, 2zy) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy
integral I = / F - dr, kde C je jednotkova kruznice obfhana v kladném sméru.
C

@@:96@&# Zpét
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Priklad 11.2.2

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, 2zy) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy
integral I = / F - dr, kde C je jednotkova kruznice obfhana v kladném sméru.
C

Vysledek:

Toto vektorové pole je potencialni a I = 0.

Zpét
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Priklad 11.2.2

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, 2zy) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy
integral I = / F - dr, kde C je jednotkova kruznice obfhana v kladném sméru.
C

Navod:

Porovnejte 8;;1 a 8822 . Ktivkovy integrél vektorového pole, které mé potencidl (nutno

ovérit), po uzaviené kiivce (nutno ovérit) je nulovy.

Zpét

.—p.10/14



Priklad 11.2.2

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, 2zy) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy
integral I = / F - dr, kde C je jednotkova kruznice obfhana v kladném sméru.
C

Reseni:

Oznad&ime si slozky pole F; = y? a Fy = 2zy a spoéteme parcidlni derivace

oF;
Oy
° HF
2
—— 2 — 2.
ox 4

., o o . & . , <0 =% , 2 .,
Ty se rovnaji na R?, coz je jednoduse souvisld mnozina, proto pole F m4 na R? potencial
a integral po uzaviené ktivce (coz zadand kfivka je) je rovny nule.

Zpét
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Priklad 11.2.2

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, 2zy) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy
integral I = / F - dr, kde C je jednotkova kruznice obfhana v kladném sméru.
C

Maple:

Ovérime si zda je pole potencialni
fli=y 2: f2:=2xxxy:
diff (f1,y)-diff (£2,x);

Zpét
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Priklad 11.2.2

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y) = (y?, 2zy) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy
integral I = / F - dr, kde C je jednotkova kruznice obfhana v kladném sméru.
C

Mathematica:

Ovérime si zda je pole potencialni
fl = y"2;f2 =2z xy;

D[f1, y|==DIf2, z]

True

Zpét

|
.—p.10/14



Priklad 11.2.3

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y,z) = (2,6,5) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy
integral I = /ﬁ : d}, kde C je jeden zavit Sroubovice
C

xr =sint, y =-cost, z=1t, t1 =0, to=2m.

'@@:9{}51&# Zpét

|
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Priklad 11.2.3

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y,z) = (2,6,5) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy
integral I = /ﬁ : d}, kde C je jeden zavit Sroubovice
C

xr =sint, y =-cost, z=1t, t1 =0, to=2m.

Vysledek:

Toto vektorové pole je potencialni a I = 107 .

Zpét

|
—p.11/14



Priklad 11.2.3

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y,z) = (2,6,5) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy
integral I = /ﬁ : d_;“, kde C je jeden zavit Sroubovice
C

xr =sint, y =-cost, z=1t, t1 =0, to=2m.

Navod:

c oOF
Porovnejte =5 1
Y

ovérit), nezdvisi na integracni cesté.

a 8;;2 . K¥ivkovy integral vektorového pole, které ma potencial (nutno

Zpét
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Priklad 11.2.3

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y,z) = (2,6,5) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy
integral I = /ﬁ : d_;“, kde C je jeden zavit Sroubovice
C
xr =sint, y =-cost, z=1t, t1 =0, to=2m.
Reseni:

Oznacime si slozky pole Fy = 2, Fo = 6 a F3 = 5. VSechny jejich prvni parcialni derivace
jsou nulové, tedy plati

OF,  OF>
oy Oz
OFy  OF3
0z Oy
OF; O
ox  Ox

na R3, coz je jednoduse souvisl4 mnozina, proto pole F m4 na R> potencial a integral
nezavisi na integra¢ni cesté. Proto miizeme misto po Sroubovici integrovat po usecce
spojujici jeji pocatecni bod (1,0,0) a jeji koncovy bod (1,0, 27). Zvolime jeji
parametrizaci

r=1, y=0, z=t, t1 =0, ta=2m.

Dalsi
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Priklad 11.2.3

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y,z) = (2,6,5) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy
integral I = /ﬁ : d_;“, kde C je jeden zavit Sroubovice

xr =sint, y =-cost, z=1t, t1 =0, to=2m.
Reseni:

Potom

a integral je

/ /5 dt = 107.
C 0
Poznamka:

V tomto vyjimecné jednoduchém pripadé je snadné integrovat i po puvodni kfivce, tedy
po sroubovici a dostaneme

27

= /ﬁ /(Fl dx + Fy dy + F3 dz) = /(2(—sint) + 6(cost) + 5) dt = 10,
C 0

tedy stejny vysledek.

Zpét

|
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Priklad 11.2.3

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y,z) = (2,6,5) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy
integral I = /ﬁ : d_;“, kde C je jeden zavit Sroubovice
C

xr =sint, y =-cost, z=1t, t1 =0, to=2m.

Maple:

Nejdiive vypocet integralu po usecce (vektorové pole je potencidlni):
> fl:=2: £f2:=6: £3:=5:
x:=1: y:=0: z:=t:
vli=diff(x,t): v2:=diff(y,t): v3:=diff(z,t):
i:=int (f1xv1+£f2%xv2+£f3%v3,t=0..2%P1i);
1 := 107

vV V. V

Nyni vypocet integralu po Sroubovici:
> fl:=2: f2:=6: £3:=5:
> x:=cos(t): y:=sin(t): z:=t:
> vl:=diff(x,t): v2:=diff(y,t): v3:=diff(z,t):
>  d:=int (fl*v1+£f2xv2+£3%v3,t=0..2%P1i);
v := 107

Zpét
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Priklad 11.2.3

Zjistéte, zda je vektorové pole ﬁ(a:, y,z) = (2,6,5) potencidlni, a vypoctéte kiivkovy
integral I = /ﬁ : d_;“, kde C je jeden zavit Sroubovice
C

xr =sint, y =-cost, z=1t, t1 =0, to=2m.

Mathematica:

Nejdiive vypocet integralu po usecce (vektorové pole je potencidlni):
fl = 2;f2 = 6;f3 = 5;

r=1y=0;2=1t;

vl = D[z, t]; v2 = Dly, t]; v3 = D|z, t];

fl1 = 2;f2 =6;f3 = 5;

i = Integrate[fl * v1 + 2 * v2 + {3 * v3, {t,0, 2 * Pi}]
107

Nyni vypocet integralu po sroubovici:

fl =2;f2 =6;1f3 =5;

x = Cos[t]; y = Sin[t]; z = ¢;

vl = Dlz, t]; v2 = DJy, t]; v3 = D|z, t];

i = Integrate[fl * vl + 2 * v2 + 3 * v3, {t, 0, 2 x Pi}]
107

Zpét
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Vypocet potencialu

® Priklad 11.3.1 Ovéite, ze vektorové pole ﬁ(x, y) = (2= + vy, 3y* + =) mé potencial na
néjaké jednoduse souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

® Priklad 11.3.2 Ovéite, ze vektorové pole ﬁ(a:, y, z) = (y?23, 2zyz>, 3xy?2?) m4
potencial na néjaké jednoduse souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

@ © Zpét
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Priklad 11.3.1

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(:z;, y) = (2z 4+ vy, 3y + ) ma potenciil na néjaké jednoduse
souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

'@':?éﬁﬁlg‘ Zpét
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Priklad 11.3.1

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(:z;, y) = (2z 4+ vy, 3y + ) ma potenciil na néjaké jednoduse
souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

Vysledek:
Pole F mé potencidl U(z,y) = 22 + y> + zy na mnoziné G = R? .

Zpét
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Priklad 11.3.1

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(:z;, y) = (2z 4+ vy, 3y + ) ma potenciil na néjaké jednoduse
souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

Navod:

Porovnejte 8821 a 8;;2 . Potencial U vektorového pole F je takové skalarni pole U, pro

které plati grad U = F.

Zpét
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Priklad 11.3.1

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(sc, y) = (2z 4+ vy, 3y + ) ma potenciil na néjaké jednoduse
souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

Reseni:

Oznad&ime si slozky pole Fi = 2z + y a Fy = 3y? + = a spoéteme parcidlni derivace

O0F, | OFs

Oy Ox
Ty se rovnaji na R?, coz je jednoduse souvisld mnozina, proto pole F mé na R?
potencial. Potencidl mtzeme nalézt dvojim zpusobem:

(a) pomoci krivkového integralu,

(b) TfeSenim soustavy parcialnich diferencidlnich rovnic.
Ukazeme si oba zpusoby, nejprve pomoci kiivkového integralu.
Y,
(@) Je vyhodné zvolit si integrac¢ni cestu sestavajici ze dvou tusecek rovnobéznych se

souradnicovymi osami. Zvolme si pocatecni bod v pocatku a obecny koncovy bod
oznatme (Z,y). Potom parametrizace tsecek C1, C2 mohou byt

Ci: xx=t, y=0, t1 =0, to=x, pak dx=dt, dy =0,

Co: x=2x, y=t, t1 =0, ta=9gy, pak dxr=0, dy=dt.
Pro potencial U plati

U(z,3)—U(0,0) = /ﬁ-d? - /(Fld:c—l—ngy) — /(Flda:+F2dy)+/(Flda:—}—ngy) —
C C Cq Co

7 7 ) )
z Y

:/2tdt—|—/(3t2—|—§:)dt: {tQ} + {t?’—i—aﬁt} = z° + §° + #7.
0 0

0 0

Dalsi
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Priklad 11.3.1

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(sc, y) = (2z 4+ vy, 3y + ) ma potenciil na néjaké jednoduse
souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

Reseni:

Takze potencial je )
U(z,y) =2" +y° +zy +c.

(b) Potencial lze také najit z podminky grad U = ﬁ,
tedy resenim soustavy dvou parciadlnich diferencialnich rovnic

oU oU
— =5 — = F5,
Ox oy
tedy oU oU »
— =2z + vy — =3y~ + x.
Ox oy

Integraci prvni rovnice dostaneme
U:/(Qa:—}—y) de = z° + zy + k(v).

Zde k(y) nezavisi na x, ale muze zaviset na y. Najdeme ji pouzitim druhé rovnice:

oU
8_y = 3y2 + x. tedy zc—l—k/(y) = 3y2 + = k’(y) = 3y2 = k(y) = /3y2 dy = y3 + c.
Takze potencidl je Uz,y) = 2> + 2y +y° + c.

Zpét
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Priklad 11.3.1

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(:z;, y) = (2z 4+ vy, 3y + ) ma potenciil na néjaké jednoduse
souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

Maple:
> fl:=2+%x+y: f2:=3%xy*y+x:
> linalg[potential] ([f1l,f2], [x,Vy],u);

true

Zpét
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Priklad 11.3.1

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(sc, y) = (2z 4+ vy, 3y + ) ma potenciil na néjaké jednoduse
souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

Mathematica:

vl = D[z, t]; v2 = Dly, t]; v3 = D|z, t];

i = Integrate[fl * vl + 2 x v2 + £3 * v3, {t,0, 2 x Pi}]
107

fl =2z + y; 2 = 3y"2 + x;

D(f1, y|==DIf2, z]

True

Vektorové pole je tedy potencialni. Potencial vypocteme pomoci kiivkového integralu.
z=ty=0;

vl = D[z, t]; v2 = DJy, t];

il = Integrate[fl * v1 + 2 x v2, {t,0,x1}];

r=xl;y =t

vl = D[z, t]; v2 = DJy, t];

i2 = Integrate([fl * v1 + 2 x v2, {¢,0,y1}];

v =11 +12

x12 + x1yl + yl3

Zpét
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Priklad 11.3.2

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(:z;, y,z) = (y222,2zyz3, 3xy?2?) ma potencidl na néjaké
jednoduse souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

@@:96@&# Zpét
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Priklad 11.3.2

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(:z;, y,z) = (y222,2zyz3, 3xy?2?) ma potencidl na néjaké
jednoduse souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

Vysledek:

3

Pole F mé potencidl U(zx,y, z) = zy>2% na mnoziné G = R3.

Zpét
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Priklad 11.3.2

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(:z;, y,z) = (y222,2zyz3, 3xy?2?) ma potencidl na néjaké
jednoduse souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

Navod:

0 8F1 8F2 8F1 8F3 8F2 8F3 s . = ¢
Porovnejte 50 @ o 02 @ Bz oz @ oy . Potencial U vektorového pole F' je

takové skalarni pole U, pro které plati grad U = F.

Zpét
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Priklad 11.3.2

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(sc, y,z) = (y222,2zyz3, 3xy?2?) ma potencidl na néjaké
jednoduse souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

Reseni:
Oznaéime si slozky pole Fy = y223, Fy = 2zyz>, F3 = 3zy222 a spocteme parcidlni
derivace
8F1 3 8F2 3 8F1 2 2 8F3 2 2 8F2 % 8F3 2
— = 2yz~, — = 2yz"; =3y z", — =3y z7; = 6xyz", — = 6xyz".
oy Ox 0z Ox 0z oy
Vidime, ze

OF1  OF, OF1  OF3 OF>  OF3

oy Oz’ 8z Oz’ 8z Oy

na R3, coz je jednoduse souvisld mnozina, proto pole F m4 na R® potencial. Potencial
najdeme pomoci krivkového integralu. Je vyhodné zvolit si integracni cestu sestavajici ze
tTi usecek rovnobéznych se souradnicovymi osami. Zvolme si poc¢atecni bod v pocatku a
obecny koncovy bod oznaéme (Z, g, Z). Potom parametrizace tsecek C1, Ca, Cs mohou
byt

cCi: xx=t, y=0, z=0, t1 =0, to=x = dex=dt, dy=0, dz=0,

dx

Co: x=2x, y=t, z=0, t1 =0, ta=4gy dy =dt, dz =20,

= 0,
= dxr =0, dy=0, dz=dt.

I\

C’3: LL'ZCE, y=1Yv, z = t, tlzoa to =

Dalsi
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Priklad 11.3.2

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(a;, y,z) = (y222,2zyz3, 3xy?2?) ma potencidl na néjaké
jednoduse souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

Reseni:

Takze pro potencidl U plati

U(3,5,2) = U(0,0,0) = [ Fdi = [(Fado+ Fady + Fadz) =
C C

== /(Fld:c—}—FQdy—}—ngz)—}— /(Fld:c—l—ngy—}—ngz)—l— /(F1d$+F2dy—|—F3dz) ==

Cl CQ CS
z Z
::O—k0-+t/q3£g2t2(ﬁh: [i@QtS] = 55°3°.
0
0

Takze potencial je
Uz, y,z) =y 2" +c.

Zpét
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Priklad 11.3.2

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(:z;, y,z) = (y222,2zyz3, 3xy?2?) ma potencidl na néjaké
jednoduse souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.
Maple:

> fl:i=y " 2xz"3: f2:=2xx*xyxz"3: £3:=3%xxy 2%z 2:

> linalg[potential] ([f1l,f2,f3],[x,y,z],"u’);

true

Zpét
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Priklad 11.3.2

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(sc, y,z) = (y222,2zyz3, 3xy?2?) ma potencidl na néjaké
jednoduse souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

Mathematica:
fl=y"2x2"3; R =2xx*xy*2"3;f3=3xx*xy 2% 2"2;
DI[fl, y]==DIf2, z]

True
D(f1, z|]==DI|f3, z]
True
D[f2, z]==DIf3, y]
True

Vektorové pole je tedy potencialni. Potencial vypocteme pomoci kiivkového integralu.
z=ty=0;z=0;

vl = D[z, t]; v2 = Dly, t]; v3 = D|z, t];

il = Integrate[fl * v1 4+ f2 x v2 + £3 x v3, {¢,0,x1}];

r=xl;y=1t;z=0;

vl = Dlz, t]; v2 = DJy, t]; v3 = D|z, t];

i2 = Integrate[fl * v1 4+ f2 x v2 + £3 x v3, {¢,0,y1}];

x=xl;y=yl;z =1t;

vl = Dlz, t]; v2 = DJy, t]; v3 = D]z, t];

Dalsi I
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Priklad 11.3.2

Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(:z;, y,z) = (y222,2zyz3, 3xy?2?) ma potencidl na néjaké
jednoduse souvislé mnoziné G a najdéte potencial i mnozinu G.

Mathematica:

i3 = Integrate[fl x v1 + f2 x v2 + f3 x v3, {¢, 0, z1}];
u =1l +i2 4 i3
X1y12z13

Zpét
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