
Sbı́rka přı́kladů Matematika II pro strukturované studium

Kapitola 2: Lineárnı́ zobrazenı́

Chcete-li ukončit prohĺıžeńı stiskněte klávesu Esc.
Chcete-li pokračovat stiskněte klávesu Enter.

. – p.1/11



Lineárnı́ zobrazenı́

• Lineárńı zobrazeńı z R
n do R

m

• Inverzńı matice

Zpět
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Lineárnı́ zobrazenı́ z R
n do R

m

• Př́ıklad 2.1.1 Napǐste matici A reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

4

definované vztahem

L((x, y, z)T) = (4x + 2y + z, 3x + y, 2x + 2y + 2z, x − y − 2z)T.

Najděte vektor −→v = L(−→u ), který je obrazem vektoru −→u = (1,−3, 2)T v tomto
zobrazeńı. Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem, který se zobraźı na vektor −→v .
Pokud neńı jediným, nalezněte alespoň jeden daľśı.

• Př́ıklad 2.1.2 Najděte vektor −→v , který je obrazem vektoru −→u = (1, 1, 1)T v lineárńım
zobrazeńı L prostoru R

3 do R
3 reprezentovaném matićı

A =







2 −1 0

0 4 −3

0 0 1






.

Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem z prostoru R
3, který se na vektor −→v

zobraźı. Pokud neńı jediný, najděte všechny daľśı.

• Př́ıklad 2.1.3 Dokažte, že zobrazeńı L1 : R
3 −→ R

4 a zobrazeńı L2 : R
4 −→ R

3 jsou
lineárńı, a najděte matici A, která reprezentuje složené zobrazeńı L1 ◦ L2.
L1((x1, x2, x3)

T)=(x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3, 2x1 − 3x2 + 8x3)
T,

L2((x1, x2, x3, x4)
T) = (x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4)

T.

• Př́ıklad 2.1.4 Najděte jádro K lineárńıho zobrazeńı L : R
3 −→ R

4 reprezentovaného
matićı

A =











7 3 −2

3 2 −1

−6 −4 2

−1 −4 1











.

Určete dimenzi K.

Zpět
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Přı́klad 2.1.1

Napǐste matici A reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

4 definované
vztahem

L((x, y, z)T) = (4x+ 2y + z, 3x + y, 2x + 2y + 2z, x − y − 2z)T.

Najděte vektor −→v = L(−→u ), který je obrazem vektoru −→u = (1,−3, 2)T v tomto zobrazeńı.
Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem, který se zobraźı na vektor −→v . Pokud neńı
jediným, nalezněte alespoň jeden daľśı.

? Zpět
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Přı́klad 2.1.1

Napǐste matici A reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

4 definované
vztahem

L((x, y, z)T) = (4x+ 2y + z, 3x + y, 2x + 2y + 2z, x − y − 2z)T.

Najděte vektor −→v = L(−→u ), který je obrazem vektoru −→u = (1,−3, 2)T v tomto zobrazeńı.
Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem, který se zobraźı na vektor −→v . Pokud neńı
jediným, nalezněte alespoň jeden daľśı.

Výsledek:

A =











4 2 1

3 1 0

2 2 2

1 −1 −2











, −→v =











0

0

0

0











, L((0, 0, 0)T) =











0

0

0

0











.

Zpět
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Přı́klad 2.1.1

Napǐste matici A reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

4 definované
vztahem

L((x, y, z)T) = (4x+ 2y + z, 3x + y, 2x + 2y + 2z, x − y − 2z)T.

Najděte vektor −→v = L(−→u ), který je obrazem vektoru −→u = (1,−3, 2)T v tomto zobrazeńı.
Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem, který se zobraźı na vektor −→v . Pokud neńı
jediným, nalezněte alespoň jeden daľśı.

Návod:

Matice A bude typu 4 × 3 a muśı splňovat L((x, y, z)T) = A(x, y, z)T. Z této rovnosti
zjist́ıme prvky matice A. Protože L(−→u ) = A

−→u , je −→v = A
−→u . Vektor bude jediný právě

když je hodnost matice A rovna dimenzi vektorového prostoru vzor̊u, v našem př́ıpadě 3.
Pokud h(A) < 3, muśıme daľśı vektory určit jako řešeńı soustavy lineárńıch rovnic
A(x, y, z)T = −→v .

Zpět
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Přı́klad 2.1.1

Napǐste matici A reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

4 definované
vztahem

L((x, y, z)T) = (4x+ 2y + z, 3x + y, 2x + 2y + 2z, x − y − 2z)T.

Najděte vektor −→v = L(−→u ), který je obrazem vektoru −→u = (1,−3, 2)T v tomto zobrazeńı.
Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem, který se zobraźı na vektor −→v . Pokud neńı
jediným, nalezněte alespoň jeden daľśı.

Řešenı́:

L((x, y, z)T) = A







x

y

z






=











a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a41 a42 a43

















x

y

z






=

=











a11x + a12y + a13z

a21x + a22y + a23z

a31x + a32y + a33z

a41x + a42y + a43z











=











4x + 2y + z

3x + y

2x + 2y + 2z

x − y − 2z











.

Porovnáme posledńı dva vektory a dostaneme

a11 = 4

a12 = 2

a13 = 1

a21 = 3

a22 = 1

a23 = 0

a31 = 2

a32 = 2

a33 = 2

a41 = 1

a42 = −1

a43 = −2

Daľśı
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Přı́klad 2.1.1

Napǐste matici A reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

4 definované
vztahem

L((x, y, z)T) = (4x+ 2y + z, 3x + y, 2x + 2y + 2z, x − y − 2z)T.

Najděte vektor −→v = L(−→u ), který je obrazem vektoru −→u = (1,−3, 2)T v tomto zobrazeńı.
Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem, který se zobraźı na vektor −→v . Pokud neńı
jediným, nalezněte alespoň jeden daľśı.

Řešenı́:

Tedy

A =











4 2 1

3 1 0

2 2 2

1 −1 −2











.

Matice A reprezentuje lineárńı zobrazeńı L, neboli L(−→u ) = A
−→u = −→v ,

A
−→u =











4 2 1

3 1 0

2 2 2

1 −1 −2

















1

−3

2






=











0

0

0

0











= −→v .

Protože L je lineárńı zobrazeńı prostoru R
3 do R

4 , v́ıme, že se nulový vektor
(0, 0, 0)T ∈ R

3 zobraźı na nulový vektor (0, 0, 0, 0)T ∈ R
4. Určitě tedy neńı vektor −→u

jediný vektor, který se zobraźı na −→v . Máme-li tedy naj́ıt alespoň jeden daľśı vektor,
který se zobraźı na vektor −→v = (0, 0, 0, 0)T ∈ R

4 nemuśıme už nic poč́ıtat a správná
odpověd’ je, že na vektor −→v se zobraźı také vektor (0, 0, 0)T ∈ R

3.

Zpět
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Přı́klad 2.1.1

Napǐste matici A reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

4 definované
vztahem

L((x, y, z)T) = (4x+ 2y + z, 3x + y, 2x + 2y + 2z, x − y − 2z)T.

Najděte vektor −→v = L(−→u ), který je obrazem vektoru −→u = (1,−3, 2)T v tomto zobrazeńı.
Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem, který se zobraźı na vektor −→v . Pokud neńı
jediným, nalezněte alespoň jeden daľśı.

Maple:
> with(linalg):

> eqns:= {4*x+2*y+z=a1,3*x+y=a2,2*x+2*y+2*z=a3,x-y-2*z=a4};

eqns := {

4 x + 2 y + z = a1 , 3 x + y = a2 , 2 x + 2 y + 2 z = a3 , x − y − 2 z = a4

}
> A := genmatrix(eqns, [x,y,z]);

A :=











4 2 1

3 1 0

2 2 2

1 −1 −2











> u:=vector([1,-3,2]);

u := [1, −3, 2]

> v:=evalm(A&*u);

v := [0, 0, 0, 0]

Daľśı
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Přı́klad 2.1.1

Napǐste matici A reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

4 definované
vztahem

L((x, y, z)T) = (4x+ 2y + z, 3x + y, 2x + 2y + 2z, x − y − 2z)T.

Najděte vektor −→v = L(−→u ), který je obrazem vektoru −→u = (1,−3, 2)T v tomto zobrazeńı.
Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem, který se zobraźı na vektor −→v . Pokud neńı
jediným, nalezněte alespoň jeden daľśı.

Maple:
> linsolve (A,v);

[ t1, −3 t1, 2 t1]

> uall:=t1->vector([t1,-3*t1,2*t1]);

uall := t1 → [t1 , −3 t1 , 2 t1 ]

> uall(1);

[1, −3, 2]

> uall(0);

[0, 0, 0]

> uall(5);

[5, −15, 10]

Zpět
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Přı́klad 2.1.1

Napǐste matici A reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

4 definované
vztahem

L((x, y, z)T) = (4x+ 2y + z, 3x + y, 2x + 2y + 2z, x − y − 2z)T.

Najděte vektor −→v = L(−→u ), který je obrazem vektoru −→u = (1,−3, 2)T v tomto zobrazeńı.
Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem, který se zobraźı na vektor −→v . Pokud neńı
jediným, nalezněte alespoň jeden daľśı.

Mathematica:

A = {Coefficient[4x + 2y + z, {x, y, z}],A = {Coefficient[4x + 2y + z, {x, y, z}],A = {Coefficient[4x + 2y + z, {x, y, z}],
Coefficient[3x + y, {x, y, z}],Coefficient[3x + y, {x, y, z}],Coefficient[3x + y, {x, y, z}],
Coefficient[x − y − 2z, {x, y, z}]};Coefficient[x − y − 2z, {x, y, z}]};Coefficient[x − y − 2z, {x, y, z}]};

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]






4 2 1

3 1 0

1 −1 −2







u = {1,−3, 2};u = {1,−3, 2};u = {1,−3, 2};

v = A.uv = A.uv = A.u

{0, 0, 0}

LinearSolve[A, v]LinearSolve[A, v]LinearSolve[A, v]

{0, 0, 0}

Zpět
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Přı́klad 2.1.2

Najděte vektor −→v , který je obrazem vektoru −→u = (1, 1, 1)T v lineárńım zobrazeńı L
prostoru R

3 do R
3 reprezentovaném matićı

A =







2 −1 0

0 4 −3

0 0 1






.

Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem z prostoru R
3, který se na vektor −→v zobraźı.

Pokud neńı jediný, najděte všechny daľśı.

? Zpět
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Přı́klad 2.1.2

Najděte vektor −→v , který je obrazem vektoru −→u = (1, 1, 1)T v lineárńım zobrazeńı L
prostoru R

3 do R
3 reprezentovaném matićı

A =







2 −1 0

0 4 −3

0 0 1






.

Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem z prostoru R
3, který se na vektor −→v zobraźı.

Pokud neńı jediný, najděte všechny daľśı.

Výsledek:

−→v = (1, 1, 1)T, −→u je jediným vektorem z R
3, který se na −→v zobraźı.

Zpět
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Přı́klad 2.1.2

Najděte vektor −→v , který je obrazem vektoru −→u = (1, 1, 1)T v lineárńım zobrazeńı L
prostoru R

3 do R
3 reprezentovaném matićı

A =







2 −1 0

0 4 −3

0 0 1






.

Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem z prostoru R
3, který se na vektor −→v zobraźı.

Pokud neńı jediný, najděte všechny daľśı.

Návod:

Protože L je reprezentováno matićı A, je L(−→u ) = A
−→u . Je-li zobrazeńı L prosté, je vektor

−→u jediný. Protože zobrazeńı je prosté právě když hodnost matice A je rovna dimenzi
vektorového prostoru vzor̊u, tj. počtu sloupc̊u matice A, stač́ı zjistit h(A). Zjist́ıme-li, že
zobrazeńı neńı prosté, najdeme všechny vektory −→x ∈ R

3, které se zobraźı na vektor −→v
jako řešeńı −→x soustavy lineárńıch rovnic A

−→x = −→v .

Zpět
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Přı́klad 2.1.2

Najděte vektor −→v , který je obrazem vektoru −→u = (1, 1, 1)T v lineárńım zobrazeńı L
prostoru R

3 do R
3 reprezentovaném matićı

A =







2 −1 0

0 4 −3

0 0 1






.

Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem z prostoru R
3, který se na vektor −→v zobraźı.

Pokud neńı jediný, najděte všechny daľśı.

Řešenı́:

Lineárńı zobrazeńı L je reprezentováno matićı A, tj. L(−→u ) = A
−→u = −→v .

A
−→u =







2 −1 0

0 4 −3

0 0 1













1

1

1






=







1

1

1






= −→v

Matice A je v horńım trojúhelńıkovém tvaru, jej́ı hodnost je tedy rovna počtu řádk̊u, tj.
h(A) = 3 = počtu sloupc̊u matice A a zobrazeńı L je prosté. Vektor −→u je tedy jediným
vektorem z R

3, který se na vektor −→v zobraźı.

Zpět
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Přı́klad 2.1.2

Najděte vektor −→v , který je obrazem vektoru −→u = (1, 1, 1)T v lineárńım zobrazeńı L
prostoru R

3 do R
3 reprezentovaném matićı

A =







2 −1 0

0 4 −3

0 0 1






.

Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem z prostoru R
3, který se na vektor −→v zobraźı.

Pokud neńı jediný, najděte všechny daľśı.

Maple:
> with(linalg):

> A:=matrix(3,3,[2,-1,0,0,4,-3,0,0,1]);

A :=







2 −1 0

0 4 −3

0 0 1







> u:=vector(3,[1,1,1]);

u := [1, 1, 1]

> v:=evalm(A&*u);

v := [1, 1, 1]

> allu:=linsolve(A,v);

allu := [1, 1, 1]

Zpět
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Přı́klad 2.1.2

Najděte vektor −→v , který je obrazem vektoru −→u = (1, 1, 1)T v lineárńım zobrazeńı L
prostoru R

3 do R
3 reprezentovaném matićı

A =







2 −1 0

0 4 −3

0 0 1






.

Zjistěte, zda vektor −→u je jediným vektorem z prostoru R
3, který se na vektor −→v zobraźı.

Pokud neńı jediný, najděte všechny daľśı.

Mathematica:

A = {{2,−1, 0}, {0, 4,−3}, {0, 0, 1}};A = {{2,−1, 0}, {0, 4,−3}, {0, 0, 1}};A = {{2,−1, 0}, {0, 4,−3}, {0, 0, 1}};

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]






2 −1 0

0 4 −3

0 0 1







u = {1, 1, 1};u = {1, 1, 1};u = {1, 1, 1};

v = A.uv = A.uv = A.u

{1, 1, 1}

u1 = LinearSolve[A, v]u1 = LinearSolve[A, v]u1 = LinearSolve[A, v]

{1, 1, 1}

Zpět
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Přı́klad 2.1.3

Dokažte, že zobrazeńı L1 : R
3 −→ R

4 a zobrazeńı L2 : R
4 −→ R

3 jsou lineárńı, a najděte
matici A, která reprezentuje složené zobrazeńı L1 ◦ L2.
L1((x1, x2, x3)

T)=(x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3, 2x1 − 3x2 + 8x3)
T,

L2((x1, x2, x3, x4)
T) = (x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4)

T.

? Zpět
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Přı́klad 2.1.3

Dokažte, že zobrazeńı L1 : R
3 −→ R

4 a zobrazeńı L2 : R
4 −→ R

3 jsou lineárńı, a najděte
matici A, která reprezentuje složené zobrazeńı L1 ◦ L2.
L1((x1, x2, x3)

T)=(x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3, 2x1 − 3x2 + 8x3)
T,

L2((x1, x2, x3, x4)
T) = (x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4)

T.

Výsledek:

A =











1 −2 0 14

4 −8 5 −19

0 2 −4 39

15 −4 −6 27











Zpět
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Přı́klad 2.1.3

Dokažte, že zobrazeńı L1 : R
3 −→ R

4 a zobrazeńı L2 : R
4 −→ R

3 jsou lineárńı, a najděte
matici A, která reprezentuje složené zobrazeńı L1 ◦ L2.
L1((x1, x2, x3)

T)=(x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3, 2x1 − 3x2 + 8x3)
T,

L2((x1, x2, x3, x4)
T) = (x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4)

T.

Návod:

Úlohu řešte tak, že
a) najdete tvar složeného zobrazeńı a pak sestav́ıte jeho matici
b) sestav́ıte nejprve matice jednotlivých zobrazeńı.
L1((x1, x2, x3)

T)=(x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3, 2x1 − 3x2 + 8x3)
T,

L2((x1, x2, x3, x4)
T) = (x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4)

T.

Zobrazeńı z R
n do R

m je lineárńı právě když je reprezentováno matićı. Stač́ı tedy ukázat,
že existuj́ı matice A1 a A2, které reprezentuj́ı zobrazeńı L1 a L2.
a) Na vektor −→x = (x1, x2, x3, x4)

T ∈ R
4 aplikujeme zobrazeńı L2 a na výsledný vektor z

R
3 aplikujeme zobrazeńı L1. Výsledek složeńı je vektor z R

4. Protože zobrazeńı L1 a L2

jsou lineárńı, je lineárńı i složené zobrazeńı L1(L2(
−→x )). Je reprezentováno matićı A,

kterou źıskáme z rovnice A
−→x = L1(L2(

−→x )).
b) Zobrazeńı L1 je reprezentováno matićı A1, jej́ıž prvky źıskáme porovnáńım vektor̊u
A1

−→y a L1(
−→y ), y ∈ R

3. Obdobně źıskáme matici A2. Výsledná matice A = A1A2.

Zpět
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Přı́klad 2.1.3

Dokažte, že zobrazeńı L1 : R
3 −→ R

4 a zobrazeńı L2 : R
4 −→ R

3 jsou lineárńı, a najděte
matici A, která reprezentuje složené zobrazeńı L1 ◦ L2.
L1((x1, x2, x3)

T)=(x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3, 2x1 − 3x2 + 8x3)
T,

L2((x1, x2, x3, x4)
T) = (x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4)

T.

Řešenı́:

Zobrazeńı z konečnědimenzionálńıho prostoru do konečnědimenzionálńıho prostoru je
lineárńı právě když je reprezentováno matićı. Najdeme-li tedy matice, které reprezentuj́ı
zobrazeńı L1 a L2, dokážeme t́ım současně, že zobrazeńı jsou lineárńı. Necht’
−→y = (y1, y2, y3)

T ∈ R
3. Pak

L1(
−→y ) = A1

−→y =











a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a41 a42 a43

















y1

y2

y3






=

=











a11y1 + a12y2 + a13y3

a21y1 + a22y2 + a23y3

a31y1 + a32y2 + a33y3

a41y1 + a42y2 + a43y3











=











y1 − 2y2 + y3

4y1 + 2y2 − y3

−y1 − 5y2 + 3y3

2y1 − 3y2 + 8y3











.

Porovnáme posledńı dva vektory a dostaneme

a11 = 1

a12 = −2

a13 = 1

a21 = 4

a22 = 2

a23 = −1

a31 = −1

a32 = −5

a33 = 3

a41 = 2

a42 = −3

a43 = 8

Tedy zobrazeńı L1 je reprezentováno matićı A1, a je tedy lineárńı,
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Přı́klad 2.1.3

Dokažte, že zobrazeńı L1 : R
3 −→ R

4 a zobrazeńı L2 : R
4 −→ R

3 jsou lineárńı, a najděte
matici A, která reprezentuje složené zobrazeńı L1 ◦ L2.
L1((x1, x2, x3)

T)=(x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3, 2x1 − 3x2 + 8x3)
T,

L2((x1, x2, x3, x4)
T) = (x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4)

T.

Řešenı́:

A1 =











1 −2 1

4 2 −1

−1 −5 3

2 −3 8











.

Obdobně pro L2. Necht’ −→y = (y1, y2, y3, y4)
T ∈ R

4.

L2(
−→y ) = A2

−→y =







a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

















y1

y2

y3

y4











=

=







a11y1 + a12y2 + a13y3 + a14y4

a21y1 + a22y2 + a23y3 + a24y4

a31y1 + a32y2 + a33y3 + a34y4






=







y1 − 2y2 + y3 − y4

y1 − 7y4

2y1 − y3 + y4






.

Porovnáme posledńı dva vektory a dostaneme

a11 = 1

a12 = −2

a13 = 1

a14 = −1

a21 = 1

a22 = 0

a23 = 0

a24 = −7

a31 = 2

a32 = 0

a33 = −1

a34 = 1
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Přı́klad 2.1.3

Dokažte, že zobrazeńı L1 : R
3 −→ R

4 a zobrazeńı L2 : R
4 −→ R

3 jsou lineárńı, a najděte
matici A, která reprezentuje složené zobrazeńı L1 ◦ L2.
L1((x1, x2, x3)

T)=(x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3, 2x1 − 3x2 + 8x3)
T,

L2((x1, x2, x3, x4)
T) = (x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4)

T.

Řešenı́:

Tedy zobrazeńı L2 je reprezentováno matićı A2, a je také lineárńı,

A2 =







1 −2 1 −1

1 0 0 −7

2 0 −1 1






.

a) Slož́ıme zobrazeńı L1 ◦ L2.
Necht’ −→x = (x1, x2, x3, x4)

T ∈ R
4.

L1(L2(
−→x )) = L1((x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4)

T) =

= (x1 − 2x2 + x3 − x4 − 2x1 + 14x4 + 2x1 − x3 + x4,

4x1 − 8x2 + 4x3 − 4x4 + 2x1 − 14x4 − 2x1 + x3 − x4,

−x1 + 2x2 − x3 + x4 − 5x1 + 35x4 + 6x1 − 3x3 + 3x4,

2x1 − 4x2 + 2x3 − 2x4 − 3x1 + 21x4 + 16x1 − 8x3 + 8x4)
T =

(x1 − 2x2 + 14x4, 4x1 − 8x2 + 5x3 − 19x4, 2x2 − 4x3 + 39x4, 15x1 − 4x2 − 6x3 + 27x4)
T
.

Toto složené zobrazeńı je reprezentováno matićı A typu 4 × 4 tak, že A
−→x = L1(L2(

−→x )),
tj.
Daľśı

. – p.6/11



Přı́klad 2.1.3

Dokažte, že zobrazeńı L1 : R
3 −→ R

4 a zobrazeńı L2 : R
4 −→ R

3 jsou lineárńı, a najděte
matici A, která reprezentuje složené zobrazeńı L1 ◦ L2.
L1((x1, x2, x3)

T)=(x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3, 2x1 − 3x2 + 8x3)
T,

L2((x1, x2, x3, x4)
T) = (x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4)

T.

Řešenı́:










a11x1 + a12x2 + a13x3 + a14x4

a21x1 + a22x2 + a23x3 + a24x4

a31x1 + a32x2 + a33x3 + a34x4

a41x1 + a42x2 + a43x3 + a44x4











=











x1 − 2x2 + 14x4

4x1 − 8x2 + 5x3 − 19x4

2x2 − 4x3 + 39x4

15x1 − 4x2 − 6x3 + 27x4











.

Porovnáme posledńı dva vektory a dostaneme

a11 = 1

a12 = −2

a13 = 0

a14 = 14

a21 = 4

a22 = −8

a23 = 5

a24 = −19

a31 = 0

a32 = 2

a33 = −4

a34 = 39

a41 = 15

a42 = −4

a43 = −5

a44 = 27

Tedy lineárńı zobrazeńı L1 ◦ L2 je reprezentováno matićı A,

A =











1 −2 0 14

4 −8 5 −19

0 2 −4 39

15 −4 −5 27











.

b) Matice jednotlivých zobrazeńı jsme už sestavili. Pro matici A, která reprezentuje
složené zobrazeńı L1 ◦ L2, plat́ı A = A1A2. Ověřte sami, že skutečně dostanete stejnou
matici A jako v a).
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Přı́klad 2.1.3

Dokažte, že zobrazeńı L1 : R
3 −→ R

4 a zobrazeńı L2 : R
4 −→ R

3 jsou lineárńı, a najděte
matici A, která reprezentuje složené zobrazeńı L1 ◦ L2.
L1((x1, x2, x3)

T)=(x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3, 2x1 − 3x2 + 8x3)
T,

L2((x1, x2, x3, x4)
T) = (x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4)

T.

Maple:
> with(linalg):

> L1:=(x1,x2,x3)->(x1-2*x2+x3,4*x1+2*x2-x3,-x1-5*x2+3*x3,

2*x1-3*x2+8*x3 );

L1 := (x1 , x2 , x3) → (x1 − 2 x2 + x3 , 4 x1 + 2 x2 − x3 , −x1 − 5 x2 + 3 x3 ,

2 x1 − 3 x2 + 8 x3 )
> L2:=(x1,x2,x3,x4)->(x1-2*x2+x3-x4,x1-7*x4,2*x1-x3+x4);

L2 := (x1 , x2 , x3 , x4) → (x1 − 2 x2 + x3 − x4 , x1 − 7 x4 , 2 x1 − x3 + x4)

> L1(L2(x1,x2,x3,x4));

x1 − 2 x2 + 14 x4 , 4 x1 − 8 x2 + 5 x3 − 19 x4 , 2 x2 − 4 x3 + 39 x4 ,

15 x1 − 4 x2 − 6 x3 + 27 x4

> A1:=matrix(4,3,[1,-2,1,4,2,-1,-1,-5,3,2,-3,8]);

A1 :=











1 −2 1

4 2 −1

−1 −5 3

2 −3 8
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Přı́klad 2.1.3

Dokažte, že zobrazeńı L1 : R
3 −→ R

4 a zobrazeńı L2 : R
4 −→ R

3 jsou lineárńı, a najděte
matici A, která reprezentuje složené zobrazeńı L1 ◦ L2.
L1((x1, x2, x3)

T)=(x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3, 2x1 − 3x2 + 8x3)
T,

L2((x1, x2, x3, x4)
T) = (x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4)

T.

Maple:
> A2:=matrix(3,4,[1,-2,1,-1,1,0,0,-7,2,0,-1,1]);

A2 :=







1 −2 1 −1

1 0 0 −7

2 0 −1 1







> A:=evalm(A1&*A2);

A :=











1 −2 0 14

4 −8 5 −19

0 2 −4 39

15 −4 −6 27
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Přı́klad 2.1.3

Dokažte, že zobrazeńı L1 : R
3 −→ R

4 a zobrazeńı L2 : R
4 −→ R

3 jsou lineárńı, a najděte
matici A, která reprezentuje složené zobrazeńı L1 ◦ L2.
L1((x1, x2, x3)

T)=(x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3, 2x1 − 3x2 + 8x3)
T,

L2((x1, x2, x3, x4)
T) = (x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4)

T.

Mathematica:

L1[x1 , x2 , x3 ] =L1[x1 , x2 , x3 ] =L1[x1 , x2 , x3 ] = {x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3,{x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3,{x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3,2x1 − 3x2 + 8x3};2x1 − 3x2 + 8x3};2x1 − 3x2 + 8x3};

A1 = {{1,−2, 1}, {4, 2,−1}, {−1,−5, 3}, {2,−3, 8}};A1 = {{1,−2, 1}, {4, 2,−1}, {−1,−5, 3}, {2,−3, 8}};A1 = {{1,−2, 1}, {4, 2,−1}, {−1,−5, 3}, {2,−3, 8}};

L2[x1 , x2 , x3 , x4 ] =L2[x1 , x2 , x3 , x4 ] =L2[x1 , x2 , x3 , x4 ] = {x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4};{x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4};{x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4};

A2 = {{1,−2, 1,−1}, {1, 0, 0,−7}, {2, 0,−1, 1}};A2 = {{1,−2, 1,−1}, {1, 0, 0,−7}, {2, 0,−1, 1}};A2 = {{1,−2, 1,−1}, {1, 0, 0,−7}, {2, 0,−1, 1}};

sloz = Apply[L1,L2[x1, x2, x3, x4]]sloz = Apply[L1,L2[x1, x2, x3, x4]]sloz = Apply[L1,L2[x1, x2, x3, x4]]

{3x1 − 2x2 − 2(x1 − 7x4),−2x1 + x3 + 2(x1 − 7x4) + 4(x1 − 2x2 + x3 − x4) − x4,
− x1 + 2x2− x3− 5(x1− 7x4) + x4 + 3(2x1− x3 + x4),−3(x1− 7x4) + 2(x1− 2x2 + x3−
x4) + 8(2x1 − x3 + x4)}

L[x1 , x2 , x3 ] = Expand[sloz]L[x1 , x2 , x3 ] = Expand[sloz]L[x1 , x2 , x3 ] = Expand[sloz]

{x1 − 2x2 + 14x4, 4x1 − 8x2 + 5x3 − 19x4, 2x2 − 4x3 + 39x4, 15x1 − 4x2 − 6x3 + 27x4}

A = {{1,−2, 0, 14}, {4,−8, 5,−19}, {0, 2,−4, 39},A = {{1,−2, 0, 14}, {4,−8, 5,−19}, {0, 2,−4, 39},A = {{1,−2, 0, 14}, {4,−8, 5,−19},{0, 2,−4, 39},{15,−4,−6, 27}};{15,−4,−6, 27}};{15,−4,−6, 27}};

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]










1 −2 0 14

4 −8 5 −19

0 2 −4 39

15 −4 −6 27
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Přı́klad 2.1.3

Dokažte, že zobrazeńı L1 : R
3 −→ R

4 a zobrazeńı L2 : R
4 −→ R

3 jsou lineárńı, a najděte
matici A, která reprezentuje složené zobrazeńı L1 ◦ L2.
L1((x1, x2, x3)

T)=(x1 − 2x2 + x3, 4x1 + 2x2 − x3,−x1 − 5x2 + 3x3, 2x1 − 3x2 + 8x3)
T,

L2((x1, x2, x3, x4)
T) = (x1 − 2x2 + x3 − x4, x1 − 7x4, 2x1 − x3 + x4)

T.

Mathematica:

MatrixForm[A1.A2]MatrixForm[A1.A2]MatrixForm[A1.A2]










1 −2 0 14

4 −8 5 −19

0 2 −4 39

15 −4 −6 27











Zpět
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Přı́klad 2.1.4

Najděte jádro K lineárńıho zobrazeńı L : R
3 −→ R

4 reprezentovaného matićı

A =











7 3 −2

3 2 −1

−6 −4 2

−1 −4 1











.

Určete dimenzi K.

? Zpět
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Přı́klad 2.1.4

Najděte jádro K lineárńıho zobrazeńı L : R
3 −→ R

4 reprezentovaného matićı

A =











7 3 −2

3 2 −1

−6 −4 2

−1 −4 1











.

Určete dimenzi K.

Výsledek:

dimK = 1, K = {−→x ∈ R
3, −→x = α(1, 1, 5)T, α ∈ R}.
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Přı́klad 2.1.4

Najděte jádro K lineárńıho zobrazeńı L : R
3 −→ R

4 reprezentovaného matićı

A =











7 3 −2

3 2 −1

−6 −4 2

−1 −4 1











.

Určete dimenzi K.

Návod:

Protože jádro lineárńıho zobrazeńı L : R
3 −→ R

4 je množina

K = {−→x ∈ R
3
, L(−→x ) =

−→
0 } = {−→x ∈ R

3
, A

−→x =
−→
0 },

vyřeš́ıme homogenńı soustavu lineárńıch rovnic A
−→x = 0. Jádro je rovno vektorovému

prostoru všech řešeńı této homogenńı soustavy.

Zpět
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Přı́klad 2.1.4

Najděte jádro K lineárńıho zobrazeńı L : R
3 −→ R

4 reprezentovaného matićı

A =











7 3 −2

3 2 −1

−6 −4 2

−1 −4 1











.

Určete dimenzi K.

Řešenı́:

Jádro lineárńıho zobrazeńı L z prostoru R
3 do R

4 je množina K = {−→x ∈ R
3, L(−→x ) =

−→
0 }.

Je-li toto zobrazeńı reprezentováno matićı A, můžeme rovnost L(−→x ) =
−→
0 nahradit

rovnost́ı A−→x =
−→
0 . Abychom tedy našli jádro, muśıme vyřešit homogenńı soustavu

lineárńıch rovnic A
−→x =

−→
0 . Jádro je množina všech řešeńı této homogenńı soustavy.

Matici soustavy A převedeme pomoćı ekvivalentńıch úprav na horńı trojúhelńıkový tvar:










7 3 −2

3 2 −1

−6 −4 2

−1 −4 1











∼











7 3 −2

0 5 −1

0 −10 2

0 −25 5











∼

(

7 3 −2

0 5 −1

)

.

K sedminásobku 2. řádku jsme přičetli (−3)násobek prvńıho, k sedminásobku 3. řádku
jsme přičetli šestinásobek prvńıho a k sedminásobku 4. řádku jsme přičetli prvńı řádek.
Vznikla matice, ve které třet́ı a čtvrtý řádek jsou násobky druhého, proto je vynecháme.
Hodnost matice je h(A) = 2, počet neznámých je n = 3. Vektorový prostor všech řešeńı
této homogenńı soustavy (= hledané jádro K) má dimenzi

dimK = n − h(A) = 3 − 2 = 1.

Daľśı

. – p.7/11



Přı́klad 2.1.4

Najděte jádro K lineárńıho zobrazeńı L : R
3 −→ R

4 reprezentovaného matićı

A =











7 3 −2

3 2 −1

−6 −4 2

−1 −4 1











.

Určete dimenzi K.

Řešenı́:

Pomoćı zpětného chodu Gaussovy eliminace najdeme K. Hledáme všechny vektory
−→x = (x, y, z)T ∈ R

3, které řeš́ı homogenńı soustavu. Jednu neznámou voĺıme jako
parametr. Dostaneme

z = t, 5y − z = 0 ⇒ y =
1

5
t, 7x + 3y − 2z = 0 ⇒ x =

1

5
t, t ∈ R.

Tedy

K = {−→x ∈ R
3
,−→x = t

(

1

5
,
1

5
, 1

)

T

, t ∈ R} = {−→x ∈ R
3
,−→x = α (1, 1, 5)T, α ∈ R}.

Poznamenejme, že oba zápisy jsou správně. Použit́ım α jsme se jen zbavili zlomk̊u. To
lze, nebot’ je-li −→x = t

(

1
5
, 1
5
, 1
)

T řešeńı naš́ı homogenńı soustavy, je jistě i
−→x = α (1, 1, 5)T řešeńı této soustavy. Přesvědčte se o tom.

Zpět
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Přı́klad 2.1.4

Najděte jádro K lineárńıho zobrazeńı L : R
3 −→ R

4 reprezentovaného matićı

A =











7 3 −2

3 2 −1

−6 −4 2

−1 −4 1











.

Určete dimenzi K.

Maple:
> with(linalg):

> A:=matrix(4,3,[7,3,-2,3,2,-1,-6,-4,2,-1,-4,1]);

A :=











7 3 −2

3 2 −1

−6 −4 2

−1 −4 1











> kernel(A, ’nulldim’);

{[1, 1, 5]}

> nulldim;

1

Zpět
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Přı́klad 2.1.4

Najděte jádro K lineárńıho zobrazeńı L : R
3 −→ R

4 reprezentovaného matićı

A =











7 3 −2

3 2 −1

−6 −4 2

−1 −4 1











.

Určete dimenzi K.

Mathematica:

A = {{7, 3,−2}, {3, 2,−1},A = {{7, 3,−2}, {3, 2,−1},A = {{7, 3,−2}, {3, 2,−1},{−6,−4, 2}, {−1,−4, 1}};{−6,−4, 2}, {−1,−4, 1}};{−6,−4, 2}, {−1,−4, 1}};

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]










7 3 −2

3 2 −1

−6 −4 2

−1 −4 1











K = NullSpace[A]K = NullSpace[A]K = NullSpace[A]

{{1, 1, 5}}

dim = MatrixRank[K]dim = MatrixRank[K]dim = MatrixRank[K]

1

Zpět
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Inverznı́ matice

• Př́ıklad 2.2.1 Zjistěte, zda k matici A existuje matice inverzńı. Pokud ano, vypočtěte
ji.

A =











2 1 0 0

1 0 −1 2

0 0 1 −1

0 1 0 −1











• Př́ıklad 2.2.2 Určete matici reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

3

definované vztahem

L((x1, x2, x3)
T
) = (2x1 + x3, x1 − x2 − x3,−x1 + 3x2 + 2x3)

T

a nalezněte k ńı matici inverzńı.

• Př́ıklad 2.2.3 Řešte maticovou rovnici AX + X = A
2, kde

A =







1 1 1

1 1 0

1 0 0






.

Zpět
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Přı́klad 2.2.1

Zjistěte, zda k matici A existuje matice inverzńı. Pokud ano, vypočtěte ji.

A =











2 1 0 0

1 0 −1 2

0 0 1 −1

0 1 0 −1











? Zpět
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Přı́klad 2.2.1

Zjistěte, zda k matici A existuje matice inverzńı. Pokud ano, vypočtěte ji.

A =











2 1 0 0

1 0 −1 2

0 0 1 −1

0 1 0 −1











Výsledek:

A
−1

=











1 −1 −1 −1

−1 2 2 2

−1 2 3 1

−1 2 2 1
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Přı́klad 2.2.1

Zjistěte, zda k matici A existuje matice inverzńı. Pokud ano, vypočtěte ji.

A =











2 1 0 0

1 0 −1 2

0 0 1 −1

0 1 0 −1











Návod:

Vypočteme determinant matice A. Je-li detA 6= 0, inverzńı matice existuje. Najdeme ji
Gaussovou-Jordanovou metodou, t.j. matici (A|E) převedeme pomoćı ekvivalentńıch
úprav na matici (E|A−1), kde E je jednotková matice.
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Přı́klad 2.2.1

Zjistěte, zda k matici A existuje matice inverzńı. Pokud ano, vypočtěte ji.

A =











2 1 0 0

1 0 −1 2

0 0 1 −1

0 1 0 −1











Řešenı́:

Inverzńı matice A
−1 k matici A existuje právě když matice A je regulárńı, tj. detA 6= 0.

Vypočteme tedy determinant matice A. Poč́ıtáme rozvojem podle druhého sloupce:

detA = 1 · (−1)1+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1 2

0 1 −1

0 0 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 1 · (−1)4+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 0 0

1 −1 2

0 1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= 1 + 2 · (−1)
1+1

∣

∣

∣

∣

∣

−1 2

1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 + 2(1 − 2) = −1.

Využili jsme toho, že determinant horńı trojúhelńıkové matice je roven součinu
diagonálńıch prvk̊u, druhý determinant matice 3 × 3 jsme poč́ıtali rozvojem podle 1.
řádku.
Determinant matice A je nenulový, tedy matice A je regulárńı a inverzńı matice existuje.
Necht’ E je jednotková matice. Výpočet provedeme Gaussovou-Jordanovou metodou, tj.
matici (A|E) převedeme pomoćı ekvivalentńıch úprav na matici (E|A−1):

Daľśı
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Přı́klad 2.2.1

Zjistěte, zda k matici A existuje matice inverzńı. Pokud ano, vypočtěte ji.

A =











2 1 0 0

1 0 −1 2

0 0 1 −1

0 1 0 −1











Řešenı́:

(A|E) =











2 1 0 0 1 0 0 0

1 0 −1 2 0 1 0 0

0 0 1 −1 0 0 1 0

0 1 0 −1 0 0 0 1











∼











2 1 0 0 1 0 0 0

0 1 2 −4 1 −2 0 0

0 0 1 −1 0 0 1 0

0 1 0 −1 0 0 0 1











∼

K (−2)násobku druhého řádku jsme přičetli prvńı řádek

∼











2 0 −2 4 0 2 0 0

0 1 2 −4 1 −2 0 0

0 0 1 −1 0 0 1 0

0 0 2 −3 1 −2 0 −1











∼











2 0 0 2 0 2 2 0

0 1 0 −2 1 −2 −2 0

0 0 1 −1 0 0 1 0

0 0 0 −1 1 −2 −2 −1











∼

Od prvńıho a čtvrtého řádku jsme odečetli druhý. V daľśım kroku jsme k prvńımu řádku
přičetli dvojnásobek třet́ıho řádku a ke čtvrtému řádku jsme přičetli (−2)násobek
třet́ıho. Zbývá upravit čtvrtý sloupec.
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Přı́klad 2.2.1

Zjistěte, zda k matici A existuje matice inverzńı. Pokud ano, vypočtěte ji.

A =











2 1 0 0

1 0 −1 2

0 0 1 −1

0 1 0 −1











Řešenı́:

∼











2 0 0 0 2 −2 −2 −2

0 1 0 0 −1 2 2 2

0 0 1 0 −1 2 3 1

0 0 0 −1 1 −2 −2 −1











∼











1 0 0 0 1−1 −1 −1

0 1 0 0 −1 2 2 2

0 0 1 0 −1 2 3 1

0 0 0 1 −1 2 2 1











= (E|A
−1

).

K prvńımu řádku jsme přičetli dvojnásobek čtvrtého, k druhému řádku jsme přičetli
(−2)násobek čtvrtého, od třet́ıho řádku jsme odečetli čtvrtý. Při posledńı úpravě
vyděĺıme každý řádek diagonálńım prvkem. Dostaneme vlevo jednotkovou matici E a
vpravo hledanou inverzńı matici A−1.
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Přı́klad 2.2.1

Zjistěte, zda k matici A existuje matice inverzńı. Pokud ano, vypočtěte ji.

A =











2 1 0 0

1 0 −1 2

0 0 1 −1

0 1 0 −1











Maple:
> with(linalg):

> A:= matrix(4,4,[2,1,0,0,1,0,-1,2,0,0,1,-1,0,1,0,-1]);

A :=











2 1 0 0

1 0 −1 2

0 0 1 −1

0 1 0 −1











> det(A);

−1

> inverse(A);











1 −1 −1 −1

−1 2 2 2

−1 2 3 1

−1 2 2 1
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Přı́klad 2.2.1

Zjistěte, zda k matici A existuje matice inverzńı. Pokud ano, vypočtěte ji.

A =











2 1 0 0

1 0 −1 2

0 0 1 −1

0 1 0 −1











Mathematica:

A = {{2, 1, 0, 0}, {1, 0,−1, 2}, {0, 0, 1,−1}, {0, 1, 0,−1}};A = {{2, 1, 0, 0}, {1, 0,−1, 2}, {0, 0, 1,−1}, {0, 1, 0,−1}};A = {{2, 1, 0, 0}, {1, 0,−1, 2}, {0, 0, 1,−1}, {0, 1, 0,−1}};

Det[A]Det[A]Det[A]

−1

B = Inverse[A];B = Inverse[A];B = Inverse[A];

MatrixForm[B]MatrixForm[B]MatrixForm[B]










1 −1 −1 −1

−1 2 2 2

−1 2 3 1

−1 2 2 1











Zpět
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Přı́klad 2.2.2

Určete matici reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

3 definované vztahem

L((x1, x2, x3)
T
) = (2x1 + x3, x1 − x2 − x3,−x1 + 3x2 + 2x3)

T

a nalezněte k ńı matici inverzńı.
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Přı́klad 2.2.2

Určete matici reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

3 definované vztahem

L((x1, x2, x3)
T
) = (2x1 + x3, x1 − x2 − x3,−x1 + 3x2 + 2x3)

T

a nalezněte k ńı matici inverzńı.

Výsledek:

A =







2 0 1

1 −1 −1

−1 3 2






, A

−1
=

1

4







1 3 1

−1 5 3

2 −6 −2






.
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Přı́klad 2.2.2

Určete matici reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

3 definované vztahem

L((x1, x2, x3)
T
) = (2x1 + x3, x1 − x2 − x3,−x1 + 3x2 + 2x3)

T

a nalezněte k ńı matici inverzńı.

Návod:

Porovnáńım vektor̊u A−→x a L(−→x ) źıskáme prvky matice A. Inverzńı matici vypočteme
Gaussovou-Jordanovou metodou nebo pomoćı algebraických doplňk̊u.
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Přı́klad 2.2.2

Určete matici reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

3 definované vztahem

L((x1, x2, x3)
T
) = (2x1 + x3, x1 − x2 − x3,−x1 + 3x2 + 2x3)

T

a nalezněte k ńı matici inverzńı.

Řešenı́:

Protože L(−→x ) = A−→x , dostaneme prvky aij matice A typu 3× 3 porovnáńım vektor̊u A−→x
a L(−→x ):







a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

a31x1 + a32x2 + a33x3






=







2x1 + x3

x1 − x2 − x3

−x1 + 3x2 + 2x3






.

Tedy matice A reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L : R
3 −→ R

3 je

A =







2 0 1

1 −1 −1

−1 3 2







Nyńı vypočteme Gaussovou-Jordanovou metodou inverzńı matici, tj. pomoćı
ekvivalentńıch úprav převedeme matici (A|E) na matici (E|A−1):

(A|E) =







2 0 1 1 0 0

1 −1 −1 0 1 0

−1 3 2 0 0 1






∼







2 0 1 1 0 0

0 2 3 1 −2 0

0 6 5 1 0 2






∼
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Přı́klad 2.2.2

Určete matici reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

3 definované vztahem

L((x1, x2, x3)
T
) = (2x1 + x3, x1 − x2 − x3,−x1 + 3x2 + 2x3)

T

a nalezněte k ńı matici inverzńı.

Řešenı́:

K (−2)násobku druhého řádku jsme přičetli prvńı, ke dvojnásobku třet́ıho řádku jsme
přičetli prvńı. Při daľśı úpravě jsme k třet́ımu řádku přičetli (−3)násobek druhého.

∼







2 0 1 1 0 0

0 2 3 1 −2 0

0 0 −4 −2 6 2






∼







8 0 0 2 6 2

0 8 0 −2 10 6

0 0 −4 −2 6 2






∼

Ke čtyřnásobku prvńıho řádku jsme přičetli třet́ı řádek, ke čtyřnásobku druhého řádku
jsme přičetli trojnásobek třet́ıho. Zbývá vydělit každý řádek diagonálńım prvkem.

∼



















1 0 0
1

4

3

4

1

4

0 1 0 −
1

4

5

4

3

4

0 0 1
1

2
−

3

2
−

1

2



















= (E|A
−1

) =⇒ A
−1

=
1

4







1 3 1

−1 5 3

2 −6 −2






.
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Přı́klad 2.2.2

Určete matici reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

3 definované vztahem

L((x1, x2, x3)
T
) = (2x1 + x3, x1 − x2 − x3,−x1 + 3x2 + 2x3)

T

a nalezněte k ńı matici inverzńı.

Maple:
> with(linalg):

> eqns := {2*x1+x3=y1,x1-x2-x3=y2,-x1+3*x2+2*x3=y3};

eqns := {2 x1 + x3 = y1 , x1 − x2 − x3 = y2 , −x1 + 3 x2 + 2 x3 = y3}

> A := genmatrix(eqns, [x1,x2,x3]);

A :=







2 0 1

1 −1 −1

−1 3 2







> B:=inverse(A);

B :=

















1

4

3

4

1

4
−1

4

5

4

3

4
1

2

−3

2

−1

2
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Přı́klad 2.2.2

Určete matici reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı L prostoru R
3 do R

3 definované vztahem

L((x1, x2, x3)
T
) = (2x1 + x3, x1 − x2 − x3,−x1 + 3x2 + 2x3)

T

a nalezněte k ńı matici inverzńı.

Mathematica:

A = {{2, 0, 1}, {1,−1,−1}, {−1, 3, 2}};A = {{2, 0, 1}, {1,−1,−1}, {−1, 3, 2}};A = {{2, 0, 1}, {1,−1,−1}, {−1, 3, 2}};

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]






2 0 1

1 −1 −1

−1 3 2







B = Inverse[A];B = Inverse[A];B = Inverse[A];

MatrixForm[B]MatrixForm[B]MatrixForm[B]






1
4

3
4

1
4

− 1
4

5
4

3
4

1
2

− 3
2

− 1
2
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Přı́klad 2.2.3

Řešte maticovou rovnici AX + X = A
2, kde

A =







1 1 1

1 1 0

1 0 0






.

? Zpět
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Přı́klad 2.2.3

Řešte maticovou rovnici AX + X = A
2, kde

A =







1 1 1

1 1 0

1 0 0






.

Výsledek:

X :=







2 0 −1

0 1 1

−1 1 2
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Přı́klad 2.2.3

Řešte maticovou rovnici AX + X = A
2, kde

A =







1 1 1

1 1 0

1 0 0






.

Návod:

Nejprve vyjádř́ıme matici X obecně z maticové rovnice, teprve potom dosad́ıme
konkrétńı matici A, A2, A+E a inverzńı matici k A+E. E je jednotková matice, matici
A + E dostaneme vytknut́ım matice X a matici (A + E)−1 muśıme spoč́ıtat (pozor, včas
ověřte, že inverzńı matice existuje), abychom mohli vypoč́ıtat výslednou matici X.
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Přı́klad 2.2.3

Řešte maticovou rovnici AX + X = A
2, kde

A =







1 1 1

1 1 0

1 0 0






.

Řešenı́:

Nejprve vyjádř́ıme matici X obecně z maticové rovnice. Vytkneme v levé části rovnice
matici X vpravo:

AX + X = A
2

=⇒ (A + E)X = A
2
,

E je jednotková matice, E = diag(1, 1, 1) ∈ R
3. Nyńı bychom potřebovali celou rovnici

vynásobit zleva matićı (A + E)−1. To ale muśıme vědět, že inverzńı matice existuje.
Tedy muśıme vypoč́ıtat matici A + E a ověřit, že je regulárńı, tj. det(A + E) 6= 0.
Determinant budeme poč́ıtat rozvojem podle třet́ıho řádku.

A + E =







1 1 1

1 1 0

1 0 0






+







1 0 0

0 1 0

0 0 1






=







2 1 1

1 2 0

1 0 1






,

det(A + E) = 1 ·

∣

∣

∣

∣

∣

1 1

2 0

∣

∣

∣

∣

∣

+ 1 ·

∣

∣

∣

∣

∣

2 1

1 2

∣

∣

∣

∣

∣

= −2 + (4 − 1) = 1.

Celou rovnici tedy vynásob́ıme inverzńı matićı (A + E)−1 zleva a použijeme definici
inverzńı matice, tj. (A + E)−1(A + E) = E, a dále rovnost EX = X.
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Přı́klad 2.2.3

Řešte maticovou rovnici AX + X = A
2, kde

A =







1 1 1

1 1 0

1 0 0






.

Řešenı́:

(A + E)−1(A + E)X = (A + E)−1
A

2 =⇒ X = (A + E)−1
A

2
.

Dostali jsme obecný předpis pro matici X. Vypočteme konkrétńı matice:

A
2
=







3 2 1

2 2 1

1 1 1






,

(A + E |E) =







2 1 1 1 0 0

1 2 0 0 1 0

1 0 1 0 0 1






∼







2 1 1 1 0 0

0 −3 1 1 −2 0

0 1 −1 1 0 −2






∼

∼







6 0 4 4 −2 0

0 −3 1 1 −2 0

0 0 −2 4 −2 −6






∼







6 0 0 12 −6 −12

0 −6 0 6 −6 −6

0 0 −2 4 −2 −6






∼

∼







1 0 0 2 −1 −2

0 1 0 −1 1 1

0 0 1 −2 1 3






= (E | (A + E)−1).
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Přı́klad 2.2.3

Řešte maticovou rovnici AX + X = A
2, kde

A =







1 1 1

1 1 0

1 0 0






.

Řešenı́:

Zbývá vypoč́ıtat X:

X = (A + E)−1
A

2 =







2 −1 −2

−1 1 1

−2 1 3













3 2 1

2 2 1

1 1 1






=







2 0 −1

0 1 1

−1 1 2






.
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Přı́klad 2.2.3

Řešte maticovou rovnici AX + X = A
2, kde

A =







1 1 1

1 1 0

1 0 0






.

Maple:
> with(linalg):

> A:= matrix(3,3,[1,1,1,1,1,0,1,0,0]);

A :=







1 1 1

1 1 0

1 0 0







> AA:=evalm(A&*A);

AA :=







3 2 1

2 2 1

1 1 1







> E:=diag(1,1,1);

E :=







1 0 0

0 1 0

0 0 1
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Přı́klad 2.2.3

Řešte maticovou rovnici AX + X = A
2, kde

A =







1 1 1

1 1 0

1 0 0






.

Maple:
> evalm(A+E);







2 1 1

1 2 0

1 0 1







> det(%);

1

> B:=inverse(A+E);

B :=







2 −1 −2

−1 1 1

−2 1 3







> X:=evalm(B&*AA);

X :=







2 0 −1

0 1 1

−1 1 2
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Přı́klad 2.2.3

Řešte maticovou rovnici AX + X = A
2, kde

A =







1 1 1

1 1 0

1 0 0






.

Mathematica:

A = {{2, 0, 1}, {1,−1,−1}, {−1, 3, 2}};A = {{2, 0, 1}, {1,−1,−1}, {−1, 3, 2}};A = {{2, 0, 1}, {1,−1,−1}, {−1, 3, 2}};

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]






2 0 1

1 −1 −1

−1 3 2







B = Inverse[A];B = Inverse[A];B = Inverse[A];

MatrixForm[B]MatrixForm[B]MatrixForm[B]






1
4

3
4

1
4

− 1
4

5
4

3
4

1
2

− 3
2

− 1
2







A = {{1, 1, 1}, {1, 1, 0}, {1, 0, 0}};A = {{1, 1, 1}, {1, 1, 0}, {1, 0, 0}};A = {{1, 1, 1}, {1, 1, 0}, {1, 0, 0}};

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]






1 1 1

1 1 0

1 0 0
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Přı́klad 2.2.3

Řešte maticovou rovnici AX + X = A
2, kde

A =







1 1 1

1 1 0

1 0 0






.

Mathematica:

AA = A.A;AA = A.A;AA = A.A;

MatrixForm[AA]MatrixForm[AA]MatrixForm[AA]






3 2 1

2 2 1

1 1 1







EE = {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}};EE = {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}};EE = {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}};

MatrixForm[EE]MatrixForm[EE]MatrixForm[EE]






1 0 0

0 1 0

0 0 1







B = A + EE;B = A + EE;B = A + EE;

MatrixForm[B]MatrixForm[B]MatrixForm[B]






2 1 1

1 2 0

1 0 1
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Přı́klad 2.2.3

Řešte maticovou rovnici AX + X = A
2, kde

A =







1 1 1

1 1 0

1 0 0






.

Mathematica:

Det[B]Det[B]Det[B]

1

CC = Inverse[B];CC = Inverse[B];CC = Inverse[B];

MatrixForm[CC]MatrixForm[CC]MatrixForm[CC]






2 −1 −2

−1 1 1

−2 1 3







X = CC.AA;X = CC.AA;X = CC.AA;

MatrixForm[X]MatrixForm[X]MatrixForm[X]






2 0 −1

0 1 1

−1 1 2
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