Sbirka prikladi Matematika Il pro strukturované studium

Qstab _-a*aﬂ“sm(v_
VECHT %? :'é
?'%mf Kapitola 3: Linearni diferencialni rovnice R —y

Chcete-li ukoncit prohlizeni stisknéte klavesu Esc.
Chcete-li pokracovat stisknéte klavesu Enter.
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Linearni diferencialni rovnice

® Obecné feseni homogenni LDR 2. fddu

® Partikuldrni feSeni homogenni LDR 2. fadu (pocatecni iloha)
® Obecné teseni LDR 2. fadu

¢ Partikularni feseni LDR 2. fddu (pocatecni tiloha)

¢ Partikularni feSeni LDR 2. fd4du (okrajova tloha)

® LDR vyssich tada, metoda snizeni radu

@ © Zpét
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Obecné reseni LDR 2. radu

® Ptiklad 3.1.1 Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice (LDR)
vy’ +5y +6y=0.

® Piiklad 3.1.2 Naleznéte obecné teSeni linedrni diferencidlni rovnice
4y"" — 8y' +3y =0.

® Piiklad 3.1.3 Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y"’' + vy’ +y = 0.

® Piiklad 3.1.4 Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice
y' 4+ 4y’ +4y =0.

L>] Zpét
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Priklad 3.1.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) v’ + 5y’ + 6y = 0.

'@':?éﬁﬁli Zpét
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Priklad 3.1.1

Naleznéte obecné fesenf linearni diferencidlni rovnice (LDR) %" + 5y’ +6y = 0.

Vysledek:
y(zr) = Cie ™ ?* +Coe 3, xz€R, C;,Cz €R.

Zpét
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Priklad 3.1.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) v’ + 5y’ + 6y = 0.

Navod:

Rovnice je homogenni linedrni diferencidlni rovnice (HLDR) s konstantnimi koeficienty
tvaru koy'’ + ki1y’ 4+ kay = 0, ko, k1, ks € R, kg # 0. Jeji feseni hleddme ve tvaru

Yy = e kde X\ € R. Konstantu A uré¢ime tak, aby funkce y = e?® spliovala zadanou
rovnici. Proto musi byt A kofenem charakteristické rovnice kg A2 + k1A + ko =0.

Zpét
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Priklad 3.1.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) v’ + 5y’ + 6y = 0.
Reseni:
Charakteristickd rovnice zadané LDR vy’ + 5y’ + 6y = 0 je
A% +5X+6=0.
Jeji kofeny jsou A1 = —2, Ay = —3. (Pro chytfejsi pozndmka: Kvadratickd rovnice je v

normovaném tvaru, kofeny lze urcit z jejich vlastnosti A1 + Ag = —5, A1 - Ag = 6.) Ma-li
charakteristicka rovnice dva rtizné realné koreny A1, A2, pak obecné reseni HLDR ma tvar

y(x):CleA1$+Cge>‘2m, r€eR, Ci,Cy eR.
Obecné teseni zadané LDR tedy je

y(a:)zC’le_zm—i—C’ge_Sm, xreR, Ci,C €R.

Zpét
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Priklad 3.1.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) v’ + 5y’ + 6y = 0.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)+5+xdiff (v (x),x)+6+xy(x)=0);

2
DR := (355 y(2)) +5 (g y(2)) + 6y(z) = 0
> dsolve (DR, vy (x));

y(z) = _C1e73%) 4 _C2el—22)

Zpét
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Priklad 3.1.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) v’ + 5y’ + 6y = 0.
Mathematica:

rovnice = y” [x] + 5y’ [z] + 6y[z] == 0;

reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{ylz] —» e7°"C1] + e7*7C[2]} }

Zpét
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Priklad 3.1.2

~ / ~ ~ d . / I . ./ d M // /
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice 4y — 8y" + 3y = 0.

@@:9{}5ﬁ1i Zpét
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Priklad 3.1.2

~ / ~ ~ d . / I . ./ d M // /
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice 4y — 8y" + 3y = 0.

Vysledek:

3, 1,
y(x)=C1e2 +0262 , x€R, Ci1,C2 €R.
Zpét
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Priklad 3.1.2

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice 4y — 8y" + 3y = 0.

Navod:

Rovnice je linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty tvaru
koy' 4+ k1y’ 4+ kay = 0 a jeji feseni hleddme podle nadvodu v pfedchozim piikladé.

Zpét
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Priklad 3.1.2

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice 4y’ — 8y’ 4+ 3y = 0.
Reseni:
Charakteristickd rovnice zadané LDR 4y’ — 8y’ + 3y =0 je

AN? — 8N +3 =0.

Jeji kofeny jsou A1 = %, Aoy = % (Koteny kvadratické rovnice nalezneme pomoci
. —(—8)++/(—8)2—-4.4.3 T s : N
vzorecku Aq o = (=8) \/2(_4 ) .) M&-li charakteristicka rovnice dva rizné realné

koteny A1, A2, pak obecné reseni HLDR ma tvar
y(w):CleMm—i—C’ge}‘Qm, r€eR, Ci,Cy eR.
Obecné teseni zadané LDR tedy je

X

y(a:):C’le + Cs e , x€R, (C1,Cy €R.

NJCo
N

Zpét
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Priklad 3.1.2

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice 4y — 8y" + 3y = 0.

Maple:
> DR:=(4+diff (y(x),x$2)-8+diff (y(x),x)+3xy(x)=0);
2
DR := 4 (< y(2)) — 8 (& y(2)) + 3y(x) = 0
> dsolve (DR, y (X)) ;

y(x) = -C1 e(2) + _C2 ()

Zpét
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Priklad 3.1.2

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice 4y — 8y" + 3y = 0.

Mathematica:
rovnice = 4y” [z] — 8y'[x] + 3y[x] == 0;

reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]
{{ule] = e7/2C1] + **/2C 2] } |

Zpét
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Priklad 3.1.3

~ / ~ ~ d . / I . ./ d M // /
Naleznéte obecné tesSeni linearni diferencidlni rovnice y"" +vy" +y = 0.

@@:9{}5ﬁ1i Zpét
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Priklad 3.1.3

~ / ~ ~ d . / I . ./ d M // /
Naleznéte obecné tesSeni linearni diferencidlni rovnice y"" +vy" +y = 0.

Vysledek:
y(g;):C’le_7 COS(@%)"—CQQ_E Siﬂ(@ﬂ?), xeR, Ci,C2 €R.
Zpét
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Priklad 3.1.3

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné tesSeni linearni diferencidlni rovnice y"" +vy" +y = 0.

Navod:

Rovnice je linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty tvaru
koy'' 4+ k1y’ + kay = 0 a jeji feseni hleddme podle nadvodu v prvnim piikladé.

Zpét
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Priklad 3.1.3

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y"’ + vy’ +vy = 0.
Reseni:
Charakteristickd rovnice zadané LDR vy"' + vy’ +y =0 je

M HA+1=0.

Jeji kofeny jsou A\ = — 2 + V3 1, Ao = —% — @ i. (Kofeny kvadratické rovnice hledame

2 2
v oboru komplexnich ¢&isel, nalezneme je pomoci vzorecku A1 2 = —1e: V21_21_4'1'1 ) Ma-li
charakteristicka rovnice dva imaginarni komplexné sdruzené koreny A1 = a + bi, Ao = a — b1,
pak obecné teSeni HLDR ma tvar

y(xr) = C1e”" cosbxr + Cye*” sinbx, xz € R, Ci1,Cs €R.

Obecné teseni zadané LDR tedy je

L 3 —Z 3
y(x) = Cie 2008(%32)—}—026 25in(§x), x€eR, C1,C2 eR.

Zpét
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Priklad 3.1.3

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné tesSeni linearni diferencidlni rovnice y"" +vy" +y = 0.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)+diff (v (x),x)+y(x)=0);

2
DR = (dd? y(x)) + (% y(x)) +y(z) =0
> dsolve (DR, vy (x));

V3
2

V3zx

y(x) = _-C1 e(—3) sin( )+ -C2e -3 cos(

)

Zpét
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Priklad 3.1.3

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné tesSeni linearni diferencidlni rovnice y"" +vy" +y = 0.

Mathematica:
rovnice = y” [z] + ¥’ [z] + y[z] == 0;

reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{y[:l;] — e~ */2C[2]Cos [@] + e~ */2C[1]Sin [\/gm} }}

Zpét
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Priklad 3.1.4

~ / ~ ~ d . / I . ./ d M // /
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice y"" 4+ 4y" +4y = 0.

@@:9{}5ﬁ1i Zpét
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Priklad 3.1.4

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice vy’ + 4y’ +4y = 0.
Vysledek:
y(zr) = Cie ?* + Coze™?®, z€R, C1,Cs E€R.

Zpét
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Priklad 3.1.4

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice y"" 4+ 4y" +4y = 0.

Navod:

Rovnice je linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty tvaru
koy'' 4+ k1y’ + kay = 0 a jeji feseni hleddme podle nadvodu v prvnim piikladé.

Zpét
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Priklad 3.1.4

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y’’ + 4y’ + 4y =0.
Reseni:
Charakteristickd rovnice zadané LDR vy’ + 4y’ + 4y = 0 je
A +4ar+4=0.
Jeji kofeny jsou A1 2 = —2. (Levou stranu rovnice lze podle vzorecku

A? + 2AB + b® = (A + B)? upravit, tedy (z 4+ 2)? = 0.) M4-li charakteristickd rovnice
jeden dvojnasobny realny koren A\, pak obecné reSeni HLDR ma tvar

y(a:):CleM:—i—ngce)‘x, xreR, C1,CyeR.

Obecné teseni zadané LDR tedy je

y(z) = Cre ** + Come **, zeR, C,Cs€R.

Zpét
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Priklad 3.1.4

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné teSeni linearni diferencidlni rovnice y'" 4+ 4y" +4y = 0.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)+4*xdiff (v (x),x)+4xy(x)=0);

2
DR := (355 y(2)) + 4 (& y(2)) + 4y(z) =0
> dsolve (DR, vy (x));

y(z) = _C1e72%) 4 _C2e(72%) 4

Zpét
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Priklad 3.1.4

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y'’ + 4y’ 4+ 4y = 0.
Mathematica:

rovnice = y” [x] + 4y [z] + 4y[z] == 0;

reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{ylz] = e **C[1] + e **zC[2]}}

Zpét
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Priklad 3.1.5

Ovérite, ze funkce yi(x) = cos2z a y2(x) = sin 2z jsou FeSeni linedrni diferencidlni
. !/ ~ 7 s ’ z, ~ o~ z
rovnice y' 4+ 4y = 0. Tvori funkce vy, y2 fundamentalni systém teseni?

'@@:9{}51&# Zpét
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Priklad 3.1.5

Ovérite, ze funkce yi(x) = cos2z a y2(x) = sin 2z jsou FeSeni linedrni diferencidlni
. !/ ~ 7 s ’ z, ~ o~ z
rovnice y' 4+ 4y = 0. Tvori funkce vy, y2 fundamentalni systém teseni?

Vysledek:

Ano, tvori fundamentalni systém.

Zpét
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Priklad 3.1.5

Ovérite, ze funkce yi(x) = cos2z a y2(x) = sin 2z jsou FeSeni linedrni diferencidlni
rovnice y'' 4+ 4y = 0. Tvoii funkce y1,y2 fundamentilni systém feseni?

Navod:

Pro yi(x) a y2(x) dosazenim ovéite pravdivost diferencidlni rovnice. Fundamentalni
systém ftesSeni tvori v pripadé LDR 2. fadu dvé linearné nezavisld reseni. Nezavislost
reseni ovérujeme pomoci Wronského determinantu.

Zpét
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Priklad 3.1.5

Ovérite, ze funkce yi(x) = cos2z a y2(x) = sin 2z jsou FeSeni linedrni diferencidlni
rovnice y'' 4+ 4y = 0. Tvoii funkce y1,y2 fundamentilni systém feseni?

Reseni:
Funkci y; (resp. y2 ) dosadime do dané diferencidlni rovnice. Spo¢téme yi' (x) (resp.
Yy () ):
y1(xz) = cos2x = yj(z) = —2sin22 = ) (z) = —4cos2zx,
y2(x) =sin22z = yy(z) =2cos2x = y,(v)= —4sin2z.

Dosadme y; a y; (resp. y2 a y5 ) do levé strany dané rovnice:

yi’ + 4y, = —4cos2x +4cos2x =0,

y;’+4y2 = —4sin2x +4sin2x = 0.

Prava strana dané rovnice je rovna nule. Ukazali jsme tak, ze jak pro funkci

y1(x) = cos 2z, tak pro funkci ys(x) = sin2z se leva strana rovnice y”' +4y = 0 rovna
pravé pro vSechna x € R. Funkce jsou feseni dané diferencidlni rovnice. Tvofri
fundamentalni systém feSeni, jsou-li linedrné nezavislé.

Dalsi
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Priklad 3.1.5

Ovérite, ze funkce yi(x) = cos2z a y2(x) = sin 2z jsou FeSeni linedrni diferencidlni
. !/ ~ 7 s ’ z, ~ o~ z
rovnice y' 4+ 4y = 0. Tvori funkce vy, y2 fundamentalni systém teseni?

Reseni:
Spoctéme jejich Wronskian:

Y1 (90) Y2 (:U) cos 2x sin 2x

W(x) = — cos’ 2z +sin2c =1#0 Vz € R.

yi(a:) yé(:z;) —sin2x cos2x

Wronského determinant je ruzny od nuly, tedy funkce y1(z) a y2(x) jsou linedrné
nezavislé, tvori fundamentalni systém fesSeni.

Zpét
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Priklad 3.1.5

Ovérite, ze funkce yi(x) = cos2z a y2(x) = sin 2z jsou FeSeni linedrni diferencidlni
. !/ ~ 7 ’ ’ , 4 ’
rovnice y' 4+ 4y = 0. Tvori funkce vy, y2 fundamentalni systém teseni?

Maple:
> resl:=y(x)=cos (2xx);
resl := y(x) = cos(2x)
> DR:=(diff (y(x),x$2)+4*y (x)=0);

2
DR := (25 y(@)) + 4¥(2) = 0
> odetest (resl,DR);

>  res2:=y(x)=sin(2*x);

res2 := y(x) = sin(2 x)
> odetest (res2?2,DR);

> with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

> det (wronskian([cos (2*x),sin(2*x)],x));

2 cos(2x)? 4 2sin(2 )3
>  simplify (%) ;

Zpét
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Priklad 3.1.5

Ovérite, ze funkce yi(x) = cos2z a y2(x) = sin 2z jsou FeSeni linedrni diferencidlni
. !/ ~ 7 ’ ’ , 4 ’
rovnice y' 4+ 4y = 0. Tvori funkce vy, y2 fundamentalni systém teseni?

Mathematica:

rovnice = y” [z] 4+ 4y[z] == 0;

rovnice/.{y — Function[z, Cos[2z]]}

True

rovnice/.{y — Function[z, Sin[2z]]}

True

W = {{Cos[2z], Sin[2z]}, D[{Cos[2z], Sin[2z]}, ]}
{{Cos[2z], Sin[2z]}, {—2Sin[2z], 2Cos[2z]}}
Simplify[Det[W]]

2

Zpét
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Priklad 3.1.6

Oveéite, ze funkce yi(z) = e* a y2(x) = re” jsou feSeni linedrni diferencidlni rovnice
12 / ~ 7 , ’ , ~ > ,
y ' — 2y +y = 0. Tvori funkce vy;,y2 fundamentilni systém reseni?

'@@:9{}51&# Zpét
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Priklad 3.1.6

Oveéite, ze funkce yi(z) = e* a y2(x) = re” jsou feSeni linedrni diferencidlni rovnice
12 / ~ 7 , ’ , ~ > ,
y ' — 2y +y = 0. Tvori funkce vy;,y2 fundamentilni systém reseni?

Vysledek:

Ano, tvori fundamentalni systém.

Zpét
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Priklad 3.1.6

Oveéite, ze funkce yi(z) = e* a y2(x) = re” jsou feSeni linedrni diferencidlni rovnice
12 / ~ 7 , ’ , ~ > ,
y ' — 2y +y = 0. Tvori funkce vy;,y2 fundamentilni systém reseni?

Navod:

Pro yi(x) a y2(x) dosazenim ovéite pravdivost diferencidlni rovnice. Fundamentalni
systém ftesSeni tvori v pripadé LDR 2. fadu dvé linearné nezavisld reseni. Nezavislost
reseni ovérujeme pomoci Wronského determinantu.

Zpét
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Priklad 3.1.6

Oveéite, ze funkce yi(z) = e* a y2(x) = re” jsou feSeni linedrni diferencidlni rovnice
12 / ~ 7 , ’ , v~ > ,
y ' — 2y +y = 0. Tvori funkce vy;,y2 fundamentilni systém reseni?

Reseni:

Funkci y; (resp. y2 ) dosadime do dané diferencidlni rovnice. Spo¢téme y;(z), yi (x)
(resp. y5(x),y (2) ):

yi(z) = e — yi () =" — yi’(a:) =e”,

ya(z) =xe® = yso(z)=(1+2)e" = 9y, (z)=(2+x)e".

Dosadme yi1,y; a y; (resp. y2,y5 a y5 ) do levé strany dané rovnice:

y1/—2y1+y1:em—2em—l—e$20,

Yy — 2y +y2 = (2 +x)e® —2(1 +x)e” +xe” =0.

Prava strana dané rovnice je rovna nule. Ukézali jsme tak, ze jak pro funkci y;(x) = e”,
. x ¢ . /7 / s s

tak pro funkci yo(x) = xe® se leva strana rovnice y' — 2y’ 4+ y = 0 rovnda pravé pro

vSechna x € R. Funkce jsou teSeni dané diferencidlni rovnice. Tvofi fundamentalni

systém fteseni, jsou-li linearné nezavislé.

Dalsi
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Priklad 3.1.6

Oveéite, ze funkce yi(z) = e* a y2(x) = re” jsou feSeni linedrni diferencidlni rovnice
12 / ~ 7 , ’ , ~ > ,
y ' — 2y +y = 0. Tvori funkce vy;,y2 fundamentilni systém reseni?

Reseni:
Spoctéme jejich Wronskian:

X X

y1(z)  y2(x) e T e

yi(z)  ya(2) e®  (1+x)e”

W(x) = = (1+x)e’" —ze’® =’ £0 Vo €R.

Wronského determinant je ruzny od nuly, tedy funkce y1(z) a y2(x) jsou linedrné
nezavislé, tvori fundamentalni systém fesSeni.

Zpét
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Priklad 3.1.6

Oveéite, ze funkce yi(z) = e* a y2(x) = re” jsou feSeni linedrni diferencidlni rovnice
12 / ~ 7 , ’ , v~ > ,
y ' — 2y +y = 0. Tvori funkce vy;,y2 fundamentilni systém reseni?

Maple:
> resl:=y(x)=exp(x);
resl := y(x) = e”
> DR:=(diff(y(x),x$2)-2xdiff(y(x),x)+y(x)=0);

2
DR := (3t5 y(2)) = 2(F y(2)) + y(z) =0
> odetest (resl,DR);

0
>  res2:=y(x)=xxexp (x);
res2 := y(z) = z e”
> odetest (res2,DR);
0

> with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

> det (wronskian ([exp (X),x*exp(x)],x));

(e7)?

> simplify (%) ;

(2 2)
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Priklad 3.1.6

Oveéite, ze funkce yi(z) = e* a y2(x) = re” jsou feSeni linedrni diferencidlni rovnice
12 / ~ 7 , ’ , v~ > ,
y ' — 2y +y = 0. Tvori funkce vy;,y2 fundamentilni systém reseni?

Mathematica:

rovnice = y” [z] — 2y’ [z] + y[z] == 0;
rovnice/.{y — Function[z, Exp[z]]}
True

rovnice/.{y — Function|z, zExp[z]]}
2e” + 2e¥z — 2 (e” + e¥x) ==
Simplify[%)]

True

W = {{Exp|z], zExp[z]}, D[{Exp[z], zExp|z]}, z]}
{{e*, ez}, {e*, e + e®z}}
Simplify[Det[W]]

6232

Zpét
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Partikularni reSeni homogenni LDR 2. fadu (pocCatec¢ni tloha)

® Piiklad 3.2.1 Naleznéte feSeni linedrni diferencidlni rovnice y’’ 4+ 9y = 0, které
vyhovuje poédteénim podminkdm y(0) = 1,y (0) = —3.

® Piiklad 3.2.2 Naleznéte feseni linedrni diferencidlni rovnice y"' — y' + % y = 0, které

vyhovuje po¢ateénim podminkdm y(0) = 2,y'(0) = %.

Q@ ® Zpét
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Priklad 3.2.1

Naleznéte feseni linedrni diferencidlni rovnice y’’ + 9y = 0, které vyhovuje pociteénim
podminkdm y(0) = 1,4’ (0) = —3.

@:?%&‘ Zpét

|
= p.11/37



Priklad 3.2.1

Naleznéte feseni linedrni diferencidlni rovnice y’’ + 9y = 0, které vyhovuje pociteénim
podminkdm y(0) = 1,4’ (0) = —3.

Vysledek:

y(x) = cos3x —sin3z, x € R.

Zpét

|
= p.11/37



Priklad 3.2.1

Naleznéte feseni linedrni diferencidlni rovnice y’’ + 9y = 0, které vyhovuje pociteénim
podminkdm y(0) = 1,4’ (0) = —3.
Navod:

Rovnice je linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty tvaru
koy'' + k1y’ 4+ kay = 0. Nejprve najdeme obecné feseni podle ndvodu v prvnim piikladé a
pak urcime konstanty C'i,Cs tak, aby nalezené teSeni splhovalo pocatecni podminky.

Zpét

= p.11/37



Priklad 3.2.1

Naleznéte feseni linedrni diferencidlni rovnice y’’ + 9y = 0, které vyhovuje pociteénim
podminkdm y(0) = 1,4’ (0) = —3.

Reseni:
Charakteristickd rovnice zadané LDR y’’ 4+ 9y = 0 je

A2 +9=0.

Jeji kofeny jsou A; = 314, A2 = —3 4. (Rovnici fesime v oboru komplexnich ¢isel,
A = ++/—9.) M4a-1li charakteristickd rovnice dva ryze imaginarni komplexné sdruzené kofeny
A1,2 = b1, pak obecné feSeni HLDR ma tvar

y(x) = Cycosbxr + Co sinbzx, xz€R, Ci,Cy €R.
Obecné teseni zadané LDR tedy je
y(x) = C1cos3x + Cs sin3x, xz€R, Ci1,Cy €R.

Nyni urcime konstanty C7,Cs tak, aby nalezené tfeSeni vyhovovalo pocatecnim
podminkdm y(0) = 1,4y’ (0) = —3. Spoétéme derivaci obecného feseni y(x):

y' (x) = =3 C1sin3x + 3 C2 cos 3z. Pak po dosazeni poédteénich podminek do y(x) a
y' () dostaneme

1 = y(0) = Cicos(3:-0)+ C2 sin(3-0)
-3 = 9'(0) = —=3C;1sin(3:-0)+3C3 cos(3-0)

Dalsi :

|
= p.11/37



Priklad 3.2.1

Naleznéte feseni linedrni diferencidlni rovnice y’’ + 9y = 0, které vyhovuje pociteénim
podminkdm y(0) = 1,4’ (0) = —3.

Reseni:
Odtud
1 = Ch
-3 = 3C5
Hledané feseni ma C7 =1 a Cs = —1, tedy
y(x) = cos3x —sin3z, z= € R.
Zpét

|
= p.11/37



Priklad 3.2.1

Naleznéte feseni linedrni diferencidlni rovnice y’’ + 9y = 0, které vyhovuje pociteénim
podminkdm y(0) = 1,4’ (0) = —3.

Maple:
> DR:=(diff (y(x),x$2)+9xy (x)=0);

DR := (45 y(z)) + 9y(z) = 0

PP :=y(0) =1, D(y)(0) = -3
> dsolve ({DR,PP}, v (x));

y(z) = —sin(3 x) 4+ cos(3 x)

Zpét

|
= p.11/37



Priklad 3.2.1

Naleznéte feseni linedrni diferencidlni rovnice y’’ + 9y = 0, které vyhovuje pociteénim
podminkdm y(0) = 1,4’ (0) = —3.

Mathematica:
rovnice = y” [z] + 9y[z] == 0;

ppl = y[0]== — 1;pp2 = ¢'[0] == —3;
reseni = DSolve[{rovnice, ppl, pp2}, y[z], z]
{{y[x] — Cos[3z] — Sin[3x]}}

Zpét

|
= p.11/37



Priklad 3.2.2

Naleznéte feseni linedrni diferencidlni rovnice y’/ — y" + i y = 0, které vyhovuje
po¢ateénim podminkdm y(0) = 2,y'(0) = %.

@@:96@&# Zpét

.- p.12/37



Priklad 3.2.2

~ ~ v , . , , . . s , . 144 / s, .
Naleznéte feSeni linearni diferencialni rovnice y'* — y  + i y = 0, které vyhovuje

po¢ateénim podminkdm y(0) = 2,y'(0) = %.

Vysledek:
y(zr:)zQe§ — %xef, x € R.
Zpét

|
.- p.12/37



Priklad 3.2.2

Naleznéte feseni linedrni diferencidlni rovnice y’/ — y" + i y = 0, které vyhovuje
po¢ateénim podminkdm y(0) = 2,y'(0) = %.

Navod:

Rovnice je lineadrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty tvaru

koy'’ + kiy’ + kay = 0. Nejprve najdeme obecné feseni stejné jako v predchozich
prikladech a pak uré¢ime konstanty Ci,C> tak, aby nalezené feSeni splnovalo pocatecni
podminky.

Zpét

.- p.12/37



Priklad 3.2.2

Naleznéte feseni linedrni diferencidlni rovnice y’/ — y" + % y = 0, které vyhovuje
po¢ateénim podminkdm y(0) = 2,y'(0) = %.

Reseni:

Charakteristickd rovnice zadané LDR y'’ — ¢’ + % y=20 je

M4 ioo
4

Jeji koreny jsou Aj o2 = % (Levou stranu rovnice lze podle vzorecku

A% + 2AB + b? = (A + B)? upravit, tedy (z — —) 0.) M&-li charakteristickd rovnice
jeden dvojnasobny realny koren )\, pak obecné reSeni HLDR ma tvar

y(a:):C'leM:—i—ngce)‘x, reR, C1,Cy eR.

Obecné teseni zadané LDR tedy je

N8
8

y(x) = Cqe —|—Cg$€§, reR, C1,Ce €R.

Nyni uré¢ime konstanty Cl, Co tak, aby nalezené reseni vyhovovalo pocatecnim
podminkam y(O) =2,4'(0) = Spoétéme derivaci obecného feseni y(x):
y'(x) = Cle + (C2 + 3 Co x)e

Dalsi

.- p.12/37



Priklad 3.2.2

~ ~ v , . , , . . s , . 144 / s, .
Naleznéte feSeni linearni diferencialni rovnice y'* — y  + i y = 0, které vyhovuje

po¢ateénim podminkdm y(0) = 2,y'(0) = %.

Reseni:

Pak po dosazeni pocate¢nich podminek do y(z) a y’'(x) dostaneme

0 0
2 = y(O) = 0162 +Cg-0-e2
0 0
L = 40 = 3Cie® +(Ca+1Co-0)e”
Odtud
2 = (4
L = L OhCs
3 2
Hledané feseni ma C7 =2 a (s = —%, tedy
x 2 x
y(x) = 2e —gazeQ, z €R
Zpét

|
.- p.12/37



Priklad 3.2.2

Naleznéte feseni linedrni diferencidlni rovnice y’/ — y" + i y = 0, které vyhovuje
po¢ateénim podminkdm y(0) = 2,y'(0) = %.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)-diff(y(x),x)+1/4xy(x)=0);
2 1
DR := (355 y(z)) = (F5 y(2)) + 7 y(x) = 0
> PP:=y(0)=2,D(y) (0)=1/3;
1

PP = y(0) =2, D(y)(0) = 3

> dsolve ({DR,PP}, vy (x));

(%) _ 2 (%)

@ xT

y(z) =2e

Zpét

|
.- p.12/37



Priklad 3.2.2

Naleznéte feseni linedrni diferencidlni rovnice y’/ — y" + i y = 0, které vyhovuje
po¢ateénim podminkdm y(0) = 2,y'(0) = %.

Mathematica:
rovnice = y” [z] — y'[z] + 1/4y[x] == 0;
ppl = y[0] == 2; pp2 = y'[0] == 1/3;

reseni = DSolve[{rovnice, ppl, pp2}, y[z], z]
{utel » —3e=2(-3+ )} }

Zpét

|
.- p.12/37



Obecné reseni LDR 2. radu

©

Priklad 3.3.1 Naleznéte obecné reSeni linearni diferencidlni
1/ / . 2x
y B — 3y — 4y = 3e”" .

Priklad 3.3.2 Naleznéte obecné reSeni linearni diferencidlni
y"' — 3y’ — 4y = 2sinzx.

Priklad 3.3.3 Naleznéte obecné resSeni linearni diferencidlni
124 / a3
y' — 3y — 4y = —8e” cos2x.

Priklad 3.3.4 Naleznéte obecné reseni linearni diferencialni
y" — 3y’ — 4y = 3e%* 4+ 2sinz .

Priklad 3.3.5 Naleznéte obecné reSeni linedrni diferencidlni
y” + 2y/ =3+ 4sin2x.

Piiklad 3.3.6 Naleznéte obecné reSeni linedrni diferencidlni
y// _'_4y/ _|_4y — x—Qe—Qm, x> 0.

Priklad 3.3.7 Naleznéte obecné resSeni linearni diferencidlni
/7

Y —y/:t"—Sx,a;<O.

rovnice (LDR)

rovnice

rovnice

rovnice

rovnice

rovnice

rovnice

Zpét

.—p.13/37



Priklad 3.3.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) y”/ — 3y’ — 4y = 3e°“ .

'@':?éﬁﬁli Zpét

|
.—p.14/37



Priklad 3.3.1

Naleznéte obecné fesenf linearni diferencidlni rovnice (LDR) 3" — 3y’ — 4y = 3e%® |

Vysledek:
y(z) = Cie™ % + Cye*® — %ezx, xr€R, C1,C: €R.

Zpét

]
.—p.14/37



Priklad 3.3.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) y’/ — 3y’ — 4y = 3e°7.

Navod:

Rovnice je nehomogenni linearni diferencidlni rovnice (NLDR) s konstantnimi koeficienty
koy" + kiy' + koy = f(x), ko, k1,ka € R, ko # 0. Jeji feseni je souétem obecného feseni
pfifazené HLDR — y, (z) a partikuldrniho (jednoho) feseni zadané NLDR — y,(z), tj.
y(xr) = y,(x) + yp(x). Obecné feSeni y, (x) je diskutovdno v prvnim odstavci tieti
kapitoly. Partikularni feseni y, (x) muzeme nalézt pomoci tzv. metody variace konstant;

v tomto pripadé je vyhodnéjsi tzv. metoda odhadu. Zpét

.—p.14/37



Priklad 3.3.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) y’/ — 3y’ — 4y = 3e°7.
Reseni:
Obecné teseni zadané NLDR ma4a tvar

y(x) =yy (@) +yp(z),

kde y, (z) je obecné feSeni pfifazené HLDR, tj. diferencidlni rovnice y”" — 3y’ — 4y = 0.
Odpovidajici charakteristicka rovnice je

A —3x—4=0.
Jeji kofeny jsou A1 = —1, Ao = 4. Obecné tfeSeni prifazené HLDR tedy je
Y () = Cie ” —I—C'ge4m, reR, C1,Cy €R.
Ukazme, ze prava strana zadané NLDR f(z) = 3e2” je tzv. specialni prava strana
e”” (P (x) cosbx + Q(x) sin bx) .

Polozime-li a =2, b=0, P(x) =3 a Q(x) = 0, dostaneme
e?* (3 cos 0z + 0sin 0z) = 3e3”.

Dalsi

|
.—p.14/37



Priklad 3.3.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) y’/ — 3y’ — 4y = 3e°7.
Reseni:
V takovém pripadé umime udélat odhad partikuldrniho (= néjakého, jednoho) treSeni

zadané NLDR:
Yplz) — z"e” (R(x) cos bz + S(z) sinbz) ,

kde R(x), S(x) jsou obecné polynomy stupné max{stP,stQ} a konstanty a,b zndme z
tvaru pravé strany f(x). Je-li ¢islo @« = a+bi = 2+ 04 kofenem charakteristické rovnice,
je hodnota konstanty k rovna nasobnosti kofene «. Neni-li a kofenem charakteristické
rovnice, je k = 0. Stupen polynomu P(x) =3 je stP = 0 a stupen polynomu Q(z) =0
je stQ = 0. Odtud je stR,S =0, proto R(z) = A€ R a S(z) = B € R. Cislo a =2
neni kofenem charakteristické rovnice (A1 = —1, A2 =4 ), tedy k& = 0. Mame

Yp(x) = 2°¢®" (A cos 0z 4+ Bsin 0z) = Ae*”.

Zbyva urcit konstantu A. Chceme, aby funkce y, (z) = Ae?® byla Fesenim zadané
NLDR vy’ — 3y’ — 4y = 3e?*, tedy ji spliiovala. Spoctéme y; (x) a y; (x):

/ _ 2x /7 . 2x
Yp (x) = 2Ae — Y, (x) = 4Ae™".

Dosadme do zadané NLDR y, y;D a y; :
4Ae*" —3.24e%" — 4. Ae®® = 3&°".

Dalsi |

|
.—p.14/37



Priklad 3.3.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) y’/ — 3y’ — 4y = 3e°7.

Reseni:

2% e kladnd, obé strany rovnice vydélime touto funkei, pak

Funkce e
1
4A —6A —4A =3 — A:_§'
Partikularni reseni zadané NLDR je
1 2x
x)=——¢e"".
yp () >
Obecné feSeni rovnice y”/ — 3y’ — 4y = 3e*® tedy je

1
y(x):Cle_w+CQe4m—§ezm, zr€eR, Ci,Cy eR.

Zpét

|
.—p.14/37



Priklad 3.3.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) y’/ — 3y’ — 4y = 3e°7.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)-3xdiff (v (x),x)-4xy(X)=3*exp (2*xX));

2 x
DR := (C;;—Q y(z)) — 3 (L y(z)) —4y(z) = 322
> dsolve (DR, vy (x));

1
y(z) = el=®) _C2 + 42 _C1 — 5 e(22)

Zpét

.—p.14/37



Priklad 3.3.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) y”/ — 3y’ — 4y = 3e°“ .
Mathematica:

rovnice = y” [z] — 3y [z] — 4y[z] == 3Exp[2z];

reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{y[:z;] o —% e O] + e4w0[2]}}
Zpét

|
.—p.14/37



Priklad 3.3.2

~ s~ o~ s . ’ , . o, s, . 144 / .
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice y"" — 3y’ — 4y = 2sinx.

@@:9{}5ﬁ1# Zpét

|
.—p.15/37



Priklad 3.3.2

~ s~ o~ s . ’ , . . s s, . 144 / .
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice y"" — 3y’ — 4y = 2sinx.

Vysledek:
y(:z;):lee_g"’-I—Cge‘m—l—117 cos T — % sinx, x€R, C1,C:€R.

Zpét

|
.—p.15/37



Priklad 3.3.2

~ s~ o~ s . ’ , . o, s, . 144 / .
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice y"" — 3y’ — 4y = 2sinx.

Navod:

Rovnice je NLDR s konstantnimi koeficienty
koy" + k1y' + koy = f(x), ko, k1,ka € R, kg # 0. Jeji feSeni hleddme podle nidvodu v
prikladé 3.3.1.

Zpét

|
.—p.15/37



Priklad 3.3.2

~ 7~ o~ , . , , . o, s, . 144 / .
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice y"" — 3y’ — 4y = 2sinx.
Reseni:

Obecné teseni zadané NLDR ma tvar
y(CIZ) =Yy (:B) + Yp (CIZ) )

kde y,, (x) je obecné feseni piifazené HLDR, tj. diferencidlni rovnice y" — 3y’ — 4y = 0.
Reseni zndme z piikladu 3.3.1, je

Y (z) = Cre”™® +Cae®™, z€R, C1,Cz€R.

Ukazme, ze prava strana zadané NLDR f(x) = 2sinz je specidlni prava strana
e (P(x) cosbx + Q(x) sin bx) .

Polozime-li a =0, b=1, P(z) =0 a Q(x) = 2, dostaneme
e (0 - cos 1 + 2sin 1z) = 2sin z. Odhad partikuldrniho feseni je

Yp(x) = 2" e (R(x) cos bx 4+ S(z) sin bx) ,
kde a = 0, b = 1. Stupen polynomu P(x) =0 je stP = 0 a stupen polynomu Q(x) = 2

je stQ = 0. Odtud je stR,S =0, proto R(z) = A E€R a S(z) = B € R. Cislo
a = a + bi = ¢ neni kofenem charakteristické rovnice (A1 = —1, 2 = 4), tedy k = 0.

Dalsi

|
.—p.15/37



Priklad 3.3.2

~ s~ o~ s . ’ , . o, s, . 144 / .
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice y"" — 3y’ — 4y = 2sinx.
Reseni:

Mame
Yp (z) = 2°e%” (A cos 1z + Bsinlz) = Acosz + Bsin .

Urcéeme konstanty A, B. Funkce y, () = Acosx + Bsinxz musi spliiovat zadanou NLDR
7 / o c oA / 7
Yy —3y —4y = 2sinz. Spoctéme y (x) a Yo (x):

yP(x):—Asinx—l—Bcosx — y;(a:):—Acosx—Bsinx.

) , / 72
Dosadme do zadané NLDR YprYp 2 Yy
—Acosxz — Bsinax — 3(—Asinz + Bcosz) —4(Acosxz + Bsinx) = 2sin x.
U
(—A—3B —4A)cosz+ (—B+3A —4B)sinxz = 0cosx + 2sinx.

Aby byla posledni rovnost splnéna, musi se vyrazy u funkci sinx,cosx na levé a prava
strané rovnosti sobé rovnat:

—3B—-54 = 0
3A—-5B = 2.
Odtud A= —2B,tedy —2B—-5B=2 — B=-32a A=3.

Dalsi

|
.—p.15/37



Priklad 3.3.2

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y"" — 3y’ — 4y = 2sinzx.
Reseni:
Partikularni reseni zadané NLDR je

o) = 5
r) = — COSx — — SsIndax.
i 17 17

Obecné feseni rovnice y'’ — 3y’ — 4y = 2sinz tedy je

o - 3 S
y(x) = Cqe + Cy e —l—ﬁcosx—ﬁsmw, reR, C1,Cs €R.

Zpét

|
.—p.15/37



Priklad 3.3.2

~ s~ o~ s . ’ , . o, s, . 144 / .
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice y"" — 3y’ — 4y = 2sinx.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)-3*xdiff (v (x),x)-4xy(X)=2%sin(x));

2 .
DR := (;;—2 y(z)) — 3 (& y(z)) — 4y(z) = 2sin(z)
> dsolve (DR, vy (x));

3 5)
y(z) == _C2 + ¥ _C1 + T cos(z) — = sin(x)

Zpét

|
.—p.15/37



Priklad 3.3.2

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y"" — 3y’ — 4y = 2sinzx.
Mathematica:

rovnice = y” [z] — 3y [z] — 4y[x] == 2Sin[z];

reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{ylz] = e "C[1] + e**C[2] + L (3Cos[z] — 5Sin[z]) } }

Zpét

|
.—p.15/37



Priklad 3.3.3

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné teseni linedrni diferencidlni rovnice y"' — 3y’ — 4y = —8e” cos2x.

@@:9{}5ﬁ1# Zpét

|
.—p.16/37



Priklad 3.3.3

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné teseni linedrni diferencidlni rovnice y"' — 3y’ — 4y = —8e” cos2x.

Vysledek:
y(x) = Cr1e™ % + Cq ed® o e” (% cos 2x + % sin2:1:) , zeR, Ci,Cs€eR.

Zpét

|
.—p.16/37



Priklad 3.3.3

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné teseni linedrni diferencidlni rovnice y"' — 3y’ — 4y = —8e” cos2x.

Navod:

Rovnice je NLDR s konstantnimi koeficienty
koy" + k1y' + koy = f(x), ko, k1,ka € R, kg # 0. Jeji feSeni hleddme podle nidvodu v
prikladé 3.3.1

Zpét

|
.—p.16/37



Priklad 3.3.3

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y'’ — 3y’ — 4y = —8e” cos 2z .
Reseni:
Obecné teseni zadané NLDR ma tvar

y(CIZ) =Yy (:B) + Yp (CIZ) )

kde y,, (x) je obecné feseni piifazené HLDR, tj. diferencidlni rovnice y" — 3y’ — 4y = 0.
Reseni zndme z piikladu 1, je

Y (z) = Cre”™® +Cae®™, z€R, C1,Cz€R.
Ukazme, ze prava strana zadané NLDR f(z) = —8e” cos2x je specidlni prava strana
e (P(x) cos bxr + Q(x) sin bx) .

Polozime-li a =1, b=2, P(x) = —8 a Q(x) = 0, dostaneme
e’ (—8cos2x + 0sin 2x) = —8e” cos 2x. Odhad partikuldrniho feSeni je

Yo (x) = z"e” (R(x) cos bz + S(z)sinbz) ,

kde a =1, b = 2. Stupeil polynomu P(z) = —8 je stP = 0 a stupen polynomu
Q(x) =0 je stQ = 0. Odtud je stR,S =0, proto R(x) = A€ R a S(x) =B € R. Cislo
a = a4+ bi = 1+ 2¢ neni kofenem charakteristické rovnice (A1 = —1, 2 = 4), tedy k = 0.
Dalsi

|
.—p.16/37



Priklad 3.3.3

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y'’ — 3y’ — 4y = —8e” cos 2z .
Reseni:
Mame Yp (z) = 2%e” (A cos 2z + Bsin 2z) = e” (A cos 2z 4+ B sin 2z).

Urceme konstanty A, B. Funkce y, (z) = e”(A cos 2z + Bsin2x) musi splilovat zadanou
NLDR y" — 3y’ — 4y = —8e” cos 2x. Spoctéme y; (x) a y;; (x):

y; (r) = e"(Acos2x + Bsin2z) + e”(—2Asin 2x + 2B cos 2x)

U
(r) = e”(Acos2x+ Bsin2x)+2e” (—2Asin 2x+2B cos 2x) +e” (—4A cos 2x — 4B sin 2x).

/7

Yp

Dosadme do zadané NLDR vy, y;D a y;;. Leva strana rovnice bude obsahovat mnoho

sCitancu. Z duvodu prehlednosti piSme vyrazy, které dosazujeme, nasledujicim zpusobem:
Na levé strané rovnice se budou vyskytovat nasobky funkci e® cos 2z, e* sin 2x. NapiSme
funkce e” cos2x, e* sin2x pod sebe a pripisujme pouze prislusné konstanty, které u
funkci stoji, jak postupné do rovnice dosazujeme yg, y; a yp. Aby byla rovnost

// / . @x ~ , , , x g8 .
Yp — 3yP — 4yp = —8e” cos2x splnéna, musi se vyrazy u funkci e” cos2xz, e sin2x na
levé a pravé strané rovnosti sobé rovnat. Vse je zapsano v nasledujici tabulce.

leva strana y' — 3y’ — 4y = —8e”cos2x pravastrana
e® cos 2z : ARy SRy A O e G B | | = —8 : e® cos 2z
e® sin 2x : B —-4A —-4B — 3B +6A —4B = 0 : e” sin 2z

Dalsi

.—p.16/37



Priklad 3.3.3

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné teseni linedrni diferencidlni rovnice y"' — 3y’ — 4y = —8e” cos 2.
Reseni:

Hledejme tfeSeni soustavy dvou rovnic pro neznamé A, B, které jsme z tabulky ziskali:

. 2

—10A—2B = -8 104 —-2B = -8 B = 13
fr— fr—

24— 10B = 0 10A —50B = 0 10

_ 13

Partikularni reSeni zadané NLDR je
= (10 2
yp(x) =€ (1—3 cos 2x + o s1n2x) :
Obecné feseni rovnice y'' — 3y’ — 4y = —8¢e” cos 2z tedy je
10

2
y(a:)zcle_x+02e4‘”+ex(1—3Cos2:13+1—381n2x>, reR, Cp;,C02€R.

Zpét

.—p.16/37



Priklad 3.3.3

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné teseni linedrni diferencidlni rovnice y"' — 3y’ — 4y = —8e” cos 2.

Maple:
> restart;
> DR:=(diff(y(x),x$2)-3*diff (v (x),x)-4xy(X)=-8xexp (X) *C0os (2*X) ) ;

2 X
DR := (d‘fB—Q y(z)) — 3 (& y(z)) —4y(z) = —8e” cos(2z)
> dsolve (DR, y (%)) ;

2
y(z) =e7% _C2 + ¥ _C1 + = e” (5cos(2x) 4+ sin(2x))

Zpét

.—p.16/37



Priklad 3.3.3

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné teseni linedrni diferencidlni rovnice y"' — 3y’ — 4y = —8e” cos 2.

Mathematica:

rovnice = y”[z] — 3y’ [z] — 4y[z] == —8Exp|x]Cos[2z];
reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{ylz] — e *C[1] + **C[2] + & e (5Cos[2z] + Sin[2z])} }

Zpét

|
.—p.16/37



Priklad 3.3.4

~ 7~ o~ , . , , . o, , . 144 / .
Naleznéte obecné Feseni linedrni diferencidlni rovnice y”’ — 3y’ — 4y = 3e?® 4+ 2sinx.

@@:9{}5ﬁ1# Zpét

|
. —p.17/37



Priklad 3.3.4

~ 7~ o~ , . , , . o, , . 144 / .
Naleznéte obecné Feseni linedrni diferencidlni rovnice y”’ — 3y’ — 4y = 3e?® 4+ 2sinx.

Vysledek:
y(w):Cle_x-l—CQe4x—%62w+%COSQZ‘—%Sil’lw, zxeR, (Ci,Cz eR.

Zpét

|
. —p.17/37



Priklad 3.3.4

~ 7~ o~ , . , , . o, , . 144 / .
Naleznéte obecné Feseni linedrni diferencidlni rovnice y”’ — 3y’ — 4y = 3e?® 4+ 2sinx.

Navod:

Rovnice je NLDR s konstantnimi koeficienty

koy" + k1y' + koy = f(x), ko, k1,k2 € R, kg # 0. Pouzijeme ndvod z piikladu 1. Prava
strana zadané rovnice vSak neni speciadlni prava strana, ale je souctem dvou specialnich
pravych stran fi(z) + f2(z). Proto hleddme partikuldrni feseni y, () ve tvaru souctu
Yp(x) = yp, () + yp, (%), kde y,, () je partikuldrni feSeni rovnice

koy” + k1y' + koy = f1(z) a Yp, () je partikuldrni FeSenf rovnice

koy" + k1y' + k2y = fa(x).

Zpét

. —p.17/37



Priklad 3.3.4

Naleznéte obecné Feseni linedrni diferencidlni rovnice y”’ — 3y’ — 4y = 3e?® 4+ 2sinx.
Reseni:
Obecné teseni zadané NLDR ma4a tvar

y(x) =yy(x) +yp(2),

kde y, (z) je obecné feSeni pfifazené HLDR, tj. diferencidlni rovnice y”" — 3y’ — 4y = 0.
Reseni zndme z piikladu 1, je

Y (z) = Cre™® + Cae*™, z€R, C1,C2€R.

Prava strana zadané NLDR f(x) = 3e?® 4+ 2sinz je sou¢tem dvou specidlnich pravych
stran fi(z) = 3e?*, viz Pifklad 1 a fo(z) = 2sinx, viz Piiklad 2. Partikuldrni feeni je
souétem partikuldrniho feSeni rovnice y’/ — 3y’ — 4y = 3e%* — Yp, (z) a partikuldrniho
feseni rovnice y"' — 3y’ — 4y = 2sinx — e (x), tj.

Yp(T) = yp, () + yp,y(z) .
Tyto feseni zname z priklada 1 a 2. Mame

1 3 5)
Yyp(x) = 55 e?” 4 T sin x .

Dalsi

. —p.17/37



Priklad 3.3.4

Naleznéte obecné Feseni linedrni diferencidlni rovnice y”’ — 3y’ — 4y = 3e?® 4+ 2sinx.
Reseni:
Obecné Fesen{ rovnice y”’ — 3y’ — 4y = 3e?% + 2sinx tedy je

1 3 5
y(x):Cle_ﬁc+CQe4m——62x—|—— costr — — sinz, z€R, Cp,Cs €R.
2 17 17

Zpét

|
. —p.17/37



Priklad 3.3.4

~ 7~ o~ , . , , . o, , . 144 / .
Naleznéte obecné Feseni linedrni diferencidlni rovnice y”’ — 3y’ — 4y = 3e?® 4+ 2sinx.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)-3xdiff (v (x),x)—-4*xy(x)=3*xexp (2xx)+2xsin (x)) ;

2 43 0
DR := (5 y(2)) - 3(& y(=)) — 4y(2) = 3e?® 4 25in(a)
> dsolve (DR, vy (x));

1 3 5%
y(x) = ed®) _c2 4+~ _C1 — B e(2®) 4 T cos(x) — T sin(x)

Zpét

|
. —p.17/37



Priklad 3.3.4

Naleznéte obecné Feseni linedrni diferencidlni rovnice y”’ — 3y’ — 4y = 3e?® 4+ 2sinx.
Mathematica:

rovnice = y” [x] — 3y’[z] — 4y[x] == 3Exp[2z] + 2Sin[z];

reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

Hylz] —
e”"C[1] + ¢**C[2] + 5q (~17¢** + 6Cos[z] — 10Sin[x]) } }

Zpét

|
. —p.17/37



Priklad 3.3.5

~ s v~ , . , , . o s , . 124 / .
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencialni rovnice y'' + 2y" = 3 + 4sin2x.

@@:9{}5ﬁ1# Zpét

|
.—p.18/37



Priklad 3.3.5

~ s v~ , . , , . o s , . 124 / .
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencialni rovnice y'' + 2y" = 3 + 4sin2x.

Vysledek:
y(z) = C1 + Cye 2% —I—%x— % cos 2x — % sin2z, xze€R, Ci,Cy€eR.

Zpét

|
.—p.18/37



Priklad 3.3.5

~ s v~ , . , , . o s , . 124 / .
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencialni rovnice y'' + 2y" = 3 + 4sin2x.

Navod:

Rovnice je NLDR s konstantnimi koeficienty
koy" + k1y' + koy = f(x), ko, k1,ka € R, kg # 0. Jeji feSeni hleddme podle nidvodu v
prikladé 3.3.4.

Zpét

|
.—p.18/37



Priklad 3.3.5

Naleznéte obecné resSeni linearni diferencidlni rovnice y” + 2y/ =3+ 4sin2x.
Reseni:
Obecné teseni zadané NLDR ma tvar

y(@) =y (@) +yp(z),
kde y,, (x) je obecné feseni piifazené HLDR, tj. diferencidlni rovnice y”’ + 2y’ = 0.
Odpovidajici charakteristicka rovnice je

A2 4+ 2)\ =o0.

Jeji koteny jsou A1 = 0, Ay = —2. Obecné TeSeni pritazené HLDR tedy je
Y, () =C1+C2e ?®, z€R, Ci,02€R.

Prava strana zadané NLDR f(x) = 3 4+ 4sin2x je sou¢tem dvou specidlnich pravych
stran f1(x) =3 a fo(x) = 4sin 2x. Partikuldrni feseni hleddme ve tvaru

Yp(T) = Yp, () + yp,(T),

kde y,, () je partikuldrni feSeni rovnice y' +2y" =3 a Yp, () je partikuldrni feSenf
rovnice y'’ + 2y’ = 4sin2z. UkaZme, Ze pravé strany téchto rovnic fi(z) =3 a
fa(x) = 4sin 2z jsou specidlni pravé strany

e (P(x) cos bx + Q(x) sin bx) .

Dalsi

.—p.18/37



Priklad 3.3.5

Naleznéte obecné resSeni linearni diferencidlni rovnice y” -+ 2y/ =3+ 4sin2x.
Reseni:

Pouzijeme néasledujici tabulku.

i fi(x) a | b | Plzx) | Qlx) e?”(P(x) cosbx 4+ Q(x) sin bx)
1 3 01| o0 3 0 €% (3 cos 0z + 0sin 0z) = 3
2 | 4sin2z | 0 | 2 0 4 e (0 cos 2 + 4 sin 2z) = 4 sin 2z

Odhad partikularnich fesSeni je

Yeralzli— 2" e (R(z) cos bz + S(z) sin bx)
kde
i | a|b| Rx)| S() | a=a+0bi | k Yp, (T)
110 A B 0 z'e%% (A cos 0z + BsinOx) = Ax
2 0 C D 21 2007 (C cos2x + Dsin2x) = C cos2x + Dsin2x

Urceme konstanty A,C, D. Funkce y,, () = Az musi spliiovat rovnost y' + 2y’ = 3.

Spoctéme y%l (z) a ygl (x):

Dalsi

o @) =A —

y, () =0.

|
.—p.18/37




Priklad 3.3.5

~ s v~ , . , , . o s , . 124 / .
Naleznéte obecné tfeseni linearni diferencialni rovnice y'" + 2y" = 3 + 4sin2x .

Reseni:
124

. . 7 ’r_ / .
Dosadme do rovnice y'" 4+ 2y" = 3 Yo, @ Yp, 't

3

Prvni s¢itanec partikularniho reseni je

3

Yp, (T) = 5 &

Funkce y,,(z) = C cos2z + D sin 2z musi spliiovat rovnost y"' + 2y’ = 4sin 2z.
Spoctéme y%z (z) a ygz (x):

y;Q (x) = —2Csin2z + 2D cos 2z — y;Q (x) = —4C cos2x — 4D sin 2x .

/7

, . 17 r . / .
Dosadme do rovnice y'" 4+ 2y = 4sin2x Ypy @ Ypy

—4C cos2x — 4D sin 2z + 2(—2C'sin 2x + 2D cos 2x) = 4 sin 2x

U
(—4C 4+ 4D) cos2x + (—4D — 4C') sin 2z = 0 cos 2z + 4 sin 2x.

Dalsi

|
.—p.18/37



Priklad 3.3.5

~ s v~ , . , , . o s , . 124 / .
Naleznéte obecné tfeseni linearni diferencialni rovnice y'" + 2y" = 3 + 4sin2x .

Reseni:
Aby byla posledni rovnost splnéna, musi se vyrazy u funkci sin2x, cos2x na levé a prava
strané rovnosti sobé rovnat:

—4C +4D = O
—4D —4C = 4.
Odtud D =C, tedy —4C —4C =4 = C = —3 a D = —3. Druhy scitanec
partikularniho feSeni je
1 1
Ypo (T) = — = cos 2z — 5 sin 2x .
Partikularni reSeni zadané NLDR je
() 3 1 > 1 . ;
= —x — — cos2x — — sin 2x.
Yp (T B x > x > x

Obecné feseni rovnice v’/ + 2y’ = 3 + 4sin2x tedy je

_ 3 1 1
y(x) =C1 +Cse 2x—|—§x—§cos2x—§sin2x, reR, Ci,Cs €R.

Zpét

|
.—p.18/37



Priklad 3.3.5

~ s v~ , . , , . o s , . 124 / .
Naleznéte obecné tfeseni linearni diferencialni rovnice y'" + 2y" = 3 + 4sin2x .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)+2xdiff (y(x),x)=3+4*xsin (2xx));

2
DR := (45 y(2)) + 2(F y(2)) = 3 + 4sin(22)
> dsolve (DR,y (x));

1 1 1 3
y(x) = ~3 sin(2z) — 5 cos(2x) — 5 e(=22) _C1 + ; + _C2

Zpét

|
.—p.18/37



Priklad 3.3.5

~ s v~ , . , , . o s , . 124 / .
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencialni rovnice y'' + 2y" = 3 + 4sin2x.

Mathematica:

rovnice = y”[z] + 2y’ [z] == 3 + 4 Sin[2z];

reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{yle] — 2 — 1e="C[1] + C[2] — 4Cos[2a] — 4Sin[2a]} }

Zpét

|
.—p.18/37



Priklad 3.3.6

~ s~ o~ s . ’ , . o s, s, . 124 / —_ —_
Naleznéte obecné Feseni linedrni diferencidlni rovnice vy’ + 4y’ + 4y = 2~ %7 %*, = > 0.

9 ® = 7?2 & & % Zpét

|
.—p.19/37



Priklad 3.3.6

~ s v~ , . , , . ., , . 124 / — —
Naleznéte obecné Feseni linedrni diferencidlni rovnice vy’ + 4y’ + 4y = 2~ %7 %*, = > 0.

Vysledek:
y(r) =e ?*(C1 +Cox —Inz), =€ (0,00), C1,Cy €R.

Zpét

|
.—p.19/37



Priklad 3.3.6

~ s~ o~ s . ’ , . o s, s, . 124 / —_ —_
Naleznéte obecné Feseni linedrni diferencidlni rovnice y”’ + 4y’ + 4y = 2 2%~ 2*, =z > 0.

Navod:

Rovnice je NLDR s konstantnimi koeficienty

koy" + k1y' + koy = f(x), ko, k1,ka € R, kg # 0. Jeji feSeni hleddme podle niavodu v
pfikladé 3.3.1. V tomto pfipadé partikuldrni feSeni y, (z) hleddme pomoci metody
variace konstant; metodu odhadu nelze pouzit.

Zpét

.—p.19/37



Priklad 3.3.6

~ s~ o~ s . ’ , . o s, s, . 124 / —_ —_
Naleznéte obecné Feseni linedrni diferencidlni rovnice y”’ + 4y’ + 4y = 2 2%~ 2*, =z > 0.

Reseni:
Obecné feseni zadané NLDR ma tvar
y(z) =y (z) +yp(z),

kde y, () je obecné feSeni prifazené HLDR, tj. diferencidlni rovnice y”’ + 4y’ + 4y = 0.
Odpovidajici charakteristicka rovnice je

A +4r+4=0.
Jeji kofeny jsou A1,2 = —2. Obecné feseni prifazené HLDR tedy je

yH<$):Cle_2m—}—02[Ee_2x, 33'>0, ClaCQGIR-

Pravé strana zadané NLDR f(z) = ™ ?e” 2" nenf specidlni pravé strana
e (P(x) cos bx + Q(x) sin bx) .

V takovém pripadé pro odhad partikularniho reSeni pouzijeme metodu variace konstant,
tj. v obecném reseni pritrazené HLDR nahradime konstanty C;,Cs funkcemi. Dostaneme

yp(x) = C1()e™*" 4+ Ca(z)ze™ 2.

Dalsi

.—p.19/37



Priklad 3.3.6

~ s~ o~ s . ’ , . o s, s, . 124 / —2 —2
Naleznéte obecné teseni linedrni diferencidlni rovnice y"" + 4y’ +4y =z~ “e” “*, x > 0.

Reseni:

Nyni musime najit funkce Ci(x),Ca(xz). Pro derivace téchto funkci umime sestavit
soustavu rovnic

Ci(z) y1(z) + CL(x) y2(x) g

Ci(z)yi(z) + Co(x) ya(x) = L2,

[ yi(@)  v2(2) }[ C; () } :[ 0 }
vi () yh(x) G} () L

Matici soustavy tvoii matice z Wronského determinantu funkci yq(x) = e~ =%,
yo () = x e 2%, které tvoif fundamentalni systém feseni piifazené HLDR. Konkrétné

e 2% re 2 Ci(z) | _ 0
—2e7 2% (1 —2x)e 2% . Ch(z) | | =z % 2* |’

Pouzitim Cramerova pravidla soustavu vyfreSime. Spoctéme determinanty:

v maticovém tvaru

e xe 2%

—4x —4x
= (1 — 2z)e + 2xe =& ;

Dalsi

.—p.19/37



Priklad 3.3.6

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlnf rovnice y'’ 4+ 4y’ + 4y = 2727 %* | z > 0.
Reseni:
— 2z
T e —9) —4x —1 —4dx
D = = —d5 xre = —g5 e
! r”%e7?" (1 —2z)e %" ’
—2x
© 0 -2 _—4
Dy = _9e—2%  —2,—2z ‘ =a e 7"
Pak 1_—4 2 _ —4
D1 e ¥ DQ ‘e ¥
/ /
e T D e x
Tedy
1 1 1
Ci(z) = | —— dx = — In|z]|, Co(x) = | — do=——.
x e x

Integracni konstanty nepiSeme, nebot hleddme jedno feseni y, (x), tedy jednu funkci
C1(z) a jednu funkci Cay(x). Partikularni feSeni zadané NLDR je

1
Yp(z) = —In |z e ?" — Zge ** = —In|z|e ** —e ",
77

Obecné fesen{ rovnice y”’ + 4y’ + 4y = 2727 2%, 2 > 0 tedy je
Dalsi

.—p.19/37



Priklad 3.3.6

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlnf rovnice y'’ 4+ 4y’ + 4y = 2727 %* | z > 0.
Reseni:
—2x —2x —2x —2x
y(z) = Cie +Cozxe — In|z|e —e , x € (0,00), C1,C2 €R.

= (C1+Crz—Inlz|—1)e *"
= (C1+4+Cyx—Inz)e **
Je-li C'7 libovolna konstanta, je také C7 — 1 libovolna konstanta, oznacili jsme ji opét

C1. Definiénim oborem je interval (0, c0), na kterém je prava strana rovnice definovand a
spojita.

Zpét

|
.—p.19/37



Priklad 3.3.6

~ s~ o~ s . ’ , . o s, s, . 124 / —_ —_
Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y’/ 4+ 4y’ + 4y = z~ 2e ™2

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)+4*diff (v (x),x)+4xy(x)=1/(x"2)*exp (-2*x));
52 P e(—293)
DR = (5 y(@)) + 4 (5 y(2)) + dy(e) = —;

> dsolve (DR, y (%)) ;
y(z) =e(72%) 02 4+ ¢e(72%) gz _C1 — (In(z) + 1) {722

Zpét

, x > 0.

.—p.19/37



Priklad 3.3.6

~ s~ o~ s . ’ , . o s, s, . 124 / —_ —_
Naleznéte obecné Feseni linedrni diferencidlni rovnice vy’ + 4y’ + 4y = 2~ %7 %*, = > 0.

Mathematica:

rovnice = y” [z] + 4y’ [z] + 4y[z] == 1/(z”2)Exp[—2z];
reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{ylz] = e~ 2*C[1] + e 2*2C[2] — e 2*(1 + Log[z]) } }
Zpét

|
.—p.19/37



Priklad 3.3.7

~ s v~ ’ . s, s, . o s ’ . 144
Naleznéte obecné feSeni linedrni diferencidlni rovnice y* —y" = =55~ , = < 0.
X

'@@:9{}5*# Zpét

.—p.20/37



Priklad 3.3.7

~ v~ s 1 . T s 212 . /17 / 2
Naleznéte obecné tesSeni linedrni diferencidlni rovnice y'" — y’" = Ew , ©<0.
X

Vysledek:
y(x) = C1 + Cz€e” —I—%, x € (—o0,0), C1,C2 €R.

Zpét

|
.—p.20/37



Priklad 3.3.7

~ 7~ ~ 7’ . ’ ’ . ., ’ . 144
Naleznéte obecné feSeni linedrni diferencidlni rovnice y* —y" = =55~ , = < 0.
X

Navod:

Rovnice je NLDR s konstantnimi koeficienty

koy" + k1y' + koy = f(x), ko, k1,ka € R, kg # 0. Jeji feSen{ hleddme podle nédvodu v
piikladé 3.3.1. V tomto piipadé partikuldrni feseni y, (z) hleddme pomoci metody
variace konstant; metodu odhadu nelze pouzit.

Zpét

.—p.20/37



Priklad 3.3.7

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice vy’ — vy’ = 2;? , £ <0.
Reseni:
Obecné tesSeni zadané NLDR ma tvar

y(r) =y, () +yp(z),

kde y,, () je obecné feseni ptifazené HLDR, tj. diferencidlni rovnice 3y’ — 3y’ = 0.
Odpovidajici charakteristickd rovnice je

AP —x=o0.
Jeji koreny jsou A1 = 0, Ao = 1. Obecné reseni prifazené HLDR tedy je
Y (z) = Ch +Che®™, <0, C1,CyeR.
Prava strana zadané NLDR f(z) = a:—3w neni specidlni prava strana
e (P(x) cosbx + Q(x) sin bx) .

V takovém pripadé pro odhad partikularniho reSeni pouzijeme metodu variace konstant,
tj. v obecném reseni pritazené HLDR nahradime konstanty C;,C2 funkcemi. Dostaneme

Yp (x) = C1(z) + Ca(x)e” .

Dalsi

.—p.20/37



Priklad 3.3.7

= 2 A s ‘ s 7 <212 . 1/ / 2
Naleznéte obecné tfeseni linedrni diferencialni rovnice y'' —y = +3w , x <O0.
X

Reseni:

Nyni musime najit funkce C;i(z),C2(z). Pro derivace téchto funkci umime sestavit
soustavu rovnic

Ci(@) y1(2) + Cy(z) y2(x) = g

C1 () i () + Cy(x) yp(x) =,

yi(z) y2(x) | | Ci(z) | _ (f?)
— . _
vi(z) () Cs () o
Matici soustavy tvofi matice z Wronského determinantu funkci yi(z) =1, ya(x) = e”,
které tvori fundamentalni systém reSeni pritazené HLDR. Konkrétné

1 e” Ci(z) | _ 0
0 e | | Cix) | 2:})“3 '

Pouzitim Cramerova pravidla soustavu vyfreSime. Spoctéme determinanty:

v maticovém tvaru

1 e* 0 e”® 2+ x 1 0 24+ x
D = — ew, D1 = = — ew, Do = —
| ea: | 1 | 2—2&: em | 11’,'3 2 | 0 Q—Ew | $3
X a5
Dalsi

.—p.20/37



Priklad 3.3.7

~ Ve ~ ~ d . / d . . 7/ v . // /
Naleznéte obecné resSeni linearni diferencialni rovnice y'' — y" = 2+3w , + < 0.
X

Reseni:
Pak
C/(x)_Dl__Qsz’)mem__Q‘Fx C’(x)_D2_2$x_2+xe—w
! D e’ N 3 2 N e g8
Tedy
24+ x 2 1 1 1
2 2 1
Ca(x) = / —|—3:c e ¥ dx = (— _x—l——e_x> dx
75 75 75
B T e T [RERSRY SRS TN
v(iz)=e %, v'(x)=—e" x? x? e
_ 1 o
——e

Integracni konstanty nepiseme, nebot hleddme jedno reseni y, (x), tedy jednu funkci
C1(z) a jednu funkci Cay(x). Partikularni feSeni zadané NLDR je

1 1 1 ..

1
)= — +F———F€ € = —.
yP() x2 T T2 T

Daléi |

|
.—p.20/37



Priklad 3.3.7

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice 3"/ — ¢y’ = 22 | 2 < 0.
X
Reseni:
’/ ~ > ’ 3 124 / 2 S
Obecné teseni rovnice y'' — y' = 9;"333 , < 0 tedy je

1
y(w):Cl—l—Cgew—l——, LEE(—O0,0), Ci1,C2 €R.
T

Definiénim oborem je interval (—oo,0), na kterém je prava strana rovnice definovana a
spojita.

Zpét

.—p.20/37



Priklad 3.3.7

/

~ 7~ ~ 7’ . ’ ’ . ., ’ . 144
Naleznéte obecné resSeni linearni diferencialni rovnice y'' — y" =

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)-diff(y(x),x)=(2+x)/(x"3));
2 2+ x
DR i= (£ y(2)) - (& (@) = —

> dsolve (DR, y (%)) ;

1
y(x) = — 4+ e*_.C1 +_C2
x

Zpét

.—p.20/37



Priklad 3.3.7

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice vy’ — vy’ = 2;3% , ¢ <0.
Mathematica:

rovnice = y”[z] — ¥’ [z] == (2 + z) /(=" 3);

reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{yle]l = 5 +e"C1] + C2]}}

Zpét

|
.—p.20/37



Partikularni reSeni LDR 2. radu (pocatecni uloha)

Piiklad 3.4.1 Naleznéte feSeni linedrni diferencidlni rovnice vy”' + vy’ — 2y = 2z, které
vyhovuje poédteénim podminkdm y(0) = 0,y’(0) = 1.

Priklad 3.4.2 Je funkce y(x) = —% x cos2x, x € R feSenim diferencidlni rovnice

y"" + 4y = 3sin 2z, které vyhovuje pociteénim podminkdm y(0) =0, y'(0) = —% ?
Piiklad 3.4.3 Naleznéte feSeni linedrni diferencidlni rovnice 2y’ 4 8y = Sin:)l, syt které
vyhovuje poédteénim podminkdm y(Z) =12, v (%) =4.

@ © Zpét

. —p.21/37



Priklad 3.4.1

Naleznéte feSeni linedrni diferencidlni rovnice vy’ 4+ vy’ — 2y = 2z, které vyhovuje
poc¢ateénim podminkam y(0) = 0,4y’ (0) = 1.

'@':?éﬁﬁlg‘ Zpét

|
. —p.22/37



Priklad 3.4.1

Naleznéte feSeni linedrni diferencidlni rovnice vy’ 4+ vy’ — 2y = 2z, které vyhovuje
poc¢ateénim podminkam y(0) = 0,4y’ (0) = 1.

Vysledek:
y(x) = —%e_% +e*—z—-1, =zeR.
Zpét

|
. —p.22/37



Priklad 3.4.1

Naleznéte feSeni linedrni diferencidlni rovnice vy’ 4+ vy’ — 2y = 2z, které vyhovuje
poc¢ateénim podminkam y(0) = 0,4y’ (0) = 1.

Navod:

Rovnice je NLDR s konstantnimi koeficienty

koy" + k1y' + koy = f(x), ko, k1,k2 € R, ko # 0. Nejprve najdeme obecné feseni stejné
jako v predchozich prikladech a pak urcime konstanty C,Cs2 tak, aby nalezené reseni
splnovalo pocatecni podminky.

Zpét

. —p.22/37



Priklad 3.4.1

Naleznéte feSeni linedrni diferencidlni rovnice vy’ 4+ vy’ — 2y = 2z, které vyhovuje
poc¢ateénim podminkam y(0) = 0,%'(0) = 1.

Reseni:
Obecné teSeni zadané NLDR ma tvar

y(z) =yy () +yp(x),

kde y, (z) je obecné feseni piifazené HLDR, tj. diferencidlni rovnice y”’ + 3y’ — 2y = 0.
Odpovidajici charakteristickd rovnice je

A2 N —2)\ =0.

Obecné reSeni prirazené HLDR tedy je

Jeji kofeny jsou A1 = —2, A2 =1
m—}—Cgem, x€eR, (Ci,C2 €R.

(z) = Cre 2

Yu
Ukazme, Ze prava strana zadané NLDR f(z) = 2z je specidlni pravé strana

e”” (P (x) cosbx + Q(x) sin bx) .

Polozime-li a =0, b =0, P(x) =2z a Q(z) = 0, dostaneme
e?% (2 cos 0z + 0sin 0z) = 2z. Odhad partikuldrniho fesenf je

Yp(x) = 2" e (R(x) cos bx + S(z) sin bx) ,

kde a = 0, b = 0. Stupeii polynomu P(x) = 2z je stP =1 a stupeii polynomu Q(z) =0
je st@Q = 0. Odtud je stR,S =1, proto R(z) = Az + B a S(x) = Czxz + D. Cislo
a = a + bi = 0 neni kofenem charakteristické rovnice (A1 = —2, 2 = 1), tedy k = 0.
Dalsi
|

|
. —p.22/37



Priklad 3.4.1

Naleznéte feSeni linedrni diferencidlni rovnice vy’ 4+ vy’ — 2y = 2z, které vyhovuje
poc¢ateénim podminkam y(0) = 0,%'(0) = 1.

Reseni:
Mame

Yyp(x) = 2°e"” ((Az + B) cos 0z + (Cx + D) sin0z) = Az + B.
Urceme konstanty A, B. Funkce y, (z) = Az + B mus{ spliovat zadanou NLDR
vy’ + vy — 2y = 2x. Spoctéme y; (x) a y; (x) :

/7

yo@=A = y'(a)=0

7
i
O+A—-2(Ax+B)=2x — A —2B—2Azx =2z

Dosadme do zadané NLDR y, y; a y

Polynomy na obou stranach rovnice se rovnaji, jestlize se rovnaji koeficienty u stejnych
mocnin proménné x na levé a pravé strané, tj.

A—2B:O:>A:_1
294 = 2

|
N[

Partikularni reSeni zadané NLDR je

1

Yp(z) = — — %

Dalsi

|
. —p.22/37



Priklad 3.4.1

Naleznéte feSeni linedrni diferencidlni rovnice vy’ 4+ vy’ — 2y = 2z, které vyhovuje
poc¢ateénim podminkam y(0) = 0,%'(0) = 1.
Reseni:
Obecné feseni rovnice vy + vy’ — 2y = 2z tedy je
y(x) :Cle_2“’+02e“’ — T — %, reR, C1,C: €R.

Nyni urcime konstanty C7,Cs2 tak, aby nalezené tfeSeni vyhovovalo pocatecnim
podminkdm y(0) = 0,4y’ (0) = 1. Spo¢téme derivaci obecného feseni y(x):

v (z) = —2C1e” 2% 4 O3 e® — 1. Pak po dosazeni pocateénich podminek do y(z) a y'(z)
dostaneme
= 40 = Cie 010 —0- 1}
1 = 2/(0) = —2Ce?%4+0Ce% -1
Odtud
% = Cl + CQ . 1 = 2C(1 + 202
2 = —2C1 + Cy 2 = —2C1 + Cy
Hledané feseni ma Co =1 a Cq = —%, tedy
1 =28 x 1
y(:z;):—ge + e —:1;—5, xr€eR, C1,Ce €R.
Zpét

|
. —p.22/37



Priklad 3.4.1

Naleznéte feSeni linedrni diferencidlni rovnice vy’ 4+ vy’ — 2y = 2z, které vyhovuje
poc¢ateénim podminkam y(0) = 0,4y’ (0) = 1.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)+diff(y(x),X) 2%y (x)=2%xX);

2
DR := (Z5y(x)) + (gL y(@)) — 2y(z) =22
> PP:=y(0)=0,D(y) (0)=1;
PP :=y(0) =0, D(y)(0) =1
> dsolve ({DR,PP}, vy (x));
1 1

y(w):ex—ae(_2x)—§—a:

Zpét

|
. —p.22/37



Priklad 3.4.1

Naleznéte feSeni linedrni diferencidlni rovnice vy’ 4+ vy’ — 2y = 2z, které vyhovuje
poc¢ateénim podminkam y(0) = 0,4y’ (0) = 1.

Mathematica:

rovnice = y” [z] + ¢’ [z] — 2y[x] == 2z;

ppl = y[0] == 0; pp2 = ¥'[0] == 1;

reseni = DSolve[{rovnice, ppl, pp2}, y[z], z]
{H{ylz] = 2e 2" (-1 — ®® +2e°* — 2¢*"2) } }

Simplify[%)]

{{y[x] - —3 — 6_2233 + e® — x}} Zpét

|
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Priklad 3.4.2

Je funkce y(x) = —% x cos2x, x € R feSenim diferencidlni rovnice vy’ + 4y = 3 sin 2z,
které vyhovuje potdtecnim podminkdm y(0) =0, y'(0) = —27
@ B = 2?2 &L % L Zpét

|
.—p.23/37



Priklad 3.4.2

Je funkce y(x) = —% x cos2x, x € R feSenim diferencidlni rovnice vy’ + 4y = 3 sin 2z,
které vyhovuje potdtecnim podminkdm y(0) =0, y'(0) = —27
Vysledek:

Ano, je feSenim dané pocatecni ulohy.

Zpét

|
.—p.23/37



Priklad 3.4.2

Je funkce y(x) = —% x cos2x, x € R feSenim diferencidlni rovnice vy’ + 4y = 3 sin 2z,
které vyhovuje potdtecnim podminkdm y(0) =0, y'(0) = —27

Navod:

~ 1/ . . s , . , 1/ ’
Vypocteme y''(x) a do diferencidlni rovnice dosadime za y''(x) a y(x). Leva strana
rovnice se musi rovnat pravé pro vSechna readlnd x a musi byt splnény pocatecni
podminky.

Zpét

.—p.23/37



Priklad 3.4.2

Je funkce y(x) = —% x cos2x, x € R feSenim diferencidlni rovnice vy’ + 4y = 3 sin 2z,
které vyhovuje potdtecnim podminkdm y(0) =0, y'(0) = —27

Reseni:

Ovérime, zda jsou splnény pocatecni podminky.

3
y(O):—Z +0-cos0=0
Spocteme y'(x): )
y (x) = —=cos2zx + — xsin2x
4 4
Y
"(0) 0 0+—6 0 -sin0 0
= —— cos —+0-sin0 = ——
Y 1 1 1
Déle zkoumejme, zda je dand funkce feSenim p¥islusné rovnice. Spoéteme y'’(z):

/" 6 . 6 . 12 :
y (x) = ZSIH2ZE—|—ZSIDQQZ—}—ZZECOS2ZE:3SIH2ZE—|—3:BCOSQ$.

Leva strava rovnice je

3
L = y”—|—4y:3sin2x—|—3xcos2x—|—4 <_Z xcos2x) = 3sin2x

a prava strana rovnice je 2 o T D

Ukézali jsme, ze L = P pro vSechna redlnd x. Funkce y(x) = —% x cos 2x je TeSenim

dané pocatecni tulohy.
Zpét

|
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Priklad 3.4.2

Je funkce y(x) = —% x cos2x, x € R feSenim diferencidlni rovnice vy’ + 4y = 3 sin 2z,
které vyhovuje poc¢ate¢nim podminkam y(0) =0, y'(0) = —% ?
Maple:

> res:=y(x)=-3/4xx*cos (2*X) ;

res :=y(x) = i x cos(2x)

> DR:=(diff(y(x),x$2)+4*y (x)=3%sin(2+*x));

2 .
DR := (—ddI2 y(z)) +4y(x) = 3sin(2x)
> odetest (res,DR);

>  y:i=x—>-3/4xxxC0Os (2%x) ;

3
y:i=x — — x cos(2x)

> y(0);
0
> D(y) (0);
-3
4

Zpét

.—p.23/37



Priklad 3.4.2

Je funkce y(x) = —% x cos2x, x € R feSenim diferencidlni rovnice vy’ + 4y = 3 sin 2z,
které vyhovuje potdtecnim podminkdm y(0) =0, y'(0) = —27

Mathematica:

rovnice = y” [z] + 4y[z] == 3Sin[2z];
reseni = Function[z, —3/42Cos[2z]]
Function [z, — 3 2Cos[2z]]
rovnice/.{y — reseni}

True

y[0] == 0/.{y — reseni}

True

y’'[0] == —3/4/.{y — reseni}

True

Zpét

|
.—p.23/37



Priklad 3.4.3

~ ~ o~ , . s, , . o s , . 124 , .
Naleznéte feSeni linearni diferencidlni rovnice 2y"" + 8y = — ?1)2 , které vyhovuje
S1in €T

potdtetnim podminkdm y(%) =12, y'(%)=4.

@@:96@&# Zpét

. —p.24/37



Priklad 3.4.3

~ ~ o~ , . s, , . o s , . 124 , .
Naleznéte feSeni linearni diferencidlni rovnice 2y"" + 8y = — ?1)2 , které vyhovuje
S1in €T

potdtetnim podminkdm y(%) =12, y'(%)=4.
Vysledek:
) 2cos? 2z — 1
y(x) = —2cos 2z + sin 2z + . , €(0,%).
16 sin 2z
Zpét

|
. —p.24/37



Priklad 3.4.3

~ ~ o~ , . s, , . o s , . 124 , .
Naleznéte feSeni linearni diferencidlni rovnice 2y"" + 8y = — ?1)2 , které vyhovuje
S1in €T

potdtetnim podminkdm y(%) =12, y'(%)=4.

Navod:

Rovnice je NLDR s konstantnimi koeficienty

koy" + k1y' + koy = f(x), ko, k1,k2 € R, ko # 0. Nejprve najdeme obecné feseni stejné
jako v prikladé 3.4.1 a pak ur¢ime konstanty C7,Co tak, aby nalezené tfeseni splnovalo
pocatecni podminky.

Zpét

. —p.24/37



Priklad 3.4.3

Naleznéte feSeni linedrni diferencidlni rovnice 2y’ + 8y = Sin?l) syt které vyhovuje
potdtetnim podminkdm y(%) =12, y'(%)=4.
Reseni:
Obecné teseni zadané NLDR ma4a tvar
y(@) =y (@) +yp(z),

kde y,, () je obecné feseni ptifazené HLDR, tj. diferencidlni rovnice 2y’ + 8y = 0.
Odpovidajici charakteristickd rovnice je

227 + 8 = 0.
Jeji koreny jsou A1 = 27, Ao = —2¢. Obecné reseni prirazené HLDR tedy je
yH(JJ) =Cicos2x + Cssin2x, C1,C2 € R.

Prava strana zadané NLDR f(x) = — %2 neni specialni prava strana
1n X

e (P(x) cosbx + Q(x) sin bx) .

V takovém pripadé pro odhad partikuldrniho rfeSeni pouzijeme metodu variace konstant,
tj. v obecném fesSeni prifazené HLDR nahradime konstanty C;,Cs funkcemi. Dostaneme

Yp(x) = C1(x) cos 2z + Ca(x) sin 2z .
Nyni musime najit funkce Ci(x),Ca(xz). Pro derivace téchto funkci umime sestavit
soustavu rovnic C{ () y1(x) + Cé(x) ya(z) = 0

Ci(2) ¥ (2) + Ch(@) yhla) = L2
Dalsi

. —p.24/37



Priklad 3.4.3

Naleznéte feSeni linedrni diferencidlni rovnice 2y’ + 8y = Sin?l) syt které vyhovuje
potdtetnim podminkdm y(%) =12, y'(%)=4.
Reseni:

v maticovém tvaru

n@ wn@ | [aw|_[ o
- X
(@ i || che) e
Matici soustavy tvoii matice z Wronského determinantu funkci yi(z) = cos 2z,
y2(x) = sin 2z, které tvori fundamentalni systém feSeni pfifazené HLDR. Konkrétné

cos 2x sin 2x Ci(z) | _ 0
—2sin2x 2cos2zx Cé({y) o % ) 1 :

sinS 2

Pouzitim Cramerova pravidla soustavu vyieSime. Spoc¢téme determinanty:

2 in 2
D = COS, v i ST — 2cos? 2z + 2 sin? 2z = 2
—2sin2x 2cos2x
D, = L sin2e | singe _ 1
m 2 cos 2x 2 sin° 2x 2sin® 2z
D, = cos 2x 0 _ _cos2x
—2sin2x — L 2 sin® 2
2 sin3 2z

Dalsi

. —p.24/37



Priklad 3.4.3

~ ~ o~ , . s, , . o s ’ . 124 , .
Naleznéte feSeni linearni diferencidlni rovnice 2y"" + 8y = — ?1)2 , které vyhovuje
S1in €T

potdtetnim podminkdm y(%) =12, y'(%)=4.
Reseni:
Pak
1 _cos2x
O (z) = Dy _ — 2sin%222 _ 1 Ol (x) = Db _ San¥Pm _  SBET
! D 2 4sin2 2z’ 2 D 2 4 sin® 2z
Tedy
1 —1 1 cotg2x 1 cos2x
Cr(w) = L [_ZL gy lcots2r 1cos2z
4 sin“ 2x 4 2 8 sin2x
1 cos 2x sin2x =t 1 1 dt 1 1 1 1
Calw) = = [ S22 g4 Loy 211 1 2
4 sin® 2x 2cos2x dx = dt 4 2 t3 16 t2 16 sin? 2x

Integraéni konstanty nepiseme, nebot hleddme jedno fesSeni y, (z), tedy jednu funkci
C1(z) a jednu funkci Cay(x). Partikularni feSeni zadané NLDR je

1 cos2x 1 1 , 2 cos? 2x — 1
yP (ZE) = — — cos2x — — TSIH2ZE = - o
& sin 2x 16 sin“ 2x 16 sin 2x

/s v~ ’ . 144
Obecné fesen{ rovnice 2y’ + 8y = —3
sin® 2x

tedy je

2cos? 2z — 1

y(x) = Cq cos2x 4+ Cg sin 2x + .
16 sin 2x

) ClaCQE[R-

Dalsi
|

|
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Priklad 3.4.3

~ ~ o~ , . s, , . o s ’ . 124 , .
Naleznéte feSeni linearni diferencidlni rovnice 2y"" + 8y = — ?1)2 , které vyhovuje
S1in €T

potdtetnim podminkdm y(%) =12, y'(%)=4.

Reseni:

Definiénimi obory jsou intervaly I, = (k5,5 + k 5),k € Z, na kterych je prava strana
rovnice definovana a spojita.

Nyni urcime konstanty C7,Cs2 tak, aby nalezené feSeni vyhovovalo pocatecnim

podminkdm y(Z) = 12, y'(Z) = 4. Spoctéme derivaci obecného feseni y(x):

) , 1 —8cos 2z sin 2z sin 2z — (2 cos® 2z — 1)2 cos 2z
y (r) =—2C1sin2x + 2C3 cos2x + — . :
16 sin? 2x

Pak po dosazeni pocateé¢nich podminek do y(z) a y’'(x) dostaneme

15 (=) - = o s W+2coszg—1
_ — A p— COS = S11 =
16 . PR TR Y T TG sin £
1 —8cosZsinZsinZ — (2cos®Z — 1)2cos Z
4 = y'(Z) = —-2C1sinZ +2Czco8 L + — 22 2 ( z — 1) 2
16 sin? %
Odtud 1 = C,
= —-2C1
Hledané feseni ma C; = —2 a Cy =1, tedy
) 2cos? 2z — 1
y(x) = —2cos2x + sin 2z + . , €(0,%).
16 sin 2x

Z intervalu I jsme vybrali vzhledem k poc¢atecnim podminkam ten, ve kterém lezi ¢islo
s
a4

Zpét .~ p.24/37



Priklad 3.4.3

~ ~ o~ , . s, , . o s ’ . 124 , .
Naleznéte feSeni linearni diferencidlni rovnice 2y"" + 8y = — ?1)2 , které vyhovuje
S1in €T

potdtetnim podminkdm y(%) =12, y'(%)=4.
Maple:
> DR:=(2*diff (y(x),x$2)+8xy(x)=(1)/((sin(2*x))"3));
2 1
DR := 2 (45 8 - =
> PP:=y(Pi/4)=15/16,D(y) (Pi/4)=4;
T 15 T
PP = — ) = —), D —)Y =4
y(3) = 12, D)

> dsolve ({DR,PP}, v (x));

1 —1+2cos(2x)?

y(x) = sin(2x) — 2cos(2x) + - Sn(22)

Zpét
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Priklad 3.4.3

Naleznéte feSeni linedrni diferencidlni rovnice 2y’ + 8y = Sin?l) syt které vyhovuje
potdtetnim podminkdm y(%) =12, y'(%)=4.

Mathematica:

rovnice = 2y” [z] + 8y[x] == 1/(Sin[22]"3);

ppl = y[Pi/4]==15/16;pp2 = y'[Pi/4] == 4;

reseni = DSolve[{rovnice, ppl, pp2}, y[z], z]

{{y[z] = 75 (—32Cos[2z] + Cos[2z]Cot[2z] 4+ 15Sin[2z])} }

Pouzijeme-li goniometrické vzorce dostaneme po Upravé stejny vysledek jako v feSeni a v
MAPLE.

Zpét
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Partikularni reSeni LDR 2. fadu (okrajova Uloha)

® Piiklad 3.5.1 Najdéte partikularni feSeni diferencidlni rovnice v/ + 2y +y =e~

vyhovujici okrajovym podminkam y(0) =0, y(2) =0.

® Pi#iklad 3.5.2 Reste okrajovou ulohu 4/ (t) = —7w2y(t), wy(0) =0, vy (%) = —3.
(muze se jednat o linearizovany model kyvadla, kde feSenim je funkce tithlového
vychyleni y, které vyhovuje LDR a danym okrajovym podminkam)

® Pi#iklad 3.5.3 Reste okrajovou tlohu y”/ () + n2y(t) =0, y(0) =0, y(1)=1.
® Piiklad 3.5.4 Reste okrajovou tlohu y”’ + (%)2 y=—x, y(0)=0, y(1l)=0.

Q@ ® Zpét
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Priklad 3.5.1

Najdéte partikuldrni feseni diferencidlni rovnice v’/ + 2y’ + vy = e~ * vyhovujici
okrajovym podminkam y(0) =0, y(2) =0.

'@':?éﬁﬁlg‘ Zpét
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Priklad 3.5.1

Najdéte partikuldrni feseni diferencidlni rovnice v’/ + 2y’ + vy = e~ * vyhovujici
okrajovym podminkam y(0) =0, y(2) =0.

Vysledek:
y(x) = —xe ¥ + %:1:2 e” ", x€R.
Zpét

|
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Priklad 3.5.1

Najdéte partikuldrni feseni diferencidlni rovnice v’/ + 2y’ + vy = e~ * vyhovujici
okrajovym podminkam y(0) =0, y(2) =0.

Navod:

Najdeme vSechna feseni homogenni rovnice pfrislusné k zadané LDR 2. fradu ve tvaru
yg = C1 o1 + C2 p2, kde @1, 2 tvoii fundamentalni systém prostoru feseni HLDR. Dale
vypocitame jedno (libovolné) partikularni feSeni y, pro rovnici s pravou stranou.
Vyjadiime obecné feSeni (stejné jako u pocatecnich tloh) jako soucet

yon = Crp1 +Ca 02 +yp .

Hledané partikularni reseni y okrajové ulohy musi splnovat okrajové podminky.
Stanovime (pokud to lze) koeficienty C7 a C2 pro vyjaddieni hledaného partikuldrniho
reseni okrajové tulohy.

Zpét
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Priklad 3.5.1

Najdéte partikuldrni feseni diferencidlni rovnice v’/ + 2y’ + vy = e~ * vyhovujici
okrajovym podminkam y(0) =0, y(2) =0.

Reseni:

Resime nejdiive pifslusnou HLDR s konstantnimi koeficienty. Charakteristickd rovnice
A2 4+ 2\ + 1 =0 m4 jeden dvojnisobny kofen A1,2 = —1, tedy feseni HLDR je tvaru
yg = Cie " +Coxze 7.

Partikularni feSseni NLDR budeme hledat v odhadnutém tvaru y, = Az?e™ % . Po

0.2 S| . s / . 4 g ‘2L — 1
vyjadreni derivaci Yps Yp @ dosazeni do zadané rovnice dostavame A = 35, tedy
1,2 —x
Yyp = 5 7€ .
1 ,.2 43

Obecné feseni je tedy: yony = Cie” " +Coxe™ * + 57 €™

Hledané partikularni reseni musi splnovat zadané okrajové podminky. Tedy

Ci1e° L04+0=0 - C1 =0

1
016_2—{—02 26_2—{— 5226_2 =0 = Cy = —1.

Resen{ okrajové tlohy je tedy: y(xz) = —xe * + % e, x E€R.

Zpét
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Priklad 3.5.1

Najdéte partikuldrni feseni diferencidlni rovnice v’/ + 2y’ + vy = e~ * vyhovujici
okrajovym podminkam y(0) =0, y(2) =0.

Maple:
>  rovnicel:=diff (y(x),x$2)+2+diff (y(x),x)+ty(x)=exp (-x);

rovnicel = (% y(x)) + 2 (% y(x)) + y(x) = e(—2)

>  podminkyl:=y (0)=0,y(2)=0;
podminkyl :=y(0) =0, y(2) =0
S témito podminkami ma loha jednoznacné teSeni:

> reseni:=dsolve ({rovnicel,podminkyl}, vy (x));

1
reseni = y(z) = —e{ ™% g 4+ = z2 (=)
2
Spravnost vypoctu ovérime dosazenim obecného feseni do puvodni rovnice.

> subs (reseni, {rovnicel,podminkyl});

{y(2) =0,y(0)=0
1

1 1
(hz (e o+ 5 0% ) 4 2(f (—e TV w4 0% elT)) =D 4 S0 e = o)

}

> simplify (%) ;
{y(2) =0, y(0) =0, e=%) = (=)}

Dalsi I

|
.—p.26/37



Priklad 3.5.1

Najdéte partikuldrni feseni diferencidlni rovnice v’/ + 2y’ + vy = e~ * vyhovujici
okrajovym podminkam y(0) =0, y(2) =0.

Maple:

Nakreslime graf partikuldrniho feseni na intervalu (0, 2).
> assign(reseni);

> plot(y(x),x=0..2);

02 04 06 08 I 12 14 16 18 2

>  unassign (y) ;

Zpét
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Priklad 3.5.1

Najdéte partikuldrni feseni diferencidlni rovnice v’/ + 2y’ + vy = e~ * vyhovujici
okrajovym podminkam y(0) =0, y(2) =0.

Mathematica:

rovnice = y” [x] + 2y’ [z] + y[x]==Exp[—z];
podminkal = y[0]==0;
podminka2 = y[2]==0;

S témito podminkami ma tloha jednoznacné teSeni:

reseni = DSolve[{rovnice, podminkal, podminka2}, y, z][[1]]
{y — Function [{z}, 27 (-2 + z)z] }

Spravnost vypoctu ovérime dosazenim obecného feSeni do puvodni rovnice a okrajovych
podminek.

Simplify[{rovnice, podminkal, podminka2} /.reseni]
{True, True, True}

Nakreslime graf partikuldrniho feseni na intervalu (0, 2).

rp = (y/.reseni)[z]
le ™" (—2+z)z

Dalsi
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Priklad 3.5.1

Najdéte partikuldrni feseni diferencidlni rovnice v’/ + 2y’ + vy = e~ * vyhovujici
okrajovym podminkam y(0) =0, y(2) =0.

Mathematica:
Plot[rp, {z, 0, 2}, PlotStyle — {Thickness[0.01]}];

-0.05

-0.15

-0.2

Zpét
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Priklad 3.5.2

Reste okrajovou tlohu y”/ (t) = —7%y(t), y(0) =0, y (&) = —3. (miize se jednat
o linearizovany model kyvadla, kde feSenim je funkce tthlového vychyleni y, které
vyhovuje LDR a danym okrajovym podminkam)

@ ® = 2 & # = Zpét
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Priklad 3.5.2

Reste okrajovou tlohu y”/ (t) = —7%y(t), y(0) =0, y (&) = —3. (miize se jednat
o linearizovany model kyvadla, kde feSenim je funkce tthlového vychyleni y, které
vyhovuje LDR a danym okrajovym podminkam)

Vysledek:
Resenim je funkce y(t) = —3sin(nt).

Zpét
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Priklad 3.5.2

Reste okrajovou tlohu y”/ (t) = —7%y(t), y(0) =0, y (&) = —3. (miize se jednat
o linearizovany model kyvadla, kde feSenim je funkce tthlového vychyleni y, které
vyhovuje LDR a danym okrajovym podminkam)

Navod:

Najdeme vSechna feSseni homogenni rovnice pfislusné k zadané LDR 2. radu ve tvaru
yg = C1 91 + Ca p2, kde ¢1 2 tvoii fundamentalni systém prostoru feseni HLDR.
Vyjadiime obecné feSeni (stejné jako u pocatecnich dloh) yon = yg = C1 1 + C2 p2 .
Hledané partikularni reseni y okrajové ulohy musi splnovat okrajové podminky.
Stanovime (pokud to lze) koeficienty C7 a C2 pro vyjaddieni hledaného partikuldrniho
reseni okrajové ulohy.

Zpét
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Priklad 3.5.2

Reste okrajovou tlohu y”/ (t) = —7%y(t), y(0) =0, y (&) = —3. (miize se jednat
o linearizovany model kyvadla, kde feSenim je funkce tthlového vychyleni y, které
vyhovuje LDR a danym okrajovym podminkam)

Reseni:
Jedna se o feseni HLDR s konstantnimi koeficienty. Charakteristicka rovnice
A2+ 72 =0 ma komplexné sdruzené kofeny A1 o = fim.

Obecné teseni je tedy: yon = yg = Ci1cosmt + Cq sinnt.
Hledané partikularni reseni musi splnovat zadané okrajové podminky. Tedy

Ci1cos0+ Cs sin0 =20 = C:1 =0
T o
01COS§—|—02 SIDE = —3 = Cy = —3.

Reseni okrajové tlohy je tedy: y(t) = —3sin(wt).

Zpét
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Priklad 3.5.2

Reste okrajovou tlohu y”/ (t) = —7%y(t), y(0) =0, y (&) = —3. (miize se jednat
o linearizovany model kyvadla, kde feSenim je funkce tthlového vychyleni y, které

vyhovuje LDR a danym okrajovym podminkam)

Maple:
>  rovnice2:=diff (y(x),x$2)=-P1i"2*y(X);
2
rovnice2 1= CZ}—Q y(z) = —7? y(z)

> reseni:=dsolve ({rovnice2},y(x));

resent := {y(x) = _C1sin(wx) + _C2 cos(mwx)}

> podminky2:=y(0)=0, y(1/2)=-3;

: 1
podminky2 := y(0) = 0, Y(E) — =3
S témito podminkami ma tloha jednoznacné feSeni:

> reseni:=dsolve ({rovnice2,podminky2},y(x));

reseni := y(x) = —3sin(w x)

Spravnost vypoctu ovérime dosazenim obecného feSeni do puvodni rovnice.

> subs (reseni, {rovnice2,podminky2});
52 . 5 . 1
(2 (~3sin(r ) = 82 sin(r ), y(0) = 0, y(3) = -3}
> simplify (%) ;

1
{y(0) =0, y(=) = =3, 3n°sin(rz) = 3w sin(r z)}
Dalsi 2
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Priklad 3.5.2

Reste okrajovou tlohu y”/ (t) = —7%y(t), y(0) =0, y (&) = —3. (miize se jednat
o linearizovany model kyvadla, kde feSenim je funkce tthlového vychyleni y, které
vyhovuje LDR a danym okrajovym podminkam)

Maple:

Nakreslime graf partikuldrniho feseni na intervalu (0, 1/2).
> assign(reseni) ;

> plot(y(x),x=0..1/2,thickness=3);

0.1 02 * 03 0.4 0.5

>  unassign (y) ;

Zpét
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P¥iklad 3.5.2 '

Reste okrajovou tlohu y”/ (t) = —7%y(t), y(0) =0, y (&) = —3. (miize se jednat
o linearizovany model kyvadla, kde feSenim je funkce tthlového vychyleni y, které
vyhovuje LDR a danym okrajovym podminkam)

Mathematica:

rovnice = y” [z]== — Pi’*2y[z];
podminkal = y[0]==0;
podminka2 = y[1/2] == —3;

S témito podminkami ma loha jednoznacné teSeni:

reseni = DSolve[{rovnice, podminkal, podminka2}, y, z][[1]]
{y — Function[{z}, —3Sin[rx]]}

Spravnost vypoctu ovérime dosazenim obecného feseni do puvodni rovnice.

Simplify[{rovnice, podminkal, podminka2} /.reseni]
{True, True, True}

Nakreslime graf partikuldrniho feSeni na intervalu (0, 1/2).

rp = (y/.reseni)[z]
—3Sin[rx]

Dalsi
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Priklad 3.5.2

Reste okrajovou tlohu y”/ (t) = —7%y(t), y(0) =0, y (&) = —3. (miize se jednat
o linearizovany model kyvadla, kde feSenim je funkce tthlového vychyleni y, které
vyhovuje LDR a danym okrajovym podminkam)

Mathematica:
Plot[rp, {z,0,1/2}, PlotStyle — {Thickness[0.01]}];

' ' '
W o N 0 =O

Zpét
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Priklad 3.5.3

Reste okrajovou tlohu 3/ (t) + n2y(t) =0, (0)=0, y(1)=1.
@ B = ?2 &L % L Zpét
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Priklad 3.5.3

Reste okrajovou tlohu 3/ (t) + n2y(t) =0, (0)=0, y(1)=1.

Vysledek:

Okrajova uloha nemé reseni.

Zpét
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Priklad 3.5.3

Reste okrajovou tlohu 3/ (t) + n2y(t) =0, (0)=0, y(1)=1.

Navod:

Najdeme vSechna feseni homogenni rovnice pfrislusné k zadané LDR 2. fradu ve tvaru
yg = C1 ¢1 + C2 2, kde ¢1,2 tvoii fundamentdlni systém prostoru feseni HLDR.
Vyjadifime obecné feseni (stejné jako u pocatecnich dloh) yon = yg = C1 p1 + Cs @3 .
Hledané partikularni reseni y okrajové tlohy musi splnovat okrajové podminky.
Stanovime (pokud to lze) koeficienty C7 a C2 pro vyjaddieni hledaného partikuldrniho
reseni okrajové ulohy.

Zpét
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Priklad 3.5.3

Reste okrajovou tlohu 3/ (t) + n2y(t) =0, (0)=0, y(1)=1.

Reseni:

Jedna se o feseni HLDR s konstantnimi koeficienty. Charakteristicka rovnice
A2 + 72 = 0 m4é komplexné sdruzené kofeny Al,2 = im.

Obecné tesSeni je tedy: yon = yg = Circosmt+ Cs sinwt.

Hledané partikularni reseni musi splnovat zadané okrajové podminky. Tedy

CicosO0+ Cy sin0=0

Cicosm+ Cs sinmt =1
Tato soustava pro C'1, Cs nema teSeni. Okrajova tiloha je tedy nefesSitelna.

Zpét
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Priklad 3.5.3

Reste okrajovou tlohu 3/ (t) + n2y(t) =0, (0)=0, y(1)=1.

Maple:
>  rovnice3:=diff (y(x),x$2)+Pi" 2%y (x) = 0;

rovniced = (% y(z)) + 72 y(xz) =0

>  podminky3:=y(0)=0,y(1l)=1;

podminky3 :=y(0) =0, y(1) =1
Jedna se o stejnou HLDR jako v predchozim prikladé,

> reseni:=dsolve ({rovnice3},y(x));

resent := {y(x) = _C1sin(wxz) + _C2 cos(mw )}
ale jinou okrajovou ulohu. S podminkami y(0) =0, y(1) = 1 tloha nem4d feSeni:

> reseni:=dsolve ({rovnice3, podminky3}, v (x));

resent :=

Zpét
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Priklad 3.5.3

Reste okrajovou tlohu 3/ (t) + n2y(t) =0, (0)=0, y(1)=1.

Mathematica:

rovnice = y” [z]== — Pi’*2y[z];
podminkal = y[0]==0;
podminka2 = y[1] == 1;

Jedna se o stejnou HLDR jako v predchozim prikladé,

reseni = DSolve[rovnice, y, z]
{{y — Function[{z}, C[1]Cos[rz] + C[2]Sin[rx]]}}

ale jinou okrajovou tulohu.
S podminkami y(0) = 0, y(1) = 1 dloha nem4& feSeni:

reseni = DSolve[{rovnice, podminkal, podminka2}, y, z]

DSolve::bvnul : For some branches of the general solution,
the given boundary conditions lead to an empty solution. More. . .

{}

Zpét
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Priklad 3.5.4

Reste okrajovou tlohu y”" + (%)2 y=—x, y(0)=0, y(l)=0.
@ B = ?2 &L % L Zpét
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Priklad 3.5.4

Reste okrajovou tlohu 3" + (%)2 y=—x, y(0)=0, y(l)=0.
Vysledek:

- o 4 T 4x
Resenim je funkce y(x) = — sin <7> - —.

w2 w2
Zpét

|
.—p.29/37



Priklad 3.5.4

Reste okrajovou tlohu y”" + (%)2 y=—x, y(0)=0, y(l)=0.

Navod:

Najdeme vSechna feseni homogenni rovnice prislusné k zadané LDR 2. radu ve tvaru
yg = C1 ¢1 + C2 p2, kde @1, 2 tvoii fundamentalni systém prostoru feseni HLDR. Dale
vypocitame jedno (libovolné) partikuldrni feSeni y, pro rovnici s pravou stranou.
Vyjadiime obecné feSeni (stejné jako u pocatecnich tloh) jako soucet

yon = Crp1 +Ca 2 +yp .

Hledané partikularni reseni y okrajové tulohy musi splnovat okrajové podminky.
Stanovime (pokud to lze) koeficienty C7 a C2 pro vyjaddieni hledaného partikuldrniho
reseni okrajové ulohy.

Zpét
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Priklad 3.5.4

. . , 2

Reste okrajovou ulohu y” 4+ (%) y = —z, y(0)=0, y(1)=0.

Reseni:

Resime nejdifve pifslusnou HLDR s konstantnimi koeficienty. Charakteristickd rovnice
T

s
X2 (5)2 = 0 ma komplexné sdruzené kofeny A1 2 = £1% 5 tedy teSeni HLDR je tvaru

T oo
yH:Clcos§x+C’2 s1n§:13.

Partikuldrni feSeni NLDR budeme hledat v odhadnutém tvaru y, = Ax + B. Po
vyjadreni derivaci y;’, y; a dosazeni do zadané rovnice dostavame

4 4
A:—ﬁ,B:O,tedy yp:—ﬁm
i . T . 4
Obecné teseni je tedy: yon = C' cos P x + C3 sin P T— —T.
T

Hledané partikularni reseni musi splinovat zadané okrajové podminky. Tedy

Cicos0+Cs sin0—-0=20 = Ci =0

s .o 4 4
Cicos— +Cysin— — — =0 = Co = —
2 2 w2 T

- ) L . 4 T 4x
Reseni okrajové tlohy je tedy: y(z) = — sin > ) = r eR.
s

Zpét
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Priklad 3.5.4

Reste okrajovou tlohu y”" + (%)2 y=—x, y(0)=0, y(l)=0.

Maple:
> rovniced:=diff (y(x),x$2)+(Pi/2) "2*y(X) = -Xx;

1
rovnice4 := (CZ;—QQ y(z)) + 7 2y(x) = —x

>  podminky4:=y (0)=0,y(1)=0;

podminky4 :=y(0) =0, y(1) =0
S témito podminkami méa Uloha jednoznac¢né treseni:

> reseni:=dsolve ({rovniced,podminkyd},y(x));

. T
4sm(7) A

resent := y(x) = 5 5
0 0

Nasleduje graf partikuldrniho feseni na intervalu (0, 1)

> assign(reseni);

> assign(reseni);plot(y(x),x=0..1,thickness=3);unassign (y) ;

0.08 1

0.06

0.04 1

0.02

0 02 04 y 06 0.8 1

Zpet
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Priklad 3.5.4

Reste okrajovou tlohu y”" + (%)2 y=—x, y(0)=0, y(l)=0.

Mathematica:

rovnice = y”[z] + (Pi/2)"2y[z]== — x;
podminkal = y[0]==0;
podminka2 = y[1] == 0;

S témito podminkami ma Uloha jednoznacné treseni:

reseni = DSolve[{rovnice, podminkal, podminka2}, y, z][[1]]
—4x + 4Sin [Z2] + 72Sin [Z2] ] }

T2

{y — Function [{a:},
Simplify[{rovnice, podminkal, podminka2} /.reseni]
{True, True, True}

Nasleduje graf partikuldarniho feSeni na intervalu (0, 1)
rp = (y/.reseni)[z]

—4z + 4Sin [ZZ] 4 7 Sin [ZZ]

T2

Dalsi
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Priklad 3.5.4

Reste okrajovou tlohu y”" + (%)2 y=—x, y(0)=0, y(l)=0.

Mathematica:
Plot[rp, {z, 0, 1}, PlotStyle — {Thickness[0.01]}];

0.08
0. 06
0.04

0. 02

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zpét
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LDR vyssich radl, metoda snizeni radu

Priklad 3.6.1 Naleznéte obecné reSeni linearni diferencidlni
1117 124 /
y  +3y" —4y =0.

Priklad 3.6.2 Naleznéte obecné reSeni linearni diferencialni

Priklad 3.6.3 Naleznéte obecné resSeni linearni diferencialni
y'"' — 9y + 27y — 27y =0.

Priklad 3.6.4 Naleznéte obecné reSeni linearni diferencidlni
Priklad 3.6.5 Naleznéte obecné resSeni linearni diferencidlni

Priklad 3.6.6 Naleznéte obecné tfeseni lineadrni diferencialni
y(4) + 2y +y =3sinxz — 5cosx.

Priklad 3.6.7 Naleznéte obecné reSeni linearni diferencidlni
// /
zy'’ —y =z%e%, £>0.

@ ©

rovnice

rovnice

rovnice

rovnice

rovnice Yy

rovnice

rovnice

(LDR)

11
Yy

+y=0.

y(4) + 16y”

Zpét
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Priklad 3.6.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) y'"' + 33" — 4y’ =0.

'@':?éﬁﬁli Zpét
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Priklad 3.6.1

Naleznéte obecné fesenf linearni diferencidlni rovnice (LDR) v’ + 3y" — 4y’ = 0.

Vysledek:
y(w)201+02€m+03e_4ma $€[R, 017027C3€|R-

Zpét

|
.—p.31/37



Priklad 3.6.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) y’"' + 3y — 4y’ = 0.

Navod:

Rovnice je homogenni linedrni diferencidlni rovnice (HLDR) s konstantnimi koeficienty
tvaru koy'" 4+ k1y" + koy' + kay =0, ko, k1,ko, ks € R, ko # 0. Jeji feSeni hleddme ve
tvaru y = e*® kde X\ € R. Konstantu A urc¢ime tak, aby funkce y = e™® spliiovala
zadanou rovnici. Proto musi byt A kofenem charakteristické rovnice

ko3 + k1A% + koA + ks = 0.

Zpét

.—p.31/37



Priklad 3.6.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) y’"' + 3y — 4y’ = 0.
Reseni:
Charakteristickd rovnice zadané LDR y’”’ + 3vy"” — 4y’ =0 je

A 4302 —4x=0

!
AN 4+3x—4)=0.

Jeji koreny jsou A1 = 0, Ao = 1, A3 = —4. Ma-li charakteristickd rovnice tfi razné realné
kofeny A1, A2, A3, pak obecné feseni HLDR ma tvar

y(a:):C’1€>‘1$—|—C’Qe>‘2w—l—Cge>‘3m, r€eR, C1,C2,C3 €R.
Obecné tesSeni zadané LDR tedy je

y(x)201+02€$+036—4$, $€|R, 01)027C3€|R-

Zpét

|
.—p.31/37



Priklad 3.6.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) """ + 3y” — 4y’ = 0.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$3)+3xdiff (y(x),x$2)-4xdiff (y(x),x)=0);

3 2
DR := (L3 y(2)) + 3 (L7 y(z)) — 4 (& y(z)) =0
> dsolve (DR, vy (x));
y(z) = -C1 4+ _C2e7*%) 4 _(03¢®

> restart;

Zpét

.—p.31/37



Priklad 3.6.1

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice (LDR) """ + 3y” — 4y’ = 0.

Mathematica:

rovnice = y”’[x] + 3y” [x] — 4y’ [z] == 0;
reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{yle] » —ge7*"Cl1] + e"C[2] + C[3]}}

Poznamka: Vysledek je totozny s predchozimi vysledky, protoze konstantu —% muzeme
zahrnout do konstanty C[1].

Zpét

|
.—p.31/37



Priklad 3.6.2

~ / ~ ~ d . / I . ./ d . ///
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice y""" +y = 0.

@@:9{}5ﬁ1i Zpét

|
.—p.32/37



Priklad 3.6.2

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d . ///
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice y""" +y = 0.

Vysledek:

y(x :lee_gc-l—CgeE cos(¥3 —I—C’3e§ sin(¥3 , z€R, C1,Cs,C3€R.
) 2

Zpét

|
.—p.32/37



Priklad 3.6.2

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d . ///
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencidlni rovnice y""" +y = 0.

Navod:

Rovnice je LDR s konstantnimi koeficienty tvaru koy’”’ + k1vy"' + koy’ + ksy = 0 a jeji
reseni hledadme podle navodu v predchozim prikladé.

Zpét

.—p.32/37



Priklad 3.6.2

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice vy’ +y = 0.
Reseni:
Charakteristickd rovnice zadané LDR vy’ + vy = 0 je

A’ +1=0.

Rozlozme podle vzorce A® + B®> = (A+ B) - (A? — AB + B?) levou stranu rovnice na

soucin:
A+1DAN°=A+1)=0.
Jeji koreny jsou A1 = —1, Ao = % + @ 1, A3 = % — @ 1. Ma-li charakteristicka rovnice

jeden realny kofen )| a dvaimaginarni komplexné sdruzené koreny Ao = a + b1, A\3 = a — bz, pak
obecné reseni HLDR ma tvar

y(x):Cleklx—I—C'geawcosba:—i—Cgeaxsinbx, reR, Ci,C2,C3€R.

Obecné teseni zadané LDR tedy je

I8

y(z) =Cre” * —|—C’2e2 cos(@ :1[;)—{—()’367 sin(@w), xeR, C1,C2,C3 €R.

Zpét

|
.—p.32/37



Priklad 3.6.2

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d . ///
Naleznéte obecné tesSeni linearni diferencidlni rovnice y'"" +y = 0.

Maple:
> DR:=(diff (y(x),x$3)+y(x)=0);
3
DR := (3 y(2)) + y(z) =0
> dsolve (DR, vy (x));

V3
2

V3zx

y(z) = _C1e~2 4 _C2 e(2) sin( )+ _C8 e(2) cos(

)

Zpét

|
.—p.32/37



Priklad 3.6.2

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice vy’ +y = 0.
Mathematica:
rovnice = y”’[z] + y[z] == 0;

reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{ylz] > e "C[1] + e”/2C[3]Cos | 2| + e*/2C2]8in [4E2] } ]

Zpét

|
.—p.32/37



Priklad 3.6.3

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y’’’ — 9y" + 27y’ — 27y = 0.

@@:9{}5ﬁ1# Zpét

1
.- p.33/37



Priklad 3.6.3

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y’’’ — 9y" + 27y’ — 27y = 0.

Vysledek:
y(x) =C1e3® + Coxe®® + Czz?e3*, xR, C1,C2,C3 E€R.

Zpét

1
.- p.33/37



Priklad 3.6.3

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y’’’ — 9y" + 27y’ — 27y = 0.

Navod:

Rovnice je LDR s konstantnimi koeficienty tvaru koy’”’ + k1vy"' + koy’ + ksy = 0 a jeji
reseni hleddme podle navodu v prvnim prikladé.

Zpét

.- p.33/37



Priklad 3.6.3

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y’’’ — 9y”’ + 27y’ — 27y = 0.
Reseni:
Charakteristickd rovnice zadané LDR vy’ — 9vy” 4+ 27y’ — 27y = 0 je
A% —9X% £ 27N — 27 = 0.
Levou stranu rovnice upravime podle vzorce A® —3A°B +3AB? — B®> = (A — B)®:
(A —3)% =o.

Ma jeden trojnasobny kofen A = 3. Ma-li charakteristicka rovnice jeden realny koren A\
nasobnosti tfi, pak obecné reseni HLDR ma tvar

y(ZIZ):Clekx—FCQZEe)\x—FCgZBQe}\m, x€eR, (C1,C3,C3 €R.
Obecné teseni zadané LDR tedy je
y(z) = C1e’® + Crxe’® + C32”e’®, z€R, C1,02,C3 €R.

Zpét

1
.- p.33/37



Priklad 3.6.3

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y’’’ — 9y" + 27y’ — 27y = 0.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$3)-9+xdiff (v (x),x$2)+27+xdiff (y(x),x)-27xy(x)=0);

3 2
DR := (dd? y(x)) —9 (dd? y(z)) + 27(% y(®)) —27y(z) =0
> dsolve (DR,y (x));

y(z)=_C1e3® 4+ _C2eC%) ¢4 03B g2

Zpét

.- p.33/37



Priklad 3.6.3

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y’’’ — 9y”’ + 27y’ — 27y = 0.
Mathematica:

rovnice = y”’[z] — 9y” [z] + 27y’ [z] — 27y[x] == O;

reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{y[z] — e**C[1] + e**2C[2] + e**2*C[3]} }

Zpét

1
.- p.33/37



Priklad 3.6.4

~ />~ z . z ’ . s 7 g . !/
Naleznéte obecné teseni linearni diferencialni rovnice y(4) + 16y =0.

'@@:9{}5*# Zpét

|
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Priklad 3.6.4

~ />~ z . z ’ . s 7 g . !/
Naleznéte obecné teseni linearni diferencialni rovnice y(4) + 16y =0.

Vysledek:
y(x) = C1 4+ Cox + C3cosdx + Cysindx, xR, C1,C2,C3,C4 €R.

Zpét

|
.—p.34/37



Priklad 3.6.4

~ 7~ ~ 7’ . ’ ’ . ., ’ . 144
Naleznéte obecné teseni linearni diferencialni rovnice y(4) + 16y =0.

Navod:

Rovnice je LDR s konstantnimi koeficienty fadu 4. Jeji feSeni hledame analogicky jako v
predchozich prikladech.

Zpét

|
.—p.34/37



Priklad 3.6.4

Naleznéte obecné feseni linearni diferencidlni rovnice y* + 16y” = 0.
Reseni:
Charakteristickd rovnice zadané LDR y(4) + 16y" =0 je

A* 1607 =0

Y
A (A% +16) = 0.

Jeji kofeny jsou A12 =0, A3 =41, Ay = —4 1. M4-li charakteristickd rovnice jeden
dvojnasobny realny kofen A a dvaryze imaginarni komplexné sdruzené kofeny A3 4 = £bi, pak
obecné reseni HLDR ma tvar

y(z) = C1e™* + Coze™™ 4+ Cycosbr + Cy sinbz, z €R, C1,C,C3,Cs €R.
Obecné teSeni zadané LDR tedy je

y(x) = C1 4+ Cox + C3cosdx + Cysindx, xR, C1,C2,C3,C4 €R.

Zpét

|
.—p.34/37



Priklad 3.6.4

~ 7~ ~ 7’ . ’ ’ . ., ’ . 144
Naleznéte obecné teseni linearni diferencialni rovnice y(4) + 16y =0.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$4)+1l6+xdiff (y(x),x$2)=0);

4 2
DR := (25 y(x)) + 16 (L5 y(x)) = 0
> dsolve (DR, y (%)) ;

y(x) = _C1 + _C2x + _C8sin(4x) + _C4 cos(4 x)

Zpét

|
.—p.34/37



Priklad 3.6.4

~ 7~ ~ 7’ . ’ ’ . ., ’ . 144
Naleznéte obecné teseni linearni diferencialni rovnice y(4) + 16y =0.

Mathematica:

rovnice = y”” [z] + 16y” [z] == 0;

reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{y[z] = C[3] + zC[4] — {5 C[1]Cos[4z] — 15 C[2]|Sin[4z]} }

Poznamka: Vysledek je totozny s predchozimi vysledky, protoze konstantu —% muzeme

zahrnout do konstanty C[1] a C[2].

Zpét

|
.—p.34/37



Priklad 3.6.5

~ s~ o~ s . ’ , . . s s, . 144
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencialni rovnice y'"" —y = x.

@@:9{}5ﬁ1i Zpét
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Priklad 3.6.5

~ s~ o~ s . ’ , . o, s, . 144
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencialni rovnice y'"" —y = x.

Vysledek:

y(z) = Cre” —I—C’ge_E cos(@ x) —I—C’3e_§ sin(@ x)—xz, xR, C1,C2,C3€R.

Zpét

1
.- p.35/37



Priklad 3.6.5

~ s~ o~ s . ’ , . o, s, . 144
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencialni rovnice y'"" —y = x.

Navod:

Rovnice je NLDR s konstantnimi koeficienty 3. fadu koy'"" + k1y”' + koy' + kzy = f(x),
ko, k1,ko, ks € R, kg # 0. Jeji TeSeni je souctem obecného feSeni prirazené HLDR —

Y, () a partikuldrniho (jednoho) feseni zadané NLDR — y, (x), tj.

y(x) =y (x) + yp(x). Obecné feseni y,, () je diskutovano v predchozich piikladech.
Partikularnf feSeni y, (z) mizeme nalézt pomoci tzv. metody variace konstant; v tomto
pripadé je vyhodnéjsi tzv. metoda odhadu.

Zpét

.- p.35/37



Priklad 3.6.5

~ s~ o~ s . ’ , . o, s, . 144
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencialni rovnice y'"" —y = x.

Reseni:
Obecné teseni zadané NLDR ma tvar
y(CB) =Yy (:B) + Yp (:I)) )

kde y,, (x) je obecné feseni piifazené HLDR, tj. diferencidlni rovnice y""" —y = 0.
Odpovidajici charakteristicka rovnice je

A —1=0.

Rozlozme podle vzorce A® — B® = (A — B) - (A? + AB + B?) levou stranu rovnice na

soucin:
A=—1)(A +X+1)=0.
Jeji kofeny jsou A1 = 1, Ao = —% + @ 1, A3 = —% — @ 1. Obecné teSeni prifazené
HLDR tedy je
y(z) = C1e” + Co e 2 cos(@ x) + Cs e 2 sin(@ z), xze€R, C1,C2,C3€R.

Ukazme, Ze prava strana zadané NLDR f(x) = z je tzv. specidlni prava strana
e (P(x) cos bx + Q(x) sin bx) .

Dalsi I

1
.- p.35/37



Priklad 3.6.5
Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y""' —y = = .
Reseni:
Polozime-li a =0, b=10, P(z) =z a Q(x) =0, dostaneme €°%(x cos 0z + 0sinOzx) = x.
V takovém pripadé umime udélat odhad partikularniho reseni zadané NLDR:

Yo (x) = 2" e (R(x) cos bz + S(z) sin bz) ,

kde R(x), S(x) jsou obecné polynomy stupné max{stP,stQ} a konstanty a,b zndme z
tvaru pravé strany f(xz). Je-li ¢islo @« = a +bi = 0+ 07 kofenem charakteristické
rovnice, je hodnota konstanty k rovna nasobnosti tohoto kofene «. Neni-li o korenem
charakteristické rovnice, je k = 0. Stupen polynomu P(x) = z je stP = 1 a stupen
polynomu Q(z) = 0 je stQ = 0. Odtud je stR,S = 1, proto R(z) = Ax + B a

S(x) = Cx + D. Cislo a = 0 neni kofenem charakteristické rovnice

(A1 =1,h03=—2%+ ¥3) tedy k= 0. Mdme

Yyp(x) = 2°e?” ((Az 4+ B) cos 0z + (Cx + D) sin0z) = Az + B.

Zbyva urcit konstanty A, B. Chceme, aby funkce y, () = Az + B byla feSenim zadané
NLDR y""’ — y = z, tedy ji spliiovala. Spo¢téme y;/(x) :

y(@)=A = gyl (z)=y. (z)=0.

Dalsi

1
.- p.35/37



Priklad 3.6.5

~ s~ o~ s . ’ , . o, s, . 144
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencialni rovnice y'"" —y = x.

Reseni:
Dosadme do zadané NLDR y, a y;’ :
0— (Az + B) = x.

Polynomy na obou stranach rovnice se rovnaji, jestlize se rovnaji koeficienty u stejnych
mocnin proménné x na levé a pravé strané, tj.

—A = 1 . A = -1
B = B = 0
Partikularni reseni zadané NLDR je
yp(z) = —x.
Obecné feseni rovnice vy’ —y = x tedy je
y(z) = C1e” 4+ Cs e_% COS(@ x) + Cs e_% sin(@ x)—xz, x€R, C1,C3,C3€R.

Zpét

.- p.35/37



Priklad 3.6.5

~ s~ o~ s . ’ , . o, s, . 144
Naleznéte obecné fesSeni linearni diferencialni rovnice y'"" —y = x.

Maple:
> DR:=(diff (y(x),x3$3)-y(x)=x);

3
DR:= (X3 y(2)) —y(z) ==
> dsolve (DR,y (x));

V3zx V3zx

y(x) = —x + _C1e” + _C2 e(_%)sin( )+ -C3e _%)cos(

)

Zpét

1
.- p.35/37



Priklad 3.6.5

Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice y""' —y = = .
Mathematica:
rovnice = y”’[z] — y[z] == =;

reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{y[z] » —z + e“C[1]+ e */2C[2]Cos [*/3“"] + e~ */2C[3]Sin [\/3@‘] }}

Zpét

1
.- p.35/37



Priklad 3.6.6

~ s v~ ’ . s s, . o s ’ . l/ .
Naleznéte obecné tfesSeni linearni diferencialni rovnice y(4) + 2y +y =3sinxz — H5cosx.

'@@:9{}5*# Zpét

1
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Priklad 3.6.6

~ s v~ ’ . s s, . o s ’ . l/ .
Naleznéte obecné tfesSeni linearni diferencialni rovnice y(4) + 2y +y =3sinxz — H5cosx.

Vysledek:

5 o . 3 o
y(x) = cosx C’l—i—C’ga:—i—ga: + sinx C’2+C4a:—§a: ,
r €R, Ci1,C2,C3,C4 € R.

Zpét

1
.- p.36/37



Priklad 3.6.6

~ s~ ~ ’ . s, s, . o s ’ . !/ .
Naleznéte obecné tfesSeni linearni diferencialni rovnice y(4) + 2y +y =3sinxz — H5cosx.

Navod:

Rovnice je NLDR s konstantnimi koeficienty 4. fadu. Jeji feseni hleddme podle navodu v
predchozim prikladé.

Zpét

.- p.36/37



Priklad 3.6.6

Naleznéte obecné tfesSeni linearni diferencialni rovnice y(4) +2y" +y =3sinx — 5cosx.
Reseni:
Obecné reseni zadané NLDR ma tvar

y(z) =yy () +yp(x),

kde y., (z) je obecné feSeni pfifazené HLDR, tj. diferencidlni rovnice y@) 42y +y = 0.
Odpovidajici charakteristicka rovnice je

M rax?Lr1=0

U
A2 +1)%=0.
Ma dva dvojnasobné kofeny A1 2 =1, A3,4 = —%. Ma-li charakteristickd rovnice dva
dvojnasobné ryze imaginarni komplexné sdruzené kofeny A1 2,34 = £bt, pak obecné feseni HLDR

ma tvar
y(x) = Cycosbxr + Cosinbxr + C3x cosbr + Cyx sinbx, x € R, C1,03,C3,C4 €R.
Obecné teseni zadané LDR tedy je

y(x) = Crcosx + Cosinz + Csx cosz+Cypx sinxe, z€R, C1,C3,C3,Cq €R.

Dalsi
|

1
.- p.36/37



Priklad 3.6.6

Naleznéte obecné tfesSeni linearni diferencialni rovnice y(4) +2y" +y =3sinx — 5cosx.

Reseni:

Ukazme, ze prava strana zadané NLDR f(x) = 3sinz — 5cosx je specidlni prava strana
e (P(x) cosbx + Q(x) sinbx) .

Polozime-li a =0, b=1, P(x) = —5 a Q(xz) = 3, dostaneme
e’ (—5cosx + 3sinx) = 3sinxz — 5cos z. Odhad partikularniho feSeni je

Yp(x) = 2" e (R(x) cos bx 4+ S(z) sin bx) ,
kde a =0, b = 1. Stupeil polynomu P(z) = —5 je stP = 0 a stupen polynomu
Q(x) = 3 je st@Q = 0. Odtud je stR,S =0, proto R(z) = A€ R a S(x) =B € R. Cislo
a = a—+ bt =1 je dvojnasobnym korenem charakteristické rovnice, tedy k = 2. Mame

Yp (z) = z2e’” (Acosx + Bsinz) = z°(Acosz + Bsinx).

Urceme konstanty A, B. Funkce y, (z) = x?(Acosx + Bsinz) musi spliiovat zadanou
NLDR 3y + 2¢y" +y = 3sinz — 5 cos z. Spoctéme y; (x) a ygj)(x) :

y;? (z) = 2z(Acosz + Bsinz) + z°(—Asinz + B cos x)

U
y; (z) = 2(Acosz + Bsinx) + 4z(—Asinz + Bcosz) + °(—Acosz — Bsinz).
U

Dalsi
|

1
.- p.36/37



Priklad 3.6.6

~ s~ ~ ’ . s, s, . o s ’ . l/ .
Naleznéte obecné tfesSeni linearni diferencialni rovnice y(4) + 2y +y =3sinxz — H5cosx.

Reseni:

y;/(a:) = 6(—Asinz + Bcosz) + 6x(—Acosx — Bsinz) + 2°(Asinz — B cos z).

yg)(x) = 12(—Acosxz — Bsinz) + 8¢ (Asinz — Bcosx) + a:Q(A cosx + Bsinz).

Dosadme do zadané NLDR vy, y; a ygl). Leva strana rovnice bude obsahovat mnoho
sCitanct. Z divodu prehlednosti piSme vyrazy, které dosazujeme, nasledujicim zpusobem:
Na levé strané rovnice se budou vyskytovat nasobky funkci sinx, cosx, xsinx, xcosx,
z? sinz, z° cosz. Napisme tyto funkce pod sebe a pFipisujme pouze piislusné konstanty,
které u funkci stoji, jak postupné do rovnice dosazujeme yg), y; a yp. Aby byla
rovnost ygf) + 2y; + Yy, = 3sinx — 5cosz splnéna, musi se vyrazy u funkci sinz, cosz
na levé a pravé strané rovnosti sobé rovnat. VSe je zapsano v nasledujici tabulce.

Dalsi

U

levastrana y(*) +2¢y" +y 3sinz — 5cosx prava strana
sin x : —12B + 4B 3 :sinx
COS T : —12A +4A -5 : COS T
xsinx : 8A — 8A 0 : xsinx
T COST: —8B + 8B 0 I X COST
z?sinz : B—-2B+ B 0 22 sinz
z? cosx : A—2A+4+ A 0 . 22 cos x

.- p.36/37



Priklad 3.6.6

Naleznéte obecné tfesSeni linearni diferencialni rovnice y(4) +2y" +y =3sinx — 5cosx.
Reseni:

Hledejme feSeni soustavy dvou rovnic pro neznamé A, B, které jsme z tabulky ziskali:

W

|

|
ool

—8B =
—8A = =5

|
olen

Partikularni reseni zadané NLDR je
y,(z) = x° (E cos:z;—§sina:>.
P 8 8

Obecné treSeni rovnice y(4) + 2y" +y = 3sinx — 5cosx tedy je

y(x) = Crcosx+ Cosinx + C3x cosx + Cyx sinz + x2 (% co — 2 sinx)
:cosx(C’l—l—ngc—l—§x2)+s1nx(02—|—04x——xQ), xE[R C1,C2,C3,C4 € R.

Zpét

1
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Priklad 3.6.6

Naleznéte obecné tfesSeni linearni diferencialni rovnice y(4) +2y" +y = 3sinx — 5cosx
Maple'

> =(diff(y(x),xS$4)+2+xdiff (y(x),x$2) x)=3xsin (x)-5%cos (x));

DR := ( y(xz)) + 2 ( y(x)) + y(x) = 3sin(x) — 5 cos(x)
> dsolve (DR, y (x ))

y(x) = (—g 2 + g — Z x)sin(z) + (g x< — g—g _ 3 x) cos(x) + -C1 sin(z) + -C2 cos(x)
+ _C8sin(x) z 4+ _C4 cos(x) x

Mozna komentar, ze to je zbyteé¢né dlouhy zapis obecného reseni

Zpét
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Priklad 3.6.6

~ s~ ~ ’ . s, s, . o s ’ . l/ .
Naleznéte obecné tfesSeni linearni diferencialni rovnice y(4) + 2y +y =3sinxz — H5cosx.

Mathematica:
rovnice = y”” [z] + 2y” [z] + y[z] == 3Sin[z] — 5Cos|[z];
reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{y[z] — C[1]Cos[z] + xC[2]Cos[x] + C[3]Sin[x] + zC[4]Sin[z] +
= (—12zCos|z] + 10z2Cos[x] — 20Cos[x]® 4+ 122Cos[z]> —
5Cos[x]Cos[2x] — 62Cos[z]Cos[2x] — 20zSin[z] — 622Sin[z] —
12Cos|z])?Sin[z] — 20xCos[z]*Sin[z] — 3Cos[2x]Sin[z] +
10xCos[2z]Sin[z] + 9Cos[z]Sin[2x] — 15Sin[x]Sin[2x]) } }

rl = Simplify[reseni]

{{ylz] — & ((—25+ 102> + 16C[1] + 2z(—3 + 8C[2])) Cos|z]+

(3 — 622 + 16C[3] + 2x(—15 + 8C[4])) Sin[z]) } }

Poznamka: Vysledek je totozny s predchozimi vysledky, protoze konstanty muzeme volit
nasledovné C; = 2= (—25 + 16C[1]), C3 = 2(—3 4+ 8C[2]), C2 = £ (3 + 16C[3]) a
Cy = 2(—154 8C[4)]).

Zpét

1
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Priklad 3.6.7

~ / ~ ~ d . / I . ./ d M // /
Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice zy"”" —y" = z“e*, = > 0.

@@:9{}5ﬁ1i Zpét
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Priklad 3.6.7

~ / ~ ~ d . / I . ./ d M // /
Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice zy"”" —y" = z“e*, = > 0.

Vysledek:

z? x x
y(w)zcl_I'CZ?‘l‘we — €, wE(0,00), C1,C2 € R.

Zpét

|
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Priklad 3.6.7

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice zy"" —y’ = x“e*, = > 0.

Navod:

Rovnice je NLDR 2. fadu. Jeji koeficiety nejsou konstantni funkce (x u y’’') , proto
neumime nalézt obecné resSeni prirazené HLDR, ani partikuldrni feseni zadané NLDR.
Vzhledem k tomu, Ze se v rovnici nevyskytuje funkce vy, je vyhodné zavést substituci
y'(x) = z(x). Dostaneme tak NLDR 1. fddu, kterou umime vytesit, viz. Sbirka fesenych
prikladti k Matematice I, Diferencialni rovnice 1. fadu, LDR 1. fadu. Postup se nazyva
metoda snizeni radu.

Zpét
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Priklad 3.6.7

~ yd ~ ~ / . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice zy"" —y’ = x“e*, = > 0.
Reseni:

Zadand NLDR je 2. fddu s nekonstantnimi koeficienty, tedy neumime nalézt obecné
reseni prirazené HLDR, ani partikuldrni reseni zadané NLDR. Protoze se v rovnici
nevyskytuje funkce y, zavedeme substituci y'(z) = z(z). Pak 3" (z) = 2’(x). Dosadme
do zadané NLDR za vy’ a y'':

/ 2
rz —z=x"e, x>0.

Substituci jsme snizili Ta4d rovnice. Nova diferencidlni rovnice je NLDR 1. fadu. Obé
strany rovnice vydélime funkci x:

Jeji obecné reseni ma tvar
2(@) = 27 (@) + 2 (2)

kde z, (z) je obecné feseni pfifazené HLDR, tj. diferencidlni rovnice

Plati, ze 2, (z) = Cp(x), kde ¢(x) je jedno nenulové feseni pfifazené HLDR. Hledejme
ho pomoci metody separace proménnych:

Dalsi
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Priklad 3.6.7

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice zy"" —y’ = x“e*, = > 0.

Reseni:

dz 1 1 1
—=—z = /—dz:/—dx = Injz|=hl|z] = |z|=|z| =
dx x z x

= napi. z = p(z) = .

Integra¢ni konstantu jsme nepsali, protoze hleddme jedno feseni (x). Tedy
2 (x) = Ce.
Partikuldrni feseni NLDR 2z’ — % z = x e® hleddme ve tvaru soucinu

25 (2) = C(x) p(x) = O(a) =,

kde C(x) je nezndmé funkce, tj. v 2, () nahradime konstantu C funkci C(x). Zbyva
12 =2ze". Proto

urcit funkci C(zx). Chceme, aby z, (x) spliiovalo rovnost z' —

p(

spocteme z; (x) : z; () = C'(z) z + C(x) a dosadime z; a z, do rovnice.

P

1 1
2 ——z=ze" = C@z+Cx)——-CEz=2e = OCO'(z)=¢e"
i i

= C(a:):/ewd:c = C(z) =¢€"
Integracni konstantu nepiseme, nebot hleddme jedno feseni z, (x), tedy jednu funkci C(x).

Dalsi
|

|
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Priklad 3.6.7

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice zy"" —y’ = x“e*, = > 0.
Reseni:
. Y /.~ ~ v . /
Partikularni feSeni rovnice z' —

Jeji obecné teseni je tedy

z(x) = Cx + xe”.
Vzhledem k tomu, Ze z(x) = y'(x), je

u'(z) =e*, wu(x)=-¢e"

2
y(x) = /(Ca:—l—a:ex)dx:C’%—i—/xexdx:

v(x) = x, v (z) =1

x> x>
= C’?—I—xex—/exdx:C’?—i—xex—ex—i—D

2
= Cl+02%+$em—em, x € (0,0), C1,Cy €R.

Defini¢nim oborem je interval (0, c0), na kterém je prava strana rovnice a koeficienty
rovnice definované a spojité. Konstanty jsme pfejmenovali pouze proto, aby bylo vidét, ze
obecné teseni zadané NLDR ma opét tvar

y(z) =y (z) +yp(z),

kde obecné feseni pfifazené HLDR y,, () je linedrni kombinaci dvou linedrné
nezavislych teseni prirazené HLDR.

Zpét
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Priklad 3.6.7

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné feseni linedrni diferencidlni rovnice zy"" —y’ = x“e*, = > 0.

Maple:
> DR:=(x*diff (y(x),x$2)-diff(y(x),x)=x"2*xexp (X)) ;

2 T
DR =z (L5 y(2)) — (£ y(x)) =2 e
> dsolve (DR, vy (x));
z2 _C1

_C2
5 +

y(z) =xze” —e* 4+

Zpét

|
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Priklad 3.6.7

~ / ~ ~ d . / I . . 7/ d M // /
Naleznéte obecné feseni lineiarni diferencidlni rovnice zy" —y" = x“e*, = > 0.

Mathematica:

rovnice = z y” [z] — y'[z] == 2" 2Exp[z];
reseni = DSolve[rovnice, y[z], z]

{{ylz] = e* (=1 +2) + 32*C[1] + C[2]}}
Zpét

|
.—p.37/37
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