
Sbı́rka přı́kladů Matematika II pro strukturované studium

Kapitola 3: Lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice

Chcete-li ukončit prohĺıžeńı stiskněte klávesu Esc.
Chcete-li pokračovat stiskněte klávesu Enter.
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Lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice

• Obecné řešeńı homogenńı LDR 2. řádu

• Partikulárńı řešeńı homogenńı LDR 2. řádu (počátečńı úloha)

• Obecné řešeńı LDR 2. řádu

• Partikulárńı řešeńı LDR 2. řádu (počátečńı úloha)

• Partikulárńı řešeńı LDR 2. řádu (okrajová úloha)

• LDR vyšš́ıch řád̊u, metoda sńıžeńı řádu

Zpět
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Obecné řešenı́ LDR 2. řádu

• Př́ıklad 3.1.1 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR)
y′′ + 5y′ + 6y = 0 .

• Př́ıklad 3.1.2 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
4y′′ − 8y′ + 3y = 0 .

• Př́ıklad 3.1.3 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ + y = 0 .

• Př́ıklad 3.1.4 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′ + 4y′ + 4y = 0 .

Zpět
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Přı́klad 3.1.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′ + 5y′ + 6y = 0 .

? Zpět
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Přı́klad 3.1.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′ + 5y′ + 6y = 0 .

Výsledek:

y(x) = C1e
−2x + C2 e−3x , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.1.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′ + 5y′ + 6y = 0 .

Návod:

Rovnice je homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice (HLDR) s konstantńımi koeficienty
tvaru k0y

′′ + k1y
′ + k2y = 0 , k0, k1, k2 ∈ R , k0 6= 0. Jej́ı řešeńı hledáme ve tvaru

y = eλx, kde λ ∈ R. Konstantu λ urč́ıme tak, aby funkce y = eλx splňovala zadanou
rovnici. Proto muśı být λ kořenem charakteristické rovnice k0λ

2 + k1λ + k2 = 0.

Zpět
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Přı́klad 3.1.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′ + 5y′ + 6y = 0 .

Řešenı́:

Charakteristická rovnice zadané LDR y′′ + 5y′ + 6y = 0 je

λ
2
+ 5λ + 6 = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = −2, λ2 = −3. (Pro chytřeǰśı poznámka: Kvadratická rovnice je v
normovaném tvaru, kořeny lze určit z jejich vlastnost́ı λ1 + λ2 = −5, λ1 · λ2 = 6.) Má-li
charakteristická rovnice dva různé reálné kořeny λ1, λ2, pak obecné řešeńı HLDR má tvar

y(x) = C1e
λ1x

+ C2 e
λ2x

, x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Obecné řešeńı zadané LDR tedy je

y(x) = C1e
−2x

+ C2 e
−3x

, x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.1.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′ + 5y′ + 6y = 0 .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)+5*diff(y(x),x)+6*y(x)=0);

DR := ( d2

dx2 y(x)) + 5 ( d
dx y(x)) + 6 y(x) = 0

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = C1 e(−3 x) + C2 e(−2 x)

Zpět
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Přı́klad 3.1.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′ + 5y′ + 6y = 0 .

Mathematica:

rovnice = y”[x] + 5y′[x] + 6y[x] == 0;rovnice = y”[x] + 5y′[x] + 6y[x] == 0;rovnice = y”[x] + 5y′[x] + 6y[x] == 0;

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]
{{

y[x] → e−3xC[1] + e−2xC[2]
}}

Zpět
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Přı́klad 3.1.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 4y′′ − 8y′ + 3y = 0 .

? Zpět
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Přı́klad 3.1.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 4y′′ − 8y′ + 3y = 0 .

Výsledek:

y(x) = C1e
3
2
x
+ C2 e

1
2
x
, x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.1.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 4y′′ − 8y′ + 3y = 0 .

Návod:

Rovnice je lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty tvaru
k0y

′′ + k1y
′ + k2y = 0 a jej́ı řešeńı hledáme podle návodu v předchoźım př́ıkladě.

Zpět
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Přı́klad 3.1.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 4y′′ − 8y′ + 3y = 0 .

Řešenı́:

Charakteristická rovnice zadané LDR 4y′′ − 8y′ + 3y = 0 je

4λ
2 − 8λ + 3 = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = 3
2 , λ2 = 1

2 . (Kořeny kvadratické rovnice nalezneme pomoćı

vzorečku λ1,2 =
−(−8)±

√
(−8)2−4·4·3
2·4 .) Má-li charakteristická rovnice dva různé reálné

kořeny λ1, λ2, pak obecné řešeńı HLDR má tvar

y(x) = C1e
λ1x + C2 eλ2x , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Obecné řešeńı zadané LDR tedy je

y(x) = C1e
3
2
x

+ C2 e
1
2
x

, x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.1.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 4y′′ − 8y′ + 3y = 0 .

Maple:
> DR:=(4*diff(y(x),x$2)-8*diff(y(x),x)+3*y(x)=0);

DR := 4 ( d2

dx2 y(x)) − 8 ( d
dx y(x)) + 3 y(x) = 0

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = C1 e(
x
2
) + C2 e(

3 x
2

)

Zpět
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Přı́klad 3.1.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 4y′′ − 8y′ + 3y = 0 .

Mathematica:

rovnice = 4y”[x] − 8y′[x] + 3y[x] == 0;rovnice = 4y”[x] − 8y′[x] + 3y[x] == 0;rovnice = 4y”[x] − 8y′[x] + 3y[x] == 0;

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]

{{

y[x] → ex/2C[1] + e3x/2C[2]
}}

Zpět
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Přı́klad 3.1.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ + y = 0 .

? Zpět

. – p.6/37



Přı́klad 3.1.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ + y = 0 .

Výsledek:

y(x) = C1e
− x

2
cos(

√
3

2 x) + C2 e
− x

2
sin(

√
3

2 x) , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.1.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ + y = 0 .

Návod:

Rovnice je lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty tvaru
k0y

′′ + k1y
′ + k2y = 0 a jej́ı řešeńı hledáme podle návodu v prvńım př́ıkladě.

Zpět
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Přı́klad 3.1.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ + y = 0 .

Řešenı́:

Charakteristická rovnice zadané LDR y′′ + y′ + y = 0 je

λ
2
+ λ + 1 = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = − 1
2 +

√
3

2 i, λ2 = − 1
2 −

√
3

2 i. (Kořeny kvadratické rovnice hledáme

v oboru komplexńıch č́ısel, nalezneme je pomoćı vzorečku λ1,2 = −1±
√

12−4·1·1
2·1 .) Má-li

charakteristická rovnice dva imaginárnı́ komplexně sdružené kořeny λ1 = a + b i, λ2 = a − b i,
pak obecné řešeńı HLDR má tvar

y(x) = C1e
ax cos bx + C2 eax sin bx , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Obecné řešeńı zadané LDR tedy je

y(x) = C1e
− x

2
cos(

√
3

2
x) + C2 e

− x
2

sin(

√
3

2
x) , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.1.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ + y = 0 .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)+diff(y(x),x)+y(x)=0);

DR := ( d2

dx2 y(x)) + ( d
dx y(x)) + y(x) = 0

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = C1 e(−
x
2
) sin(

√
3 x

2
) + C2 e(−

x
2
) cos(

√
3 x

2
)

Zpět
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Přı́klad 3.1.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ + y = 0 .

Mathematica:

rovnice = y”[x] + y′[x] + y[x] == 0;rovnice = y”[x] + y′[x] + y[x] == 0;rovnice = y”[x] + y′[x] + y[x] == 0;

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]

{{

y[x] → e−x/2C[2]Cos
[√

3x
2

]

+ e−x/2C[1]Sin
[√

3x
2

]}}

Zpět
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Přı́klad 3.1.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = 0 .

? Zpět
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Přı́klad 3.1.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = 0 .

Výsledek:

y(x) = C1e
−2x + C2 x e−2x , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.1.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = 0 .

Návod:

Rovnice je lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty tvaru
k0y

′′ + k1y
′ + k2y = 0 a jej́ı řešeńı hledáme podle návodu v prvńım př́ıkladě.

Zpět
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Přı́klad 3.1.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = 0 .

Řešenı́:

Charakteristická rovnice zadané LDR y′′ + 4y′ + 4y = 0 je

λ
2
+ 4λ + 4 = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1,2 = −2. (Levou stranu rovnice lze podle vzorečku
A2 + 2AB + b2 = (A + B)2 upravit, tedy (x + 2)2 = 0.) Má-li charakteristická rovnice
jeden dvojnásobný reálný kořen λ, pak obecné řešeńı HLDR má tvar

y(x) = C1e
λx

+ C2 x e
λx

, x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Obecné řešeńı zadané LDR tedy je

y(x) = C1e
−2x

+ C2 x e
−2x

, x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.1.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = 0 .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)+4*diff(y(x),x)+4*y(x)=0);

DR := ( d2

dx2 y(x)) + 4 ( d
dx y(x)) + 4 y(x) = 0

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = C1 e(−2 x) + C2 e(−2 x) x

Zpět
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Přı́klad 3.1.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = 0 .

Mathematica:

rovnice = y”[x] + 4y′[x] + 4y[x] == 0;rovnice = y”[x] + 4y′[x] + 4y[x] == 0;rovnice = y”[x] + 4y′[x] + 4y[x] == 0;

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]
{{

y[x] → e−2xC[1] + e−2xxC[2]
}}

Zpět
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Přı́klad 3.1.5

Ověřte, že funkce y1(x) = cos 2x a y2(x) = sin 2x jsou řešeńı lineárńı diferenciálńı
rovnice y′′ + 4 y = 0 . Tvoř́ı funkce y1, y2 fundamentálńı systém řešeńı?

? Zpět
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Přı́klad 3.1.5

Ověřte, že funkce y1(x) = cos 2x a y2(x) = sin 2x jsou řešeńı lineárńı diferenciálńı
rovnice y′′ + 4 y = 0 . Tvoř́ı funkce y1, y2 fundamentálńı systém řešeńı?

Výsledek:

Ano, tvoř́ı fundamentálńı systém.

Zpět
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Přı́klad 3.1.5

Ověřte, že funkce y1(x) = cos 2x a y2(x) = sin 2x jsou řešeńı lineárńı diferenciálńı
rovnice y′′ + 4 y = 0 . Tvoř́ı funkce y1, y2 fundamentálńı systém řešeńı?

Návod:

Pro y1(x) a y2(x) dosazeńım ověřte pravdivost diferenciálńı rovnice. Fundamentálńı
systém řešeńı tvoř́ı v př́ıpadě LDR 2. řadu dvě lineárně nezávislá řešeńı. Nezávislost
řešeńı ověřujeme pomoćı Wronského determinantu.

Zpět
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Přı́klad 3.1.5

Ověřte, že funkce y1(x) = cos 2x a y2(x) = sin 2x jsou řešeńı lineárńı diferenciálńı
rovnice y′′ + 4 y = 0 . Tvoř́ı funkce y1, y2 fundamentálńı systém řešeńı?

Řešenı́:

Funkci y1 (resp. y2 ) dosad́ıme do dané diferenciálńı rovnice. Spočtěme y′′
1 (x) (resp.

y′′
2 (x) ):

y1(x) = cos 2x =⇒ y
′
1(x) = −2 sin 2x =⇒ y

′′
1 (x) = −4 cos 2x ,

y2(x) = sin 2x =⇒ y′
2(x) = 2 cos 2x =⇒ y′′

2 (x) = −4 sin 2x .

Dosad’me y1 a y′′
1 (resp. y2 a y′′

2 ) do levé strany dané rovnice:

y
′′
1 + 4 y1 = −4 cos 2x + 4 cos 2x = 0 ,

y
′′
2 + 4 y2 = −4 sin 2x + 4 sin 2x = 0 .

Pravá strana dané rovnice je rovna nule. Ukázali jsme tak, že jak pro funkci
y1(x) = cos 2x, tak pro funkci y2(x) = sin 2x se levá strana rovnice y′′ + 4 y = 0 rovná
pravé pro všechna x ∈ R. Funkce jsou řešeńı dané diferenciálńı rovnice. Tvoř́ı
fundamentálńı systém řešeńı, jsou-li lineárně nezávislé.

Daľśı
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Přı́klad 3.1.5

Ověřte, že funkce y1(x) = cos 2x a y2(x) = sin 2x jsou řešeńı lineárńı diferenciálńı
rovnice y′′ + 4 y = 0 . Tvoř́ı funkce y1, y2 fundamentálńı systém řešeńı?

Řešenı́:

Spočtěme jejich Wronskián:

W (x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y1(x) y2(x)

y′
1(x) y′

2(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cos 2x sin 2x

− sin 2x cos 2x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= cos
2
2x + sin

2
2x = 1 6= 0 ∀x ∈ R .

Wronského determinant je r̊uzný od nuly, tedy funkce y1(x) a y2(x) jsou lineárně
nezávislé, tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı.

Zpět

. – p.8/37



Přı́klad 3.1.5

Ověřte, že funkce y1(x) = cos 2x a y2(x) = sin 2x jsou řešeńı lineárńı diferenciálńı
rovnice y′′ + 4 y = 0 . Tvoř́ı funkce y1, y2 fundamentálńı systém řešeńı?

Maple:
> res1:=y(x)=cos(2*x);

res1 := y(x) = cos(2 x)

> DR:=(diff(y(x),x$2)+4*y(x)=0);

DR := ( d2

dx2 y(x)) + 4 y(x) = 0

> odetest(res1,DR);

0

> res2:=y(x)=sin(2*x);

res2 := y(x) = sin(2 x)

> odetest(res2,DR);

0

> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and

unprotected

> det(wronskian([cos(2*x),sin(2*x)],x));

2 cos(2 x)2 + 2 sin(2 x)2

> simplify(%);

2

Zpět
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Přı́klad 3.1.5

Ověřte, že funkce y1(x) = cos 2x a y2(x) = sin 2x jsou řešeńı lineárńı diferenciálńı
rovnice y′′ + 4 y = 0 . Tvoř́ı funkce y1, y2 fundamentálńı systém řešeńı?

Mathematica:

rovnice = y”[x] + 4y[x] == 0;rovnice = y”[x] + 4y[x] == 0;rovnice = y”[x] + 4y[x] == 0;

rovnice/.{y → Function[x,Cos[2x]]}rovnice/.{y → Function[x,Cos[2x]]}rovnice/.{y → Function[x,Cos[2x]]}

True

rovnice/.{y → Function[x, Sin[2x]]}rovnice/.{y → Function[x, Sin[2x]]}rovnice/.{y → Function[x, Sin[2x]]}

True

W = {{Cos[2x], Sin[2x]}, D[{Cos[2x], Sin[2x]}, x]}W = {{Cos[2x], Sin[2x]}, D[{Cos[2x], Sin[2x]}, x]}W = {{Cos[2x], Sin[2x]}, D[{Cos[2x], Sin[2x]}, x]}

{{Cos[2x], Sin[2x]}, {−2Sin[2x], 2Cos[2x]}}

Simplify[Det[W ]]Simplify[Det[W ]]Simplify[Det[W ]]

2

Zpět
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Přı́klad 3.1.6

Ověřte, že funkce y1(x) = ex a y2(x) = x ex jsou řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′ − 2y′ + y = 0 . Tvoř́ı funkce y1, y2 fundamentálńı systém řešeńı?

? Zpět
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Přı́klad 3.1.6

Ověřte, že funkce y1(x) = ex a y2(x) = x ex jsou řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′ − 2y′ + y = 0 . Tvoř́ı funkce y1, y2 fundamentálńı systém řešeńı?

Výsledek:

Ano, tvoř́ı fundamentálńı systém.

Zpět
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Přı́klad 3.1.6

Ověřte, že funkce y1(x) = ex a y2(x) = x ex jsou řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′ − 2y′ + y = 0 . Tvoř́ı funkce y1, y2 fundamentálńı systém řešeńı?

Návod:

Pro y1(x) a y2(x) dosazeńım ověřte pravdivost diferenciálńı rovnice. Fundamentálńı
systém řešeńı tvoř́ı v př́ıpadě LDR 2. řadu dvě lineárně nezávislá řešeńı. Nezávislost
řešeńı ověřujeme pomoćı Wronského determinantu.

Zpět

. – p.9/37



Přı́klad 3.1.6

Ověřte, že funkce y1(x) = ex a y2(x) = x ex jsou řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′ − 2y′ + y = 0 . Tvoř́ı funkce y1, y2 fundamentálńı systém řešeńı?

Řešenı́:

Funkci y1 (resp. y2 ) dosad́ıme do dané diferenciálńı rovnice. Spočtěme y′
1(x), y

′′
1 (x)

(resp. y′
2(x), y

′′
2 (x) ):

y1(x) = e
x

=⇒ y
′
1(x) = e

x
=⇒ y

′′
1 (x) = e

x
,

y2(x) = x ex =⇒ y′
2(x) = (1 + x)ex =⇒ y′′

2 (x) = (2 + x)ex .

Dosad’me y1, y
′
1 a y′′

1 (resp. y2, y
′
2 a y′′

2 ) do levé strany dané rovnice:

y
′′
1 − 2y

′
1 + y1 = e

x − 2e
x
+ e

x
= 0 ,

y
′′
2 − 2y

′
2 + y2 = (2 + x)e

x − 2 (1 + x)e
x
+ x e

x
= 0 .

Pravá strana dané rovnice je rovna nule. Ukázali jsme tak, že jak pro funkci y1(x) = ex,
tak pro funkci y2(x) = x ex se levá strana rovnice y′′ − 2y′ + y = 0 rovná pravé pro
všechna x ∈ R. Funkce jsou řešeńı dané diferenciálńı rovnice. Tvoř́ı fundamentálńı
systém řešeńı, jsou-li lineárně nezávislé.

Daľśı

. – p.9/37



Přı́klad 3.1.6

Ověřte, že funkce y1(x) = ex a y2(x) = x ex jsou řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′ − 2y′ + y = 0 . Tvoř́ı funkce y1, y2 fundamentálńı systém řešeńı?

Řešenı́:

Spočtěme jejich Wronskián:

W (x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y1(x) y2(x)

y′
1(x) y′

2(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ex x ex

ex (1 + x)ex

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (1+x)e
2x−x e

2x
= e

2x 6= 0 ∀x ∈ R .

Wronského determinant je r̊uzný od nuly, tedy funkce y1(x) a y2(x) jsou lineárně
nezávislé, tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı.

Zpět

. – p.9/37



Přı́klad 3.1.6

Ověřte, že funkce y1(x) = ex a y2(x) = x ex jsou řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′ − 2y′ + y = 0 . Tvoř́ı funkce y1, y2 fundamentálńı systém řešeńı?

Maple:
> res1:=y(x)=exp(x);

res1 := y(x) = ex

> DR:=(diff(y(x),x$2)-2*diff(y(x),x)+y(x)=0);

DR := ( d2

dx2 y(x)) − 2 ( d
dx y(x)) + y(x) = 0

> odetest(res1,DR);

0

> res2:=y(x)=x*exp(x);

res2 := y(x) = x ex

> odetest(res2,DR);

0

> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and

unprotected

> det(wronskian([exp(x),x*exp(x)],x));

(ex)2

> simplify(%);

e(2 x)

Zpět
. – p.9/37



Přı́klad 3.1.6

Ověřte, že funkce y1(x) = ex a y2(x) = x ex jsou řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′ − 2y′ + y = 0 . Tvoř́ı funkce y1, y2 fundamentálńı systém řešeńı?

Mathematica:

rovnice = y”[x] − 2y′[x] + y[x] == 0;rovnice = y”[x] − 2y′[x] + y[x] == 0;rovnice = y”[x] − 2y′[x] + y[x] == 0;

rovnice/.{y → Function[x,Exp[x]]}rovnice/.{y → Function[x,Exp[x]]}rovnice/.{y → Function[x,Exp[x]]}

True

rovnice/.{y → Function[x, xExp[x]]}rovnice/.{y → Function[x, xExp[x]]}rovnice/.{y → Function[x, xExp[x]]}

2ex + 2exx − 2 (ex + exx) == 0

Simplify[%]Simplify[%]Simplify[%]

True

W = {{Exp[x], xExp[x]}, D[{Exp[x], xExp[x]}, x]}W = {{Exp[x], xExp[x]}, D[{Exp[x], xExp[x]}, x]}W = {{Exp[x], xExp[x]}, D[{Exp[x], xExp[x]}, x]}

{{ex, exx} , {ex, ex + exx}}

Simplify[Det[W ]]Simplify[Det[W ]]Simplify[Det[W ]]

e2x

Zpět

. – p.9/37



Partikulárnı́ řešenı́ homogennı́ LDR 2. řádu (počátečnı́ úloha)

• Př́ıklad 3.2.1 Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 9y = 0 , které
vyhovuje počátečńım podmı́nkám y(0) = 1, y′(0) = −3.

• Př́ıklad 3.2.2 Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ + 1
4 y = 0 , které

vyhovuje počátečńım podmı́nkám y(0) = 2, y′(0) = 1
3 .

Zpět

. – p.10/37



Přı́klad 3.2.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 9y = 0 , které vyhovuje počátečńım
podmı́nkám y(0) = 1, y′(0) = −3.

? Zpět

. – p.11/37



Přı́klad 3.2.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 9y = 0 , které vyhovuje počátečńım
podmı́nkám y(0) = 1, y′(0) = −3.

Výsledek:

y(x) = cos 3x − sin 3x , x ∈ R .

Zpět

. – p.11/37



Přı́klad 3.2.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 9y = 0 , které vyhovuje počátečńım
podmı́nkám y(0) = 1, y′(0) = −3.

Návod:

Rovnice je lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty tvaru
k0y

′′ + k1y
′ + k2y = 0. Nejprve najdeme obecné řešeńı podle návodu v prvńım př́ıkladě a

pak urč́ıme konstanty C1, C2 tak, aby nalezené řešeńı splňovalo počátečńı podmı́nky.

Zpět

. – p.11/37



Přı́klad 3.2.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 9y = 0 , které vyhovuje počátečńım
podmı́nkám y(0) = 1, y′(0) = −3.

Řešenı́:

Charakteristická rovnice zadané LDR y′′ + 9y = 0 je

λ
2
+ 9 = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = 3 i, λ2 = −3 i. (Rovnici řeš́ıme v oboru komplexńıch č́ısel,
λ = ±

√
−9.) Má-li charakteristická rovnice dva ryze imaginárnı́ komplexně sdružené kořeny

λ1,2 = ±b i, pak obecné řešeńı HLDR má tvar

y(x) = C1 cos bx + C2 sin bx , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Obecné řešeńı zadané LDR tedy je

y(x) = C1 cos 3x + C2 sin 3x , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Nyńı urč́ıme konstanty C1, C2 tak, aby nalezené řešeńı vyhovovalo počátečńım
podmı́nkám y(0) = 1, y′(0) = −3. Spočtěme derivaci obecného řešeńı y(x):
y′(x) = −3C1 sin 3x + 3C2 cos 3x. Pak po dosazeńı počátečńıch podmı́nek do y(x) a
y′(x) dostaneme

1 = y(0) = C1 cos(3 · 0) + C2 sin(3 · 0)
−3 = y′(0) = −3C1 sin(3 · 0) + 3C2 cos(3 · 0)

Daľśı

. – p.11/37



Přı́klad 3.2.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 9y = 0 , které vyhovuje počátečńım
podmı́nkám y(0) = 1, y′(0) = −3.

Řešenı́:

Odtud
1 = C1

−3 = 3C2

Hledané řešeńı má C1 = 1 a C2 = −1, tedy

y(x) = cos 3x − sin 3x , x ∈ R .

Zpět

. – p.11/37



Přı́klad 3.2.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 9y = 0 , které vyhovuje počátečńım
podmı́nkám y(0) = 1, y′(0) = −3.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)+9*y(x)=0);

DR := ( d2

dx2 y(x)) + 9 y(x) = 0

> PP:=y(0)=1,D(y)(0)=-3;

PP := y(0) = 1, D(y)(0) = −3

> dsolve({DR,PP},y(x));
y(x) = −sin(3 x) + cos(3 x)

Zpět

. – p.11/37



Přı́klad 3.2.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 9y = 0 , které vyhovuje počátečńım
podmı́nkám y(0) = 1, y′(0) = −3.

Mathematica:

rovnice = y”[x] + 9y[x] == 0;rovnice = y”[x] + 9y[x] == 0;rovnice = y”[x] + 9y[x] == 0;

pp1 = y[0]== − 1; pp2 = y′[0] == −3pp1 = y[0]== − 1; pp2 = y′[0] == −3pp1 = y[0]== − 1; pp2 = y′[0] == −3;

reseni = DSolve[{rovnice, pp1, pp2}, y[x], x]reseni = DSolve[{rovnice, pp1, pp2}, y[x], x]reseni = DSolve[{rovnice, pp1, pp2}, y[x], x]

{{y[x] → Cos[3x] − Sin[3x]}}

Zpět

. – p.11/37



Přı́klad 3.2.2

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ + 1
4 y = 0 , které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(0) = 2, y′(0) = 1
3 .

? Zpět

. – p.12/37



Přı́klad 3.2.2

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ + 1
4 y = 0 , které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(0) = 2, y′(0) = 1
3 .

Výsledek:

y(x) = 2e
x
2 − 2

3 x e
x
2
, x ∈ R .

Zpět

. – p.12/37



Přı́klad 3.2.2

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ + 1
4 y = 0 , které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(0) = 2, y′(0) = 1
3 .

Návod:

Rovnice je lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty tvaru
k0y

′′ + k1y
′ + k2y = 0. Nejprve najdeme obecné řešeńı stejně jako v předchoźıch

př́ıkladech a pak urč́ıme konstanty C1, C2 tak, aby nalezené řešeńı splňovalo počátečńı
podmı́nky.

Zpět

. – p.12/37



Přı́klad 3.2.2

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ + 1
4 y = 0 , které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(0) = 2, y′(0) = 1
3 .

Řešenı́:

Charakteristická rovnice zadané LDR y′′ − y′ + 1
4 y = 0 je

λ2 − λ +
1

4
= 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1,2 = 1
2 . (Levou stranu rovnice lze podle vzorečku

A2 + 2AB + b2 = (A + B)2 upravit, tedy (x − 1
2 )

2 = 0.) Má-li charakteristická rovnice
jeden dvojnásobný reálný kořen λ, pak obecné řešeńı HLDR má tvar

y(x) = C1e
λx

+ C2 x e
λx

, x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Obecné řešeńı zadané LDR tedy je

y(x) = C1e
x
2

+ C2 x e
x
2
, x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Nyńı urč́ıme konstanty C1, C2 tak, aby nalezené řešeńı vyhovovalo počátečńım
podmı́nkám y(0) = 2, y′(0) = 1

3 . Spočtěme derivaci obecného řešeńı y(x):

y′(x) = 1
2 C1e

x
2

+ (C2 + 1
2 C2 x)e

x
2
.

Daľśı

. – p.12/37



Přı́klad 3.2.2

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ + 1
4 y = 0 , které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(0) = 2, y′(0) = 1
3 .

Řešenı́:

Pak po dosazeńı počátečńıch podmı́nek do y(x) a y′(x) dostaneme

2 = y(0) = C1e
0
2

+ C2 · 0 · e
0
2

1
3 = y′(0) = 1

2 C1e
0
2

+ (C2 + 1
2 C2 · 0)e

0
2

Odtud
2 = C1
1
3 = 1

2 C1 + C2

Hledané řešeńı má C1 = 2 a C2 = − 2
3 , tedy

y(x) = 2e
x
2 − 2

3
x e

x
2
, x ∈ R .

Zpět

. – p.12/37



Přı́klad 3.2.2

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ + 1
4 y = 0 , které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(0) = 2, y′(0) = 1
3 .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)-diff(y(x),x)+1/4*y(x)=0);

DR := ( d2

dx2 y(x)) − ( d
dx y(x)) +

1

4
y(x) = 0

> PP:=y(0)=2,D(y)(0)=1/3;

PP := y(0) = 2, D(y)(0) =
1

3
> dsolve({DR,PP},y(x));

y(x) = 2 e(
x
2
) − 2

3
e(

x
2
) x

Zpět

. – p.12/37



Přı́klad 3.2.2

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ + 1
4 y = 0 , které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(0) = 2, y′(0) = 1
3 .

Mathematica:

rovnice = y”[x] − y′[x] + 1/4y[x] == 0;rovnice = y”[x] − y′[x] + 1/4y[x] == 0;rovnice = y”[x] − y′[x] + 1/4y[x] == 0;

pp1 = y[0] == 2; pp2 = y′[0] == 1/3;pp1 = y[0] == 2; pp2 = y′[0] == 1/3;pp1 = y[0] == 2; pp2 = y′[0] == 1/3;

reseni = DSolve[{rovnice, pp1, pp2}, y[x], x]reseni = DSolve[{rovnice, pp1, pp2}, y[x], x]reseni = DSolve[{rovnice, pp1, pp2}, y[x], x]
{{

y[x] → − 2
3 e

x/2(−3 + x)
}}

Zpět

. – p.12/37



Obecné řešenı́ LDR 2. řádu

• Př́ıklad 3.3.1 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR)
y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x .

• Př́ıklad 3.3.2 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′ − 3y′ − 4y = 2 sin x .

• Př́ıklad 3.3.3 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′ − 3y′ − 4y = −8 ex cos 2x .

• Př́ıklad 3.3.4 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x + 2 sinx .

• Př́ıklad 3.3.5 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin 2x .

• Př́ıklad 3.3.6 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′ + 4y′ + 4y = x−2e−2x , x > 0.

• Př́ıklad 3.3.7 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′ − y′ = 2+x

x3 , x < 0 .

Zpět

. – p.13/37



Přı́klad 3.3.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x .

? Zpět

. – p.14/37



Přı́klad 3.3.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x .

Výsledek:

y(x) = C1e
−x + C2 e4x − 1

2 e2x , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět

. – p.14/37



Přı́klad 3.3.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x .

Návod:

Rovnice je nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice (NLDR) s konstantńımi koeficienty

k0y
′′ + k1y

′ + k2y = f(x) , k0, k1, k2 ∈ R , k0 6= 0. Jej́ı řešeńı je součtem obecného řešeńı

přǐrazené HLDR – y
H
(x) a partikulárńıho (jednoho) řešeńı zadané NLDR – y

P
(x), tj.

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x). Obecné řešeńı y

H
(x) je diskutováno v prvńım odstavci třet́ı

kapitoly. Partikulárńı řešeńı y
P
(x) můžeme nalézt pomoćı tzv. metody variace konstant;

v tomto př́ıpadě je výhodněǰśı tzv. metoda odhadu. Zpět

. – p.14/37



Přı́klad 3.3.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x .

Řešenı́:

Obecné řešeńı zadané NLDR má tvar

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x) ,

kde y
H
(x) je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, tj. diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 0.

Odpov́ıdaj́ıćı charakteristická rovnice je

λ
2 − 3λ − 4 = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = −1, λ2 = 4. Obecné řešeńı přǐrazené HLDR tedy je

y
H
(x) = C1e

−x + C2 e4x , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Ukažme, že pravá strana zadané NLDR f(x) = 3e2x je tzv. speciálńı pravá strana

e
ax

(P (x) cos bx + Q(x) sin bx) .

Polož́ıme-li a = 2, b = 0, P (x) = 3 a Q(x) = 0, dostaneme
e2x(3 cos 0x + 0 sin 0x) = 3e2x.

Daľśı

. – p.14/37



Přı́klad 3.3.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x .

Řešenı́:

V takovém př́ıpadě umı́me udělat odhad partikulárńıho (= nějakého, jednoho) řešeńı
zadané NLDR:

y
P
(x) = xkeax(R(x) cos bx + S(x) sin bx) ,

kde R(x), S(x) jsou obecné polynomy stupně max{stP, stQ} a konstanty a, b známe z
tvaru pravé strany f(x). Je-li č́ıslo α = a+ b i = 2+0 i kořenem charakteristické rovnice,
je hodnota konstanty k rovna násobnosti kořene α. Neńı-li α kořenem charakteristické
rovnice, je k = 0. Stupeň polynomu P (x) = 3 je stP = 0 a stupeň polynomu Q(x) = 0
je stQ = 0. Odtud je stR,S = 0, proto R(x) = A ∈ R a S(x) = B ∈ R. Č́ıslo α = 2
neńı kořenem charakteristické rovnice (λ1 = −1, λ2 = 4 ), tedy k = 0. Máme

y
P
(x) = x

0
e
2x

(A cos 0x + B sin 0x) = Ae
2x

.

Zbývá určit konstantu A. Chceme, aby funkce y
P
(x) = Ae2x byla řešeńım zadané

NLDR y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x, tedy ji splňovala. Spočtěme y′
P
(x) a y′′

P
(x) :

y
′
P
(x) = 2Ae

2x
=⇒ y

′′
P
(x) = 4Ae

2x
.

Dosad’me do zadané NLDR y
P
, y′

P
a y′′

P
:

4Ae
2x − 3 · 2Ae

2x − 4 · Ae
2x

= 3e
2x

.

Daľśı

. – p.14/37



Přı́klad 3.3.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x .

Řešenı́:

Funkce e2x je kladná, obě strany rovnice vyděĺıme touto funkćı, pak

4A − 6A − 4A = 3 =⇒ A = −1

2
.

Partikulárńı řešeńı zadané NLDR je

y
P
(x) = − 1

2
e2x.

Obecné řešeńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x tedy je

y(x) = C1e
−x + C2 e4x − 1

2
e2x , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět

. – p.14/37



Přı́klad 3.3.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)-3*diff(y(x),x)-4*y(x)=3*exp(2*x));

DR := ( d2

dx2 y(x)) − 3 ( d
dx y(x)) − 4 y(x) = 3 e(2 x)

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = e(−x) C2 + e(4 x) C1 − 1

2
e(2 x)

Zpět

. – p.14/37



Přı́klad 3.3.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x .

Mathematica:

rovnice = y”[x] − 3y′[x] − 4y[x] == 3Exp[2x];rovnice = y”[x] − 3y′[x] − 4y[x] == 3Exp[2x];rovnice = y”[x] − 3y′[x] − 4y[x] == 3Exp[2x];

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]

{{

y[x] → − e2x

2 + e−xC[1] + e4xC[2]
}}

Zpět

. – p.14/37



Přı́klad 3.3.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 2 sinx .

? Zpět

. – p.15/37



Přı́klad 3.3.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 2 sinx .

Výsledek:

y(x) = C1e
−x + C2 e4x + 3

17 cos x − 5
17 sinx , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět

. – p.15/37



Přı́klad 3.3.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 2 sinx .

Návod:

Rovnice je NLDR s konstantńımi koeficienty
k0y

′′ + k1y
′ + k2y = f(x) , k0, k1, k2 ∈ R , k0 6= 0. Jej́ı řešeńı hledáme podle návodu v

př́ıkladě 3.3.1.

Zpět

. – p.15/37



Přı́klad 3.3.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 2 sinx .

Řešenı́:

Obecné řešeńı zadané NLDR má tvar

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x) ,

kde y
H
(x) je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, tj. diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 0.

Řešeńı známe z př́ıkladu 3.3.1, je

y
H
(x) = C1e

−x + C2 e4x , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Ukažme, že pravá strana zadané NLDR f(x) = 2 sinx je speciálńı pravá strana

eax(P (x) cos bx + Q(x) sin bx) .

Polož́ıme-li a = 0, b = 1, P (x) = 0 a Q(x) = 2, dostaneme
e0x(0 · cos 1x + 2 sin 1x) = 2 sinx. Odhad partikulárńıho řešeńı je

y
P
(x) = x

k
e
ax

(R(x) cos bx + S(x) sin bx) ,

kde a = 0, b = 1. Stupeň polynomu P (x) = 0 je stP = 0 a stupeň polynomu Q(x) = 2
je stQ = 0. Odtud je stR,S = 0, proto R(x) = A ∈ R a S(x) = B ∈ R. Č́ıslo
α = a + bi = i neńı kořenem charakteristické rovnice (λ1 = −1, λ2 = 4 ), tedy k = 0.

Daľśı

. – p.15/37



Přı́klad 3.3.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 2 sinx .

Řešenı́:

Máme
y
P
(x) = x0e0x(A cos 1x + B sin 1x) = A cos x + B sinx.

Určeme konstanty A,B. Funkce y
P
(x) = A cos x+B sin x muśı splňovat zadanou NLDR

y′′ − 3y′ − 4y = 2 sinx. Spočtěme y′
P
(x) a y′′

P
(x) :

y
′
P
(x) = −A sin x + B cos x =⇒ y

′′
P
(x) = −A cos x − B sin x.

Dosad’me do zadané NLDR y
P
, y′

P
a y′′

P
:

−A cos x − B sinx − 3(−A sinx + B cos x) − 4(A cos x + B sinx) = 2 sin x.

⇓

(−A − 3B − 4A) cos x + (−B + 3A − 4B) sinx = 0 cos x + 2 sinx.

Aby byla posledńı rovnost splněna, muśı se výrazy u funkćı sinx, cos x na levé a pravá
straně rovnosti sobě rovnat:

−3B − 5A = 0

3A − 5B = 2 .

Odtud A = − 3
5B, tedy − 9

5B − 5B = 2 =⇒ B = − 5
17 a A = 3

17 .

Daľśı

. – p.15/37



Přı́klad 3.3.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 2 sinx .

Řešenı́:

Partikulárńı řešeńı zadané NLDR je

y
P
(x) =

3

17
cos x − 5

17
sin x.

Obecné řešeńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 2 sinx tedy je

y(x) = C1e
−x

+ C2 e
4x

+
3

17
cos x − 5

17
sinx , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět

. – p.15/37



Přı́klad 3.3.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 2 sinx .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)-3*diff(y(x),x)-4*y(x)=2*sin(x));

DR := ( d2

dx2 y(x)) − 3 ( d
dx y(x)) − 4 y(x) = 2 sin(x)

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = e(−x) C2 + e(4 x) C1 +
3

17
cos(x) − 5

17
sin(x)

Zpět

. – p.15/37



Přı́klad 3.3.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 2 sinx .

Mathematica:

rovnice = y”[x] − 3y′[x] − 4y[x] == 2Sin[x];rovnice = y”[x] − 3y′[x] − 4y[x] == 2Sin[x];rovnice = y”[x] − 3y′[x] − 4y[x] == 2Sin[x];

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]
{{

y[x] → e−xC[1] + e4xC[2] + 1
17 (3Cos[x] − 5Sin[x])

}}

Zpět

. – p.15/37



Přı́klad 3.3.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = −8 ex cos 2x .

? Zpět

. – p.16/37



Přı́klad 3.3.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = −8 ex cos 2x .

Výsledek:

y(x) = C1e
−x + C2 e4x + ex

(

10
13 cos 2x + 2

13 sin 2x
)

, x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět

. – p.16/37



Přı́klad 3.3.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = −8 ex cos 2x .

Návod:

Rovnice je NLDR s konstantńımi koeficienty
k0y

′′ + k1y
′ + k2y = f(x) , k0, k1, k2 ∈ R , k0 6= 0. Jej́ı řešeńı hledáme podle návodu v

př́ıkladě 3.3.1

Zpět

. – p.16/37



Přı́klad 3.3.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = −8 ex cos 2x .

Řešenı́:

Obecné řešeńı zadané NLDR má tvar

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x) ,

kde y
H
(x) je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, tj. diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 0.

Řešeńı známe z př́ıkladu 1, je

y
H
(x) = C1e

−x + C2 e4x , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Ukažme, že pravá strana zadané NLDR f(x) = −8 ex cos 2x je speciálńı pravá strana

eax(P (x) cos bx + Q(x) sin bx) .

Polož́ıme-li a = 1, b = 2, P (x) = −8 a Q(x) = 0, dostaneme
ex(−8 cos 2x + 0 sin 2x) = −8 ex cos 2x. Odhad partikulárńıho řešeńı je

y
P
(x) = x

k
e
ax

(R(x) cos bx + S(x) sin bx) ,

kde a = 1, b = 2. Stupeň polynomu P (x) = −8 je stP = 0 a stupeň polynomu
Q(x) = 0 je stQ = 0. Odtud je stR,S = 0, proto R(x) = A ∈ R a S(x) = B ∈ R. Č́ıslo
α = a+ bi = 1+2i neńı kořenem charakteristické rovnice (λ1 = −1, λ2 = 4 ), tedy k = 0.

Daľśı

. – p.16/37



Přı́klad 3.3.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = −8 ex cos 2x .

Řešenı́:

Máme y
P
(x) = x0ex(A cos 2x + B sin 2x) = ex(A cos 2x + B sin 2x).

Určeme konstanty A,B. Funkce y
P
(x) = ex(A cos 2x + B sin 2x) muśı splňovat zadanou

NLDR y′′ − 3y′ − 4y = −8 ex cos 2x. Spočtěme y′
P
(x) a y′′

P
(x) :

y
′
P
(x) = e

x
(A cos 2x + B sin 2x) + e

x
(−2A sin 2x + 2B cos 2x)

⇓

y′′
P
(x) = ex(A cos 2x+B sin 2x)+2ex(−2A sin 2x+2B cos 2x)+ex(−4A cos 2x−4B sin 2x).

Dosad’me do zadané NLDR y
P
, y′

P
a y′′

P
. Levá strana rovnice bude obsahovat mnoho

sč́ıtanc̊u. Z d̊uvodu přehlednosti pǐsme výrazy, které dosazujeme, následuj́ıćım zp̊usobem:
Na levé straně rovnice se budou vyskytovat násobky funkćı ex cos 2x, ex sin 2x. Napǐsme
funkce ex cos 2x, ex sin 2x pod sebe a připisujme pouze př́ıslušné konstanty, které u
funkćı stoj́ı, jak postupně do rovnice dosazujeme y′′

P
, y′

P
a y

P
. Aby byla rovnost

y′′
P

− 3y′
P

− 4y
P

= −8 ex cos 2x splněna, muśı se výrazy u funkćı ex cos 2x, ex sin 2x na

levé a pravé straně rovnosti sobě rovnat. Vše je zapsáno v následuj́ıćı tabulce.

levá strana y′′ − 3y′ − 4y = −8 ex cos 2x pravá strana

ex cos 2x : A + 4B − 4A − 3A − 6B − 4A = −8 : ex cos 2x

ex sin 2x : B − 4A − 4B − 3B + 6A − 4B = 0 : ex sin 2x

Daľśı

. – p.16/37



Přı́klad 3.3.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = −8 ex cos 2x .

Řešenı́:

Hledejme řešeńı soustavy dvou rovnic pro neznámé A,B, které jsme z tabulky źıskali:

−10A− 2B = −8

2A − 10B = 0
=⇒ −10A − 2B = −8

10A − 50B = 0
=⇒

B = 2
13

A = 10
13

Partikulárńı řešeńı zadané NLDR je

y
P
(x) = ex

(

10

13
cos 2x +

2

13
sin 2x

)

.

Obecné řešeńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = −8 ex cos 2x tedy je

y(x) = C1e
−x + C2 e4x + ex

(

10

13
cos 2x +

2

13
sin 2x

)

, x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět

. – p.16/37



Přı́klad 3.3.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = −8 ex cos 2x .

Maple:
> restart;

> DR:=(diff(y(x),x$2)-3*diff(y(x),x)-4*y(x)=-8*exp(x)*cos(2*x));

DR := ( d2

dx2 y(x)) − 3 ( d
dx y(x)) − 4 y(x) = −8 ex cos(2 x)

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = e(−x) C2 + e(4 x) C1 +
2

13
ex (5 cos(2 x) + sin(2 x))

Zpět

. – p.16/37



Přı́klad 3.3.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = −8 ex cos 2x .

Mathematica:

rovnice = y”[x] − 3y′[x] − 4y[x] == −8Exp[x]Cos[2x];rovnice = y”[x] − 3y′[x] − 4y[x] == −8Exp[x]Cos[2x];rovnice = y”[x] − 3y′[x] − 4y[x] == −8Exp[x]Cos[2x];

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]
{{

y[x] → e−xC[1] + e4xC[2] + 2
13 e

x(5Cos[2x] + Sin[2x])
}}

Zpět

. – p.16/37



Přı́klad 3.3.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x + 2 sinx .

? Zpět

. – p.17/37



Přı́klad 3.3.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x + 2 sinx .

Výsledek:

y(x) = C1e
−x + C2 e4x − 1

2 e2x + 3
17 cos x − 5

17 sinx , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět

. – p.17/37



Přı́klad 3.3.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x + 2 sinx .

Návod:

Rovnice je NLDR s konstantńımi koeficienty
k0y

′′ + k1y
′ + k2y = f(x) , k0, k1, k2 ∈ R , k0 6= 0. Použijeme návod z př́ıkladu 1. Pravá

strana zadané rovnice však neńı speciálńı pravá strana, ale je součtem dvou speciálńıch
pravých stran f1(x) + f2(x). Proto hledáme partikulárńı řešeńı y

P
(x) ve tvaru součtu

y
P
(x) = y

P1
(x) + y

P2
(x), kde y

P1
(x) je partikulárńı řešeńı rovnice

k0y
′′ + k1y

′ + k2y = f1(x) a y
P2

(x) je partikulárńı řešeńı rovnice

k0y
′′ + k1y

′ + k2y = f2(x).

Zpět

. – p.17/37



Přı́klad 3.3.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x + 2 sinx .

Řešenı́:

Obecné řešeńı zadané NLDR má tvar

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x) ,

kde y
H
(x) je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, tj. diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 0.

Řešeńı známe z př́ıkladu 1, je

y
H
(x) = C1e

−x + C2 e4x , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Pravá strana zadané NLDR f(x) = 3e2x + 2 sinx je součtem dvou speciálńıch pravých
stran f1(x) = 3e2x, viz Př́ıklad 1 a f2(x) = 2 sinx, viz Př́ıklad 2. Partikulárńı řešeńı je
součtem partikulárńıho řešeńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x – y

P1
(x) a partikulárńıho

řešeńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 2 sinx – y
P2

(x), tj.

y
P
(x) = y

P1
(x) + y

P2
(x) .

Tyto řešeńı známe z př́ıklad̊u 1 a 2. Máme

y
P
(x) = −1

2
e
2x

+
3

17
cos x − 5

17
sin x .

Daľśı

. – p.17/37



Přı́klad 3.3.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x + 2 sinx .

Řešenı́:

Obecné řešeńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x + 2 sinx tedy je

y(x) = C1e
−x

+ C2 e
4x − 1

2
e
2x

+
3

17
cos x − 5

17
sin x , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět

. – p.17/37



Přı́klad 3.3.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x + 2 sinx .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)-3*diff(y(x),x)-4*y(x)=3*exp(2*x)+2*sin(x));

DR := ( d2

dx2 y(x)) − 3 ( d
dx y(x)) − 4 y(x) = 3 e(2 x) + 2 sin(x)

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = e(4 x) C2 + e(−x) C1 − 1

2
e(2 x) +

3

17
cos(x) − 5

17
sin(x)

Zpět

. – p.17/37



Přı́klad 3.3.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − 3y′ − 4y = 3e2x + 2 sinx .

Mathematica:

rovnice = y”[x] − 3y′[x] − 4y[x] == 3Exp[2x] + 2Sin[x];rovnice = y”[x] − 3y′[x] − 4y[x] == 3Exp[2x] + 2Sin[x];rovnice = y”[x] − 3y′[x] − 4y[x] == 3Exp[2x] + 2Sin[x];

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]

{{y[x] →
e−xC[1] + e4xC[2] + 1

34

(

−17e2x + 6Cos[x] − 10Sin[x]
)}}

Zpět

. – p.17/37



Přı́klad 3.3.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin 2x .

? Zpět

. – p.18/37



Přı́klad 3.3.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin 2x .

Výsledek:

y(x) = C1 + C2 e−2x + 3
2 x − 1

2 cos 2x − 1
2 sin 2x , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět

. – p.18/37



Přı́klad 3.3.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin 2x .

Návod:

Rovnice je NLDR s konstantńımi koeficienty
k0y

′′ + k1y
′ + k2y = f(x) , k0, k1, k2 ∈ R , k0 6= 0. Jej́ı řešeńı hledáme podle návodu v

př́ıkladě 3.3.4.

Zpět

. – p.18/37



Přı́klad 3.3.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin 2x .

Řešenı́:

Obecné řešeńı zadané NLDR má tvar

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x) ,

kde y
H
(x) je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, tj. diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ = 0.

Odpov́ıdaj́ıćı charakteristická rovnice je

λ
2
+ 2λ = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = 0, λ2 = −2. Obecné řešeńı přǐrazené HLDR tedy je

y
H
(x) = C1 + C2 e

−2x
, x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Pravá strana zadané NLDR f(x) = 3 + 4 sin 2x je součtem dvou speciálńıch pravých
stran f1(x) = 3 a f2(x) = 4 sin 2x. Partikulárńı řešeńı hledáme ve tvaru

y
P
(x) = y

P1
(x) + y

P2
(x) ,

kde y
P1

(x) je partikulárńı řešeńı rovnice y′′ + 2y′ = 3 a y
P2

(x) je partikulárńı řešeńı

rovnice y′′ + 2y′ = 4 sin 2x. Ukažme, že pravé strany těchto rovnic f1(x) = 3 a
f2(x) = 4 sin 2x jsou speciálńı pravé strany

eax(P (x) cos bx + Q(x) sin bx) .

Daľśı
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Přı́klad 3.3.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin 2x .

Řešenı́:

Použijeme následuj́ıćı tabulku.

i fi(x) a b P (x) Q(x) eax(P (x) cos bx + Q(x) sin bx)

1 3 0 0 3 0 e0x(3 cos 0x + 0 sin 0x) = 3

2 4 sin 2x 0 2 0 4 e0x(0 cos 2x + 4 sin 2x) = 4 sin 2x

Odhad partikulárńıch řešeńı je

y
Pi

(x) = x
k
e
ax

(R(x) cos bx + S(x) sin bx) ,

kde

i a b R(x) S(x) α = a + bi k y
Pi

(x)

1 0 0 A B 0 1 x1e0x(A cos 0x + B sin 0x) = Ax

2 0 2 C D 2i 0 x0e0x(C cos 2x + D sin 2x) = C cos 2x + D sin 2x

Určeme konstanty A,C,D. Funkce y
P1

(x) = Ax muśı splňovat rovnost y′′ + 2y′ = 3.

Spočtěme y′
P1

(x) a y′′
P1

(x) :

y′
P1

(x) = A =⇒ y′′
P1

(x) = 0 .

Daľśı

. – p.18/37



Přı́klad 3.3.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin 2x .

Řešenı́:

Dosad’me do rovnice y′′ + 2y′ = 3 y′
P1

a y′′
P1

:

0 + 2A = 3 =⇒ A =
3

2
.

Prvńı sč́ıtanec partikulárńıho řešeńı je

y
P1

(x) =
3

2
x.

Funkce y
P2

(x) = C cos 2x + D sin 2x muśı splňovat rovnost y′′ + 2y′ = 4 sin 2x.

Spočtěme y′
P2

(x) a y′′
P2

(x) :

y′
P2

(x) = −2C sin 2x + 2D cos 2x =⇒ y′′
P2

(x) = −4C cos 2x − 4D sin 2x .

Dosad’me do rovnice y′′ + 2y′ = 4 sin 2x y′
P2

a y′′
P2

:

−4C cos 2x − 4D sin 2x + 2(−2C sin 2x + 2D cos 2x) = 4 sin 2x

⇓

(−4C + 4D) cos 2x + (−4D − 4C) sin 2x = 0 cos 2x + 4 sin 2x.

Daľśı
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Přı́klad 3.3.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin 2x .

Řešenı́:

Aby byla posledńı rovnost splněna, muśı se výrazy u funkćı sin 2x, cos 2x na levé a pravá
straně rovnosti sobě rovnat:

−4C + 4D = 0

−4D − 4C = 4 .

Odtud D = C, tedy −4C − 4C = 4 =⇒ C = − 1
2 a D = − 1

2 . Druhý sč́ıtanec
partikulárńıho řešeńı je

y
P2

(x) = −1

2
cos 2x − 1

2
sin 2x .

Partikulárńı řešeńı zadané NLDR je

y
P
(x) =

3

2
x − 1

2
cos 2x − 1

2
sin 2x.

Obecné řešeńı rovnice y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin 2x tedy je

y(x) = C1 + C2 e−2x +
3

2
x − 1

2
cos 2x − 1

2
sin 2x , x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.3.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin 2x .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)+2*diff(y(x),x)=3+4*sin(2*x));

DR := ( d2

dx2 y(x)) + 2 ( d
dx y(x)) = 3 + 4 sin(2 x)

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = −1

2
sin(2 x) − 1

2
cos(2 x) − 1

2
e(−2 x) C1 +

3 x

2
+ C2

Zpět
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Přı́klad 3.3.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin 2x .

Mathematica:

rovnice = y”[x] + 2y′[x] == 3 + 4 Sin[2x];rovnice = y”[x] + 2y′[x] == 3 + 4 Sin[2x];rovnice = y”[x] + 2y′[x] == 3 + 4 Sin[2x];

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]
{{

y[x] → 3x
2 − 1

2 e
−2xC[1] + C[2] − 1

2Cos[2x] − 1
2Sin[2x]

}}

Zpět

. – p.18/37



Přı́klad 3.3.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = x−2e−2x , x > 0.

? Zpět

. – p.19/37



Přı́klad 3.3.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = x−2e−2x , x > 0.

Výsledek:

y(x) = e−2x(C1 + C2 x − ln x) , x ∈ (0,∞) , C1, C2 ∈ R .

Zpět

. – p.19/37



Přı́klad 3.3.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = x−2e−2x , x > 0.

Návod:

Rovnice je NLDR s konstantńımi koeficienty
k0y

′′ + k1y
′ + k2y = f(x) , k0, k1, k2 ∈ R , k0 6= 0. Jej́ı řešeńı hledáme podle návodu v

př́ıkladě 3.3.1. V tomto př́ıpadě partikulárńı řešeńı y
P
(x) hledáme pomoćı metody

variace konstant; metodu odhadu nelze použ́ıt.

Zpět
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Přı́klad 3.3.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = x−2e−2x , x > 0.

Řešenı́:

Obecné řešeńı zadané NLDR má tvar

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x) ,

kde y
H
(x) je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, tj. diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = 0.

Odpov́ıdaj́ıćı charakteristická rovnice je

λ2 + 4λ + 4 = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1,2 = −2. Obecné řešeńı přǐrazené HLDR tedy je

y
H
(x) = C1e

−2x + C2 x e−2x , x > 0 , C1, C2 ∈ R .

Pravá strana zadané NLDR f(x) = x−2e−2x neńı speciálńı pravá strana

e
ax

(P (x) cos bx + Q(x) sin bx) .

V takovém př́ıpadě pro odhad partikulárńıho řešeńı použijeme metodu variace konstant,
tj. v obecném řešeńı přǐrazené HLDR nahrad́ıme konstanty C1, C2 funkcemi. Dostaneme

y
P
(x) = C1(x)e

−2x
+ C2(x)x e

−2x
.

Daľśı
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Přı́klad 3.3.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = x−2e−2x , x > 0.

Řešenı́:

Nyńı muśıme naj́ıt funkce C1(x), C2(x). Pro derivace těchto funkćı umı́me sestavit
soustavu rovnic

C′
1(x) y1(x) + C′

2(x) y2(x) = 0

C′
1(x) y

′
1(x) + C′

2(x) y
′
2(x) =

f(x)
k0

,

v maticovém tvaru

[

y1(x) y2(x)

y′
1(x) y′

2(x)

]

·
[

C′
1(x)

C′
2(x)

]

=

[

0
f(x)
k0

]

.

Matici soustavy tvoř́ı matice z Wronského determinantu funkćı y1(x) = e−2x,
y2(x) = x e−2x, které tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı přǐrazené HLDR. Konkrétně

[

e−2x x e−2x

−2e−2x (1 − 2x)e−2x

]

·
[

C′
1(x)

C′
2(x)

]

=

[

0

x−2e−2x

]

.

Použit́ım Cramerova pravidla soustavu vyřeš́ıme. Spočtěme determinanty:

D =

∣

∣

∣

∣

∣

e−2x x e−2x

−2e−2x (1 − 2x)e−2x

∣

∣

∣

∣

∣

= (1 − 2x)e
−4x

+ 2xe
−4x

= e
−4x

,

Daľśı
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Přı́klad 3.3.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = x−2e−2x , x > 0.

Řešenı́:

D1 =

∣

∣

∣

∣

∣

0 x e−2x

x−2e−2x (1 − 2x)e−2x

∣

∣

∣

∣

∣

= −x−2xe−4x = −x−1e−4x,

D2 =

∣

∣

∣

∣

∣

e−2x 0

−2e−2x x−2e−2x

∣

∣

∣

∣

∣

= x−2e−4x.

Pak

C
′
1(x) =

D1

D
=

−x−1e−4x

e−4x
= − 1

x
, C

′
2(x) =

D2

D
=

x−2e−4x

e−4x
=

1

x2
.

Tedy

C1(x) =

∫

− 1

x
dx = − ln |x| , C2(x) =

∫

1

x2
dx = − 1

x
.

Integračńı konstanty neṕı̌seme, nebot’ hledáme jedno řešeńı y
P
(x), tedy jednu funkci

C1(x) a jednu funkci C2(x). Partikulárńı řešeńı zadané NLDR je

y
P
(x) = − ln |x| e−2x − 1

x
x e

−2x
= − ln |x| e−2x − e

−2x
.

Obecné řešeńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = x−2e−2x , x > 0 tedy je

Daľśı
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Přı́klad 3.3.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = x−2e−2x , x > 0.

Řešenı́:

y(x) = C1e
−2x + C2 x e−2x − ln |x| e−2x − e−2x , x ∈ (0,∞) , C1, C2 ∈ R .

= (C1 + C2 x − ln |x| − 1)e−2x

= (C1 + C2 x − ln x)e−2x

Je-li C1 libovolná konstanta, je také C1 − 1 libovolná konstanta, označili jsme ji opět
C1. Definičńım oborem je interval (0,∞), na kterém je pravá strana rovnice definovaná a
spojitá.

Zpět

. – p.19/37



Přı́klad 3.3.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = x−2e−2x , x > 0.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)+4*diff(y(x),x)+4*y(x)=1/(xˆ2)*exp(-2*x));

DR := ( d2

dx2 y(x)) + 4 ( d
dx y(x)) + 4 y(x) =

e(−2 x)

x2

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = e(−2 x) C2 + e(−2 x) x C1 − (ln(x) + 1) e(−2 x)

Zpět

. – p.19/37



Přı́klad 3.3.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + 4y′ + 4y = x−2e−2x , x > 0.

Mathematica:

rovnice = y”[x] + 4y′[x] + 4y[x] == 1/(x∧2)Exp[−2x];rovnice = y”[x] + 4y′[x] + 4y[x] == 1/(x∧2)Exp[−2x];rovnice = y”[x] + 4y′[x] + 4y[x] == 1/(x∧2)Exp[−2x];

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]
{{

y[x] → e−2xC[1] + e−2xxC[2] − e−2x(1 + Log[x])
}}

Zpět
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Přı́klad 3.3.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ = 2+x

x3 , x < 0 .

? Zpět
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Přı́klad 3.3.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ = 2+x

x3 , x < 0 .

Výsledek:

y(x) = C1 + C2 ex + 1
x , x ∈ (−∞, 0) , C1, C2 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.3.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ = 2+x

x3 , x < 0 .

Návod:

Rovnice je NLDR s konstantńımi koeficienty
k0y

′′ + k1y
′ + k2y = f(x) , k0, k1, k2 ∈ R , k0 6= 0. Jej́ı řešeńı hledáme podle návodu v

př́ıkladě 3.3.1. V tomto př́ıpadě partikulárńı řešeńı y
P
(x) hledáme pomoćı metody

variace konstant; metodu odhadu nelze použ́ıt.

Zpět
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Přı́klad 3.3.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ = 2+x

x3 , x < 0 .

Řešenı́:

Obecné řešeńı zadané NLDR má tvar

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x) ,

kde y
H
(x) je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, tj. diferenciálńı rovnice y′′ − y′ = 0.

Odpov́ıdaj́ıćı charakteristická rovnice je

λ
2 − λ = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = 0, λ2 = 1. Obecné řešeńı přǐrazené HLDR tedy je

y
H
(x) = C1 + C2e

x
, x < 0 , C1, C2 ∈ R .

Pravá strana zadané NLDR f(x) = 2+x

x3 neńı speciálńı pravá strana

e
ax

(P (x) cos bx + Q(x) sin bx) .

V takovém př́ıpadě pro odhad partikulárńıho řešeńı použijeme metodu variace konstant,
tj. v obecném řešeńı přǐrazené HLDR nahrad́ıme konstanty C1, C2 funkcemi. Dostaneme

y
P
(x) = C1(x) + C2(x)e

x
.

Daľśı
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Přı́klad 3.3.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ = 2+x

x3 , x < 0 .

Řešenı́:

Nyńı muśıme naj́ıt funkce C1(x), C2(x). Pro derivace těchto funkćı umı́me sestavit
soustavu rovnic

C′
1(x) y1(x) + C′

2(x) y2(x) = 0

C′
1(x) y

′
1(x) + C′

2(x) y
′
2(x) = f(x)

k0
,

v maticovém tvaru

[

y1(x) y2(x)

y′
1(x) y′

2(x)

]

·
[

C′
1(x)

C′
2(x)

]

=

[

0
f(x)
k0

]

.

Matici soustavy tvoř́ı matice z Wronského determinantu funkćı y1(x) = 1, y2(x) = ex,
které tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı přǐrazené HLDR. Konkrétně

[

1 ex

0 ex

]

·
[

C′
1(x)

C′
2(x)

]

=

[

0
2+x

x3

]

.

Použit́ım Cramerova pravidla soustavu vyřeš́ıme. Spočtěme determinanty:

D =

∣

∣

∣

∣

∣

1 ex

0 ex

∣

∣

∣

∣

∣

= ex, D1 =

∣

∣

∣

∣

∣

0 ex

2+x

x3 ex

∣

∣

∣

∣

∣

= −2 + x

x3
ex, D2 =

∣

∣

∣

∣

∣

1 0

0 2+x

x3

∣

∣

∣

∣

∣

=
2 + x

x3
.
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Přı́klad 3.3.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ = 2+x

x3 , x < 0 .

Řešenı́:

Pak

C′
1(x) =

D1

D
=

− 2+x

x3 ex

ex
= −2 + x

x3
, C′

2(x) =
D2

D
=

2+x

x3

ex
=

2 + x

x3
e−x .

Tedy

C1(x) =

∫

−2 + x

x3
dx =

∫ (

− 2

x3
− 1

x2

)

dx =
1

x2
+

1

x
,

C2(x) =

∫

2 + x

x3
e
−x

dx =

∫ (

2

x3
e
−x

+
1

x2
e
−x

)

dx

=

∣

∣

∣

∣

∣

u′(x) = 2
x3 , u(x) = − 1

x2

v(x) = e−x, v′(x) = −e−x

∣

∣

∣

∣

∣

= − 1

x2
e−x −

∫

1

x2
e−x dx +

∫

1

x2
e−x dx

= − 1

x2
e
−x

.

Integračńı konstanty neṕı̌seme, nebot’ hledáme jedno řešeńı y
P
(x), tedy jednu funkci

C1(x) a jednu funkci C2(x). Partikulárńı řešeńı zadané NLDR je

y
P
(x) =

1

x2
+

1

x
− 1

x2
e
−x

e
x
=

1

x
.
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Přı́klad 3.3.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ = 2+x

x3 , x < 0 .

Řešenı́:

Obecné řešeńı rovnice y′′ − y′ = 2+x

x3 , x < 0 tedy je

y(x) = C1 + C2 e
x
+

1

x
, x ∈ (−∞, 0) , C1, C2 ∈ R .

Definičńım oborem je interval (−∞, 0), na kterém je pravá strana rovnice definovaná a
spojitá.

Zpět
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Přı́klad 3.3.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ = 2+x

x3 , x < 0 .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)-diff(y(x),x)=(2+x)/(xˆ3));

DR := ( d2

dx2 y(x)) − ( d
dx y(x)) =

2 + x

x3

> dsolve(DR,y(x));

y(x) =
1

x
+ ex C1 + C2

Zpět
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Přı́klad 3.3.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ − y′ = 2+x

x3 , x < 0 .

Mathematica:

rovnice = y”[x] − y′[x] == (2 + x)/(x∧3);rovnice = y”[x] − y′[x] == (2 + x)/(x∧3);rovnice = y”[x] − y′[x] == (2 + x)/(x∧3);

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]
{{

y[x] → 1
x + exC[1] + C[2]

}}

Zpět
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Partikulárnı́ řešenı́ LDR 2. řádu (počátečnı́ úloha)

• Př́ıklad 3.4.1 Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ − 2y = 2x , které
vyhovuje počátečńım podmı́nkám y(0) = 0, y′(0) = 1.

• Př́ıklad 3.4.2 Je funkce y(x) = − 3
4 x cos 2x, x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice

y′′ + 4y = 3 sin 2x, které vyhovuje počátečńım podmı́nkám y(0) = 0 , y′(0) = − 3
4 ?

• Př́ıklad 3.4.3 Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 2y′′ + 8y = 1
sin3 2x

, které

vyhovuje počátečńım podmı́nkám y(π
4 ) = 15

16 , y′(π
4 ) = 4.

Zpět
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Přı́klad 3.4.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ − 2y = 2x , které vyhovuje
počátečńım podmı́nkám y(0) = 0, y′(0) = 1.

? Zpět

. – p.22/37



Přı́klad 3.4.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ − 2y = 2x , které vyhovuje
počátečńım podmı́nkám y(0) = 0, y′(0) = 1.

Výsledek:

y(x) = − 1
2 e−2x + ex − x − 1

2 , x ∈ R .

Zpět

. – p.22/37



Přı́klad 3.4.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ − 2y = 2x , které vyhovuje
počátečńım podmı́nkám y(0) = 0, y′(0) = 1.

Návod:

Rovnice je NLDR s konstantńımi koeficienty
k0y

′′ + k1y
′ + k2y = f(x) , k0, k1, k2 ∈ R , k0 6= 0. Nejprve najdeme obecné řešeńı stejně

jako v předchoźıch př́ıkladech a pak urč́ıme konstanty C1, C2 tak, aby nalezené řešeńı
splňovalo počátečńı podmı́nky.

Zpět
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Přı́klad 3.4.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ − 2y = 2x , které vyhovuje
počátečńım podmı́nkám y(0) = 0, y′(0) = 1.

Řešenı́:

Obecné řešeńı zadané NLDR má tvar

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x) ,

kde y
H
(x) je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, tj. diferenciálńı rovnice y′′ + y′ − 2y = 0.

Odpov́ıdaj́ıćı charakteristická rovnice je

λ2 + λ − 2λ = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = −2, λ2 = 1. Obecné řešeńı přǐrazené HLDR tedy je
y
H
(x) = C1 e

−2x
+ C2 e

x
, x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Ukažme, že pravá strana zadané NLDR f(x) = 2x je speciálńı pravá strana

e
ax

(P (x) cos bx + Q(x) sin bx) .

Polož́ıme-li a = 0, b = 0, P (x) = 2x a Q(x) = 0, dostaneme
e0x(2x cos 0x + 0 sin 0x) = 2x. Odhad partikulárńıho řešeńı je

y
P
(x) = xkeax(R(x) cos bx + S(x) sin bx) ,

kde a = 0, b = 0. Stupeň polynomu P (x) = 2x je stP = 1 a stupeň polynomu Q(x) = 0
je stQ = 0. Odtud je stR,S = 1, proto R(x) = Ax + B a S(x) = Cx + D. Č́ıslo
α = a + bi = 0 neńı kořenem charakteristické rovnice (λ1 = −2, λ2 = 1 ), tedy k = 0.

Daľśı
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Přı́klad 3.4.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ − 2y = 2x , které vyhovuje
počátečńım podmı́nkám y(0) = 0, y′(0) = 1.

Řešenı́:

Máme
y
P
(x) = x

0
e
0x

((Ax+ B) cos 0x + (Cx + D) sin 0x) = Ax + B.

Určeme konstanty A,B. Funkce y
P
(x) = Ax + B muśı splňovat zadanou NLDR

y′′ + y′ − 2y = 2x. Spočtěme y′
P
(x) a y′′

P
(x) :

y
′
P
(x) = A =⇒ y

′′
P
(x) = 0

Dosad’me do zadané NLDR y
P
, y′

P
a y′′

P
:

0 + A − 2(Ax+ B) = 2x =⇒ A − 2B − 2Ax = 2x

Polynomy na obou stranách rovnice se rovnaj́ı, jestliže se rovnaj́ı koeficienty u stejných
mocnin proměnné x na levé a pravé straně, tj.

A − 2B = 0

−2A = 2
=⇒

A = −1

B = − 1
2

Partikulárńı řešeńı zadané NLDR je

y
P
(x) = −x − 1

2
.

Daľśı

. – p.22/37



Přı́klad 3.4.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ − 2y = 2x , které vyhovuje
počátečńım podmı́nkám y(0) = 0, y′(0) = 1.

Řešenı́:

Obecné řešeńı rovnice y′′ + y′ − 2y = 2x tedy je

y(x) = C1e
−2x + C2 ex − x − 1

2
, x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Nyńı urč́ıme konstanty C1, C2 tak, aby nalezené řešeńı vyhovovalo počátečńım
podmı́nkám y(0) = 0, y′(0) = 1. Spočtěme derivaci obecného řešeńı y(x):
y′(x) = −2C1e

−2x + C2 ex − 1. Pak po dosazeńı počátečńıch podmı́nek do y(x) a y′(x)
dostaneme

0 = y(0) = C1e
−2·0 + C2 e0 − 0 − 1

2

1 = y′(0) = −2C1e
−2·0 + C2 e0 − 1

Odtud
1
2 = C1 + C2

2 = −2C1 + C2
=⇒ 1 = 2C1 + 2C2

2 = −2C1 + C2

Hledané řešeńı má C2 = 1 a C1 = − 1
2 , tedy

y(x) = −1

2
e−2x + ex − x − 1

2
, x ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.4.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ − 2y = 2x , které vyhovuje
počátečńım podmı́nkám y(0) = 0, y′(0) = 1.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$2)+diff(y(x),x)-2*y(x)=2*x);

DR := ( d2

dx2 y(x)) + ( d
dx y(x)) − 2 y(x) = 2 x

> PP:=y(0)=0,D(y)(0)=1;

PP := y(0) = 0, D(y)(0) = 1

> dsolve({DR,PP},y(x));

y(x) = ex − 1

2
e(−2 x) − 1

2
− x

Zpět
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Přı́klad 3.4.1

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ − 2y = 2x , které vyhovuje
počátečńım podmı́nkám y(0) = 0, y′(0) = 1.

Mathematica:

rovnice = y”[x] + y′[x] − 2y[x] == 2x;rovnice = y”[x] + y′[x] − 2y[x] == 2x;rovnice = y”[x] + y′[x] − 2y[x] == 2x;

pp1 = y[0] == 0; pp2 = y′[0] == 1;pp1 = y[0] == 0; pp2 = y′[0] == 1;pp1 = y[0] == 0; pp2 = y′[0] == 1;

reseni = DSolve[{rovnice, pp1, pp2}, y[x], x]reseni = DSolve[{rovnice, pp1, pp2}, y[x], x]reseni = DSolve[{rovnice, pp1, pp2}, y[x], x]
{{

y[x] → 1
2 e

−2x
(

−1 − e2x + 2e3x − 2e2xx
)}}

Simplify[%]Simplify[%]Simplify[%]

{{

y[x] → − 1
2 − e−2x

2 + ex − x
}}

Zpět
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Přı́klad 3.4.2

Je funkce y(x) = − 3
4 x cos 2x, x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice y′′ + 4y = 3 sin 2x,

které vyhovuje počátečńım podmı́nkám y(0) = 0 , y′(0) = − 3
4 ?

? Zpět
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Přı́klad 3.4.2

Je funkce y(x) = − 3
4 x cos 2x, x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice y′′ + 4y = 3 sin 2x,

které vyhovuje počátečńım podmı́nkám y(0) = 0 , y′(0) = − 3
4 ?

Výsledek:

Ano, je řešeńım dané počátečńı úlohy.

Zpět
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Přı́klad 3.4.2

Je funkce y(x) = − 3
4 x cos 2x, x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice y′′ + 4y = 3 sin 2x,

které vyhovuje počátečńım podmı́nkám y(0) = 0 , y′(0) = − 3
4 ?

Návod:

Vypočteme y′′(x) a do diferenciálńı rovnice dosad́ıme za y′′(x) a y(x) . Levá strana
rovnice se muśı rovnat pravé pro všechna reálná x a muśı být splněny počátečńı
podmı́nky.

Zpět
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Přı́klad 3.4.2

Je funkce y(x) = − 3
4 x cos 2x, x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice y′′ + 4y = 3 sin 2x,

které vyhovuje počátečńım podmı́nkám y(0) = 0 , y′(0) = − 3
4 ?

Řešenı́:

Ověř́ıme, zda jsou splněny počátečńı podmı́nky.

y(0) = −3

4
· 0 · cos 0 = 0

Spočteme y′(x) :
y
′
(x) = −3

4
cos 2x +

6

4
x sin 2x

⇓

y′(0) = −3

4
cos 0 +

6

4
· 0 · sin 0 = −3

4
Dále zkoumejme, zda je daná funkce řešeńım př́ıslušné rovnice. Spočteme y′′(x) :

y
′′
(x) =

6

4
sin 2x +

6

4
sin 2x +

12

4
x cos 2x = 3 sin 2x + 3x cos 2x.

Levá strava rovnice je

L := y′′ + 4y = 3 sin 2x + 3x cos 2x + 4

(

−3

4
x cos 2x

)

= 3 sin 2x

a pravá strana rovnice je P := 3 sin 2x.
Ukázali jsme, že L = P pro všechna reálná x. Funkce y(x) = − 3

4 x cos 2x je řešeńım
dané počátečńı úlohy.

Zpět
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Přı́klad 3.4.2

Je funkce y(x) = − 3
4 x cos 2x, x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice y′′ + 4y = 3 sin 2x,

které vyhovuje počátečńım podmı́nkám y(0) = 0 , y′(0) = − 3
4 ?

Maple:
> res:=y(x)=-3/4*x*cos(2*x);

res := y(x) = − 3

4
x cos(2x)

> DR:=(diff(y(x),x$2)+4*y(x)=3*sin(2*x));

DR := ( d2

dx2 y(x)) + 4 y(x) = 3 sin(2 x)

> odetest(res,DR);

0

> y:=x->-3/4*x*cos(2*x);

y := x → −3

4
x cos(2 x)

> y(0);

0

> D(y)(0);

−3

4

Zpět
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Přı́klad 3.4.2

Je funkce y(x) = − 3
4 x cos 2x, x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice y′′ + 4y = 3 sin 2x,

které vyhovuje počátečńım podmı́nkám y(0) = 0 , y′(0) = − 3
4 ?

Mathematica:

rovnice = y”[x] + 4y[x] == 3Sin[2x];rovnice = y”[x] + 4y[x] == 3Sin[2x];rovnice = y”[x] + 4y[x] == 3Sin[2x];

reseni = Function[x,−3/4xCos[2x]]reseni = Function[x,−3/4xCos[2x]]reseni = Function[x,−3/4xCos[2x]]

Function
[

x,− 3
4xCos[2x]

]

rovnice/.{y → reseni}rovnice/.{y → reseni}rovnice/.{y → reseni}

True

y[0] == 0/.{y → reseni}y[0] == 0/.{y → reseni}y[0] == 0/.{y → reseni}

True

y′[0] == −3/4/.{y → reseni}y′[0] == −3/4/.{y → reseni}y′[0] == −3/4/.{y → reseni}

True

Zpět
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Přı́klad 3.4.3

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 2y′′ + 8y = 1
sin3 2x

, které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(π
4 ) = 15

16 , y′(π
4 ) = 4.

? Zpět

. – p.24/37



Přı́klad 3.4.3

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 2y′′ + 8y = 1
sin3 2x

, které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(π
4 ) = 15

16 , y′(π
4 ) = 4.

Výsledek:

y(x) = −2 cos 2x + sin 2x +
2 cos2 2x − 1

16 sin 2x
, x ∈ (0, π

2 ) .

Zpět

. – p.24/37



Přı́klad 3.4.3

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 2y′′ + 8y = 1
sin3 2x

, které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(π
4 ) = 15

16 , y′(π
4 ) = 4.

Návod:

Rovnice je NLDR s konstantńımi koeficienty
k0y

′′ + k1y
′ + k2y = f(x) , k0, k1, k2 ∈ R , k0 6= 0. Nejprve najdeme obecné řešeńı stejně

jako v př́ıkladě 3.4.1 a pak urč́ıme konstanty C1, C2 tak, aby nalezené řešeńı splňovalo
počátečńı podmı́nky.

Zpět

. – p.24/37



Přı́klad 3.4.3

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 2y′′ + 8y = 1
sin3 2x

, které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(π
4 ) = 15

16 , y′(π
4 ) = 4.

Řešenı́:

Obecné řešeńı zadané NLDR má tvar

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x) ,

kde y
H
(x) je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, tj. diferenciálńı rovnice 2y′′ + 8y = 0.

Odpov́ıdaj́ıćı charakteristická rovnice je

2λ2 + 8 = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = 2i, λ2 = −2i. Obecné řešeńı přǐrazené HLDR tedy je

y
H
(x) = C1 cos 2x + C2 sin 2x , C1, C2 ∈ R .

Pravá strana zadané NLDR f(x) = 1
sin3 2x

neńı speciálńı pravá strana

eax(P (x) cos bx + Q(x) sin bx) .

V takovém př́ıpadě pro odhad partikulárńıho řešeńı použijeme metodu variace konstant,
tj. v obecném řešeńı přǐrazené HLDR nahrad́ıme konstanty C1, C2 funkcemi. Dostaneme

y
P
(x) = C1(x) cos 2x + C2(x) sin 2x .

Nyńı muśıme naj́ıt funkce C1(x), C2(x). Pro derivace těchto funkćı umı́me sestavit
soustavu rovnic C′

1(x) y1(x) + C′
2(x) y2(x) = 0

C′
1(x) y

′
1(x) + C′

2(x) y
′
2(x) = f(x)

k0
,

Daľśı
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Přı́klad 3.4.3

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 2y′′ + 8y = 1
sin3 2x

, které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(π
4 ) = 15

16 , y′(π
4 ) = 4.

Řešenı́:

v maticovém tvaru
[

y1(x) y2(x)

y′
1(x) y′

2(x)

]

·
[

C′
1(x)

C′
2(x)

]

=

[

0
f(x)
k0

]

.

Matici soustavy tvoř́ı matice z Wronského determinantu funkćı y1(x) = cos 2x,
y2(x) = sin 2x, které tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı přǐrazené HLDR. Konkrétně

[

cos 2x sin 2x

−2 sin 2x 2 cos 2x

]

·
[

C′
1(x)

C′
2(x)

]

=

[

0
1
2 · 1

sin3 2x

]

.

Použit́ım Cramerova pravidla soustavu vyřeš́ıme. Spočtěme determinanty:

D =

∣

∣

∣

∣

∣

cos 2x sin 2x

−2 sin 2x 2 cos 2x

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 cos2 2x + 2 sin2 2x = 2

D1 =

∣

∣

∣

∣

∣

0 sin 2x
1

2 sin3 2x
2 cos 2x

∣

∣

∣

∣

∣

= − sin 2x
2 sin3 2x

= − 1
2 sin2 2x

D2 =

∣

∣

∣

∣

∣

cos 2x 0

−2 sin 2x 1
2 sin3 2x

∣

∣

∣

∣

∣

= cos 2x
2 sin3 2x

.

Daľśı
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Přı́klad 3.4.3

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 2y′′ + 8y = 1
sin3 2x

, které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(π
4 ) = 15

16 , y′(π
4 ) = 4.

Řešenı́:

Pak

C
′
1(x) =

D1

D
=

− 1
2 sin2 2x

2
= − 1

4 sin2 2x
, C

′
2(x) =

D2

D
=

cos 2x
2 sin3 2x

2
=

cos 2x

4 sin3 2x
.

Tedy

C1(x) =
1

4

∫ −1

sin2 2x
dx =

1

4

cotg 2x

2
=

1

8

cos 2x

sin 2x
,

C2(x) =
1

4

∫

cos 2x

sin3 2x
dx =

∣

∣

∣

∣

∣

sin 2x = t

2 cos 2x dx = dt

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

4
· 1

2

∫

dt

t3
= − 1

16

1

t2
= − 1

16

1

sin2 2x
.

Integračńı konstanty neṕı̌seme, nebot’ hledáme jedno řešeńı y
P
(x), tedy jednu funkci

C1(x) a jednu funkci C2(x). Partikulárńı řešeńı zadané NLDR je

y
P
(x) =

1

8

cos 2x

sin 2x
cos 2x − 1

16

1

sin2 2x
sin 2x =

2 cos2 2x − 1

16 sin 2x
.

Obecné řešeńı rovnice 2y′′ + 8y = 1
sin3 2x

tedy je

y(x) = C1 cos 2x + C2 sin 2x +
2 cos2 2x − 1

16 sin 2x
, C1, C2 ∈ R .

Daľśı
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Přı́klad 3.4.3

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 2y′′ + 8y = 1
sin3 2x

, které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(π
4 ) = 15

16 , y′(π
4 ) = 4.

Řešenı́:

Definičńımi obory jsou intervaly Ik = (k π
2 , π

2 + k π
2 ) , k ∈ Z, na kterých je pravá strana

rovnice definovaná a spojitá.
Nyńı urč́ıme konstanty C1, C2 tak, aby nalezené řešeńı vyhovovalo počátečńım
podmı́nkám y(π

4 ) = 15
16 , y′(π

4 ) = 4. Spočtěme derivaci obecného řešeńı y(x):

y
′
(x) = −2C1 sin 2x + 2C2 cos 2x +

1

16

−8 cos 2x sin 2x sin 2x − (2 cos2 2x − 1)2 cos 2x

sin2 2x
.

Pak po dosazeńı počátečńıch podmı́nek do y(x) a y′(x) dostaneme

15

16
= y(π

4 ) = C1 cos π
2 + C2 sin π

2 +
2 cos2 π

2 − 1

16 sin π
2

4 = y′(π
4 ) = −2C1 sin π

2 + 2C2 cos π
2 +

1

16

−8 cos π
2 sin π

2 sin π
2 − (2 cos2 π

2 − 1)2 cos π
2

sin2 π
2

Odtud 1 = C2

4 = −2C1

Hledané řešeńı má C1 = −2 a C2 = 1, tedy

y(x) = −2 cos 2x + sin 2x +
2 cos2 2x − 1

16 sin 2x
, x ∈ (0, π

2 ) .

Z interval̊u Ik jsme vybrali vzhledem k počátečńım podmı́nkám ten, ve kterém lež́ı č́ıslo
π
4 .

Zpět . – p.24/37



Přı́klad 3.4.3

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 2y′′ + 8y = 1
sin3 2x

, které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(π
4 ) = 15

16 , y′(π
4 ) = 4.

Maple:
> DR:=(2*diff(y(x),x$2)+8*y(x)=(1)/((sin(2*x))ˆ3));

DR := 2 ( d2

dx2 y(x)) + 8 y(x) =
1

sin(2 x)3

> PP:=y(Pi/4)=15/16,D(y)(Pi/4)=4;

PP := y(
π

4
) =

15

16
, D(y)(

π

4
) = 4

> dsolve({DR,PP},y(x));

y(x) = sin(2 x) − 2 cos(2 x) +
1

16

−1 + 2 cos(2 x)2

sin(2 x)

Zpět

. – p.24/37



Přı́klad 3.4.3

Nalezněte řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice 2y′′ + 8y = 1
sin3 2x

, které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám y(π
4 ) = 15

16 , y′(π
4 ) = 4.

Mathematica:

rovnice = 2y”[x] + 8y[x] == 1/(Sin[2x]∧3);rovnice = 2y”[x] + 8y[x] == 1/(Sin[2x]∧3);rovnice = 2y”[x] + 8y[x] == 1/(Sin[2x]∧3);

pp1 = y[Pi/4]==15/16; pp2 = y′[Pi/4] == 4;pp1 = y[Pi/4]==15/16; pp2 = y′[Pi/4] == 4;pp1 = y[Pi/4]==15/16; pp2 = y′[Pi/4] == 4;

reseni = DSolve[{rovnice, pp1, pp2}, y[x], x]reseni = DSolve[{rovnice, pp1, pp2}, y[x], x]reseni = DSolve[{rovnice, pp1, pp2}, y[x], x]
{{

y[x] → 1
16 (−32Cos[2x] + Cos[2x]Cot[2x] + 15Sin[2x])

}}

Použijeme-li goniometrické vzorce dostaneme po úpravě stejný výsledek jako v řešeńı a v
MAPLE.

Zpět

. – p.24/37



Partikulárnı́ řešenı́ LDR 2. řádu (okrajová úloha)

• Př́ıklad 3.5.1 Najděte partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ + y = e−x

vyhovuj́ıćı okrajovým podmı́nkám y(0) = 0, y(2) = 0 .

• Př́ıklad 3.5.2 Řešte okrajovou úlohu y′′(t) = −π2y(t) , y(0) = 0, y
(

1
2

)

= −3.
(může se jednat o linearizovaný model kyvadla, kde řešeńım je funkce úhlového
vychýleńı y, které vyhovuje LDR a daným okrajovým podmı́nkám)

• Př́ıklad 3.5.3 Řešte okrajovou úlohu y′′(t) + π2y(t) = 0 , y(0) = 0, y(1) = 1 .

• Př́ıklad 3.5.4 Řešte okrajovou úlohu y′′ +
(

π
2

)2 y = −x , y(0) = 0, y(1) = 0 .

Zpět

. – p.25/37



Přı́klad 3.5.1

Najděte partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ + y = e−x vyhovuj́ıćı
okrajovým podmı́nkám y(0) = 0, y(2) = 0 .

? Zpět

. – p.26/37



Přı́klad 3.5.1

Najděte partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ + y = e−x vyhovuj́ıćı
okrajovým podmı́nkám y(0) = 0, y(2) = 0 .

Výsledek:

y(x) = −x e−x + 1
2 x2 e−x, x ∈ R .

Zpět

. – p.26/37



Přı́klad 3.5.1

Najděte partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ + y = e−x vyhovuj́ıćı
okrajovým podmı́nkám y(0) = 0, y(2) = 0 .

Návod:

Najdeme všechna řešeńı homogenńı rovnice př́ıslušné k zadané LDR 2. řádu ve tvaru
yH = C1 ϕ1 + C2 ϕ2 , kde ϕ1,2 tvoř́ı fundamentálńı systém prostoru řešeńı HLDR. Dále
vypoč́ıtáme jedno (libovolné) partikulárńı řešeńı yp pro rovnici s pravou stranou.
Vyjádř́ıme obecné řešeńı (stejně jako u počátečńıch úloh) jako součet
yON = C1 ϕ1 + C2 ϕ2 + yp .
Hledané partikulárńı řešeńı y okrajové úlohy muśı splňovat okrajové podmı́nky.
Stanov́ıme (pokud to lze) koeficienty C1 a C2 pro vyjádřeńı hledaného partikulárńıho
řešeńı okrajové úlohy.

Zpět

. – p.26/37



Přı́klad 3.5.1

Najděte partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ + y = e−x vyhovuj́ıćı
okrajovým podmı́nkám y(0) = 0, y(2) = 0 .

Řešenı́:

Řeš́ıme nejdř́ıve př́ıslušnou HLDR s konstantńımi koeficienty. Charakteristická rovnice
λ2 + 2λ + 1 = 0 má jeden dvojnásobný kořen λ1,2 = −1 , tedy řešeńı HLDR je tvaru

yH = C1e
−x + C2 x e−x .

Partikulárńı řešeńı NLDR budeme hledat v odhadnutém tvaru yp = Ax2 e−x . Po
vyjádřeńı derivaćı y′′

p , y′
p a dosazeńı do zadané rovnice dostáváme A = 1

2 , tedy

yp = 1
2 x2 e−x .

Obecné řešeńı je tedy: yON = C1e
−x + C2 x e−x + 1

2 x2 e−x .
Hledané partikulárńı řešeńı muśı splňovat zadané okrajové podmı́nky. Tedy

C1e
0
+ 0 + 0 = 0 ⇒ C1 = 0

C1e
−2 + C2 2 e−2 +

1

2
22 e−2 = 0 ⇒ C2 = −1.

Řešeńı okrajové úlohy je tedy: y(x) = −x e−x + 1
2 x2 e−x, x ∈ R .

Zpět

. – p.26/37



Přı́klad 3.5.1

Najděte partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ + y = e−x vyhovuj́ıćı
okrajovým podmı́nkám y(0) = 0, y(2) = 0 .

Maple:
> rovnice1:=diff(y(x),x$2)+2*diff(y(x),x)+y(x)=exp(-x);

rovnice1 := ( d2

dx2 y(x)) + 2 ( d
dx y(x)) + y(x) = e(−x)

> podminky1:=y(0)=0,y(2)=0;

podminky1 := y(0) = 0, y(2) = 0

S těmito podmı́nkami má úloha jednoznačné řešeńı:

> reseni:=dsolve({rovnice1,podminky1},y(x));

reseni := y(x) = −e(−x) x +
1

2
x2 e(−x)

Správnost výpočtu ověř́ıme dosazeńım obecného řešeńı do p̊uvodńı rovnice.

> subs(reseni,{rovnice1,podminky1});

{y(2) = 0, y(0) = 0,

( d2

dx2 (−e(−x) x +
1

2
x2 e(−x))) + 2 ( d

dx (−e(−x) x +
1

2
x2 e(−x))) − e(−x) x +

1

2
x2 e(−x) = e(−x)

}
> simplify(%);

{y(2) = 0, y(0) = 0, e(−x) = e(−x)}

Daľśı

. – p.26/37



Přı́klad 3.5.1

Najděte partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ + y = e−x vyhovuj́ıćı
okrajovým podmı́nkám y(0) = 0, y(2) = 0 .

Maple:

Nakresĺıme graf partikulárńıho řešeńı na intervalu 〈0, 2〉.
> assign(reseni);

> plot(y(x),x=0..2);
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–0.1

–0.05

0
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x

> unassign(y);

Zpět

. – p.26/37



Přı́klad 3.5.1

Najděte partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ + y = e−x vyhovuj́ıćı
okrajovým podmı́nkám y(0) = 0, y(2) = 0 .

Mathematica:

rovnice = y”[x] + 2y′[x] + y[x]==Exp[−x];rovnice = y”[x] + 2y′[x] + y[x]==Exp[−x];rovnice = y”[x] + 2y′[x] + y[x]==Exp[−x];

podminka1 = y[0]==0;podminka1 = y[0]==0;podminka1 = y[0]==0;

podminka2 = y[2]==0;podminka2 = y[2]==0;podminka2 = y[2]==0;

S těmito podmı́nkami má úloha jednoznačné řešeńı:

reseni = DSolve[{rovnice, podminka1, podminka2}, y, x][[1]]reseni = DSolve[{rovnice, podminka1, podminka2}, y, x][[1]]reseni = DSolve[{rovnice, podminka1, podminka2}, y, x][[1]]
{

y → Function
[

{x}, 1
2 e

−x(−2 + x)x
]}

Správnost výpočtu ověř́ıme dosazeńım obecného řešeńı do p̊uvodńı rovnice a okrajových
podmı́nek.

Simplify[{rovnice, podminka1, podminka2}/.reseni]Simplify[{rovnice, podminka1, podminka2}/.reseni]Simplify[{rovnice, podminka1, podminka2}/.reseni]
{True,True,True}

Nakresĺıme graf partikulárńıho řešeńı na intervalu 〈0, 2〉.

rp = (y/.reseni)[x]rp = (y/.reseni)[x]rp = (y/.reseni)[x]
1
2 e

−x(−2 + x)x

Daľśı

. – p.26/37



Přı́klad 3.5.1

Najděte partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice y′′ + 2y′ + y = e−x vyhovuj́ıćı
okrajovým podmı́nkám y(0) = 0, y(2) = 0 .

Mathematica:

Plot[rp, {x, 0, 2},PlotStyle → {Thickness[0.01]}];Plot[rp, {x, 0, 2},PlotStyle → {Thickness[0.01]}];Plot[rp, {x, 0, 2},PlotStyle → {Thickness[0.01]}];
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Zpět
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Přı́klad 3.5.2

Řešte okrajovou úlohu y′′(t) = −π2y(t) , y(0) = 0, y
(

1
2

)

= −3. (může se jednat
o linearizovaný model kyvadla, kde řešeńım je funkce úhlového vychýleńı y, které
vyhovuje LDR a daným okrajovým podmı́nkám)

? Zpět

. – p.27/37



Přı́klad 3.5.2

Řešte okrajovou úlohu y′′(t) = −π2y(t) , y(0) = 0, y
(

1
2

)

= −3. (může se jednat
o linearizovaný model kyvadla, kde řešeńım je funkce úhlového vychýleńı y, které
vyhovuje LDR a daným okrajovým podmı́nkám)

Výsledek:

Řešeńım je funkce y(t) = −3 sin(πt) .

Zpět

. – p.27/37



Přı́klad 3.5.2

Řešte okrajovou úlohu y′′(t) = −π2y(t) , y(0) = 0, y
(

1
2

)

= −3. (může se jednat
o linearizovaný model kyvadla, kde řešeńım je funkce úhlového vychýleńı y, které
vyhovuje LDR a daným okrajovým podmı́nkám)

Návod:

Najdeme všechna řešeńı homogenńı rovnice př́ıslušné k zadané LDR 2. řádu ve tvaru
yH = C1 ϕ1 + C2 ϕ2 , kde ϕ1,2 tvoř́ı fundamentálńı systém prostoru řešeńı HLDR.
Vyjádř́ıme obecné řešeńı (stejně jako u počátečńıch úloh) yON = yH = C1 ϕ1 + C2 ϕ2 .
Hledané partikulárńı řešeńı y okrajové úlohy muśı splňovat okrajové podmı́nky.
Stanov́ıme (pokud to lze) koeficienty C1 a C2 pro vyjádřeńı hledaného partikulárńıho
řešeńı okrajové úlohy.

Zpět

. – p.27/37



Přı́klad 3.5.2

Řešte okrajovou úlohu y′′(t) = −π2y(t) , y(0) = 0, y
(

1
2

)

= −3. (může se jednat
o linearizovaný model kyvadla, kde řešeńım je funkce úhlového vychýleńı y, které
vyhovuje LDR a daným okrajovým podmı́nkám)

Řešenı́:

Jedná se o řešeńı HLDR s konstantńımi koeficienty. Charakteristická rovnice
λ2 + π2 = 0 má komplexně sdružené kořeny λ1,2 = ±i π .
Obecné řešeńı je tedy: yON = yH = C1 cosπ t + C2 sinπ t .
Hledané partikulárńı řešeńı muśı splňovat zadané okrajové podmı́nky. Tedy

C1 cos 0 + C2 sin 0 = 0 ⇒ C1 = 0

C1 cos
π

2
+ C2 sin

π

2
= −3 ⇒ C2 = −3.

Řešeńı okrajové úlohy je tedy: y(t) = −3 sin(πt).

Zpět

. – p.27/37



Přı́klad 3.5.2

Řešte okrajovou úlohu y′′(t) = −π2y(t) , y(0) = 0, y
(

1
2

)

= −3. (může se jednat
o linearizovaný model kyvadla, kde řešeńım je funkce úhlového vychýleńı y, které
vyhovuje LDR a daným okrajovým podmı́nkám)

Maple:
> rovnice2:=diff(y(x),x$2)=-Piˆ2*y(x);

rovnice2 := d2

dx2 y(x) = −π2 y(x)

> reseni:=dsolve({rovnice2},y(x));
reseni := {y(x) = C1 sin(π x) + C2 cos(π x)}

> podminky2:=y(0)=0, y(1/2)=-3;

podminky2 := y(0) = 0, y(
1

2
) = −3

S těmito podmı́nkami má úloha jednoznačné řešeńı:

> reseni:=dsolve({rovnice2,podminky2},y(x));
reseni := y(x) = −3 sin(π x)

Správnost výpočtu ověř́ıme dosazeńım obecného řešeńı do p̊uvodńı rovnice.

> subs(reseni,{rovnice2,podminky2});

{ ∂2

∂x2 (−3 sin(π x)) = 3 π2 sin(π x), y(0) = 0, y(
1

2
) = −3}

> simplify(%);

{y(0) = 0, y(
1

2
) = −3, 3π2 sin(π x) = 3π2 sin(π x)}

Daľśı

. – p.27/37



Přı́klad 3.5.2

Řešte okrajovou úlohu y′′(t) = −π2y(t) , y(0) = 0, y
(

1
2

)

= −3. (může se jednat
o linearizovaný model kyvadla, kde řešeńım je funkce úhlového vychýleńı y, které
vyhovuje LDR a daným okrajovým podmı́nkám)

Maple:

Nakresĺıme graf partikulárńıho řešeńı na intervalu 〈0, 1/2〉.
> assign(reseni);

> plot(y(x),x=0..1/2,thickness=3);
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> unassign(y);

Zpět
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Přı́klad 3.5.2

Řešte okrajovou úlohu y′′(t) = −π2y(t) , y(0) = 0, y
(

1
2

)

= −3. (může se jednat
o linearizovaný model kyvadla, kde řešeńım je funkce úhlového vychýleńı y, které
vyhovuje LDR a daným okrajovým podmı́nkám)

Mathematica:

rovnice = y”[x]== − Pi∧2y[x];rovnice = y”[x]== − Pi∧2y[x];rovnice = y”[x]== − Pi∧2y[x];

podminka1 = y[0]==0;podminka1 = y[0]==0;podminka1 = y[0]==0;

podminka2 = y[1/2] == −3;podminka2 = y[1/2] == −3;podminka2 = y[1/2] == −3;

S těmito podmı́nkami má úloha jednoznačné řešeńı:

reseni = DSolve[{rovnice, podminka1, podminka2}, y, x][[1]]reseni = DSolve[{rovnice, podminka1, podminka2}, y, x][[1]]reseni = DSolve[{rovnice, podminka1, podminka2}, y, x][[1]]
{y → Function[{x},−3Sin[πx]]}

Správnost výpočtu ověř́ıme dosazeńım obecného řešeńı do p̊uvodńı rovnice.

Simplify[{rovnice, podminka1, podminka2}/.reseni]Simplify[{rovnice, podminka1, podminka2}/.reseni]Simplify[{rovnice, podminka1, podminka2}/.reseni]
{True,True,True}

Nakresĺıme graf partikulárńıho řešeńı na intervalu 〈0, 1/2〉.

rp = (y/.reseni)[x]rp = (y/.reseni)[x]rp = (y/.reseni)[x]

−3Sin[πx]

Daľśı

. – p.27/37



Přı́klad 3.5.2

Řešte okrajovou úlohu y′′(t) = −π2y(t) , y(0) = 0, y
(

1
2

)

= −3. (může se jednat
o linearizovaný model kyvadla, kde řešeńım je funkce úhlového vychýleńı y, které
vyhovuje LDR a daným okrajovým podmı́nkám)

Mathematica:

Plot[rp, {x, 0, 1/2},PlotStyle → {Thickness[0.01]}];Plot[rp, {x, 0, 1/2},PlotStyle → {Thickness[0.01]}];Plot[rp, {x, 0, 1/2},PlotStyle → {Thickness[0.01]}];
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Zpět
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Přı́klad 3.5.3

Řešte okrajovou úlohu y′′(t) + π2y(t) = 0 , y(0) = 0, y(1) = 1 .

? Zpět

. – p.28/37



Přı́klad 3.5.3

Řešte okrajovou úlohu y′′(t) + π2y(t) = 0 , y(0) = 0, y(1) = 1 .

Výsledek:

Okrajová úloha nemá řešeńı.

Zpět

. – p.28/37



Přı́klad 3.5.3

Řešte okrajovou úlohu y′′(t) + π2y(t) = 0 , y(0) = 0, y(1) = 1 .

Návod:

Najdeme všechna řešeńı homogenńı rovnice př́ıslušné k zadané LDR 2. řádu ve tvaru
yH = C1 ϕ1 + C2 ϕ2 , kde ϕ1,2 tvoř́ı fundamentálńı systém prostoru řešeńı HLDR.
Vyjádř́ıme obecné řešeńı (stejně jako u počátečńıch úloh) yON = yH = C1 ϕ1 + C2 ϕ2 .
Hledané partikulárńı řešeńı y okrajové úlohy muśı splňovat okrajové podmı́nky.
Stanov́ıme (pokud to lze) koeficienty C1 a C2 pro vyjádřeńı hledaného partikulárńıho
řešeńı okrajové úlohy.

Zpět

. – p.28/37



Přı́klad 3.5.3

Řešte okrajovou úlohu y′′(t) + π2y(t) = 0 , y(0) = 0, y(1) = 1 .

Řešenı́:

Jedná se o řešeńı HLDR s konstantńımi koeficienty. Charakteristická rovnice
λ2 + π2 = 0 má komplexně sdružené kořeny λ1,2 = ±i π .
Obecné řešeńı je tedy: yON = yH = C1 cosπ t + C2 sinπ t .
Hledané partikulárńı řešeńı muśı splňovat zadané okrajové podmı́nky. Tedy

C1 cos 0 + C2 sin 0 = 0

C1 cosπ + C2 sinπ = 1

Tato soustava pro C1, C2 nemá řešeńı. Okrajová úloha je tedy neřešitelná.

Zpět
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Přı́klad 3.5.3

Řešte okrajovou úlohu y′′(t) + π2y(t) = 0 , y(0) = 0, y(1) = 1 .

Maple:
> rovnice3:=diff(y(x),x$2)+Piˆ2*y(x) = 0;

rovnice3 := ( d2

dx2 y(x)) + π2 y(x) = 0

> podminky3:=y(0)=0,y(1)=1;

podminky3 := y(0) = 0, y(1) = 1

Jedná se o stejnou HLDR jako v předchoźım př́ıkladě,

> reseni:=dsolve({rovnice3},y(x));

reseni := {y(x) = C1 sin(π x) + C2 cos(π x)}
ale jinou okrajovou úlohu. S podmı́nkami y(0) = 0, y(1) = 1 úloha nemá řešeńı:

> reseni:=dsolve({rovnice3,podminky3},y(x));
reseni :=

Zpět
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Přı́klad 3.5.3

Řešte okrajovou úlohu y′′(t) + π2y(t) = 0 , y(0) = 0, y(1) = 1 .

Mathematica:

rovnice = y”[x]== − Pi∧2y[x];rovnice = y”[x]== − Pi∧2y[x];rovnice = y”[x]== − Pi∧2y[x];

podminka1 = y[0]==0;podminka1 = y[0]==0;podminka1 = y[0]==0;

podminka2 = y[1] == 1;podminka2 = y[1] == 1;podminka2 = y[1] == 1;

Jedná se o stejnou HLDR jako v předchoźım př́ıkladě,

reseni = DSolve[rovnice, y, x]reseni = DSolve[rovnice, y, x]reseni = DSolve[rovnice, y, x]
{{y → Function[{x}, C[1]Cos[πx] + C[2]Sin[πx]]}}

ale jinou okrajovou úlohu.
S podmı́nkami y(0) = 0, y(1) = 1 úloha nemá řešeńı:

reseni = DSolve[{rovnice, podminka1, podminka2}, y, x]reseni = DSolve[{rovnice, podminka1, podminka2}, y, x]reseni = DSolve[{rovnice, podminka1, podminka2}, y, x]
DSolve::bvnul : For some branches of the general solution,
the given boundary conditions lead to an empty solution. More. . .

{}

Zpět

. – p.28/37



Přı́klad 3.5.4

Řešte okrajovou úlohu y′′ +
(

π
2

)2 y = −x , y(0) = 0, y(1) = 0 .

? Zpět

. – p.29/37



Přı́klad 3.5.4

Řešte okrajovou úlohu y′′ +
(

π
2

)2 y = −x , y(0) = 0, y(1) = 0 .

Výsledek:

Řešeńım je funkce y(x) =
4

π2
sin

(

πx

2

)

− 4x

π2
.

Zpět

. – p.29/37



Přı́klad 3.5.4

Řešte okrajovou úlohu y′′ +
(

π
2

)2 y = −x , y(0) = 0, y(1) = 0 .

Návod:

Najdeme všechna řešeńı homogenńı rovnice př́ıslušné k zadané LDR 2. řádu ve tvaru
yH = C1 ϕ1 + C2 ϕ2 , kde ϕ1,2 tvoř́ı fundamentálńı systém prostoru řešeńı HLDR. Dále
vypoč́ıtáme jedno (libovolné) partikulárńı řešeńı yp pro rovnici s pravou stranou.
Vyjádř́ıme obecné řešeńı (stejně jako u počátečńıch úloh) jako součet
yON = C1 ϕ1 + C2 ϕ2 + yp .
Hledané partikulárńı řešeńı y okrajové úlohy muśı splňovat okrajové podmı́nky.
Stanov́ıme (pokud to lze) koeficienty C1 a C2 pro vyjádřeńı hledaného partikulárńıho
řešeńı okrajové úlohy.

Zpět

. – p.29/37



Přı́klad 3.5.4

Řešte okrajovou úlohu y′′ +
(

π
2

)2 y = −x , y(0) = 0, y(1) = 0 .

Řešenı́:

Řeš́ıme nejdř́ıve př́ıslušnou HLDR s konstantńımi koeficienty. Charakteristická rovnice

λ2 +
(

π
2

)2 = 0 má komplexně sdružené kořeny λ1,2 = ±i
π

2
, tedy řešeńı HLDR je tvaru

yH = C1 cos
π

2
x + C2 sin

π

2
x .

Partikulárńı řešeńı NLDR budeme hledat v odhadnutém tvaru yp = Ax + B . Po
vyjádřeńı derivaćı y′′

p , y′
p a dosazeńı do zadané rovnice dostáváme

A = − 4

π2
, B = 0 , tedy yp = − 4

π2
x .

Obecné řešeńı je tedy: yON = C1 cos
π

2
x + C2 sin

π

2
x − 4

π2
x .

Hledané partikulárńı řešeńı muśı splňovat zadané okrajové podmı́nky. Tedy

C1 cos 0 + C2 sin 0 − 0 = 0 ⇒ C1 = 0

C1 cos
π

2
+ C2 sin

π

2
− 4

π2
= 0 ⇒ C2 =

4

π2

Řešeńı okrajové úlohy je tedy: y(x) =
4

π2
sin

(

πx

2

)

− 4x

π2
, x ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.5.4

Řešte okrajovou úlohu y′′ +
(

π
2

)2 y = −x , y(0) = 0, y(1) = 0 .

Maple:
> rovnice4:=diff(y(x),x$2)+(Pi/2)ˆ2*y(x) = -x;

rovnice4 := ( d2

dx2 y(x)) +
1

4
π2 y(x) = −x

> podminky4:=y(0)=0,y(1)=0;

podminky4 := y(0) = 0, y(1) = 0

S těmito podmı́nkami má úloha jednoznačné řešeńı:

> reseni:=dsolve({rovnice4,podminky4},y(x));

reseni := y(x) =
4 sin(

π x

2
)

π2
− 4 x

π2

Následuje graf partikulárńıho řešeńı na intervalu 〈0, 1〉
> assign(reseni);

> assign(reseni);plot(y(x),x=0..1,thickness=3);unassign(y);
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Zpět
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Přı́klad 3.5.4

Řešte okrajovou úlohu y′′ +
(

π
2

)2 y = −x , y(0) = 0, y(1) = 0 .

Mathematica:

rovnice = y”[x] + (Pi/2)∧2y[x]== − x;rovnice = y”[x] + (Pi/2)∧2y[x]== − x;rovnice = y”[x] + (Pi/2)∧2y[x]== − x;

podminka1 = y[0]==0;podminka1 = y[0]==0;podminka1 = y[0]==0;

podminka2 = y[1] == 0;podminka2 = y[1] == 0;podminka2 = y[1] == 0;

S těmito podmı́nkami má úloha jednoznačné řešeńı:

reseni = DSolve[{rovnice, podminka1, podminka2}, y, x][[1]]reseni = DSolve[{rovnice, podminka1, podminka2}, y, x][[1]]reseni = DSolve[{rovnice, podminka1, podminka2}, y, x][[1]]
{

y → Function

[

{x},
−4x+ 4Sin

[

πx
2

]

+ π2Sin
[

πx
2

]

π2

]}

Simplify[{rovnice, podminka1, podminka2}/.reseni]Simplify[{rovnice, podminka1, podminka2}/.reseni]Simplify[{rovnice, podminka1, podminka2}/.reseni]
{True,True,True}

Následuje graf partikulárńıho řešeńı na intervalu 〈0, 1〉

rp = (y/.reseni)[x]rp = (y/.reseni)[x]rp = (y/.reseni)[x]

−4x + 4Sin
[

πx
2

]

+ π2Sin
[

πx
2

]

π2

Daľśı

. – p.29/37



Přı́klad 3.5.4

Řešte okrajovou úlohu y′′ +
(

π
2

)2 y = −x , y(0) = 0, y(1) = 0 .

Mathematica:

Plot[rp, {x, 0, 1},PlotStyle → {Thickness[0.01]}];Plot[rp, {x, 0, 1},PlotStyle → {Thickness[0.01]}];Plot[rp, {x, 0, 1},PlotStyle → {Thickness[0.01]}];
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Zpět
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LDR vyššı́ch řádů, metoda snı́ženı́ řádu

• Př́ıklad 3.6.1 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR)
y′′′ + 3y′′ − 4y′ = 0 .

• Př́ıklad 3.6.2 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ + y = 0 .

• Př́ıklad 3.6.3 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y′′′ − 9y′′ + 27y′ − 27y = 0 .

• Př́ıklad 3.6.4 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 16y′′ = 0 .

• Př́ıklad 3.6.5 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − y = x .

• Př́ıklad 3.6.6 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
y(4) + 2y′′ + y = 3 sinx − 5 cosx .

• Př́ıklad 3.6.7 Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice
xy′′ − y′ = x2ex , x > 0 .

Zpět

. – p.30/37



Přı́klad 3.6.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′′ + 3y′′ − 4y′ = 0 .

? Zpět

. – p.31/37



Přı́klad 3.6.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′′ + 3y′′ − 4y′ = 0 .

Výsledek:

y(x) = C1 + C2 ex + C3 e−4x , x ∈ R , C1, C2, C3 ∈ R .

Zpět

. – p.31/37



Přı́klad 3.6.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′′ + 3y′′ − 4y′ = 0 .

Návod:

Rovnice je homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice (HLDR) s konstantńımi koeficienty
tvaru k0y

′′′ + k1y
′′ + k2y

′ + k3y = 0 , k0, k1, k2, k3 ∈ R , k0 6= 0. Jej́ı řešeńı hledáme ve
tvaru y = eλx, kde λ ∈ R. Konstantu λ urč́ıme tak, aby funkce y = eλx splňovala
zadanou rovnici. Proto muśı být λ kořenem charakteristické rovnice

k0λ
3 + k1λ

2 + k2λ + k3 = 0.

Zpět
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Přı́klad 3.6.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′′ + 3y′′ − 4y′ = 0 .

Řešenı́:

Charakteristická rovnice zadané LDR y′′′ + 3y′′ − 4y′ = 0 je

λ
3
+ 3λ

2 − 4λ = 0

⇓

λ (λ
2
+ 3λ − 4) = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = −4. Má-li charakteristická rovnice tři různé reálné

kořeny λ1, λ2, λ3, pak obecné řešeńı HLDR má tvar

y(x) = C1e
λ1x

+ C2 e
λ2x

+ C3 e
λ3x

, x ∈ R , C1, C2, C3 ∈ R .

Obecné řešeńı zadané LDR tedy je

y(x) = C1 + C2 ex + C3 e−4x , x ∈ R , C1, C2, C3 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.6.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′′ + 3y′′ − 4y′ = 0 .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$3)+3*diff(y(x),x$2)-4*diff(y(x),x)=0);

DR := ( d3

dx3 y(x)) + 3 ( d2

dx2 y(x)) − 4 ( d
dx y(x)) = 0

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = C1 + C2 e(−4 x) + C3 ex

> restart;

Zpět

. – p.31/37



Přı́klad 3.6.1

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) y′′′ + 3y′′ − 4y′ = 0 .

Mathematica:

rovnice = y”’[x] + 3y”[x] − 4y′[x] == 0;rovnice = y”’[x] + 3y”[x] − 4y′[x] == 0;rovnice = y”’[x] + 3y”[x] − 4y′[x] == 0;

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]
{{

y[x] → − 1
4 e

−4xC[1] + exC[2] + C[3]
}}

Poznámka: Výsledek je totožný s předchoźımi výsledky, protože konstantu − 1
4 můžeme

zahrnout do konstanty C[1] .

Zpět
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Přı́klad 3.6.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ + y = 0 .

? Zpět
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Přı́klad 3.6.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ + y = 0 .

Výsledek:

y(x) = C1 e−x + C2 e
x
2

cos(
√

3
2 x) + C3 e

x
2

sin(
√

3
2 x) , x ∈ R , C1, C2, C3 ∈ R .

Zpět

. – p.32/37



Přı́klad 3.6.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ + y = 0 .

Návod:

Rovnice je LDR s konstantńımi koeficienty tvaru k0y
′′′ + k1y

′′ + k2y
′ + k3y = 0 a jej́ı

řešeńı hledáme podle návodu v předchoźım př́ıkladě.

Zpět

. – p.32/37



Přı́klad 3.6.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ + y = 0 .

Řešenı́:

Charakteristická rovnice zadané LDR y′′′ + y = 0 je

λ
3
+ 1 = 0.

Rozložme podle vzorce A3 + B3 = (A + B) · (A2 − AB + B2) levou stranu rovnice na
součin:

(λ + 1)(λ2 − λ + 1) = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = −1, λ2 = 1
2 +

√
3

2 i, λ3 = 1
2 −

√
3

2 i. Má-li charakteristická rovnice
jeden reálný kořen λ1 a dva imaginárnı́ komplexně sdružené kořeny λ2 = a + b i, λ3 = a − b i, pak
obecné řešeńı HLDR má tvar

y(x) = C1e
λ1x

+ C2e
ax

cos bx + C3 e
ax

sin bx , x ∈ R , C1, C2, C3 ∈ R .

Obecné řešeńı zadané LDR tedy je

y(x) = C1 e−x + C2 e
x
2

cos(
√

3
2 x) + C3 e

x
2

sin(
√

3
2 x) , x ∈ R , C1, C2, C3 ∈ R .

Zpět

. – p.32/37



Přı́klad 3.6.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ + y = 0 .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$3)+y(x)=0);

DR := ( d3

dx3 y(x)) + y(x) = 0

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = C1 e(−x) + C2 e(
x
2
) sin(

√
3 x

2
) + C3 e(

x
2
) cos(

√
3 x

2
)

Zpět

. – p.32/37



Přı́klad 3.6.2

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ + y = 0 .

Mathematica:

rovnice = y”’[x] + y[x] == 0;rovnice = y”’[x] + y[x] == 0;rovnice = y”’[x] + y[x] == 0;

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]

{{y[x] → e−xC[1] + ex/2C[3]Cos
[√

3x
2

]

+ ex/2C[2]Sin
[√

3x
2

]}}

Zpět

. – p.32/37



Přı́klad 3.6.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − 9y′′ + 27y′ − 27y = 0 .

? Zpět

. – p.33/37



Přı́klad 3.6.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − 9y′′ + 27y′ − 27y = 0 .

Výsledek:

y(x) = C1 e3x + C2 x e3x + C3 x2 e3x , x ∈ R , C1, C2, C3 ∈ R .

Zpět

. – p.33/37



Přı́klad 3.6.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − 9y′′ + 27y′ − 27y = 0 .

Návod:

Rovnice je LDR s konstantńımi koeficienty tvaru k0y
′′′ + k1y

′′ + k2y
′ + k3y = 0 a jej́ı

řešeńı hledáme podle návodu v prvńım př́ıkladě.

Zpět

. – p.33/37



Přı́klad 3.6.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − 9y′′ + 27y′ − 27y = 0 .

Řešenı́:

Charakteristická rovnice zadané LDR y′′′ − 9y′′ + 27y′ − 27y = 0 je

λ
3 − 9λ

2
+ 27λ − 27 = 0.

Levou stranu rovnice uprav́ıme podle vzorce A3 − 3A2B + 3AB2 − B3 = (A − B)3 :

(λ − 3)
3
= 0.

Má jeden trojnásobný kořen λ = 3. Má-li charakteristická rovnice jeden reálný kořen λ
násobnosti tři, pak obecné řešeńı HLDR má tvar

y(x) = C1e
λx + C2 x eλx + C3 x2 eλx , x ∈ R , C1, C2, C3 ∈ R .

Obecné řešeńı zadané LDR tedy je

y(x) = C1 e3x + C2 x e3x + C3 x2 e3x , x ∈ R , C1, C2, C3 ∈ R .

Zpět

. – p.33/37



Přı́klad 3.6.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − 9y′′ + 27y′ − 27y = 0 .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$3)-9*diff(y(x),x$2)+27*diff(y(x),x)-27*y(x)=0);

DR := ( d3

dx3 y(x)) − 9 ( d2

dx2 y(x)) + 27 ( d
dx y(x)) − 27 y(x) = 0

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = C1 e(3 x) + C2 e(3 x) x + C3 e(3 x) x2

Zpět

. – p.33/37



Přı́klad 3.6.3

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − 9y′′ + 27y′ − 27y = 0 .

Mathematica:

rovnice = y”’[x] − 9y”[x] + 27y′[x] − 27y[x] == 0;rovnice = y”’[x] − 9y”[x] + 27y′[x] − 27y[x] == 0;rovnice = y”’[x] − 9y”[x] + 27y′[x] − 27y[x] == 0;

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]
{{

y[x] → e3xC[1] + e3xxC[2] + e3xx2C[3]
}}

Zpět

. – p.33/37



Přı́klad 3.6.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 16y′′ = 0 .

? Zpět

. – p.34/37



Přı́klad 3.6.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 16y′′ = 0 .

Výsledek:

y(x) = C1 + C2x + C3 cos 4x + C4 sin 4x , x ∈ R , C1, C2, C3, C4 ∈ R .

Zpět

. – p.34/37



Přı́klad 3.6.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 16y′′ = 0 .

Návod:

Rovnice je LDR s konstantńımi koeficienty řádu 4. Jej́ı řešeńı hledáme analogicky jako v
předchoźıch př́ıkladech.

Zpět
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Přı́klad 3.6.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 16y′′ = 0 .

Řešenı́:

Charakteristická rovnice zadané LDR y(4) + 16y′′ = 0 je

λ4 + 16λ2 = 0

⇓

λ2(λ2 + 16) = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1,2 = 0, λ3 = 4 i, λ4 = −4 i. Má-li charakteristická rovnice jeden

dvojnásobný reálný kořen λ a dva ryze imaginárnı́ komplexně sdružené kořeny λ3,4 = ±b i, pak
obecné řešeńı HLDR má tvar

y(x) = C1e
λx

+ C2 x e
λx

+ C3 cos bx + C4 sin bx , x ∈ R , C1, C2, C3, C4 ∈ R .

Obecné řešeńı zadané LDR tedy je

y(x) = C1 + C2x + C3 cos 4x + C4 sin 4x , x ∈ R , C1, C2, C3, C4 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.6.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 16y′′ = 0 .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$4)+16*diff(y(x),x$2)=0);

DR := ( d4

dx4 y(x)) + 16 ( d2

dx2 y(x)) = 0

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = C1 + C2 x + C3 sin(4 x) + C4 cos(4 x)

Zpět
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Přı́klad 3.6.4

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 16y′′ = 0 .

Mathematica:

rovnice = y””[x] + 16y”[x] == 0;rovnice = y””[x] + 16y”[x] == 0;rovnice = y””[x] + 16y”[x] == 0;

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]
{{

y[x] → C[3] + xC[4] − 1
16C[1]Cos[4x] − 1

16C[2]Sin[4x]
}}

Poznámka: Výsledek je totožný s předchoźımi výsledky, protože konstantu − 1
16 můžeme

zahrnout do konstanty C[1] a C[2] .

Zpět

. – p.34/37



Přı́klad 3.6.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − y = x .

? Zpět
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Přı́klad 3.6.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − y = x .

Výsledek:

y(x) = C1e
x + C2 e

− x
2

cos(
√

3
2 x) + C3 e

− x
2

sin(
√

3
2 x) − x , x ∈ R , C1, C2, C3 ∈ R .

Zpět

. – p.35/37



Přı́klad 3.6.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − y = x .

Návod:

Rovnice je NLDR s konstantńımi koeficienty 3. řádu k0y
′′′ + k1y

′′ + k2y
′ + k3y = f(x),

k0, k1, k2, k3 ∈ R , k0 6= 0. Jej́ı řešeńı je součtem obecného řešeńı přǐrazené HLDR –
y
H
(x) a partikulárńıho (jednoho) řešeńı zadané NLDR – y

P
(x), tj.

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x). Obecné řešeńı y

H
(x) je diskutováno v předchoźıch př́ıkladech.

Partikulárńı řešeńı y
P
(x) můžeme nalézt pomoćı tzv. metody variace konstant; v tomto

př́ıpadě je výhodněǰśı tzv. metoda odhadu.

Zpět
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Přı́klad 3.6.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − y = x .

Řešenı́:

Obecné řešeńı zadané NLDR má tvar

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x) ,

kde y
H
(x) je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, tj. diferenciálńı rovnice y′′′ − y = 0.

Odpov́ıdaj́ıćı charakteristická rovnice je

λ
3 − 1 = 0.

Rozložme podle vzorce A3 − B3 = (A − B) · (A2 + AB + B2) levou stranu rovnice na
součin:

(λ − 1)(λ
2
+ λ + 1) = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = 1, λ2 = − 1
2 +

√
3

2 i, λ3 = − 1
2 −

√
3

2 i. Obecné řešeńı přǐrazené
HLDR tedy je

y(x) = C1 ex + C2 e
− x

2
cos(

√
3

2 x) + C3 e
− x

2
sin(

√
3

2 x) , x ∈ R , C1, C2, C3 ∈ R .

Ukažme, že pravá strana zadané NLDR f(x) = x je tzv. speciálńı pravá strana

eax(P (x) cos bx + Q(x) sin bx) .

Daľśı
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Přı́klad 3.6.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − y = x .

Řešenı́:

Polož́ıme-li a = 0, b = 0, P (x) = x a Q(x) = 0, dostaneme e0x(x cos 0x + 0 sin 0x) = x.
V takovém př́ıpadě umı́me udělat odhad partikulárńıho řešeńı zadané NLDR:

y
P
(x) = x

k
e
ax

(R(x) cos bx + S(x) sin bx) ,

kde R(x), S(x) jsou obecné polynomy stupně max{stP, stQ} a konstanty a, b známe z
tvaru pravé strany f(x). Je-li č́ıslo α = a + b i = 0 + 0 i kořenem charakteristické
rovnice, je hodnota konstanty k rovna násobnosti tohoto kořene α. Neńı-li α kořenem
charakteristické rovnice, je k = 0. Stupeň polynomu P (x) = x je stP = 1 a stupeň
polynomu Q(x) = 0 je stQ = 0. Odtud je stR,S = 1, proto R(x) = Ax + B a
S(x) = Cx + D. Č́ıslo α = 0 neńı kořenem charakteristické rovnice

(λ1 = 1, λ2,3 = − 1
2 ±

√
3

2 i ), tedy k = 0. Máme

y
P
(x) = x0e0x((Ax+ B) cos 0x + (Cx + D) sin 0x) = Ax + B.

Zbývá určit konstanty A,B. Chceme, aby funkce y
P
(x) = Ax + B byla řešeńım zadané

NLDR y′′′ − y = x, tedy ji splňovala. Spočtěme y′′′
P

(x) :

y
′
P
(x) = A =⇒ y

′′
P
(x) = y

′′′
P

(x) = 0.

Daľśı
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Přı́klad 3.6.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − y = x .

Řešenı́:

Dosad’me do zadané NLDR y
P

a y′′′
P

:

0 − (Ax + B) = x.

Polynomy na obou stranách rovnice se rovnaj́ı, jestliže se rovnaj́ı koeficienty u stejných
mocnin proměnné x na levé a pravé straně, tj.

−A = 1

B = 0
=⇒ A = −1

B = 0

Partikulárńı řešeńı zadané NLDR je

y
P
(x) = −x .

Obecné řešeńı rovnice y′′′ − y = x tedy je

y(x) = C1e
x + C2 e

− x
2

cos(
√

3
2 x) + C3 e

− x
2

sin(
√

3
2 x) − x , x ∈ R , C1, C2, C3 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.6.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − y = x .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$3)-y(x)=x);

DR := ( d3

dx3 y(x)) − y(x) = x

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = −x + C1 ex + C2 e(−
x
2
) sin(

√
3 x

2
) + C3 e(−

x
2
) cos(

√
3 x

2
)

Zpět
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Přı́klad 3.6.5

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′′′ − y = x .

Mathematica:

rovnice = y”’[x] − y[x] == x;rovnice = y”’[x] − y[x] == x;rovnice = y”’[x] − y[x] == x;

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]

{{y[x] → −x + exC[1]+ e−x/2C[2]Cos
[√

3x
2

]

+ e−x/2C[3]Sin
[√

3x
2

]}}

Zpět
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Přı́klad 3.6.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 2y′′ + y = 3 sinx − 5 cos x .

? Zpět
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Přı́klad 3.6.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 2y′′ + y = 3 sinx − 5 cos x .

Výsledek:

y(x) = cos x

(

C1 + C3 x +
5

8
x2

)

+ sinx

(

C2 + C4 x − 3

8
x2

)

,

x ∈ R , C1, C2, C3, C4 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.6.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 2y′′ + y = 3 sinx − 5 cos x .

Návod:

Rovnice je NLDR s konstantńımi koeficienty 4. řádu. Jej́ı řešeńı hledáme podle návodu v
předchoźım př́ıkladě.

Zpět
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Přı́klad 3.6.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 2y′′ + y = 3 sinx − 5 cos x .

Řešenı́:

Obecné řešeńı zadané NLDR má tvar

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x) ,

kde y
H
(x) je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, tj. diferenciálńı rovnice y(4) + 2y′′ + y = 0.

Odpov́ıdaj́ıćı charakteristická rovnice je

λ4 + 2λ2 + 1 = 0

⇓

(λ2 + 1)2 = 0.

Má dva dvojnásobné kořeny λ1,2 = i, λ3,4 = −i. Má-li charakteristická rovnice dva

dvojnásobné ryze imaginárnı́ komplexně sdružené kořeny λ1,2,3,4 = ±b i, pak obecné řešeńı HLDR
má tvar

y(x) = C1 cos bx + C2 sin bx + C3 x cos bx + C4 x sin bx , x ∈ R , C1, C2, C3, C4 ∈ R .

Obecné řešeńı zadané LDR tedy je

y(x) = C1 cos x + C2 sinx + C3 x cos x + C4 x sinx , x ∈ R , C1, C2, C3, C4 ∈ R .

Daľśı
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Přı́klad 3.6.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 2y′′ + y = 3 sinx − 5 cos x .

Řešenı́:

Ukažme, že pravá strana zadané NLDR f(x) = 3 sinx− 5 cos x je speciálńı pravá strana

eax(P (x) cos bx + Q(x) sin bx) .

Polož́ıme-li a = 0, b = 1, P (x) = −5 a Q(x) = 3, dostaneme
e0x(−5 cos x + 3 sinx) = 3 sin x − 5 cos x. Odhad partikulárńıho řešeńı je

y
P
(x) = x

k
e
ax

(R(x) cos bx + S(x) sin bx) ,

kde a = 0, b = 1. Stupeň polynomu P (x) = −5 je stP = 0 a stupeň polynomu
Q(x) = 3 je stQ = 0. Odtud je stR,S = 0, proto R(x) = A ∈ R a S(x) = B ∈ R. Č́ıslo
α = a + bi = i je dvojnásobným kořenem charakteristické rovnice, tedy k = 2. Máme

y
P
(x) = x2e0x(A cos x + B sin x) = x2(A cos x + B sinx).

Určeme konstanty A,B. Funkce y
P
(x) = x2(A cosx + B sinx) muśı splňovat zadanou

NLDR y(4) + 2y′′ + y = 3 sinx − 5 cos x. Spočtěme y′′
P
(x) a y(4)

P
(x) :

y
′
P
(x) = 2x(A cosx + B sinx) + x

2
(−A sinx + B cosx)

⇓
y
′′
P
(x) = 2(A cos x + B sinx) + 4x(−A sinx + B cos x) + x

2
(−A cos x − B sinx).

⇓

Daľśı
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Přı́klad 3.6.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 2y′′ + y = 3 sinx − 5 cos x .

Řešenı́:

y′′′
P

(x) = 6(−A sinx + B cos x) + 6x(−A cos x − B sinx) + x2(A sinx − B cos x).

⇓
y
(4)

P
(x) = 12(−A cos x − B sinx) + 8x(A sinx − B cos x) + x

2
(A cos x + B sinx).

Dosad’me do zadané NLDR y
P
, y′′

P
a y(4)

P
. Levá strana rovnice bude obsahovat mnoho

sč́ıtanc̊u. Z d̊uvodu přehlednosti pǐsme výrazy, které dosazujeme, následuj́ıćım zp̊usobem:
Na levé straně rovnice se budou vyskytovat násobky funkćı sinx, cos x, x sinx, x cos x,
x2 sinx, x2 cos x. Napǐsme tyto funkce pod sebe a připisujme pouze př́ıslušné konstanty,
které u funkćı stoj́ı, jak postupně do rovnice dosazujeme y(4)

P
, y′′

P
a y

P
. Aby byla

rovnost y(4)

P
+ 2y′′

P
+ y

P
= 3 sin x − 5 cosx splněna, muśı se výrazy u funkćı sinx, cos x

na levé a pravé straně rovnosti sobě rovnat. Vše je zapsáno v následuj́ıćı tabulce.

levá strana y(4) + 2y′′ + y = 3 sinx − 5 cosx pravá strana

sinx : −12B + 4B = 3 : sinx

cos x : −12A + 4A = −5 : cos x

x sinx : 8A − 8A = 0 : x sinx

x cos x : −8B + 8B = 0 : x cos x

x2 sinx : B − 2B + B = 0 : x2 sinx

x2 cos x : A − 2A + A = 0 : x2 cos x

Daľśı
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Přı́klad 3.6.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 2y′′ + y = 3 sinx − 5 cos x .

Řešenı́:

Hledejme řešeńı soustavy dvou rovnic pro neznámé A,B, které jsme z tabulky źıskali:

−8B = 3

−8A = −5
=⇒

B = − 3
8

A = 5
8

Partikulárńı řešeńı zadané NLDR je

y
P
(x) = x

2

(

5

8
cos x − 3

8
sin x

)

.

Obecné řešeńı rovnice y(4) + 2y′′ + y = 3 sinx − 5 cos x tedy je

y(x) = C1 cos x + C2 sinx + C3 x cos x + C4 x sinx + x2
(

5
8 cos x − 3

8 sinx
)

= cosx
(

C1 + C3 x + 5
8 x2

)

+ sinx
(

C2 + C4 x − 3
8 x2

)

, x ∈ R, C1, C2, C3, C4 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.6.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 2y′′ + y = 3 sinx − 5 cos x .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x$4)+2*diff(y(x),x$2)+y(x)=3*sin(x)-5*cos(x));

DR := ( d4

dx4 y(x)) + 2 ( d2

dx2 y(x)) + y(x) = 3 sin(x) − 5 cos(x)

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = (−3

8
x2 +

3

8
− 5

4
x) sin(x) + (

5

8
x2 − 35

32
− 3

4
x) cos(x) + C1 sin(x) + C2 cos(x)

+ C3 sin(x)x + C4 cos(x)x

Možná komentář, že to je zbytečně dlouhý zápis obecného řešeńı.

Zpět
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Přı́klad 3.6.6

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y(4) + 2y′′ + y = 3 sinx − 5 cos x .

Mathematica:

rovnice = y””[x] + 2y”[x] + y[x] == 3Sin[x] − 5Cos[x];rovnice = y””[x] + 2y”[x] + y[x] == 3Sin[x] − 5Cos[x];rovnice = y””[x] + 2y”[x] + y[x] == 3Sin[x] − 5Cos[x];

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]

{{y[x] → C[1]Cos[x] + xC[2]Cos[x] + C[3]Sin[x] + xC[4]Sin[x] +
1
16

(

−12xCos[x] + 10x2Cos[x] − 20Cos[x]3 + 12xCos[x]3−
5Cos[x]Cos[2x] − 6xCos[x]Cos[2x] − 20xSin[x] − 6x2Sin[x] −
12Cos[x]2Sin[x] − 20xCos[x]2Sin[x] − 3Cos[2x]Sin[x] +
10xCos[2x]Sin[x] + 9Cos[x]Sin[2x] − 15Sin[x]Sin[2x])}}

r1 = Simplify[reseni]r1 = Simplify[reseni]r1 = Simplify[reseni]
{{

y[x] → 1
16

((

−25 + 10x2 + 16C[1] + 2x(−3 + 8C[2])
)

Cos[x]+
(

3 − 6x2 + 16C[3] + 2x(−15 + 8C[4])
)

Sin[x]
)}}

Poznámka: Výsledek je totožný s předchoźımi výsledky, protože konstanty můžeme volit
následovně C1 = 1

16 (−25 + 16C[1]), C3 = 2(−3 + 8C[2]), C2 = 1
16 (3 + 16C[3]) a

C4 = 2(−15 + 8C[4]) .

Zpět
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Přı́klad 3.6.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice xy′′ − y′ = x2ex , x > 0 .

? Zpět
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Přı́klad 3.6.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice xy′′ − y′ = x2ex , x > 0 .

Výsledek:

y(x) = C1 + C2
x2

2
+ xex − ex , x ∈ (0,∞) , C1, C2 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 3.6.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice xy′′ − y′ = x2ex , x > 0 .

Návod:

Rovnice je NLDR 2. řádu. Jej́ı koeficiety nejsou konstantńı funkce ( x u y′′) , proto
neumı́me nalézt obecné řešeńı přǐrazené HLDR, ani partikulárńı řešeńı zadané NLDR.
Vzhledem k tomu, že se v rovnici nevyskytuje funkce y, je výhodné zavést substituci
y′(x) = z(x). Dostaneme tak NLDR 1. řádu, kterou umı́me vyřešit, viz. Sb́ırka řešených
př́ıklad̊u k Matematice I, Diferenciálńı rovnice 1. řádu, LDR 1. řádu. Postup se nazývá
metoda sńıžeńı řádu.
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Přı́klad 3.6.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice xy′′ − y′ = x2ex , x > 0 .

Řešenı́:

Zadaná NLDR je 2. řádu s nekonstantńımi koeficienty, tedy neumı́me nalézt obecné
řešeńı přǐrazené HLDR, ani partikulárńı řešeńı zadané NLDR. Protože se v rovnici
nevyskytuje funkce y, zavedeme substituci y′(x) = z(x). Pak y′′(x) = z′(x). Dosad’me
do zadané NLDR za y′ a y′′:

xz
′ − z = x

2
e
x
, x > 0 .

Substitućı jsme sńıžili řád rovnice. Nová diferenciálńı rovnice je NLDR 1. řádu. Obě
strany rovnice vyděĺıme funkćı x:

z′ − 1

x
z = x ex, x > 0 .

Jej́ı obecné řešeńı má tvar
z(x) = z

H
(x) + z

P
(x) ,

kde z
H
(x) je obecné řešeńı přǐrazené HLDR, tj. diferenciálńı rovnice

z
′ − 1

x
z = 0.

Plat́ı, že z
H
(x) = Cϕ(x), kde ϕ(x) je jedno nenulové řešeńı přǐrazené HLDR. Hledejme

ho pomoćı metody separace proměnných:
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Přı́klad 3.6.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice xy′′ − y′ = x2ex , x > 0 .

Řešenı́:

dz

dx
=

1

x
z ⇒

∫

1

z
dz =

∫

1

x
dx ⇒ ln |z| = ln |x| ⇒ |z| = |x| ⇒

⇒ např. z = ϕ(x) = x.

Integračńı konstantu jsme nepsali, protože hledáme jedno řešeńı ϕ(x) . Tedy

z
H
(x) = C x.

Partikulárńı řešeńı NLDR z′ − 1
x z = x ex hledáme ve tvaru součinu

z
P
(x) = C(x)ϕ(x) = C(x) x,

kde C(x) je neznámá funkce, tj. v z
H
(x) nahrad́ıme konstantu C funkćı C(x). Zbývá

určit funkci C(x). Chceme, aby z
P
(x) splňovalo rovnost z′ − 1

x z = x ex . Proto

spočteme z′
P
(x) : z′

P
(x) = C′(x)x + C(x) a dosad́ıme z′

P
a z

P
do rovnice.

z
′ − 1

x
z = x e

x ⇒ C
′
(x)x + C(x) − 1

x
C(x)x = x e

x ⇒ C
′
(x) = e

x

⇒ C(x) =

∫

ex dx ⇒ C(x) = ex

Integračńı konstantu neṕı̌seme, nebot’ hledáme jedno řešeńı z
P
(x), tedy jednu funkci C(x).

Daľśı
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Přı́klad 3.6.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice xy′′ − y′ = x2ex , x > 0 .

Řešenı́:

Partikulárńı řešeńı rovnice z′ − 1
x z = x ex je

z
P
(x) = ex · x = xex.

Jej́ı obecné řešeńı je tedy
z(x) = C x + xe

x
.

Vzhledem k tomu, že z(x) = y′(x), je

y(x) =

∫

(C x + xe
x
) dx = C

x2

2
+

∫

xe
x
dx =

∣

∣

∣

∣

∣

u′(x) = ex , u(x) = ex

v(x) = x, v′(x) = 1

∣

∣

∣

∣

∣

= C
x2

2
+ xe

x −
∫

e
x
dx = C

x2

2
+ xe

x − e
x
+ D

= C1 + C2
x2

2
+ xe

x − e
x
, x ∈ (0,∞) , C1, C2 ∈ R .

Definičńım oborem je interval (0,∞), na kterém je pravá strana rovnice a koeficienty
rovnice definované a spojité. Konstanty jsme přejmenovali pouze proto, aby bylo vidět, že
obecné řešeńı zadané NLDR má opět tvar

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x) ,

kde obecné řešeńı přǐrazené HLDR y
H
(x) je lineárńı kombinaćı dvou lineárně

nezávislých řešeńı přǐrazené HLDR.

Zpět
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Přı́klad 3.6.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice xy′′ − y′ = x2ex , x > 0 .

Maple:
> DR:=(x*diff(y(x),x$2)-diff(y(x),x)=xˆ2*exp(x));

DR := x ( d2

dx2 y(x)) − ( d
dx y(x)) = x2 ex

> dsolve(DR,y(x));

y(x) = x ex − ex +
x2 C1

2
+ C2

Zpět
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Přı́klad 3.6.7

Nalezněte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice xy′′ − y′ = x2ex , x > 0 .

Mathematica:

rovnice = x y”[x] − y′[x] == x∧2Exp[x];rovnice = x y”[x] − y′[x] == x∧2Exp[x];rovnice = x y”[x] − y′[x] == x∧2Exp[x];

reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]reseni = DSolve[rovnice, y[x], x]
{{

y[x] → ex(−1 + x) + 1
2x

2C[1] + C[2]
}}

Zpět

. – p.37/37
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