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Kapitola 4: Soustavy diferencialnich rovnic 1. radu

L ETALN

#)

Chcete-li ukoncit prohlizeni stisknéte klavesu Esc.
Chcete-li pokracovat stisknéte klavesu Enter.
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Soustavy diferencialnich rovnic 1. radu

® Autonomni linedrni soustavy

® Eulerova metoda

Q@ ® Zpét
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Autonomni linearni soustavy

® Piiklad 4.1.1 Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

x’ = T —+y
/

y = 4dz+y

® Priklad 4.1.2 Naleznéte feSeni soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic

/

T = 3x + 6y

/

y = —z—2y

Y

které vyhovuje pocatecni podmince z(0) = 2, y(0) = 1.

® Priklad 4.1.3 Naleznéte obecné feseni soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic

x = —x—4y
/

Y = T—Y

® Priklad 4.1.4 Naleznéte feSeni soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic

¥ = —z—y
y = bz+y ’
které vyhovuje pocateéni podmince z(0) =1, y(0) = —1.
L>] Zpét
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Priklad 4.1.1

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

/

x = r+y
y' = 4dx+y

(> ] ?2 Ly # = Zpét
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Priklad 4.1.1

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

/

4 = xT+vy
y o= dzty
Vysledek:
z(t) = Cre '+ Cyedt
teR, C;,C €R.
y(t) = —2C1e '+2Cye
Zpét
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Priklad 4.1.1

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

/

x = r+y
y = dx+ty

Navod:

Reseni soustavy dvou linearnich diferencidlnich rovnic 1. fadu s konstantnimi koeficienty

hledame ve tvaru
t o
2(1;): x() :ekt.h,
y(t)

kde A je vlastni ¢islo matice soustavy a h je vlastni vektor prislusny k vlastnimu cislu A.

Zpét
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Priklad 4.1.1

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

/

x = r+y
y = dz+y
Reseni:
Polozme 4
- o :B(t) g/ — 18 (t)
A= [ y(t) } —~ 74 [ ¥ (2) } '

PrepiSme zadanou autonomni soustavu pomoci matic:

RN IR H Rt F

Matice
1 1

Ny

4 1

se nazyva matice soustavy. ReSeni této soustavy hleddme ve tvaru
— At P
Z(t) =e"" - h,

kde A je vlastni ¢islo matice A a h je vlastni vektor prislusny k vlastnimu ¢islu .
Cislo X\ tedy resi tzv. charakteristickou rovnici matice A:

det(A — AE) =0
a k nému prislusny vlastni vektor h je pak resenim soustavy

(A—XE)h=0.

Dalsi
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Priklad 4.1.1

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

/

x = r+y

/

y = dz+ty
Reseni:

Charakteristicka rovnice matice A je

1 1 1 0 1—A 1
4 1 0 1 4 1—A
(1—XN(1=-XN)—-4=0 = X —2\1-3=0.
Jeji kofeny jsou A1 = —1, Ay = 3. (Pro chytfejsi poznamka: Kvadratickd rovnice je v
normovaném tvaru, kofeny lze urcit z jejich vlastnosti A1 + Ag =2, A1 - Ao = —3.)
Vlastni vektor prislusny k Ay = —1 musi splhovat rovnost
(A—(=1)E)h =0.
U
1 1 1 0 h1 0 2 1 h1 0
_|_ . — fr— . f—
4 1 0O 1 ho 0 4 2 ho 0
U
2h1 + ho =0

4hy1 + 2hs =0
Dalsi
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Priklad 4.1.1

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

/

x = r+y
y = dx+ty

Reseni:

Prvni rovnice pfedchozi soustavy je ndsobkem druhé rovnice (vzdy to tak musi byt),
proto mé soustava nekone¢né mnoho feseni (hi, ha). Protoze hledame jeden vlastni vektor
prislusny k A; = —1, chceme jedno libovolné teSeni. Zvolime napt. h; = 1, pak z prvni
rovnice 21+ ho =0 — ho = —2. Vlastni vektor prislusny k Ay = —1 je

51:[_;].

Vlastni vektor prislusny k Ao = 3 musi splinovat rovnost

(A—3E)h=0.

(R I A CIOREIRG

4h1 — 2ho =0
Zvolime napt. h; = 1, pak z prvni rovnice —2 -1+ hg =0 =—  ho = 2. Vlastni
vektor prislusny k A2 = 3 je 1
ho =
Dalsi
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Priklad 4.1.1

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

/

x = r+y
y = dz+y
Reseni:

Ma-li charakteristicka rovnice matice soustavy dvou linearnich diferencialnich rovnic dva
rizné realné koreny A1, A2, pak obecné reseni této soustavy ma tvar

Z(t) = C1e™t - hy + Coe™2' - hy, teR, C1,C3€R,

kde h1i, ho jsou prislusné vlastni vektory k A1, A2. Obecné feSeni zadané soustavy
linearnich diferencialnich rovnic tedy je

_ 1 1
Z(t):C’let[ 2]+02e3t[2], teR, C1,C2 €R.
Rozepisme ho po slozkach:
z(t) = Cire '+ Cye’

y(t) = —2 Cl e_t +202 eBt .
Zpét
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Priklad 4.1.1

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

/

x = r+y
y = dx+t+y

Maple:

> DRl:=(diff(x(t),t)=x(t)+y(t));

)
DR1 := 4 x(t) = x(t) + y(¢)
> DR2:=(diff (y(t),t)=4*x(t)+y(t));

DR2 := & y(t) = 4x(t) + y(¢)
> dsolve ({DR1,DR2},{x(t),y(t)});

{x(t) = _.C1e~Y + _C2 e(3t L y(t) =—2_C1e7Y +2_C2eBD)Y

Zpét
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Priklad 4.1.1

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

/

T = xT+vy
y = 4zx+y
Mathematica:
rovnicel = z’[t] == z[t] + y[t];
rovnice2 = y’[t] == 4z[t] + y[t];
reseni = DSolve[{rovnicel, rovnice2}, {z[t], y[t] }, t]

Hz[t) » Le7? (1 +e™) ClL] + Le? (-1 + %) C[2],
ylt] = e”" (-1 +e¥) Ol + se7" (1+€%) Cl21}}

Komentar:vysledek je stejny jako nas vysledek, ktery jsme vypocetli v feSeni. Staci zvolit
C1 = 1C[1] — 3C[2] a Co = 2 C[1] + $C[2]

Zpét
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Priklad 4.1.2

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

' = 3x 4+ 6y

/

y = —xz—-2y

Y

které vyhovuje pocateéni podmince z(0) = 2, y(0) = 1.
@ B = 2?2 &L L Zpét
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Priklad 4.1.2

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

' = 3x 4+ 6y

/

y = —xz—-2y

Y

které vyhovuje pocateéni podmince z(0) = 2, y(0) = 1.

Vysledek:
r(t) = —10+12¢°
teR.
y(t) = 5 —4e'
Zpét
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Priklad 4.1.2

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

' = 3x 4+ 6y

/

y = —z—2y

které vyhovuje pocateéni podmince z(0) = 2, y(0) = 1.

Navod:

Nejprve najdeme obecné reSeni soustavy podle navodu v predchozim prikladé a pak
urcime konstanty C4,Cs tak, aby nalezené reseni splnovalo pocateéni podminku.

Zpét
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Priklad 4.1.2

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

' = 3x 4+ 6y

/

y = —xz—-2y

které vyhovuje pocateéni podmince z(0) = 2, y(0) = 1.
Reseni:

Polozme /
x(t x (t
Z(t) = (t) — 2 (@)= ,( )|
y (%) y (1)
PrepiSme zadanou autonomni soustavu pomoci matic:

MRS e B

Matict :
aticl soustavy je 3 6

A=

-1 =2
Resen{ této soustavy hleddme ve tvaru
Z(t) =e - h,
kde A je vlastni ¢islo matice A a h je vlastni vektor prislusny k vlastnimu c¢islu A.
Cislo A tedy resi tzv. charakteristickou rovnici matice A:
det(A — AE) =0

a k nému pifslusny vlastni vektor h je pak feSenim soustavy (A — A\FE) h=0.
Dalsi
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Priklad 4.1.2

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

' = 3x 4+ 6y

/

y = —z—2y
které vyhovuje pocateéni podmince z(0) = 2, y(0) = 1.
Reseni:

Charakteristicka rovnice matice A je

([ 20 ) -

B=XN(-2-A)+6=0 = XN -A=0 =— XA -1)=0.
Jeji koreny jsou A1 = 0, Ao = 1. Vlastni vektor prislusny k A1 = 0 musi splnovat

3—A 6
—1 —2— A

rovnost (A_O-E)ﬁzﬁ.
2
3 6 | [o
1 =2 ha | | O
U
3h1 +6hs =0
—h1 —2ho =0

Prvni rovnice pfedchozi soustavy je ndsobkem druhé rovnice (vzdy to tak musi byt),
proto mé soustava nekone¢né mnoho feSeni (hi, ha). Protoze hledame jeden vlastni vektor
prislusny k Ai{ = 0, chceme jedno libovolné reseni. Zvolime napt. ho = 1, pak z druhé
rovnice —hy —2-1=0 — h; = —2.

Dalsi
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Priklad 4.1.2

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

' = 3x 4+ 6y

/

y = —z—2y
které vyhovuje pocateéni podmince z(0) = 2, y(0) = 1.
Reseni:

Vlastni vektor prislusny k A1 = 0 je

ﬁlzl—f].

Vlastni vektor prislusny k Ao = 1 musi splinovat rovnost

(A—1-E)Yh=0.

U
(L0 af=b ) el -l) = 15 SR
— . — _— . =
-1 -2 0 1 ho 0 -1 -3 ho 0
U
2h1 + 6hgy =0
—hy —3hy =0
Zvolime napt. hg = 1, pak z druhé rovnice —h; —3:-1 =0 — h; = —3. Vlastni
vektor prislusny k Ao =1 je . _3
e

Dalsi
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Priklad 4.1.2

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

' = 3x 4+ 6y

/

y = —xz—-2y

které vyhovuje pocateéni podmince z(0) = 2, y(0) = 1.
Reseni:

Obecné teSeni zadané soustavy linearnich diferencidlnich rovnic tedy je

-9 _
Z(t)zcll 1 —}—Cget[ :]3-], teR, C1,C2 € R.
RozepiSme ho po slozkach:
a:(t) = —2C1 —3C5 et
y(t) = Cl -+ 02 et 0

Nyni ur¢ime konstanty C'i,C5 tak, aby nalezené reseni vyhovovalo pocatecni podmince
x(0) = 2, y(0) = 1. Po dosazeni pocateénich podminek do obecného feseni dostaneme

2 = =2C;—-30C 2 = =2C;—-3Cs Co, = -4
— f—
1 = C1 + Cs 2 = 2C1 +20C5 4 = 5
Hledané teseni tedy je
r(t) = —10+ 12e°
teR.
y(t) = 5 —4e*

Rovnice jsou parametrickymi rovnicemi trajektorie nalezeného teSeni (rovinné kiivky).

.—p.5/11



Priklad 4.1.2

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

' = 3x 4+ 6y

/

y = —xz—-2y

které vyhovuje pocateéni podmince z(0) = 2, y(0) = 1.

Maple:

> DR1:=(diff (x(t),t)=3xx(t)+6*xy(t));

DR1 := 4 x(t) = 3x(t) + 6y(t)
> DR2:=(diff(y(t),t)=—x(t)-2xy(t));

DR2 := L y(t) = —x(t) — 2y(t)
> PP:=x(0)=2,y(0)=1;

PP :=x(0) =2, y(0) =1

> dsolve ({DR1,DR2,PP},{x(t),y(t)});

{x(t) = =10 + 12", y(t) = —4 e’ + 5}

Zpét
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Priklad 4.1.2

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

' = 3x 4+ 6y

/

y = —xz—-2y

které vyhovuje pocateéni podmince z(0) = 2, y(0) = 1.

Mathematica:
rovnicel = z’[t] == 3z[t] + 6y][t];

rovnice2 = y’[t] == —z[t] — 2y][t];
ppl = z[0] == 2;
pp2 = y[0] == 1;

reseni = DSolve[{rovnicel, rovnice2, ppl, pp2},{z[t], y[t]}, t]
{{z[t] = 2(—5+6€"),y[t] > 5—4e'}}

Zpét
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Priklad 4.1.3

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

/

T = —x—4y

y’ T —y

?2 L & = Zpét

L
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Priklad 4.1.3

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

/

T = —x—4y
y = z—y
Vysledek:
x(t) = —2Ci1e 'sin2t+2C2e *cos2t
teR, C;,C €R.
y(t) = Cire ‘cos2t+ Coe 'sin2t
Zpét
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Priklad 4.1.3

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

/

T = —x—4y

y’ T —y

Navod:

Reseni hleddme podle ndvodu v piikladé 4.1.1. Zpét
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Priklad 4.1.3

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

/

T = —x—4y
y = z—y
Reseni:
Polozme /
A= [ y(t) } —~ 74 [ ¥ (2) } '

PrepiSme zadanou autonomni soustavu pomoci matic:
{,U/ —1 —4 T —/ —1 —4 -
, — . f— z — z .
Y 1 -1 Y 1 -1

Matici soustavy je
-1 -4
A= :
1 -1
Reseni této soustavy hleddme ve tvaru
Z(t) = e - h,

kde A je vlastni cislo matice A a h je vlastni vektor prislusny k vlastnimu c¢islu A.
Cislo A tedy resi tzv. charakteristickou rovnici matice A:

det(A — AE) =0
a k nému prislusny vlastni vektor h je pak resenim soustavy

(A—XE)h=0.

Dalsi
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Priklad 4.1.3

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

T = —x—4y
Y = =Y

Reseni:

Charakteristicka rovnice matice A je

-1 -4 1 0 —1—-A —4
1 -1 0 1 1 —1—-A
(—1—=X(=1—-XN)+4=0 = M 4+2X2+5=0.
Jeji kofeny jsou A\; = —1 4214, Ao = —1 — 24. (Kofeny kvadratické rovnice hleddme v
/22
oboru komplexnich ¢isel, nalezneme je pomoci vzorecku A1 2 = e 2 e J)
Vlastni vektor prislusny k A\; = —1 4+ 22 musi splhovat rovnost
(A—(=14+2i))E)h=0.
4
—1 —4 —14+ 212 0 h1 0 —21 —4 h1 0
1 —1 0 —14+ 22 ho 0 1 —21 ho 0
4

—21hy —4hy =0
hi —2i1hy =0

Prvni rovnice pfedchozi soustavy je ndsobkem druhé rovnice (vzdy to tak musi byt),
proto ma soustava nekone¢né mnoho feseni (hi, h2).

Dalsi
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Priklad 4.1.3

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

/

T = —x—4y

/
Yy r—Yy

Reseni:

Protoze hledame jeden vlastni vektor prislusny k A1 = —1 + 24, chceme jedno libovolné
reseni v oboru komplexnich ¢isel. Zvolime napt. hs = 1, pak z druhé rovnice
hi —21-1=0 =—  hi = 212. Vlastni vektor prislusny k A\ = —1+ 21 je

. 2
hy = .

Ma-li charakteristicka rovnice matice soustavy dvou linearnich diferencialnich rovnic dva
imaginarni komplexné sdruzené koreny A1 = a + b1, Ao = a — b1, pak obecné feseni této
soustavy ma tvar

Z(t) = C1 Re(e™'hy) + CoIm(e™%hy), teR, Ci,Cs €R,

kde l_il je prislusny vlastni vektor k A\;. Hledejme redlnou a imaginarni ¢ast

komplexniho feSeni: . 924
Z]_(t) — e>\1th1 — e(—1+21)t [ . ] .

Pouzijeme vzorec e(®T0Ht — ¢ (cosbt + 4 sin bt). Pak

2¢] 2ie” " cos2t+2i-ie” "sin2t
=

Z1(t) = (e " cos2t + ie " sin 2t) [
e tcos2t +ie tsin2t

Dalsi
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Priklad 4.1.3

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

z = —z—4y
y = z-—y
Reseni:
i2e tcos2t — 2etsin 2t —2e¢ tsin 2t 2¢ "t cos 2t
_ — + 1
e tcos2t +ie !sin 2t et cos 2t et sin 2t
Redlnd a imaginarni ¢4dst komplexniho feSeni 27 (t) je
—2e¢ tsin 2t —2sin 2t 2¢~ ! cos 2t 2 cos 2t
Re 71 (t) = —e " Im Z; (¢) = —e "
et cos 2t cos 2t e tsin 2t sin 2t

Obecné tesSeni zadané soustavy linearnich diferencialnich rovnic tedy je

—2sin 2t 2 cos 2t
5(1;)2016_75 +Cge_t , teR, Ci1,C2 €R.
cos 2t sin 2t

RozepiSme ho po slozkach:
r(t) = —2Cre 'sin2t+2C2e *cos2t
y(t) = Cire 'cos2t+ Coe tsin2t.

Zpét
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Priklad 4.1.3

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

/

T = —x—4y

/

Y = Y
Maple:
> DRl:=(diff(x(t),t)=—x(t)-4xy(t));

DR1 := % x(t) = —x(t) — 4y(t)
> DR2:=(diff(y(t),t)=x(t)-y(t));

DR2 := 4 y(t) = x(t) — y(t)
> dsolve ({DR1,DR2}, {x(t), v (t)});

{y(t) = —% e~ (LC1 cos(2t) — _C25sin(2t)), x(t) = (7Y (LC1 sin(2¢) + _C2 cos(2))}

Zpét
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Priklad 4.1.3

Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

/

T = —x—4y

/
Yy r—Yy

Mathematica:

rovnicel = z’[t] == —z[t] — 4y[t];

rovnice2 = y’[t] == z[t] — y[t];

reseni = DSolve[{rovnicel, rovnice2}, {z[t], y[t] }, t]

{{=z[t] = e~ *C[1]Cos[2t] — 2~ *C[2]Sin[2¢],
y[t] — e~ *C[2]Cos[2t] + e *C[1]Sin[2t] } }

Zpét
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Priklad 4.1.4

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

/

r = —z—y
y' = bSx+y

které vyhovuje pocateéni podmince z(0) =1, y(0) = —1.

@ B = 2?2 &L L Zpét
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Priklad 4.1.4

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

r = —z—y
y = bzx+y

které vyhovuje pocateéni podmince z(0) =1, y(0) = —1.
Vysledek:

x(t) = cos2t

teR.

y(t) = 2 sin2t — cos2t

Zpét
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Priklad 4.1.4

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

/

r = —z—y
y = bzx+y
které vyhovuje pocateéni podmince z(0) =1, y(0) = —1.

Navod:

Nejprve najdeme obecné feSeni soustavy podle navodu v prikladé 4.1.1 a pak urcime
konstanty C1,C5 tak, aby nalezené reseni splnovalo pocatecni podminku.

Zpét
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Priklad 4.1.4

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

r = —z—y
y' = bSx+y
které vyhovuje pocateéni podmince z(0) =1, y(0) = —1.
Reseni:
t (¢
Polozme  Z(t) = z(t) —  Z'(t) = a:/( ) :
y(t) y (1)

PrepiSme zadanou autonomni soustavu pomoci matic:

w/ _1 _1 T =/ _1 _1 —
) — - = z = “x
Matici soustavy je 1 -1
A =
0

Reseni této soustavy hleddme ve tvaru Z(t) = et . h, kde A je vlastni ¢islo matice A a

h je vlastni vektor piislusny k vlastnimu &islu . Cislo A tedy fesi tzv. charakteristickou
rovnici matice A: det(A — AE) = 0

a k nému pifslusny vlastni vektor h je pak feSenim soustavy (A — \E) h=0.
Charakteristicka rovnice matice A je

det =1 =1 o 1 0 —0 — —1—A — 1l
5) 1 0 1 5) 1—A

(-1 =M1 —-XN)+5=0 = M 4+4=0.

Dalsi
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Priklad 4.1.4

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

/

r = —z—y
y' = bSx+y
které vyhovuje pocateéni podmince z(0) =1, y(0) = —1.
Reseni:
Jeji kofeny jsou A1 = 214, Ao = —214. Vlastni vektor prislusny k A1 = 2+ musi splinovat
rovnost (A—2iE)ﬁ:6.
U
—1 =1 21 0 h1 0 —1— 29 —1 h1 0
_ ‘ . — — E —
5 1 0 21 ho 0 5 L — 29 ho 0
U

(=1 —2%)hy —hy =0

5h1 +(1—2i)hy =0
Prvni rovnice pfedchozi soustavy je ndsobkem druhé rovnice (vzdy to tak musi byt),
proto mé soustava nekone¢né mnoho feSeni (hi, ho). Protoze hledame jeden vlastni vektor
prislusny k A1 = 21, chceme jedno libovolné rfeSeni v oboru komplexnich ¢isel. Zvolime
napf. hy = 1, pak z prvni rovnice (=1 —24)-1—ho =0 =— hy=—-1-—2i.

1

—1-23 |
Ma-li charakteristicka rovnice matice soustavy dvou lineadrnich diferencialnich rovnic dva
imaginarni komplexné sdruzené kofeny \; 2 = Fb1i, pak obecné feSeni této soustavy ma tvar

Vlastni vektor prislusny k A1 = 214 je ﬁl = [

Z(t) = C1 Re(e™hy) + CoIm(e™*hy), teR, Ci,Cs €R,

' vlastni svrektor e )\
ViasStill VCKLOTI K Ag.

= p.7/11



Priklad 4.1.4

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

/

r = —z—y
y = bzx+y
které vyhovuje pocateéni podmince z(0) =1, y(0) = —1.

Reseni:

Hledejme redlnou a imaginarni cast komplexniho freseni:

S A1t 7T 2t 1
Z1(t) = e " 1"hy =€ .
1(t) 1 [_1_21.]

Pouzijeme vzorec et = cosbt + i sin bt. Pak
1 ] cos 2t + 1 sin 2t

Zl(t):(cos,2t+7;sin2t)[ =
—1L — 21

— cos 2t 4+ 2 sin 2t 4+ i (— sin 2t — 2 cos 2t)
Redlnd a imaginarni ¢4dst komplexniho feSeni 27 (t) je

cos 2t sin 2t
Re 51 (t) = Im 51 (t) —
2 sin 2t — cos 2t —2 cos 2t — sin 2t

Obecné tesSeni zadané soustavy linearnich diferencialnich rovnic tedy je

cos 2t sin 2t
5(t)201 + Cs , teR, Ci,Cy €eR.
2 sin 2t — cos 2t —2 cos 2t — sin 2t

Dalsi

= p.7/11



Priklad 4.1.4

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

/

x = —x—vy
y = bx+tuy
které vyhovuje pocateéni podmince z(0) =1, y(0) = —1.
Reseni:
RozepiSme ho po slozkach:
x(t) = C7 cos2t+ Cs sin2t
y(t) = 2Cpsin2t — Cq cos2t — 2Cy cos2t — Cgysin2t.
Nyni urcime konstanty C7,Cs tak, aby nalezené tfeSeni vyhovovalo pocateé¢ni podmince
x(0) =1, y(0) = —1. Po dosazeni pocatecnich podminek do obecného feSeni dostaneme
1 = z(0) = CC1cos0+Cs2sin0
-1 = y(0) = 2C7sin0—Cq cos0O—2C3 cos0— Cssin0
Odtud 1 = O c, = 1
—1 = —Ci1 —20C9 Cs =
Hledané reseni tedy je
x(t) = cos2t
teR.
y(t) = 2 sin2t— cos2t

Rovnice jsou parametrickymi rovnicemi trajektorie nalezeného teSeni (rovinné kiivky).

Zpét

= p.7/11



Priklad 4.1.4

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

/

r = —z—y
y = bzx+y
které vyhovuje pocateéni podmince z(0) =1, y(0) = —1.

Maple:

> DRl:=(diff (x(t),t)=-x(t)-y(t));

DR1 := 4 x(t) = —x(¢t) — y(¢)
> DR2:=(diff (y(t),t)=5*x(t)+y(t));

DR2 := L y(t) = 5x(t) + y(t)
> PP:=x(0)=1,y(0)=-1;

PP :=x(0) =1, y(0) = —1

> dsolve ({DR1,DR2,PP},{x(t),yv(t)});

{x(t) = cos(2t), y(t) = 2sin(2t) — cos(2t)}

Zpét

= p.7/11



Priklad 4.1.4

Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

/

r = —z—y
y = bzx+y
které vyhovuje pocateéni podmince z(0) =1, y(0) = —1.

Mathematica:

rovnicel = z’[t] == —z[t] — y[t];
rovnice2 = y’[t] == 5z[t] + y[t];

ppl = z[0] == 1;
pp2 = y[0] == —1;

reseni = DSolve[{rovnicel, rovnice2, ppl, pp2}, {z[t], y[t]}, t]
{{z[t] — Cos[2t], y[t] — —Cos[2t] + 2Sin[2t]}}

Zpét

= p.7/11



Eulerova metoda

® Piiklad 4.2.1 Pomoci Eulerovy metody naleznéte piibliznou hodnotu fesSeni
autonomni soustavy diferencialnich rovnic

/
T = xy

/

Y = VY,

které vyhovuje pocatecni podmince x(0) = 1, y(0) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok
h=0,5.

® Piiklad 4.2.2 Pomoci Eulerovy metody naleznéte piibliznou hodnotu feSeni
neautonomni soustavy diferencidlnich rovnic

A x-y-t

/

Y = xT—y+t,

které vyhovuje pocatetni podmince x(1) =1, y(1) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok
h=0,25.

Priklad 4.2.3 Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu reseni
neautonomni soustavy diferencialnich rovnic

/

@ = @ =F 2
, x
Yy — I
Yy
které vyhovuje pocateéni podmince xz(0) = 4, y(0) = 5, v bodé t = —1. Pouzijte

krok h = 0, 25.

Q@ ® Zpét

.—p.8/11



Priklad 4.2.1

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni autonomni soustavy
diferencidlnich rovnic

/
T = xy

/

Yy = Y,

které vyhovuje pocatecni podmince x(0) = 1, y(0) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok
h=0,5.

@:?%ﬁ# Zpét

.—p.9/11



Priklad 4.2.1

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni autonomni soustavy
diferencidlnich rovnic

/
T = xy

/

Yy = Y,

které vyhovuje pocatecni podmince x(0) = 1, y(0) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok

h=0,5.
Vysledek:

z(2) = 15,18
y(2) = 4,59
Zpét

.—p.9/11



Priklad 4.2.1

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni autonomni soustavy
diferencidlnich rovnic

/
T = xy

/

Yy = Y,

které vyhovuje pocatecni podmince x(0) = 1, y(0) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok
h=0,5.

Navod:
Pribliznou hodnotu feseni hledame pomoci itera¢nich vzorcu
Tiv1 = i+ h- f(@i,y:)

Y

Yit1 = Yi+h- gz, ys)

piicemz zo =1, yo=2, h=0,5, f(x:,y:i) =x:Ys, 9(Ts,Ys) = Ts — Y.
Zpét
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Priklad 4.2.1

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni autonomni soustavy
diferencialnich rovnic

/
T = xy

/

Yy = Y,

které vyhovuje pocatecni podmince x(0) = 1, y(0) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok
h=0,5.

Reseni:

Zadanou soustavu diferencidlnich rovnic neumime analyticky vyftesit. Pomoci Eulerovy
metody vSak muzeme ziskat priblizné hodnoty feSeni poc¢atecni tlohy v konecném poctu

tzv. uzlovych bodu tg,t1,...,t, 2z definicniho oboru feSeni. Pouzijeme iteracni vzorce
Tiv1 = @+ h- f(@ )
Y
Yi+1 = yi+h-g(z:,y:)

kde f(xi,yi) =z:¥y:, 9(xi,Yi) = T; — yY;, To = x(0) =1 a yo = y(0) = 2. Dvojice
(xi,y;) je aproximaci feSeni v bodé t;, tedy =(t;) = z; a y(t;) = y;. Uzlové body ¢t;
jsou dany krokem h = 0,5. Plati t; =t;_1 +0,5=1%tc+1¢-0,5. V bodé ty je dana
pocatecni podminka, tedy tg = 0, t1 = 0,5, to = 1 atd. PocCet kroku lze urcit z
predchoziho vztahu pro uzlové body, pricemz predpokladame, ze bod t; je posledni, v
ném hledame pribliznou hodnotu reseni, tj.

Dalsi
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Priklad 4.2.1

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni autonomni soustavy
diferencialnich rovnic

/
T = xy

/

Yy = VY,

které vyhovuje pocatecni podmince x(0) = 1, y(0) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok
h=0,5.

Reseni:

Vypocty v jednotlivych krocich zaznamendme do tabulky. V prvnim sloupci je poradi
kroku 7, ve druhém sloupci je bod t;, ve kterém hledame aproximaci reSeni, ve tretim
sloupci je x;, aproximace hodnoty x(t;), ve ¢tvrtém sloupci je y; , aproximace hodnoty
y(ti), v patém sloupci je ,pomocny* vypocet h - f(x;,y;) a v Sestém sloupci je
»2pomocny“ vypocet h - g(xi,y:).

Priblizna hodnota reSeni dané pocatecni tlohy v bodé t =2 je x4 = 15,18; y4 = 4, 59;

1 t; x4 Yi 0,5 -z;y; | 0,5 (zi —ys)
ol o 2 1 0,5

1 0,5 2 1,5 1,5 0,25

2 | 1 35 | 1,75 3,06 0,88

3 1,5 6,56 2,62 8,61 1,97

4 2 15,18 4,59

tedy x(2) = 15,18; y(2) = 4, 59.

Zpét

.—p.9/11



Priklad 4.2.1

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni autonomni soustavy
diferencialnich rovnic

/
T = xy

/
Yy = Y,

které vyhovuje pocatecni podmince x(0) = 1, y(0) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok
h=0,5.

Maple:
> DR1l:=(diff(x(t),t)=x(t)*y(t));

DR1 := & x(t) = x(t) y(t)
> DR2:=(diff(y(t),t)=x(t)-y(t));
DR2 := £ y(t) = x(t) — y(t)
> PP:=x(0)=1,y(0)=2;
PP :=x(0) =1, y(0) =2

> dsolve ({DR1,DR2,PP},{x(t),y(t)}, numeric,
method=classical [foreuler], output=array([0,0.5,1,1.5,2]),stepsize=0.5)

> evalf (%, 3);
[ ¢, x(t), y(t)] ]
0. 1. 2. ]
0.5 2. 1.50
1. 3.50 1.75
1.5 6.56 2.62

2. 15.2 4.59 J

Zpét —p9/11



Priklad 4.2.1

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni autonomni soustavy
diferencialnich rovnic

/
T = xy

/

Yy = VY,

které vyhovuje pocatecni podmince x(0) = 1, y(0) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok
h=0,5.

Mathematica:

Mathematice nema program na vypocet feSeni soustavy diferencialnich rovnic pomoci
Eulerovy metody (pro feSeni pouziva ptresnéjsi metody). Muzeme si ale jednoduchy
program na FKulerovu metodu pro soustavu dvou diferencialnich rovnic napsat:

EulerMetod|f1, £2, x0, y0, a, b, h]:=Module[{n, v, x1,y1, x2, y2},
t=a;

n = (b— a)/h;

v = {{n L y” }, {a’ XO, yo}};

x1 = x0;yl = yO0;

For[i = 1,1 < n, {x2 = x1 + hfl[t,x1,yl];y2 = y1 + hf2[t,x1,yl];

v = Join[v, {{t + h,x2,y2}}];x1 = x2;y1 = y2;t =t + h;i =i+ 1}];
Print[MatrixForm|v]]]

Nyni pouzijeme program EulerMetod na nas priklad.

Dalsi
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Priklad 4.2.1

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni autonomni soustavy
diferencidlnich rovnic

/
T = xy

/

Yy = Y,

které vyhovuje pocatecni podmince x(0) = 1, y(0) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok
h=0,5.

Mathematica:

filt, x, y]:=zy;
f2lt, x_,y ]:=2 — y;

a=0;b=2;h =0.5;
x0 = 1;y0 = 2;
EulerMetod|[fl1, 2, x0, y0, a, b, h]

(LT

1 2
0.5 2. 1.5
1. 3.5 1.75

1.5 6.5625 2.625
\2. 15.1758 4.59375

Zpét
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Priklad 4.2.2

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni neautonomni soustavy
diferencidlnich rovnic

/

x = xT-y-t

/

Y = xTzT—y+t,

které vyhovuje pocatecni podmince x(1) =1, y(1) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok
h=0,25.

'@@:9{}51&# Zpét
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Priklad 4.2.2

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni neautonomni soustavy
diferencidlnich rovnic

/

x = xT-y-t

/

Y = xTzT—y+t,

které vyhovuje pocatecni podmince x(1) =1, y(1) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok

h = 0, 25.
Vysledek:
r(2) = 9,53
y(2) = 3,52
Zpét

. —p.10/11



Priklad 4.2.2

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni neautonomni soustavy
diferencidlnich rovnic

/

x = xT-y-t

/

Y = xTzT—y+t,

které vyhovuje pocatecni podmince x(1) =1, y(1) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok
h=0,25.

Navod:
Pribliznou hodnotu feseni hledame pomoci itera¢nich vzorcu
Tiv1 = i+ h-f(ti, i, ys)

Y

pficemz xz9 =1, yo=2, h=0,25, f(z:,y:) =xiyiti, 9(xi,yi) = i —Ys + ti.

Zpét

. —p.10/11



Priklad 4.2.2

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni neautonomni soustavy
diferencialnich rovnic

/

x = xT-y-t

/

Y = xT—y+t,

které vyhovuje pocatecni podmince x(1) =1, y(1) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok
h=0,25.

Reseni:

Zadanou soustavu diferencidlnich rovnic neumime analyticky vyftesit. Pomoci Eulerovy
metody vSak muzeme ziskat priblizné hodnoty feSeni poc¢atecni tlohy v konecném poctu

tzv. uzlovych bodu tg,t1,...,t, 2z definicniho oboru feSeni. Pouzijeme iteracni vzorce
Tiv1 = @+ h- f(@ )
Y
Yi+1 = yi+h-g(z:,y:)

kde f(xi,yi) =xiyit, 9(xi,y:) =% —ys +t, o =z(1) =1 a yo = y(1) = 2. Dvojice
(xi,y;) je aproximaci feSeni v bodé t;, tedy =(t;) = z; a y(t;) = y;. Uzlové body ¢t;
jsou dany krokem h = 0,25. Plati t;, =t;,_1 4+ 0,25 =tg+12-0,25. V bodé ty je dana
pocatec¢ni podminka, tedy tg = 1, t1 = 1,25, t2 = 1,5 atd. Pocet krokn lze urcit z
predchoziho vztahu pro uzlové body, pricemz predpokladame, ze bod t; je posledni, v
ném hledame pribliznou hodnotu reseni, tj.

ti—to  2—1

0,25 0,25
Dalsi
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Priklad 4.2.2

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni neautonomni soustavy
diferencialnich rovnic

/

x = xT-y-t

/

Y = xT—y+t,

které vyhovuje pocatecni podmince x(1) =1, y(1) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok
h=0,25.

Reseni:

Vypocty v jednotlivych krocich zaznamendme do tabulky. V prvnim sloupci je poradi
kroku 7, ve druhém sloupci je bod t;, ve kterém hledame aproximaci reSeni, ve tretim
sloupci je x;, aproximace hodnoty x(t;), ve ¢tvrtém sloupci je y; , aproximace hodnoty
y(ti), v patém sloupci je ,pomocny* vypocet h - f(x;,y;) a v Sestém sloupci je
»2pomocny“ vypocet h - g(xi,y:).

Priblizna hodnota reseni dané pocatecni tilohy v bodé ¢t =2 je x4 = 9,53; yq4 = 3, 52;
tedy x(2) =9,53; y(2) = 3,52.

Zpét

7 t; x; Y 0,25 -x; y; t 0,25 (x; —y; + t)
0| 1 1 2 0,5 0

1| 1,25 | 1,5 2 0,94 0,19

2| 15 | 2,44 | 2,19 2,00 0,44

3| 1,75 | 4,44 | 2,63 5.10 0,89

4 2 9,53 3,52
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Priklad 4.2.2

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni neautonomni soustavy

diferencidlnich rovnic

které vyhovuje pocatecni podmince x(1) =1, y(1) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok

h = 0, 25.
Maple:
>

/
xr

/

Yy

x-y- -t

r—y+t,

DR1:=(diff (x(t),t)=x(t)*y(t)*t);

DR1 := & x(t) = x(t) y(¢) t
DRZ2:=(d1iff(y(t),t)=x(t)-y(t)+t);

>

> PP:=x(1)=1,y(1l)=2;
>

0.25):

> evalf(%,3);

DR2 := & y(t) =x(t) —y(t) + t

PP :=x(1)=1,y(1) =2

dsolve ({DR1,DR2,PP}, {x(t),y(t) }, numeric,
method=classical [foreuler], output=array([1,1.25,1.5,1.75,2]),stepsize=

[t, x(t), y()]
1. 1. 2.
1.25 1.50 2.
1.5 244 2.19
1.75 4.44 2.62
2. 9.53 3.52
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Priklad 4.2.2

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni neautonomni soustavy

diferencialnich rovnic

které vyhovuje pocatecni podmince x(1) =1, y(1) = 2, v bodé t = 2. Pouzijte krok

h =0, 25.

Mathematica:

Pro vypocet pouzijeme program EulerMetod z prikladu 4.2.1

fl[t_, x_, y]:=zyt;
2t x,y]:=z —y + ¢;

a=1;b=2;h = 0.25;

x0 = 1;y0 = 2;

EulerMetod|[f1, 2, x0, y0, a, b, h]

1
( 1
1.25
1.5

1.75

2.
Zpét

x
1

1.5
2.4375
4.43701
9.53264

Y
2

2
2.1875
2.625
3.5155

\

xT

Yy

/

/

x-y- -t
r—y+t,

. —p.10/11



Priklad 4.2.3

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni neautonomni soustavy
diferencidlnich rovnic

/

T = x4 2t
, x
Yy — I
)
které vyhovuje pocatecni podmince z(0) = 4, y(0) = 5, v bodé t = —1. Pouzijte krok

h = 0, 25.
@ B = ?2 Ly & - Zpét
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Priklad 4.2.3

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni neautonomni soustavy
diferencidlnich rovnic

/

T = x4 2t
, x
Yy — I
)
které vyhovuje pocatecni podmince z(0) = 4, y(0) = 5, v bodé t = —1. Pouzijte krok
h=0,25.
Vysledek:
z(2) = 1,90
y(2) = 4,40
Zpét

= p.11/11



Priklad 4.2.3

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni neautonomni soustavy
diferencidlnich rovnic

/

T = x4 2t
, x
Yy — I
)
které vyhovuje pocatecni podmince z(0) = 4, y(0) = 5, v bodé t = —1. Pouzijte krok
h=0,25.
Navod:

Pribliznou hodnotu feseni hledame pomoci itera¢nich vzorcu

Lj+1 — xz_hf(tzaxz7y%)
)

Yi+1 = Yi—h-g(ti,xi,yi)

Ts
pf‘léen’lz Lo :4’7 Yo = 57 h = 07257 f(x’w:y?/) = Iy +2t7,7 g(xlay%) — y_z
Zpét

= p.11/11



Priklad 4.2.3

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni neautonomni soustavy
diferencialnich rovnic

/

T = x4 2t
, 45
Yy — I
Yy
které vyhovuje pocatecni podmince z(0) = 4, y(0) = 5, v bodé t = —1. Pouzijte krok
h = 0, 25.
Reseni:
Pomoci Eulerovy metody ziskame priblizné hodnoty reSeni pocatecni ulohy v konecném
poctu tzv. uzlovych bodu tg, t1,...,t, z definicniho oboru feSeni. Pouzijeme itera¢ni
vzorce
Tiy1 = x;—h- f(z:,y:)
Yi+1 = Yi —h-g(zi,y:)

kde f(zi,yi) =xi +2t, g(x;i,y:) = %, xo = x(0) =4 a yo = y(0) = 5. Ve vzorcich je
narozdil od predchozich prikladu znaménko minus a to proto, ze hledame pribliznou
hodnotu reseni v bodé mensim nez je bod, ve kterém je dana pocatecni podminka.
Dvojice (x;,vy;) je aproximaci feSeni v bodé t; , tedy x(t;) = z; a y(t;) = y;. Uzlové
body t; jsou dany krokem h = 0,25. Plati t;, =t;_1 — 0,25 =tg —¢-0,25. V bodé tg
je dana pocate¢ni podminka, tedy tg =0, t1 = —0,25, to = —0,5 atd. Pocet kroku lze
urcit z predchoziho vztahu pro uzlové body, pricemz predpokladame, zZe bod t; je
posledni, v ném hledame pribliznou hodnotu resSeni, tj.

. to—t;  0—(=-1)

0,25 0,25

Dalsi
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Priklad 4.2.3

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni neautonomni soustavy
diferencialnich rovnic

/

T = x4 2t
, x
Yy — I
)
které vyhovuje pocatecni podmince z(0) = 4, y(0) = 5, v bodé t = —1. Pouzijte krok
h=0,25.
Reseni:

Vypocty v jednotlivych krocich zaznamendme do tabulky. V prvnim sloupci je poradi
kroku 7, ve druhém sloupci je bod t;, ve kterém hledame aproximaci reSeni, ve tretim
sloupci je x;, aproximace hodnoty x(t;), ve ¢tvrtém sloupci je y; , aproximace hodnoty
y(ti), v patém sloupci je ,pomocny* vypocet h - f(x;,y;) a v Sestém sloupci je
»2pomocny“ vypocet h - g(xi,y:).

i t; T Y 0,25 (x; + 2t) 0,25-%§
0 0 4 5 1 0,2
1 | -0,25 3 4,8 0,63 0,16
2 -0,5 2,38 | 4,64 0,34 0,13
3 | -0,75 | 2,03 | 4,52 0,13 0,11
4 -1 1,90 4,40
Ptibliznd hodnota feSeni dané pocatec¢ni tlohy v bodé t = —1 je x4 = 1,90; yq4 = 4, 40;

tedy z(—1) =1,90; y(—1) = 4, 40.
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Priklad 4.2.3

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni neautonomni soustavy
diferencialnich rovnic

/

T = x4 2t
, x
Yy — I
)
které vyhovuje pocatecni podmince z(0) = 4, y(0) = 5, v bodé t = —1. Pouzijte krok
h =0, 25.
Maple:

> DRl:=(diff(x(t),t)=x(t)+2*t);

DR1 := % x(t) = x(t) + 2t
> DR2:=(diff(y(t),t)=x(t)/y(t));

x(t)
DRY = L (i) = —=
@t y(t)
> PP:=x(0)=4,vy(0)=5;
PP :=x(0) =4, y(0) =5
> dsolve ({DR1,DR2,PP},{x(t),y(t)}, numeric,
method=classical [foreuler], output=array([-1,-0.75,-0.5,-0.25,0]), steps
ize=0.25):
> evalf(%,3); - [t, X(t), y(t)] -
[ —1. 1.90 4.40
—0.75 2.03 4.52
—0.5 2.38 4.64
—0.25 3. 4.80
0. 4. .

Zpét —p 111



Priklad 4.2.3

Pomoci Eulerovy metody naleznéte pribliznou hodnotu feSeni neautonomni soustavy
diferencidlnich rovnic

které vyhovuje pocatecni podmince z(0) = 4, y(0) = 5, v bodé t = —1. Pouzijte krok

h =0, 25.

Mathematica:

Pro vypocet pouzijeme program EulerMetod z prikladu 4.2.1
fl[t_,x_,y]:=z+ 2 ¢;

f2[t_, x_, y]:==z/y;
a=0;b=—-1;h = —0.25;

x0 = 4;y0 = 5;

EulerMetod|[fl1, 2, x0, y0, a, b, h]

t
( 0
—0.25
—0.5

—0.75
—1.

Zpét

9

4

3.

2.375
2.03125
1.89844

Y
5)

4.8

4.64375
4.51589
4.40344

\

o = x + 2t
/ x
Yy — T
Yy

/

= p.11/11
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