
Sbı́rka přı́kladů Matematika II pro strukturované studium

Kapitola 4: Soustavy diferenciálnı́ch rovnic 1. řádu

Chcete-li ukončit prohĺıžeńı stiskněte klávesu Esc.
Chcete-li pokračovat stiskněte klávesu Enter.
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Soustavy diferenciálnı́ch rovnic 1. řádu

• Autonomńı lineárńı soustavy

• Eulerova metoda

Zpět

. – p.2/11



Autonomnı́ lineárnı́ soustavy

• Př́ıklad 4.1.1 Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = x + y

y′ = 4x + y
.

• Př́ıklad 4.1.2 Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = 3x + 6y

y′ = −x − 2y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 2, y(0) = 1.

• Př́ıklad 4.1.3 Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − 4y

y′ = x − y
.

• Př́ıklad 4.1.4 Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − y

y′ = 5x + y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = −1.

Zpět
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Přı́klad 4.1.1

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = x + y

y′ = 4x + y
.

? Zpět
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Přı́klad 4.1.1

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = x + y

y′ = 4x + y
.

Výsledek:

x(t) = C1 e−t + C2 e3t

y(t) = −2C1 e−t + 2C2 e3t
t ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 4.1.1

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = x + y

y′ = 4x + y
.

Návod:

Řešeńı soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu s konstantńımi koeficienty
hledáme ve tvaru

~z(t) =

[

x(t)

y(t)

]

= eλt · ~h ,

kde λ je vlastńı č́ıslo matice soustavy a ~h je vlastńı vektor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu λ.

Zpět
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Přı́klad 4.1.1

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = x + y

y′ = 4x + y
.

Řešenı́:

Položme
~z(t) =

[

x(t)

y(t)

]

=⇒ ~z
′
(t) =

[

x′(t)

y′(t)

]

.

Přepǐsme zadanou autonomńı soustavu pomoćı matic:
[

x′

y′

]

=

[

1 1

4 1

]

·
[

x

y

]

=⇒ ~z
′
=

[

1 1

4 1

]

~z .

Matice
A =

[

1 1

4 1

]

se nazývá matice soustavy. Řešeńı této soustavy hledáme ve tvaru

~z(t) = e
λt · ~h ,

kde λ je vlastńı č́ıslo matice A a ~h je vlastńı vektor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu λ.
Č́ıslo λ tedy řeš́ı tzv. charakteristickou rovnici matice A:

det(A − λE) = 0

a k němu př́ıslušný vlastńı vektor ~h je pak řešeńım soustavy

(A − λE)~h = ~0 .

Daľśı
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Přı́klad 4.1.1

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = x + y

y′ = 4x + y
.

Řešenı́:

Charakteristická rovnice matice A je

det

([

1 1

4 1

]

− λ

[

1 0

0 1

])

= 0 =⇒
∣

∣

∣

∣

∣

1 − λ 1

4 1 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 =⇒

(1 − λ)(1 − λ) − 4 = 0 =⇒ λ
2 − 2λ − 3 = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = −1, λ2 = 3. (Pro chytřeǰśı poznámka: Kvadratická rovnice je v
normovaném tvaru, kořeny lze určit z jejich vlastnost́ı λ1 + λ2 = 2, λ1 · λ2 = −3.)
Vlastńı vektor př́ıslušný k λ1 = −1 muśı splňovat rovnost

(A − (−1)E)~h = ~0 .

⇓
([

1 1

4 1

]

+

[

1 0

0 1

])

·
[

h1

h2

]

=

[

0

0

]

=⇒
[

2 1

4 2

]

·
[

h1

h2

]

=

[

0

0

]

⇓
2h1 + h2 = 0

4h1 + 2h2 = 0

Daľśı
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Přı́klad 4.1.1

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = x + y

y′ = 4x + y
.

Řešenı́:

Prvńı rovnice předchoźı soustavy je násobkem druhé rovnice (vždy to tak muśı být),
proto má soustava nekonečně mnoho řešeńı (h1, h2). Protože hledáme jeden vlastńı vektor
př́ıslušný k λ1 = −1, chceme jedno libovolné řešeńı. Zvoĺıme např. h1 = 1, pak z prvńı
rovnice 2 · 1 + h2 = 0 =⇒ h2 = −2. Vlastńı vektor př́ıslušný k λ1 = −1 je

~h1 =

[

1

−2

]

.

Vlastńı vektor př́ıslušný k λ2 = 3 muśı splňovat rovnost

(A − 3E)~h = ~0 .

⇓
([

1 1

4 1

]

−
[

3 0

0 3

])

·
[

h1

h2

]

=

[

0

0

]

=⇒
[

−2 1

4 −2

]

·
[

h1

h2

]

=

[

0

0

]

⇓
−2h1 + h2 = 0

4h1 − 2h2 = 0

Zvoĺıme např. h1 = 1, pak z prvńı rovnice −2 · 1 + h2 = 0 =⇒ h2 = 2. Vlastńı
vektor př́ıslušný k λ2 = 3 je

~h2 =

[

1

2

]

.

Daľśı
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Přı́klad 4.1.1

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = x + y

y′ = 4x + y
.

Řešenı́:

Má-li charakteristická rovnice matice soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic dva

různé reálné kořeny λ1, λ2, pak obecné řešeńı této soustavy má tvar

~z(t) = C1e
λ1t · ~h1 + C2 eλ2t · ~h2 , t ∈ R , C1, C2 ∈ R ,

kde ~h1,~h2 jsou př́ıslušné vlastńı vektory k λ1, λ2. Obecné řešeńı zadané soustavy
lineárńıch diferenciálńıch rovnic tedy je

~z(t) = C1e
−t

[

1

−2

]

+ C2 e3t
[

1

2

]

, t ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Rozepǐsme ho po složkách:

x(t) = C1 e−t + C2 e3t

y(t) = −2C1 e−t + 2C2 e3t .

Zpět
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Přı́klad 4.1.1

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = x + y

y′ = 4x + y
.

Maple:
> DR1:=(diff(x(t),t)=x(t)+y(t));

DR1 := d
dt

x(t) = x(t) + y(t)

> DR2:=(diff(y(t),t)=4*x(t)+y(t));

DR2 := d
dt

y(t) = 4 x(t) + y(t)

> dsolve({DR1,DR2},{x(t),y(t)});

{x(t) = C1 e(−t) + C2 e(3 t), y(t) = −2 C1 e(−t) + 2 C2 e(3 t)}

Zpět
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Přı́klad 4.1.1

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = x + y

y′ = 4x + y
.

Mathematica:

rovnice1 = x′[t] == x[t] + y[t];rovnice1 = x′[t] == x[t] + y[t];rovnice1 = x′[t] == x[t] + y[t];

rovnice2 = y′[t] == 4x[t] + y[t];rovnice2 = y′[t] == 4x[t] + y[t];rovnice2 = y′[t] == 4x[t] + y[t];

reseni = DSolve[{rovnice1, rovnice2}, {x[t], y[t]}, t]reseni = DSolve[{rovnice1, rovnice2}, {x[t], y[t]}, t]reseni = DSolve[{rovnice1, rovnice2}, {x[t], y[t]}, t]
{{

x[t] → 1
2 e

−t
(

1 + e4t
)

C[1] + 1
4 e

−t
(

−1 + e4t
)

C[2],

y[t] → e−t
(

−1 + e4t
)

C[1] + 1
2 e

−t
(

1 + e4t
)

C[2]
}}

Komentář:výsledek je stejný jako náš výsledek, který jsme vypočetli v řešeńı. Stač́ı zvolit
C1 = 1

2C[1] − 1
4C[2] a C2 = 1

2C[1] + 1
4C[2]

Zpět
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Přı́klad 4.1.2

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = 3x + 6y

y′ = −x − 2y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 2, y(0) = 1.

? Zpět
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Přı́klad 4.1.2

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = 3x + 6y

y′ = −x − 2y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 2, y(0) = 1.

Výsledek:

x(t) = −10 + 12 et

y(t) = 5 − 4 et
t ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 4.1.2

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = 3x + 6y

y′ = −x − 2y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 2, y(0) = 1.

Návod:

Nejprve najdeme obecné řešeńı soustavy podle návodu v předchoźım př́ıkladě a pak
urč́ıme konstanty C1, C2 tak, aby nalezené řešeńı splňovalo počátečńı podmı́nku.

Zpět
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Přı́klad 4.1.2

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = 3x + 6y

y′ = −x − 2y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 2, y(0) = 1.

Řešenı́:

Položme
~z(t) =

[

x(t)

y(t)

]

=⇒ ~z ′(t) =

[

x′(t)

y′(t)

]

.

Přepǐsme zadanou autonomńı soustavu pomoćı matic:
[

x′

y′

]

=

[

3 6

−1 −2

]

·
[

x

y

]

=⇒ ~z
′
=

[

3 6

−1 −2

]

~z .

Matićı soustavy je

A =

[

3 6

−1 −2

]

.

Řešeńı této soustavy hledáme ve tvaru

~z(t) = e
λt · ~h ,

kde λ je vlastńı č́ıslo matice A a ~h je vlastńı vektor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu λ.
Č́ıslo λ tedy řeš́ı tzv. charakteristickou rovnici matice A:

det(A − λE) = 0

a k němu př́ıslušný vlastńı vektor ~h je pak řešeńım soustavy (A − λE)~h = ~0 .

Daľśı
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Přı́klad 4.1.2

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = 3x + 6y

y′ = −x − 2y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 2, y(0) = 1.

Řešenı́:

Charakteristická rovnice matice A je

det

([

3 6

−1 −2

]

− λ

[

1 0

0 1

])

= 0 =⇒
∣

∣

∣

∣

∣

3 − λ 6

−1 −2 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 =⇒

(3 − λ)(−2 − λ) + 6 = 0 =⇒ λ
2 − λ = 0 =⇒ λ (λ − 1) = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = 0, λ2 = 1. Vlastńı vektor př́ıslušný k λ1 = 0 muśı splňovat
rovnost (A − 0 · E)~h = ~0 .

⇓
[

3 6

−1 −2

]

·
[

h1

h2

]

=

[

0

0

]

⇓
3h1 + 6h2 = 0

−h1 − 2h2 = 0

Prvńı rovnice předchoźı soustavy je násobkem druhé rovnice (vždy to tak muśı být),
proto má soustava nekonečně mnoho řešeńı (h1, h2). Protože hledáme jeden vlastńı vektor
př́ıslušný k λ1 = 0, chceme jedno libovolné řešeńı. Zvoĺıme např. h2 = 1, pak z druhé
rovnice −h1 − 2 · 1 = 0 =⇒ h1 = −2.

Daľśı
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Přı́klad 4.1.2

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = 3x + 6y

y′ = −x − 2y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 2, y(0) = 1.

Řešenı́:

Vlastńı vektor př́ıslušný k λ1 = 0 je

~h1 =

[

−2

1

]

.

Vlastńı vektor př́ıslušný k λ2 = 1 muśı splňovat rovnost

(A − 1 · E)~h = ~0 .

⇓
([

3 6

−1 −2

]

−
[

1 0

0 1

])

·
[

h1

h2

]

=

[

0

0

]

=⇒
[

2 6

−1 −3

]

·
[

h1

h2

]

=

[

0

0

]

⇓
2h1 + 6h2 = 0

−h1 − 3h2 = 0

Zvoĺıme např. h2 = 1, pak z druhé rovnice −h1 − 3 · 1 = 0 =⇒ h1 = −3. Vlastńı
vektor př́ıslušný k λ2 = 1 je

~h2 =

[

−3

1

]

.

Daľśı
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Přı́klad 4.1.2

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = 3x + 6y

y′ = −x − 2y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 2, y(0) = 1.

Řešenı́:

Obecné řešeńı zadané soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic tedy je

~z(t) = C1

[

−2

1

]

+ C2 e
t

[

−3

1

]

, t ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Rozepǐsme ho po složkách:

x(t) = −2C1 − 3C2 et

y(t) = C1 + C2 et .

Nyńı urč́ıme konstanty C1, C2 tak, aby nalezené řešeńı vyhovovalo počátečńı podmı́nce
x(0) = 2, y(0) = 1. Po dosazeńı počátečńıch podmı́nek do obecného řešeńı dostaneme

2 = −2C1 − 3C2

1 = C1 + C2
=⇒ 2 = −2C1 − 3C2

2 = 2C1 + 2C2
=⇒ C2 = −4

C1 = 5

Hledané řešeńı tedy je

x(t) = −10 + 12 et

y(t) = 5 − 4 et
t ∈ R .

Rovnice jsou parametrickými rovnicemi trajektorie nalezeného řešeńı (rovinné křivky).

Zpět
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Přı́klad 4.1.2

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = 3x + 6y

y′ = −x − 2y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 2, y(0) = 1.

Maple:
> DR1:=(diff(x(t),t)=3*x(t)+6*y(t));

DR1 := d
dt

x(t) = 3 x(t) + 6 y(t)

> DR2:=(diff(y(t),t)=-x(t)-2*y(t));

DR2 := d
dt

y(t) = −x(t) − 2 y(t)

> PP:=x(0)=2,y(0)=1;

PP := x(0) = 2, y(0) = 1

> dsolve({DR1,DR2,PP},{x(t),y(t)});

{x(t) = −10 + 12 et, y(t) = −4 et + 5}

Zpět
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Přı́klad 4.1.2

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = 3x + 6y

y′ = −x − 2y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 2, y(0) = 1.

Mathematica:

rovnice1 = x′[t] == 3x[t] + 6y[t];rovnice1 = x′[t] == 3x[t] + 6y[t];rovnice1 = x′[t] == 3x[t] + 6y[t];

rovnice2 = y′[t] == −x[t] − 2y[t];rovnice2 = y′[t] == −x[t] − 2y[t];rovnice2 = y′[t] == −x[t] − 2y[t];
pp1 = x[0] == 2;pp1 = x[0] == 2;pp1 = x[0] == 2;
pp2 = y[0] == 1;pp2 = y[0] == 1;pp2 = y[0] == 1;

reseni = DSolve[{rovnice1, rovnice2, pp1, pp2},reseni = DSolve[{rovnice1, rovnice2, pp1, pp2},reseni = DSolve[{rovnice1, rovnice2, pp1, pp2},{x[t], y[t]}, t]{x[t], y[t]}, t]{x[t], y[t]}, t]
{{

x[t] → 2
(

−5 + 6et
)

, y[t] → 5 − 4et
}}

Zpět
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Přı́klad 4.1.3

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − 4y

y′ = x − y
.

? Zpět
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Přı́klad 4.1.3

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − 4y

y′ = x − y
.

Výsledek:

x(t) = −2C1 e−t sin 2t + 2C2 e−t cos 2t

y(t) = C1 e−t cos 2t + C2 e−t sin 2t
t ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 4.1.3

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − 4y

y′ = x − y
.

Návod:

Řešeńı hledáme podle návodu v př́ıkladě 4.1.1. Zpět
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Přı́klad 4.1.3

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − 4y

y′ = x − y
.

Řešenı́:

Položme
~z(t) =

[

x(t)

y(t)

]

=⇒ ~z
′
(t) =

[

x′(t)

y′(t)

]

.

Přepǐsme zadanou autonomńı soustavu pomoćı matic:
[

x′

y′

]

=

[

−1 −4

1 −1

]

·
[

x

y

]

=⇒ ~z
′
=

[

−1 −4

1 −1

]

~z .

Matićı soustavy je

A =

[

−1 −4

1 −1

]

.

Řešeńı této soustavy hledáme ve tvaru

~z(t) = e
λt · ~h ,

kde λ je vlastńı č́ıslo matice A a ~h je vlastńı vektor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu λ.
Č́ıslo λ tedy řeš́ı tzv. charakteristickou rovnici matice A:

det(A − λE) = 0

a k němu př́ıslušný vlastńı vektor ~h je pak řešeńım soustavy

(A − λE)~h = ~0 .

Daľśı
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Přı́klad 4.1.3

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − 4y

y′ = x − y
.

Řešenı́:

Charakteristická rovnice matice A je

det

([

−1 −4

1 −1

]

− λ

[

1 0

0 1

])

= 0 =⇒
∣

∣

∣

∣

∣

−1 − λ −4

1 −1 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 =⇒

(−1 − λ)(−1 − λ) + 4 = 0 =⇒ λ
2
+ 2λ + 5 = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = −1 + 2 i, λ2 = −1 − 2 i. (Kořeny kvadratické rovnice hledáme v

oboru komplexńıch č́ısel, nalezneme je pomoćı vzorečku λ1,2 = −2±
√

22−4·1·5
2·1 .)

Vlastńı vektor př́ıslušný k λ1 = −1 + 2 i muśı splňovat rovnost

(A − (−1 + 2 i)E)~h = ~0 .

⇓
([

−1 −4

1 −1

]

−
[

−1 + 2 i 0

0 −1 + 2 i

])

·
[

h1

h2

]

=

[

0

0

]

=⇒
[

−2 i −4

1 −2 i

]

·
[

h1

h2

]

=

[

0

0

]

⇓
−2 i h1 − 4h2 = 0

h1 − 2 i h2 = 0

Prvńı rovnice předchoźı soustavy je násobkem druhé rovnice (vždy to tak muśı být),
proto má soustava nekonečně mnoho řešeńı (h1, h2).

Daľśı
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Přı́klad 4.1.3

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − 4y

y′ = x − y
.

Řešenı́:

Protože hledáme jeden vlastńı vektor př́ıslušný k λ1 = −1 + 2 i, chceme jedno libovolné
řešeńı v oboru komplexńıch č́ısel. Zvoĺıme např. h2 = 1, pak z druhé rovnice
h1 − 2 i · 1 = 0 =⇒ h1 = 2 i. Vlastńı vektor př́ıslušný k λ1 = −1 + 2 i je

~h1 =

[

2 i

1

]

.

Má-li charakteristická rovnice matice soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic dva

imaginárnı́ komplexně sdružené kořeny λ1 = a + b i, λ2 = a − b i, pak obecné řešeńı této
soustavy má tvar

~z(t) = C1 Re(eλ1t~h1) + C2 Im(eλ1t~h1) , t ∈ R , C1, C2 ∈ R ,

kde ~h1 je př́ıslušný vlastńı vektor k λ1. Hledejme reálnou a imaginárńı část
komplexńıho řešeńı:

~z1(t) = eλ1t~h1 = e(−1+2 i)t

[

2 i

1

]

.

Použijeme vzorec e(a+b i)t = eat(cos bt + i sin bt). Pak

~z1(t) = (e−t cos 2t + i e−t sin 2t)

[

2 i

1

]

=





2 i e−t cos 2t + 2 i · i e−t sin 2t

e−t cos 2t + i e−t sin 2t
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Přı́klad 4.1.3

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − 4y

y′ = x − y
.

Řešenı́:

=





i 2 e−t cos 2t − 2 e−t sin 2t

e−t cos 2t + i e−t sin 2t



 =





−2 e−t sin 2t

e−t cos 2t



+ i





2 e−t cos 2t

e−t sin 2t



 .

Reálná a imaginárńı část komplexńıho řešeńı ~z1(t) je

Re~z1(t) =





−2 e−t sin 2t

e−t cos 2t



 = e−t





−2 sin 2t

cos 2t



 Im ~z1(t) =





2 e−t cos 2t

e−t sin 2t



 = e−t





2 cos 2t

sin 2t



 .

Obecné řešeńı zadané soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic tedy je

~z(t) = C1 e
−t





−2 sin 2t

cos 2t



+ C2 e
−t





2 cos 2t

sin 2t



 , t ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Rozepǐsme ho po složkách:

x(t) = −2C1 e−t sin 2t + 2C2 e−t cos 2t

y(t) = C1 e−t cos 2t + C2 e−t sin 2t .

Zpět
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Přı́klad 4.1.3

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − 4y

y′ = x − y
.

Maple:
> DR1:=(diff(x(t),t)=-x(t)-4*y(t));

DR1 := d
dt

x(t) = −x(t) − 4 y(t)

> DR2:=(diff(y(t),t)=x(t)-y(t));

DR2 := d
dt

y(t) = x(t) − y(t)

> dsolve({DR1,DR2},{x(t),y(t)});

{y(t) = −1

2
e(−t) ( C1 cos(2 t) − C2 sin(2 t)), x(t) = e(−t) ( C1 sin(2 t) + C2 cos(2 t))}

Zpět

. – p.6/11



Přı́klad 4.1.3

Nalezněte obecné řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − 4y

y′ = x − y
.

Mathematica:

rovnice1 = x′[t] == −x[t] − 4y[t];rovnice1 = x′[t] == −x[t] − 4y[t];rovnice1 = x′[t] == −x[t] − 4y[t];

rovnice2 = y′[t] == x[t] − y[t];rovnice2 = y′[t] == x[t] − y[t];rovnice2 = y′[t] == x[t] − y[t];

reseni = DSolve[{rovnice1, rovnice2}, {x[t], y[t]}, t]reseni = DSolve[{rovnice1, rovnice2}, {x[t], y[t]}, t]reseni = DSolve[{rovnice1, rovnice2}, {x[t], y[t]}, t]
{{

x[t] → e−tC[1]Cos[2t] − 2e−tC[2]Sin[2t],

y[t] → e−tC[2]Cos[2t] + 1
2 e

−tC[1]Sin[2t]
}}

Zpět
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Přı́klad 4.1.4

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − y

y′ = 5x + y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = −1.

? Zpět
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Přı́klad 4.1.4

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − y

y′ = 5x + y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = −1.

Výsledek:

x(t) = cos 2t

y(t) = 2 sin 2t − cos 2t
t ∈ R .

Zpět
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Přı́klad 4.1.4

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − y

y′ = 5x + y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = −1.

Návod:

Nejprve najdeme obecné řešeńı soustavy podle návodu v př́ıkladě 4.1.1 a pak urč́ıme
konstanty C1, C2 tak, aby nalezené řešeńı splňovalo počátečńı podmı́nku.

Zpět
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Přı́klad 4.1.4

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − y

y′ = 5x + y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = −1.

Řešenı́:

Položme ~z(t) =

[

x(t)

y(t)

]

=⇒ ~z ′(t) =

[

x′(t)

y′(t)

]

.

Přepǐsme zadanou autonomńı soustavu pomoćı matic:
[

x′

y′

]

=

[

−1 −1

5 1

]

·
[

x

y

]

=⇒ ~z
′
=

[

−1 −1

5 1

]

~z .

Matićı soustavy je

A =

[

−1 −1

5 1

]

.

Řešeńı této soustavy hledáme ve tvaru ~z(t) = eλt · ~h , kde λ je vlastńı č́ıslo matice A a
~h je vlastńı vektor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu λ. Č́ıslo λ tedy řeš́ı tzv. charakteristickou
rovnici matice A: det(A − λE) = 0

a k němu př́ıslušný vlastńı vektor ~h je pak řešeńım soustavy (A − λE)~h = ~0 .
Charakteristická rovnice matice A je

det

([

−1 −1

5 1

]

− λ

[

1 0

0 1

])

= 0 =⇒
∣

∣

∣

∣

∣

−1 − λ −1

5 1 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 =⇒

(−1 − λ)(1 − λ) + 5 = 0 =⇒ λ2 + 4 = 0.
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Přı́klad 4.1.4

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − y

y′ = 5x + y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = −1.

Řešenı́:

Jej́ı kořeny jsou λ1 = 2 i, λ2 = −2 i. Vlastńı vektor př́ıslušný k λ1 = 2 i muśı splňovat
rovnost (A − 2 i E)~h = ~0 .

⇓
([

−1 −1

5 1

]

−
[

2 i 0

0 2 i

])

·
[

h1

h2

]

=

[

0

0

]

=⇒
[

−1 − 2 i −1

5 1 − 2 i

]

·
[

h1

h2

]

=

[

0

0

]

⇓
(−1 − 2 i)h1 − h2 = 0

5h1 + (1 − 2 i)h2 = 0

Prvńı rovnice předchoźı soustavy je násobkem druhé rovnice (vždy to tak muśı být),
proto má soustava nekonečně mnoho řešeńı (h1, h2). Protože hledáme jeden vlastńı vektor
př́ıslušný k λ1 = 2 i, chceme jedno libovolné řešeńı v oboru komplexńıch č́ısel. Zvoĺıme
např. h1 = 1, pak z prvńı rovnice (−1 − 2 i) · 1 − h2 = 0 =⇒ h2 = −1 − 2 i.

Vlastńı vektor př́ıslušný k λ1 = 2 i je ~h1 =

[

1

−1 − 2 i

]

.

Má-li charakteristická rovnice matice soustavy dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic dva

imaginárnı́ komplexně sdružené kořeny λ1,2 = ±b i, pak obecné řešeńı této soustavy má tvar

~z(t) = C1 Re(e
λ1t~h1) + C2 Im(e

λ1t~h1) , t ∈ R , C1, C2 ∈ R ,

kde ~h1 je př́ıslušný vlastńı vektor k λ1.
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Přı́klad 4.1.4

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − y

y′ = 5x + y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = −1.

Řešenı́:

Hledejme reálnou a imaginárńı část komplexńıho řešeńı:

~z1(t) = e
λ1t~h1 = e

2 i t

[

1

−1 − 2 i

]

.

Použijeme vzorec eb i t = cos bt + i sin bt. Pak

~z1(t) = (cos 2t + i sin 2t)

[

1

−1 − 2 i

]

=





cos 2t + i sin 2t

− cos 2t + 2 sin 2t + i (− sin 2t − 2 cos 2t)





Reálná a imaginárńı část komplexńıho řešeńı ~z1(t) je

Re~z1(t) =





cos 2t

2 sin 2t − cos 2t



 Im~z1(t) =





sin 2t

−2 cos 2t − sin 2t



 .

Obecné řešeńı zadané soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic tedy je

~z(t) = C1





cos 2t

2 sin 2t − cos 2t



+ C2





sin 2t

−2 cos 2t − sin 2t



 , t ∈ R , C1, C2 ∈ R .

Daľśı
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Přı́klad 4.1.4

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − y

y′ = 5x + y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = −1.

Řešenı́:

Rozepǐsme ho po složkách:

x(t) = C1 cos 2t + C2 sin 2t

y(t) = 2C1 sin 2t − C1 cos 2t − 2C2 cos 2t − C2 sin 2t .

Nyńı urč́ıme konstanty C1, C2 tak, aby nalezené řešeńı vyhovovalo počátečńı podmı́nce
x(0) = 1, y(0) = −1. Po dosazeńı počátečńıch podmı́nek do obecného řešeńı dostaneme

1 = x(0) = C1 cos 0 + C2 sin 0

−1 = y(0) = 2C1 sin 0 − C1 cos 0 − 2C2 cos 0 − C2 sin 0

Odtud 1 = C1

−1 = −C1 − 2C2
=⇒ C1 = 1

C2 = 0

Hledané řešeńı tedy je

x(t) = cos 2t

y(t) = 2 sin 2t − cos 2t
t ∈ R .

Rovnice jsou parametrickými rovnicemi trajektorie nalezeného řešeńı (rovinné křivky).

Zpět
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Přı́klad 4.1.4

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − y

y′ = 5x + y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = −1.

Maple:
> DR1:=(diff(x(t),t)=-x(t)-y(t));

DR1 := d
dt

x(t) = −x(t) − y(t)

> DR2:=(diff(y(t),t)=5*x(t)+y(t));

DR2 := d
dt

y(t) = 5 x(t) + y(t)

> PP:=x(0)=1,y(0)=-1;

PP := x(0) = 1, y(0) = −1

> dsolve({DR1,DR2,PP},{x(t),y(t)});
{x(t) = cos(2 t), y(t) = 2 sin(2 t) − cos(2 t)}

Zpět

. – p.7/11



Přı́klad 4.1.4

Nalezněte řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

x′ = −x − y

y′ = 5x + y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = −1.

Mathematica:

rovnice1 = x′[t] == −x[t] − y[t];rovnice1 = x′[t] == −x[t] − y[t];rovnice1 = x′[t] == −x[t] − y[t];
rovnice2 = y′[t] == 5x[t] + y[t];rovnice2 = y′[t] == 5x[t] + y[t];rovnice2 = y′[t] == 5x[t] + y[t];

pp1 = x[0] == 1;pp1 = x[0] == 1;pp1 = x[0] == 1;
pp2 = y[0] == −1;pp2 = y[0] == −1;pp2 = y[0] == −1;

reseni = DSolve[{rovnice1, rovnice2, pp1, pp2}, {x[t], y[t]}, t]reseni = DSolve[{rovnice1, rovnice2, pp1, pp2}, {x[t], y[t]}, t]reseni = DSolve[{rovnice1, rovnice2, pp1, pp2}, {x[t], y[t]}, t]

{{x[t] → Cos[2t], y[t] → −Cos[2t] + 2Sin[2t]}}

Zpět
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Eulerova metoda

• Př́ıklad 4.2.1 Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı
autonomńı soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = xy

y′ = x − y ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 5.

• Př́ıklad 4.2.2 Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı
neautonomńı soustavy diferenciálńıch rovnic

x
′

= x · y · t
y
′

= x − y + t ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(1) = 1, y(1) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 25.

• Př́ıklad 4.2.3 Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı
neautonomńı soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = x + 2t

y
′

=
x

y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 4, y(0) = 5, v bodě t = −1. Použijte
krok h = 0, 25.

Zpět
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Přı́klad 4.2.1

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı autonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= xy

y
′

= x − y ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 5.

? Zpět

. – p.9/11



Přı́klad 4.2.1

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı autonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= xy

y
′

= x − y ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 5.

Výsledek:

x(2)
.
= 15, 18

y(2)
.
= 4, 59

.

Zpět
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Přı́klad 4.2.1

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı autonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= xy

y
′

= x − y ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 5.

Návod:

Přibližnou hodnotu řešeńı hledáme pomoćı iteračńıch vzorc̊u

xi+1 = xi + h · f(xi, yi)

yi+1 = yi + h · g(xi, yi)
,

přičemž x0 = 1 , y0 = 2 , h = 0, 5 , f(xi, yi) = xi yi , g(xi, yi) = xi − yi.

Zpět
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Přı́klad 4.2.1

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı autonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= xy

y
′

= x − y ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 5.

Řešenı́:

Zadanou soustavu diferenciálńıch rovnic neumı́me analyticky vyřešit. Pomoćı Eulerovy
metody však můžeme źıskat přibližné hodnoty řešeńı počátečńı úlohy v konečném počtu
tzv. uzlových bod̊u t0, t1, . . . , tn z definičńıho oboru řešeńı. Použijeme iteračńı vzorce

xi+1 = xi + h · f(xi, yi)

yi+1 = yi + h · g(xi, yi)
,

kde f(xi, yi) = xi yi , g(xi, yi) = xi − yi, x0 = x(0) = 1 a y0 = y(0) = 2. Dvojice
(xi, yi) je aproximaćı řešeńı v bodě ti , tedy x(ti)

.
= xi a y(ti)

.
= yi. Uzlové body ti

jsou dány krokem h = 0, 5. Plat́ı ti = ti−1 + 0, 5 = t0 + i · 0, 5 . V bodě t0 je dána
počátečńı podmı́nka, tedy t0 = 0, t1 = 0, 5 , t2 = 1 atd. Počet krok̊u lze určit z
předchoźıho vztahu pro uzlové body, přičemž předpokládáme, že bod ti je posledńı, v
něm hledáme přibližnou hodnotu řešeńı, tj.

i =
ti − t0

0, 5
=

2 − 0

0, 5
= 4 .

Daľśı
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Přı́klad 4.2.1

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı autonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= xy

y
′

= x − y ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 5.

Řešenı́:

Výpočty v jednotlivých kroćıch zaznamenáme do tabulky. V prvńım sloupci je pořad́ı
kroku i , ve druhém sloupci je bod ti , ve kterém hledáme aproximaci řešeńı, ve třet́ım
sloupci je xi , aproximace hodnoty x(ti), ve čtvrtém sloupci je yi , aproximace hodnoty
y(ti), v pátém sloupci je

”
pomocný“ výpočet h · f(xi, yi) a v šestém sloupci je

”
pomocný“ výpočet h · g(xi, yi).

i ti xi yi 0, 5 · xi yi 0, 5 · (xi − yi)

0 0 1 2 1 -0,5

1 0,5 2 1,5 1,5 0,25

2 1 3,5 1,75 3,06 0,88

3 1,5 6,56 2,62 8,61 1,97

4 2 15,18 4,59

Přibližná hodnota řešeńı dané počátečńı úlohy v bodě t = 2 je x4 = 15, 18 ; y4 = 4, 59;
tedy x(2)

.
= 15, 18 ; y(2)

.
= 4, 59.

Zpět

. – p.9/11



Přı́klad 4.2.1

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı autonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= xy

y
′

= x − y ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 5.

Maple:
> DR1:=(diff(x(t),t)=x(t)*y(t));

DR1 := d
dt

x(t) = x(t) y(t)

> DR2:=(diff(y(t),t)=x(t)-y(t));

DR2 := d
dt

y(t) = x(t) − y(t)

> PP:=x(0)=1,y(0)=2;

PP := x(0) = 1, y(0) = 2

> dsolve({DR1,DR2,PP},{x(t),y(t)},numeric,
method=classical[foreuler],output=array([0,0.5,1,1.5,2]),stepsize=0.5) :

> evalf(%,3);



















[t, x(t), y(t)]














0. 1. 2.

0.5 2. 1.50

1. 3.50 1.75

1.5 6.56 2.62

2. 15.2 4.59
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Přı́klad 4.2.1

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı autonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= xy

y
′

= x − y ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 5.

Mathematica:

Mathematice nemá program na vypočet řešeńı soustavy diferencialnich rovnic pomoćı
Eulerovy metody (pro řešeńı použ́ıvá přesněǰśı metody). Můžeme si ale jednoduchý
program na Eulerovu metodu pro soustavu dvou diferenciálńıch rovnic napsat:

EulerMetod[f1, f2, x0, y0, a, b, h]:=EulerMetod[f1, f2, x0, y0, a, b, h]:=EulerMetod[f1, f2, x0, y0, a, b, h]:=Module[{n, v, x1, y1, x2, y2},Module[{n, v, x1, y1, x2, y2},Module[{n, v, x1, y1, x2, y2},
t = a;t = a;t = a;
n = (b − a)/h;n = (b − a)/h;n = (b − a)/h;
v = {{’’t’’, ’’x’’, ’’y’’}, {a, x0, y0}};v = {{’’t’’, ’’x’’, ’’y’’}, {a, x0, y0}};v = {{’’t’’, ’’x’’, ’’y’’}, {a, x0, y0}};
x1 = x0; y1 = y0;x1 = x0; y1 = y0;x1 = x0; y1 = y0;
For[i = 1, i ≤ n, {x2 = x1 + hf1[t, x1, y1]; y2 = y1 + hf2[t, x1, y1];For[i = 1, i ≤ n, {x2 = x1 + hf1[t, x1, y1]; y2 = y1 + hf2[t, x1, y1];For[i = 1, i ≤ n, {x2 = x1 + hf1[t, x1, y1]; y2 = y1 + hf2[t, x1, y1];
v = Join[v, {{t + h, x2, y2}}]; x1 = x2; y1 = y2; t = t + h; i = i + 1}];v = Join[v, {{t + h, x2, y2}}]; x1 = x2; y1 = y2; t = t + h; i = i + 1}];v = Join[v, {{t + h, x2, y2}}]; x1 = x2; y1 = y2; t = t + h; i = i + 1}];
Print[MatrixForm[v]]]Print[MatrixForm[v]]]Print[MatrixForm[v]]]

Nyńı použijeme program EulerMetod na náš př́ıklad.

Daľśı

. – p.9/11



Přı́klad 4.2.1

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı autonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= xy

y
′

= x − y ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 1, y(0) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 5.

Mathematica:

f1[t , x , y ]:=xy;f1[t , x , y ]:=xy;f1[t , x , y ]:=xy;
f2[t , x , y ]:=x − y;f2[t , x , y ]:=x − y;f2[t , x , y ]:=x − y;

a = 0; b = 2;h = 0.5;a = 0; b = 2;h = 0.5;a = 0; b = 2;h = 0.5;

x0 = 1; y0 = 2;x0 = 1; y0 = 2;x0 = 1; y0 = 2;

EulerMetod[f1, f2, x0, y0, a, b, h]EulerMetod[f1, f2, x0, y0, a, b, h]EulerMetod[f1, f2, x0, y0, a, b, h]



















t x y

0 1 2

0.5 2. 1.5

1. 3.5 1.75

1.5 6.5625 2.625

2. 15.1758 4.59375



















Zpět
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Přı́klad 4.2.2

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı neautonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= x · y · t
y
′

= x − y + t ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(1) = 1, y(1) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 25.

? Zpět

. – p.10/11



Přı́klad 4.2.2

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı neautonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= x · y · t
y
′

= x − y + t ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(1) = 1, y(1) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 25.

Výsledek:

x(2)
.
= 9, 53

y(2)
.
= 3, 52

.

Zpět

. – p.10/11



Přı́klad 4.2.2

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı neautonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= x · y · t
y
′

= x − y + t ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(1) = 1, y(1) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 25.

Návod:

Přibližnou hodnotu řešeńı hledáme pomoćı iteračńıch vzorc̊u

xi+1 = xi + h · f(ti, xi, yi)

yi+1 = yi + h · g(ti, xi, yi)
,

přičemž x0 = 1 , y0 = 2 , h = 0, 25 , f(xi, yi) = xi yi ti , g(xi, yi) = xi − yi + ti.

Zpět
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Přı́klad 4.2.2

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı neautonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= x · y · t
y
′

= x − y + t ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(1) = 1, y(1) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 25.

Řešenı́:

Zadanou soustavu diferenciálńıch rovnic neumı́me analyticky vyřešit. Pomoćı Eulerovy
metody však můžeme źıskat přibližné hodnoty řešeńı počátečńı úlohy v konečném počtu
tzv. uzlových bod̊u t0, t1, . . . , tn z definičńıho oboru řešeńı. Použijeme iteračńı vzorce

xi+1 = xi + h · f(xi, yi)

yi+1 = yi + h · g(xi, yi)
,

kde f(xi, yi) = xi yi t , g(xi, yi) = xi − yi + t, x0 = x(1) = 1 a y0 = y(1) = 2. Dvojice
(xi, yi) je aproximaćı řešeńı v bodě ti , tedy x(ti)

.
= xi a y(ti)

.
= yi. Uzlové body ti

jsou dány krokem h = 0, 25. Plat́ı ti = ti−1 + 0, 25 = t0 + i · 0, 25 . V bodě t0 je dána
počátečńı podmı́nka, tedy t0 = 1, t1 = 1, 25 , t2 = 1, 5 atd. Počet krok̊u lze určit z
předchoźıho vztahu pro uzlové body, přičemž předpokládáme, že bod ti je posledńı, v
něm hledáme přibližnou hodnotu řešeńı, tj.

i =
ti − t0

0, 25
=

2 − 1

0, 25
= 4 .

Daľśı
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Přı́klad 4.2.2

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı neautonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= x · y · t
y
′

= x − y + t ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(1) = 1, y(1) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 25.

Řešenı́:

Výpočty v jednotlivých kroćıch zaznamenáme do tabulky. V prvńım sloupci je pořad́ı
kroku i , ve druhém sloupci je bod ti , ve kterém hledáme aproximaci řešeńı, ve třet́ım
sloupci je xi , aproximace hodnoty x(ti), ve čtvrtém sloupci je yi , aproximace hodnoty
y(ti), v pátém sloupci je

”
pomocný“ výpočet h · f(xi, yi) a v šestém sloupci je

”
pomocný“ výpočet h · g(xi, yi).

i ti xi yi 0, 25 · xi yi t 0, 25 · (xi − yi + t)

0 1 1 2 0,5 0

1 1,25 1,5 2 0,94 0,19

2 1,5 2,44 2,19 2,00 0,44

3 1,75 4,44 2,63 5,10 0,89

4 2 9,53 3,52

Přibližná hodnota řešeńı dané počátečńı úlohy v bodě t = 2 je x4 = 9, 53 ; y4 = 3, 52;
tedy x(2)

.
= 9, 53 ; y(2)

.
= 3, 52.

Zpět
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Přı́klad 4.2.2

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı neautonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= x · y · t
y
′

= x − y + t ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(1) = 1, y(1) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 25.

Maple:
> DR1:=(diff(x(t),t)=x(t)*y(t)*t);

DR1 := d
dt

x(t) = x(t) y(t) t

> DR2:=(diff(y(t),t)=x(t)-y(t)+t);

DR2 := d
dt

y(t) = x(t) − y(t) + t

> PP:=x(1)=1,y(1)=2;

PP := x(1) = 1, y(1) = 2

> dsolve({DR1,DR2,PP},{x(t),y(t)},numeric,
method=classical[foreuler],output=array([1,1.25,1.5,1.75,2]),stepsize=
0.25):

> evalf(%,3);


















[t, x(t), y(t)]














1. 1. 2.

1.25 1.50 2.

1.5 2.44 2.19

1.75 4.44 2.62

2. 9.53 3.52

































Zpět
. – p.10/11



Přı́klad 4.2.2

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı neautonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= x · y · t
y
′

= x − y + t ,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(1) = 1, y(1) = 2, v bodě t = 2. Použijte krok
h = 0, 25.

Mathematica:

Pro výpočet použijeme program EulerMetod z př́ıkladu 4.2.1

f1[t , x , y ]:=xyt;f1[t , x , y ]:=xyt;f1[t , x , y ]:=xyt;
f2[t , x , y ]:=x − y + t;f2[t , x , y ]:=x − y + t;f2[t , x , y ]:=x − y + t;

a = 1; b = 2;h = 0.25;a = 1; b = 2;h = 0.25;a = 1; b = 2;h = 0.25;

x0 = 1; y0 = 2;x0 = 1; y0 = 2;x0 = 1; y0 = 2;

EulerMetod[f1, f2, x0, y0, a, b, h]EulerMetod[f1, f2, x0, y0, a, b, h]EulerMetod[f1, f2, x0, y0, a, b, h]



















t x y

1 1 2

1.25 1.5 2

1.5 2.4375 2.1875

1.75 4.43701 2.625

2. 9.53264 3.5155



















Zpět
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Přı́klad 4.2.3

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı neautonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= x + 2t

y′ =
x

y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 4, y(0) = 5, v bodě t = −1. Použijte krok
h = 0, 25.

? Zpět

. – p.11/11



Přı́klad 4.2.3

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı neautonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= x + 2t

y′ =
x

y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 4, y(0) = 5, v bodě t = −1. Použijte krok
h = 0, 25.

Výsledek:

x(2)
.
= 1, 90

y(2)
.
= 4, 40

.

Zpět
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Přı́klad 4.2.3

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı neautonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= x + 2t

y′ =
x

y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 4, y(0) = 5, v bodě t = −1. Použijte krok
h = 0, 25.

Návod:

Přibližnou hodnotu řešeńı hledáme pomoćı iteračńıch vzorc̊u

xi+1 = xi − h · f(ti, xi, yi)

yi+1 = yi − h · g(ti, xi, yi)
,

přičemž x0 = 4 , y0 = 5 , h = 0, 25 , f(xi, yi) = xi + 2ti , g(xi, yi) =
xi

yi

.

Zpět
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Přı́klad 4.2.3

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı neautonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= x + 2t

y′ =
x

y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 4, y(0) = 5, v bodě t = −1. Použijte krok
h = 0, 25.

Řešenı́:

Pomoćı Eulerovy metody źıskáme přibližné hodnoty řešeńı počátečńı úlohy v konečném
počtu tzv. uzlových bod̊u t0, t1, . . . , tn z definičńıho oboru řešeńı. Použijeme iteračńı
vzorce

xi+1 = xi − h · f(xi, yi)

yi+1 = yi − h · g(xi, yi)
,

kde f(xi, yi) = xi + 2t , g(xi, yi) = xi
yi

, x0 = x(0) = 4 a y0 = y(0) = 5. Ve vzorćıch je

narozd́ıl od předchoźıch př́ıklad̊u znaménko mı́nus a to proto, že hledáme přibližnou
hodnotu řešeńı v bodě menš́ım než je bod, ve kterém je dána počátečńı podmı́nka.
Dvojice (xi, yi) je aproximaćı řešeńı v bodě ti , tedy x(ti)

.
= xi a y(ti)

.
= yi. Uzlové

body ti jsou dány krokem h = 0, 25. Plat́ı ti = ti−1 − 0, 25 = t0 − i · 0, 25 . V bodě t0
je dána počátečńı podmı́nka, tedy t0 = 0, t1 = −0, 25 , t2 = −0, 5 atd. Počet krok̊u lze
určit z předchoźıho vztahu pro uzlové body, přičemž předpokládáme, že bod ti je
posledńı, v něm hledáme přibližnou hodnotu řešeńı, tj.

i =
t0 − ti

0, 25
=

0 − (−1)

0, 25
= 4 .

Daľśı
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Přı́klad 4.2.3

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı neautonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= x + 2t

y′ =
x

y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 4, y(0) = 5, v bodě t = −1. Použijte krok
h = 0, 25.

Řešenı́:

Výpočty v jednotlivých kroćıch zaznamenáme do tabulky. V prvńım sloupci je pořad́ı
kroku i , ve druhém sloupci je bod ti , ve kterém hledáme aproximaci řešeńı, ve třet́ım
sloupci je xi , aproximace hodnoty x(ti), ve čtvrtém sloupci je yi , aproximace hodnoty
y(ti), v pátém sloupci je

”
pomocný“ výpočet h · f(xi, yi) a v šestém sloupci je

”
pomocný“ výpočet h · g(xi, yi).

i ti xi yi 0, 25 (xi + 2t) 0, 25 xi
yi

0 0 4 5 1 0,2

1 -0,25 3 4,8 0,63 0,16

2 -0,5 2,38 4,64 0,34 0,13

3 -0,75 2,03 4,52 0,13 0,11

4 -1 1,90 4,40

Přibližná hodnota řešeńı dané počátečńı úlohy v bodě t = −1 je x4 = 1, 90 ; y4 = 4, 40;
tedy x(−1)

.
= 1, 90 ; y(−1)

.
= 4, 40.

Zpět
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Přı́klad 4.2.3

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı neautonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= x + 2t

y′ =
x

y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 4, y(0) = 5, v bodě t = −1. Použijte krok
h = 0, 25.

Maple:
> DR1:=(diff(x(t),t)=x(t)+2*t);

DR1 := d
dt

x(t) = x(t) + 2 t

> DR2:=(diff(y(t),t)=x(t)/y(t));

DR2 := d
dt

y(t) =
x(t)

y(t)
> PP:=x(0)=4,y(0)=5;

PP := x(0) = 4, y(0) = 5

> dsolve({DR1,DR2,PP},{x(t),y(t)},numeric,
method=classical[foreuler],output=array([-1,-0.75,-0.5,-0.25,0]),steps
ize=0.25):

> evalf(%,3); 

















[t, x(t), y(t)]














−1. 1.90 4.40

−0.75 2.03 4.52

−0.5 2.38 4.64

−0.25 3. 4.80

0. 4. 5.
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Přı́klad 4.2.3

Pomoćı Eulerovy metody nalezněte přibližnou hodnotu řešeńı neautonomńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

x
′

= x + 2t

y′ =
x

y
,

které vyhovuje počátečńı podmı́nce x(0) = 4, y(0) = 5, v bodě t = −1. Použijte krok
h = 0, 25.

Mathematica:

Pro výpočet použijeme program EulerMetod z prikladu 4.2.1

f1[t , x , y ]:=x + 2 t;f1[t , x , y ]:=x + 2 t;f1[t , x , y ]:=x + 2 t;
f2[t , x , y ]:=x/y;f2[t , x , y ]:=x/y;f2[t , x , y ]:=x/y;

a = 0; b = −1;h = −0.25;a = 0; b = −1;h = −0.25;a = 0; b = −1;h = −0.25;

x0 = 4; y0 = 5;x0 = 4; y0 = 5;x0 = 4; y0 = 5;

EulerMetod[f1, f2, x0, y0, a, b, h]EulerMetod[f1, f2, x0, y0, a, b, h]EulerMetod[f1, f2, x0, y0, a, b, h]



















t x y

0 4 5

−0.25 3. 4.8

−0.5 2.375 4.64375

−0.75 2.03125 4.51589

−1. 1.89844 4.40344



















Zpět

. – p.11/11
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