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Kapitola 5: Funkce vice proménnych, jejich spojitost a limita
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Chcete-li ukoncit prohlizeni stisknéte klavesu Esc.
Chcete-li pokracovat stisknéte klavesu Enter.
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Funkce vice proménnych, jejich spojitost a limita

® Defini¢ni obor funkce vice proménnych
¢ Graf funkce dvou proménnych

¢ Limita funkce dvou proménnych

Q@ ® Zpét

.—p.2/14



Definiéni obor funkce vice proménnych

® Priklad 5.1.1 Urcéete a nakreslete definié¢ni obor funkce
f(x,y) = arcsin (2x — y) 4+ arccos (z — 2y) .
Napiste a zdavodnéte, které z nasledujicich vlastnosti D(f) méa a které nema:

oteviend, uzaviend, souvisld, konvexni, omezena. Urcete hranici D(f). Je funkce
f(x,y) na svém defini¢nim oboru omezend?

® Piiklad 5.1.2 Urcete a nakreslete definiéni obor funkce

5132

f(@,y) =In =—,
T —y

urcete jeho hranici a nakreslete vrstevnici, kterd prochdz{ bodem A = (1,1).

® Piiklad 5.1.3 Najdéte a nakreslete defini¢ni obor funkce

Které vrstevnice prochazeji body A = (1,1), B = (5,1), C = (4,0)? Nakreslete je do
obrazku.

L] Zpét
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Priklad 5.1.1

Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce

f(z,y) = arcsin (2 — y) + arccos (z — 2y) .
Napiste a zdavodnéte, které z nasledujicich vlastnosti D(f) méa a které nema: oteviend,
uzaviend, souvisld, konvexni, omezena. Urcete hranici D(f). Je funkce f(x,y) na svém
definicnim oboru omezena?

@:?%ﬂ# Zpét
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Priklad 5.1.1

Urcete a nakreslete definiéni obor funkce

f(x,y) = arcsin (2x — y) + arccos (z — 2y) .
Napiste a zdavodnéte, které z nasledujicich vlastnosti D(f) méa a které nema: oteviend,
uzaviend, souvisld, konvexni, omezena. Urcete hranici D(f). Je funkce f(x,y) na svém
defini¢nim oboru omezena?

Vysledek:
—1 1
D(f) ={(a,y) €R®, 2x—1<y<2w+1} N {(z,y) €R’, = <y< "”"5 Y =
11 11
= rovnobéznik ABCD, A =[-1,—-1], B = {—,_—} , C=1[1,1], D = {__,_} )
37 3 3’3
—1 1 1
H:{(x7y)EIR27ny ,$€<—1,§>} U {({B,y)EIRQ,y:2$—1,ZUE<§,1>}U
r+ 1

1 1
U {(z,y) €R?, y = 2 e (=31} U {(zy) € R*,y =22+ 1,z € bty =iy

D(f) je uzaviend, souvisld, konvexni a omezend mnozina, neni oteviena. Funkce f(z,y)
je na svém definicnim oboru omezena.

Zpét
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Priklad 5.1.1

Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce
f(z,y) = arcsin (2 — y) + arccos (z — 2y) .
Napiste a zdavodnéte, které z nasledujicich vlastnosti D(f) méa a které nema: oteviend,

uzaviend, souvisld, konvexni, omezena. Urcete hranici D(f). Je funkce f(x,y) na svém
defini¢nim oboru omezena?

Navod:

Vyuzijeme znalosti definiéniho oboru cyklometrickych funkci arcsin a arccos. Obé tyto
funkce jsou na svém definiénim oboru omezené, tedy i jejich soucet je funkce omezena na
svém defini¢nim oboru. Hranice D(f) patii do defini¢niho oboru, je tedy D(f) uzaviend
mnozina, neni oteviena. Zbyva rozhodnout, zda libovolné dva body D(f) lze spojit
useckou, ktera celd lezi v D(f) (konvexnost) a zda pro libovolné dva body D(f) existuje
lomend ¢éra, kterd je spojuje a lezi celd v D(f) (souvislost). Abychom dokéazali
omezenost, musime najit ¢islo K > 0, takové, ze vzdilenost libovolného bodu D(f) od
pocatku je mensi nebo rovna K.

Zpét
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Priklad 5.1.1

Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce
f(z,y) = arcsin (2 — y) + arccos (z — 2y) .
Napiste a zdavodnéte, které z nasledujicich vlastnosti D(f) méa a které nema: oteviend,

uzaviend, souvisld, konvexni, omezena. Urcete hranici D(f). Je funkce f(x,y) na svém
defini¢nim oboru omezena?

Reseni:
Funkce arcsin(t) a arccos(t) jsou definovany pro t € (—1, 1), tedy musi byt

—1<2z—y<1, —-1<zx-—-2y<I1.

Nerovnosti vyresime a dostaneme

D(f) ={(z,y) ER®, 22— 1<y <2z +1} N {(=,y) € R,

Jde o rovnobéznik ABC D,

PO T L B I |

Hranice definicniho oboru je tvorena tseckami AB, BC, CD a DA. VSechny tyto tusecky
lezi v defini¢nim oboru, mnozina D(f) je tedy uzaviend a neni oteviena.

Dalsi
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Priklad 5.1.1

Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce
f(z,y) = arcsin (2 — y) + arccos (z — 2y) .
Napiste a zdavodnéte, které z nasledujicich vlastnosti D(f) méa a které nema: oteviend,

uzaviend, souvisld, konvexni, omezena. Urcete hranici D(f). Je funkce f(x,y) na svém
defini¢nim oboru omezena?

Reseni:

Spojnice libovolnych dvou bodu D(f) lezi cela v D(f), D(f) je tedy konvexni, a protoze
libovolné dva body D(f) lze spojit lomenou ¢arou, ktera celd lezi v D(f), D(f) je tedy
souvisla.

Protoze ”"nejvzdalenéjsimi” body od pocatku jsou body A a C a jejich vzdéalenost od
pocatku je p(A,0) = p(C,0) = /2, kde 0 = [0, 0] € R? je pocatek soufadnic, je vzdalenost

libovolného bodu D(f) od pocatku mensi nebo rovna V2. Polozime K = +/2. Pak

p(X,0) < KV X =|[z,y] € D(f), mnozina D(f) je tedy omezena.
Protoze obor hodnot funkce H(arcsint) = (—g, g) a obor hodnot funkce

H(arccost) = (0, 7), jsou obé tyto funkce omezené a tedy i jejich soucet je funkce
omezend na svém defini¢énim oboru.

Zpét
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Priklad 5.1.1

Urcete a nakreslete definiéni obor funkce

f(x,y) = arcsin (2x — y) + arccos (z — 2y) .
Napiste a zdavodnéte, které z nasledujicich vlastnosti D(f) méa a které nema: oteviend,
uzaviend, souvisld, konvexni, omezena. Urcete hranici D(f). Je funkce f(x,y) na svém
defini¢nim oboru omezena?

Maple:
> with(plots):
> f:=(x,y)—>arcsin (2+«x-y)+arccos (x—-2*Vy) ;
f = (x, y) — arcsin(2xz — y) + arccos(z — 2y)
Pro predstavu si nakreslime graf dané funkce.

> plot3d(arcsin (2xx-y) tarccos (x-2*y), x=-1.0..1.0,
y=—1..1,axes=normal, numpoints=400,orientation=[70,45]);

Pro defini¢ni obor musi platit: —1 <=2z —y <=1, —1 <=2 — 2y <=1, Vypocteme
soutadnice bodua A, B, C, D, kde bod A je prusec¢ik ptimek y =2z 4+ 1 a y = 0.5(x — 1),
bod B prusec¢ik piimek y = 2x +1 a y = 0.5(x — 1), bod C prusecik pfimek y =2z — 1 a
y = 0.5(x + 1), bod D prusecik pifimek y =2z +1 ay = 0.5(x + 1).

Dalsi
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Priklad 5.1.1

Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce
f(z,y) = arcsin (2 — y) + arccos (z — 2y) .
Napiste a zdavodnéte, které z nasledujicich vlastnosti D(f) méa a které nema: oteviend,

uzaviend, souvisld, konvexni, omezena. Urcete hranici D(f). Je funkce f(x,y) na svém
defini¢nim oboru omezena?

Maple:

Definicnim oborem fce f je rovnobéznik ABC D, hranice je tvofena useckami
AB,BC,CD,DA a lezi cela v definicnim oboru f.
> xA:=solve (2xx+1=0.5%(x-1));
TA = —1.
> yA:=2%xA+1;
yA = —1.
> xB:=solve (2xx-1=0.5%x(x-1));
xB := 0.3333333333
>  yB:=2xxB-1;

yB := —0.3333333334
> xC:=solve (2xx-1=0.5% (x+1));
xC = 1.
> yC:=2%xC-1;
yC = 1.
> xD:=solve (2xx+1=0.5% (x+1));
zD := —0.3333333333

Dalsi
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Priklad 5.1.1

Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce

f(z,y) = arcsin (2 — y) + arccos (z — 2y) .
Napiste a zdavodnéte, které z nasledujicich vlastnosti D(f) méa a které nema: oteviend,
uzaviend, souvisld, konvexni, omezena. Urcete hranici D(f). Je funkce f(x,y) na svém
definicnim oboru omezena?

Maple:
> yD:=2xxD+1;
yD := 0.3333333334

> al:=contourplot (arcsin (2xx-y) tarccos (x-2xy) ,x=-1.5..1.5,
y=-1..1,axes=normal,grid=[50,50],filled=true, coloring=[yellow,green]) :
>  azZ:=implicitplot (0.5% (x-1)=y,x=-1.5..1.5,
y=—2..2,axes=normal,grid=[50,50],color=black):

> a3:=implicitplot (2*x+1l=y,x=-1.5..1.5,
y=—2..2,axes=normal,grid=[50,50],color=black):

> ad:=implicitplot (2*x-1=y,x=-1.5..1.5,
y=—2..2,axes=normal,grid=[50,50],color=black):

> ab:=implicitplot (0.5* (x+1)=y,x=-1.5..1.5,
y=—2..2,axes=normal,grid=[50,50],color=black):

> a6:=PLOT (POINTS([-1,-171,1[1/3,-1/31,11,11,1-1/3,1/3]1, SYMBOL (BOX)),
TEXT([-1,-1]," " A ,ALIGNBELOW,ALIGNRIGHT), TEXT([1/3,-1/31,""
B‘’,ALIGNBELOW, ALIGNRIGHT), TEXT([1l,1],’ C‘',ALIGNBELOW,ALIGNRIGHT),
TEXT([-1/3,1/31,"”" D' ,ALIGNBELOW, ALIGNRIGHT)) :

> a7:=PLOT(CURVES([[-1,-1],([1/3,-1/31,1(1,1]1,I[-1/3,1/3],
[-1,-1]],THICKNESS (4),COLOR (RGB, .5607, .7372, 0.0))):

Dalsi
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Priklad 5.1.1

Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce
f(z,y) = arcsin (2 — y) + arccos (z — 2y) .
Napiste a zdavodnéte, které z nasledujicich vlastnosti D(f) méa a které nema: oteviend,

uzaviend, souvisld, konvexni, omezena. Urcete hranici D(f). Je funkce f(x,y) na svém
defini¢nim oboru omezena?

Maple:

Nakresleni celého definiéniho oboru:
> display ({al,a2,a3,a4,a5,a6,a7});

Zpét
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Priklad 5.1.1

Urcete a nakreslete defini¢cni obor funkce

f(z,y) = arcsin (2z — y) + arccos (z — 2y) .
Napiste a zdavodnéte, které z nasledujicich vlastnosti D(f) méa a které nema: oteviend,
uzaviend, souvisld, konvexni, omezena. Urcete hranici D(f). Je funkce f(x,y) na svém
defini¢nim oboru omezena?

Mathematica:

flx-, y-] = ArcSin[2z — y] + ArcCos[z — 2y];
Simplify[—1<=22 — y]

y <1+ 2x

<< AlgebralnequalitySolve

Urceni definiéniho oboru funkce arcsin(2z — y).

InequalitySolve[—1<=2z — y < 1, 9]
—14+2x < y<1+42x

<< GraphicsFilledPlot

gl = FilledPlot[{—1 + 22,1 + 2z}, {x, —1, 1}];

Dalsi
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Priklad 5.1.1

Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce
f(z,y) = arcsin (2 — y) + arccos (z — 2y) .
Napiste a zdavodnéte, které z nasledujicich vlastnosti D(f) méa a které nema: oteviend,

uzaviend, souvisld, konvexni, omezena. Urcete hranici D(f). Je funkce f(x,y) na svém
defini¢nim oboru omezena?

Mathematica:
Urceni defini¢ntho oboru funkce arccos(x — 2y).

InequalitySolve[—1<=z — 2y < 1, 9]
—s+ S <u< s+ 2
g2 = FilledPlot [{—% + Z, +% + %} , {z,—1,1}, PlotRange — {—3, 3}] 5

Urceni defini¢ntho oboru funkce f(z,y).

Solve [1 + 2a:==% 1= ar:]
Solve [1 + 2z == —% + %,m]

Dalsi
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Priklad 5.1.1

Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce

f(z,y) = arcsin (2 — y) + arccos (z — 2y) .
Napiste a zdavodnéte, které z nasledujicich vlastnosti D(f) méa a které nema: oteviend,
uzaviend, souvisld, konvexni, omezena. Urcete hranici D(f). Je funkce f(x,y) na svém
definicnim oboru omezena?

Mathematica:

Solve [—1—|—2a: - —%
Solve [—1—|—2a: - % +
{z = —3}}

{{z — —1}}

{{z = 3}}

{{z = 1}}

Defini¢ni obor je kosodélnik A B1C'1 D1

Bl ={z,1+2z}/.{z - —3};

Al = {z,1 + 22}/.{z — —1};

D1 = {z,—-1+2z}/.{z — 1};
Cl={z,—-1+4+2z}/.{z — 1};

lichob = {A1,B1,C1,D1}

{{-t-1h{-5. 5} (L1} {5 —35}}

rl = Graphics[{RGBColor|0, 1, 0], Polygon|lichob] }];

Zakreslime si mnozinu vSech bodu definiéniho oboru:

Dalsi
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Priklad 5.1.1

Urcete a nakreslete defini¢cni obor funkce

f(z,y) = arcsin (2z — y) + arccos (z — 2y) .
Napiste a zdavodnéte, které z nasledujicich vlastnosti D(f) méa a které nema: oteviend,
uzaviend, souvisld, konvexni, omezena. Urcete hranici D(f). Je funkce f(x,y) na svém
defini¢nim oboru omezena?

Mathematica:
Show|[rl, Axes — True];

Zpét
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Priklad 5.1.2

Urcete a nakreslete definiéni obor funkce

ZI?2

f(z,y) =1In ,
20 — vy

urcete jeho hranici a nakreslete vrstevnici, kterd prochazi bodem A = (1,1).

'@@:9{}51&# Zpét
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Priklad 5.1.2

Urcete a nakreslete definiéni obor funkce

ZI?2

f(z,y) =1In

20 — vy

urcete jeho hranici a nakreslete vrstevnici, kterd prochazi bodem A = (1,1).

Vysledek:

D(f) = {(z,y) € R*, = #0, y < 2z}.
H={(z,y) €ER?, =0, y<0} U {(z,y) € R®, y =2z}
Bodem A prochdzi 0—vrstevnice y = —z? + 2z, x # 0.

Zpét
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Priklad 5.1.2

Urcete a nakreslete definiéni obor funkce

$2

f(a:,y):ln P
20 — vy

urcete jeho hranici a nakreslete vrstevnici, kterd prochazi bodem A = (1,1).

Navod:

Nejprve uré¢ime prirozeny defini¢ni obor funkce. Vyuzijeme to, Zze zname defini¢ni obor
prirozeného logaritmu. Vrstevnici najdeme tak, ze nejprve vypocteme prislusnou zg
soufadnici bodu A a pak dopoc¢teme odpovidajici zg—vrstevnici.

Zpét
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Priklad 5.1.2

Urcete a nakreslete definiéni obor funkce

.CC2

f(%,y):hl P
20 — vy

urcete jeho hranici a nakreslete vrstevnici, kterd prochazi bodem A = (1,1).

Reseni:

Defini¢ni obor:

Argument logaritmu musi byt kladné ¢islo, zlomek je kladny, je-li ¢itatel i jmenovatel

kladny nebo zdporny. Protoze v &itateli je 22 a 22 > 0 Vz € R, musime vyloucit z = 0 a
pozadovat, aby 2x — y > 0. Tedy

1132

— >0 <= x#0 AN y<2x —
2r — vy
D(f) ={(z,y) €R, = #0, y < 2x}.
Hranice definicniho oboru je tvofena primkou y = 2x a zdpornou casti osy y:

H={(z,y) ER?, 2 =0, y <0} U {(z,y) € R?, y =2z}

Obrazek je nakreslen v casti Maple.

Vrstevnice:

Vrstevnice grafu funkce je kiivka v roviné xy, kterou dostaneme tak, Ze provedeme fez
grafu funkce rovinou z = zg a kfivku, kterou tak dostaneme, promitneme do roviny xy.
Zname-li bod na vrstevnici, musime nejprve spocitat na jaké vrstevnici dany bod lezi, tj.
jakou ma zetovou souradnici zg. V nasem pripadé dostaneme:

12

A=(1,1): z0:1n2 — 20 =0.

Dalsi
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Priklad 5.1.2

Urcete a nakreslete definiéni obor funkce

.CC2

f(a:,y):ln P
20 — vy

urcete jeho hranici a nakreslete vrstevnici, kterd prochazi bodem A = (1,1).
Reseni:
Nyni pro zg = 0 najdeme rovnici vrstevnice, které odpovida toto zg:

x? 2

In — =0 <— — =1 <:>y=—:132—}—2:1;.
2z — y 2 — y

Vrstevnice je tedy parabola y = —(x — 1)2 + 1. Pozor, nesmime zapomenout, ze bod
(0,0), ktery lezi na této parabole, nepatii do definicnitho oboru a musime ho proto
vynechat. Nulova vrstevnice I 4, ktera prochazi bodem A, je tedy

Ka= {(CB,y) € [R27 Yy = _x2 + 2z, x # O}
Je nakreslena v casti Maple.

Zpét
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Priklad 5.1.2

Urcete a nakreslete definiéni obor funkce

.CC2

f(a:,y):ln P
20 — vy

urcete jeho hranici a nakreslete vrstevnici, kterd prochazi bodem A = (1,1).

Maple:
> with(plots):
> f:=(x,y)—>1In(x"2/(2*x-y));

2

x
fi=(z,y) = In(z7——)
2x — vy
Pro predstavu si nakreslime graf dané funkce.
> plot3d(ln(x"2/ (2*xx-y)), x=-3..3,
y=—10..5,axes=normal, numpoints=1000, orientation=[120,30]);

Dalsi
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Priklad 5.1.2

Urcete a nakreslete definiéni obor funkce

.CC2

f(x)y) = In P
20 — vy

urcete jeho hranici a nakreslete vrstevnici, kterd prochazi bodem A = (1,1).

Maple:

Vypocteme z-souradnici bodu A
> f£(1,1);

0
Bod A lezi na O-vrstevnici (Maple vypocte tuto kiivku v parametrickém tvaru):

>  solve(ln(x"2/(2*x-y))=0);

{y=—2>4+2z, z =z}
Nyni si nakreslime defini¢ni obor dané funkce. Silnéji je znazornéna 0O-vrstevnice.
Hranici definicniho oboru tvofi primka y = 2x a polopfimka x = 0, y <= 0. Hranice
do defini¢cniho oboru nepatri.

x=-3..0,y=-10..0,axes=normal,

> al:=contourplot (In(x"2/ (2*x-vy)),
=[yellow,green]) :

grid=[60,60],filled=true,coloring

> a2:=contourplot (ln(x"2/(2+«x-y)),x=0..3,y=-10..5,axes=normal,
grid=[60,60],filled=true,coloring=[yellow,green]) :

> a3:=contourplot (ln(x"2/(2+«x-y)),x=-3..0,y=-10..5,axes=normal,
grid=[100,100], contours=[0],thickness=3,color=blue) :

> ad:=contourplot (ln(x"2/(2*x-y)),x=0..3,y=-10..5,axes=normal,
grid=[100,100], contours=[0],thickness=3,color=blue) :

Dalsi
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Priklad 5.1.2

Urcete a nakreslete defini¢éni obor funkce

ZI?2

f(xay) = In 2—a
r—y

urcete jeho hranici a nakreslete vrstevnici, kterd prochazi bodem A = (1,1).

Maple:
>  ab:=implicitplot (x=0,x=-3..3,y=-10..0,axes=normal, thickness=2,
color=red) :

>  ab:=implicitplot (y=2+*x,x=-3..3,y=-10..5,axes=normal,grid=[50,50],
thickness=5, color=red) :

> a7:=PLOT (POINTS([1,1],SYMBOL (CIRCLE)), TEXT([1l,1],’"
A ,ALIGNBELOW, ALIGNLEFT, FONT (SYMBOL, 20) ) ) :

> display ({al,a2,a3,a4,a5,a6,a7});

> Dbl:=plot (-x"2+2xx,x=-3..3,y=-4..4,color=blue) :

Dalsi
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Priklad 5.1.2

Urcete a nakreslete definiéni obor funkce

.CC2

f(a:,y):ln P
20 — vy

urcete jeho hranici a nakreslete vrstevnici, kterd prochazi bodem A = (1,1).

Maple:

> b2:=PLOT (POINTS ([0, 0], SYMBOL (BOX) ) ) :

> b3:=PLOT (POINTS([1,1],SYMBOL (BOX)), TEXT([1,1],’"
A ,ALIGNBELOW, ALIGNLEFT, FONT (SYMBOL, 15)) ) :

> display ({bl,b2,b3});

Zpét

.—p5/i14



Priklad 5.1.2

Urcete a nakreslete defini¢éni obor funkce

ZI?2

f(z,y) =1n

2c —y
urcete jeho hranici a nakreslete vrstevnici, kterd prochazi bodem A = (1,1).
Mathematica:
flx-, vy = Log[(z"2)/(2z — y)]
2

Log |:2a?—y:|

Urcime a nakreslime definiéni obor funkce:

InequalitySolve[(2z — y) > 0, y]
y < 2z
gl = FilledPlot[{2z, —9999}, {z, —2, 2}, PlotRange — {—4,4}];

Dalsi

.—p5/i14



Priklad 5.1.2

Urcete a nakreslete definiéni obor funkce

.CC2

f(z,y) =1In ,
20 — vy

urcete jeho hranici a nakreslete vrstevnici, kterd prochazi bodem A = (1,1).
Mathematica:

Uréime z—tovou souradnici vrstevnice:

zA = f[1,1]

0

Vypocteme predpis pro vrstevnici a zakreslime ji do defini¢niho oboru:

Solve[f [z, y] == zA, y]

{{y — 2:1;—:1;2}}

g2 = Plot[2x — 2, {z, —2, 2}, PlotStyle — {Thickness[0.008]}];

Dalsi

.—p5/i14



Priklad 5.1.2

Urcete a nakreslete defini¢éni obor funkce

ZI?2

f(z,y) =1n

2c —y

urcete jeho hranici a nakreslete vrstevnici, kterd prochazi bodem A = (1,1).

Mathematica:
Show([{g1, g2}];

Zpét

.—p5/i14



Priklad 5.1.3

Najdéte a nakreslete defini¢cni obor funkce

Které vrstevnice prochézeji body A = (1,1), B = (5,1), C = (4,0)7 Nakreslete je do
obrazku.

@@:96@&# Zpét
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Priklad 5.1.3

Najdéte a nakreslete defini¢cni obor funkce

Které vrstevnice prochézeji body A = (1,1), B = (5,1), C = (4,0)7 Nakreslete je do
obrazku.

Vysledek:

D(f) = {(z,y) € R, = > /y, y > 0}.

Bodem A prochdz{ 0—vrstevnice y = z2, = > 0;
body B a C prochézi 2—vrstevnice y = (x — 4)?, = > 4.

Zpét

.—p.6/14



Priklad 5.1.3

Najdéte a nakreslete defini¢cni obor funkce

Které vrstevnice prochézeji body A = (1,1), B = (5,1), C = (4,0)7 Nakreslete je do
obrazku.

Navod:

Nejprve urcime prirozeny definiéni obor funkce. Vyuzijeme to, ze zname defini¢ni obor
odmocniny. Vrstevnice najdeme tak, ze nejprve vypocteme prislusnou zg souradnici
kazdého bodu a pak dopoc¢teme odpovidajici zg—vrstevnici.

Zpét

.—p.6/14



Priklad 5.1.3

Najdéte a nakreslete defini¢cni obor funkce

Které vrstevnice prochézeji body A = (1,1), B = (5,1), C = (4,0)7 Nakreslete je do
obrazku.
Reseni:

Defini¢éni obor:
Pod odmocninou musi byt nezaporné ¢islo, tj.

y>0 AN xz—y/y >2 0 —

D(f) = {(z,y) €R®?, = > /y, y > 0}.

Obrazek je nakreslen v c¢asti Maple.

Vrstevnice:

Vrstevnice grafu funkce je ktrivka v roviné xy, kterou dostaneme tak, ze provedeme ftez
grafu funkce rovinou z = zg a kfivku, kterou tak dostaneme, promitneme do roviny xy.
Zname-li bod na vrstevnici, musime nejprve spocitat na jaké vrstevnici dany bod lezi, tj.
jakou ma zetovou souradnici zg. V nasem pripadé dostaneme:

Bod A=(1,1): 20=V1—-+v1 = 20=0
Bod B=(5,1): 20 =V5—+v1 = 29=2
Bod C=(4,0): 20 =V4—-+v0 = 20=2

Dalsi

.—p.6/14



Priklad 5.1.3

Najdéte a nakreslete defini¢cni obor funkce

Které vrstevnice prochézeji body A = (1,1), B = (5,1), C = (4,0)7 Nakreslete je do
obrazku.
Reseni:

Nyni pro vypoctena zg najdeme rovnici kirivky = vrstevnice, které odpovida toto zg.

0=+z— Yy
_ -0
w=0: Z°VY Ka={(z,y) €R?, y=2a Az >0}
0< Vy==x
y=x2, >0

0< j=a—4 Koo ={(zy) €ER’, y=(z-9° Az >4}
y=(x—4)% >4

Nulova vrstevnice I 4, kterd prochdzi bodem A, i 2—vrstevnice Kp ¢, kterd prochézi
body B, C jsou zakresleny do obrazku v ¢casti Maple.

Zpét
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Priklad 5.1.3

Najdéte a nakreslete defini¢cni obor funkce

Které vrstevnice prochézeji body A = (1,1), B = (5,1), C = (4,0)7 Nakreslete je do
obrazku.

Maple:
> with(plots):
> f:=(x,y)—->sgrt (x-sqgrt(y));
f::(xa y)_> \/:E_\/g
Pro predstavu si nakreslime graf dané funkce.

> plot3d(sgrt (x-sqgrt(y)), x=0..10,
y=0..5,axes=normal, numpoints=1000,orientation=[240,60]);

Vypocteme z-soutradnice bodu A,B,C
Dalsi

.—p.6/14



Priklad 5.1.3

Najdéte a nakreslete defini¢cni obor funkce

Které vrstevnice prochézeji body A = (1,1), B = (5,1), C = (4,0)7 Nakreslete je do

obrazku.
Maple:
> f£(1,1);
0
>  f£(5,1);
2
>  f£(4,0);
2

Bod A lezi na 0-vrstevnici (Maple vypocte tuto kiivku v parametrickém tvaru):
> solve (sqgrt (x—-sqgrt (y))=0);
ly=v, 2=y}
Body B,C lezi na 2-vrstevnici (opét v parametrickém tvaru):
> solve (sqgrt (x—-sqgrt (y))=2);
2
{y=@ -9, z ==}

Nyni si nakreslime defini¢ni obor dané funkce. Silnéji jsou znazornény obé vrstevnice.
Nulova vrstevnice a kladna c¢ast osy x tvori hranici definicniho oboru a patii do néj.

> al:=contourplot (sgrt (x-sgrt(y)),x=0..8,y=0..5,axes=boxed,grid=[50,50]
, filled=true,coloring=[yellow, green]) :

Dalsi

.—p.6/14



Priklad 5.1.3

Najdéte a nakreslete defini¢cni obor funkce

f(z,y) =z — VY.

Které vrstevnice prochézeji body A = (1,1), B = (5,1), C = (4,0)7 Nakreslete je do
obrazku.

Maple:
> azZ:=contourplot (sgrt (x-sqgrt(y)),x=0..8,y=0..5,axes=boxed,grid=[50,50]
,contours=[2],thickness=2,color=black) :
> a3:=implicitplot (x=sqgrt(y),x=0..8,y=0..5,axes=boxed,grid=[50,50],thic
kness=3, color=black) :
> ad:=implicitplot (y=0,x=0..8,y=0..5,axes=boxed,thickness=2,color=red):

> ab:=implicitplot (x=sqrt (y),x=0..8,y=0..5,axes=boxed,grid=[50,50],thic
kness=5, color=red) :

> a6:=PLOT (POINTS([1,1],([5,11,1[4,0],SYMBOL(BOX)), TEXT([1,1],""}

A ,ALIGNBELOW, ALIGNRIGHT), TEXT([5,1]1,’"' B ,ALIGNBELOW,ALIGNRIGHT),
TEXT ([4,0],’" C‘,ALIGNBELOW, ALIGNRIGHT)) :

> display ({al,a2,a3,a4,a5,a6});

Zpét

.—p.6/14



Priklad 5.1.3

Najdéte a nakreslete defini¢cni obor funkce

f(z,y) =z — VY.

Které vrstevnice prochézeji body A = (1,1), B = (5,1), C = (4,0)7 Nakreslete je do
obrazku.

Mathematica:

flx-,y-] = Sart[z — Sqrt[y]]
T — /Y

Urceni a nakresleni definicniho oboru:

InequalitySolve[z — Sqrt[y]>=0, z]

T > \y

InequalitySolve [(z)"2 > (v/¥) "2, y]

y < z”

gl = FilledPlot[{2z"2, 0}, {z, 0, 6}, PlotRange — {—2, 36}];

35
30
25
20
15
10

5

Dalsi

.—p.6/14



Priklad 5.1.3

Najdéte a nakreslete defini¢cni obor funkce

obrazku.

Mathematica:

Urceni a nakresleni vrstevnic:

zA = f[1,1]

0

Solve[f[z, y] == zA, y]
{{y - 27}}

g2 = Plot[z"2, {z, 0, 6},

f(z,y) =z — VY.

Které vrstevnice prochézeji body A = (1,1), B = (5,1), C = (4,0)7 Nakreslete je do

PlotStyle — {Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]}];

zB = f[5, 1]

Dalsi

35
30
25
20
15
10

5
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Priklad 5.1.3

Najdéte a nakreslete defini¢cni obor funkce

Které vrstevnice prochézeji body A = (1,1), B = (5,1), C = (4,0)7 Nakreslete je do
obrazku.

Mathematica:

Solve[f |z, y] == zB, ¥]
{{y - 16 — 8z + z2}}

g3 = Plot[16 — 82 + 2”2, {z, 2, 3},
PlotStyle — {Thickness[0.01], RGBColor|0, 0, 1]}];

4
3
2

1

Show([{gl, g2, g3}];

35
30
25
20
15
10

o

Zpét

.—p.6/14



Graf funkce dvou proménnych

® Priklad 5.2.1 Vysetiete graf funkce

flz,y) = Vz? + 92,

metodou fezu.

® Priiklad 5.2.2 Urcete vrstevnice funkce f(z,y) = pro dané zg = %, %

1
w2 +y2+1

@ © Zpét

—p.7/14



Priklad 5.2.1

Vysettete graf funkce
flz,y) = Va2 +y2,

metodou rezu.

'@':?éﬁﬁli Zpét

.—p.8/14



Priklad 5.2.1

Vysettete graf funkce

metodou rezu.

Vysledek:

Zpét

flz,y) = Vz2 +y?,

.—p.8/14



Priklad 5.2.1

Vysettete graf funkce

flz,y) = Vx? + y?,
metodou rezu.
Navod:

Nakreslime si postupné fezy rovinami z = 29, y = Yo, € = g, pro ruzné hodnoty
konstant xo, xg, 20 .

Zpét

.—p.8/14



Priklad 5.2.1

Vysettete graf funkce
flz,y) = Va2 +y2,

metodou fezu.

Reseni:

Nakreslime si nejdtrive fezy rovinami z = zg pro zg = 0.5,1.0, 1.5, 2.0.
V roviné zo = 0.5 dostanu kruznici popsanou rovnici z2 + y? = 0.25.
V roviné zg = 1.0 dostanu kruznici popsanou rovnici z? + y2 = 1.0.
V roviné zg = 1.5 dostanu kruznici popsanou rovnici z? + y2 2.25.

V roviné zg = 0.5 dostanu kruznici popsanou rovnici z? + y2 = 4.
Vsechny tezy si zakreslime.

Zpét

.—p.8/14



Priklad 5.2.1

Vysettete graf funkce
flz,y) = Va2 +y2,

metodou rezu.

Maple:

Graf nebudeme vysSetiovat metodou rezu, ale nakreslime si ho primo.
> plot3d(sqgrt(x"2+y " 2),x=-2..2,y=—2..2,axes="boxed’,orientation=[45,75]
) 7

Zpét

.—p.8/14



PFiklad 5.2.1 '

Vysetiete graf funkce

flz,y) = Vz2 +y?,

metodou rezu.

Mathematica:
Graf nebudeme vySetfovat metodou fezu, ale nakreslime si ho primo.

Plot3D[Sqrt[z"2 + y"2], {z, —2, 2}, {y, —2, 2},BoxRatios — {1, 1,1}, ViewPoint->{1.5, —2.8,1.0}];

QRO
N

&

SOVOR

Zpét

.—p.8/14



Priklad 5.2.2

[

Urcete vrstevnice funkce f(x,y) = pro dané zg = %,

1
w2 +y2+1

@@:9{}5ﬁ1i Zpét
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Priklad 5.2.2

[

Urcete vrstevnice funkce f(x,y) = pro dané zp = 1,

S
w2 +y2+1

Vysledek:
D(f) =R?,

Zpét

.—p.9/14



Priklad 5.2.2

Urcete vrstevnice funkce f(x,y) = pro dané zg = %

[

Y

1
w2 +y2+1
Navod:

Nakreslete kiivky, jejiz body splnuji rovnici:
1

a:2+y2—|—1
1
x2 +y2 4+1

A= N =

N
o

D¢

-+

.—p.9/14



Priklad 5.2.2

Urcete vrstevnice funkce f(x,y) = pro dané zg =

N[
U=

S
w2 +y2+1
Reseni:

Nakreslime ktivky, jejiz body splnaji rovnici:

) 2 ! =z’ +y’ =1
a) — — T8 =
2 22ty il 7
1 1 S,
) 5 r? +y? +1 Y

Vrstevnice jsou tedy kruznice o poloméru 1 a 2.

Zpét

.—p.9/14



Priklad 5.2.2

Urcete vrstevnice funkce f(x,y) =

Maple:

1
w2 +y2+1

Nakreslime primo vrstevnice pro zg = %

[1/2,1/5],scaling=constrained);

Zpét

a 2o =

1

E -
> plots[contourplot] (1/(x"2+y~2+1),x=-2..2,y=-2..2,contours

pro dané zg = %,

,/

[

.—p.9/14



Priklad 5.2.2

Urcete vrstevnice funkce f(x,y) =

[

1 . 1
——— pro dané zop = =
22+yZ41 P 0~ 2

Mathematica:

Nakreslime pfimo vrstevnice pro zg = % a zg = %

ContourPlot[1/(z"2 + y"2 + 1), {z, —2, 2}, {y, —2, 2},
Contours — {1/2,1/5}, ContourShading — False];

2

Zpét

.—p.9/14



Limita funkce dvou proménnych

2 Ty ¥4
® Piiklad 5.3.1 Vypoitéte  lim ry+e
(m,y)—>(0,0) Yy
g

® Piiklad 5.3.2 Vypoctét li T 7
e YPOCEEE (o) o (2,2) 22 — g2

* Pifklad 5.3.3 Vypoctste  lim Y& Y
(z,9)—(0,0) x2 + y>2

® Piiklad 5.3.4 Vypoitéte  lim v
(z,y)—(0,0) T — Yy

Q@ ® Zpét

|
.—p.10/14



Priklad 5.3.1

. : 2—Vry+4
Vypoctéte lim .
(z,y)—(0,0) Ty
® = 2 H W Zpét

]
—p.11/14



Priklad 5.3.1

3 . 2—vxy+4
Vypoctéte lim .
(x,y)—(0,0) Ty
Vysledek:
1
4
Zpét

]
—p.11/14



Priklad 5.3.1

2 —+Vxy+4

Vypoctéte lim

(z,y)—(0,0) Ty
Navod:
Limita je typu ,,%“. Rozsitime funkci vyrazem 2 + /x y + 4, upravime a pak limitu
vypocteme.
Zpét

|
—p.11/14



Priklad 5.3.1

. : 2—vxy+4
Vypoctéte lim .
(z,y)—(0,0) Ty

Reseni:

0 «

Limita je typu ,,¢“. Rozsifime funkci vyrazem 2 + /z y + 4.

¥ 2—vxzy+4 ¥ —TYy ¥ 1 1

11m f— 11m = 1m — = ——,

(z,y)—(0,0) zy (z,y)—(0,0) zy(2++Vzy+4) (z,9)—>0,00 24 zy+4 4
Zpét

|
—p.11/14



Priklad 5.3.1

. : 2—vxy+4
Vypoctéte lim :
(z,y)—(0,0) Ty

Maple:

S limitami to je v MAPLE horsi. Casto ndm limitu nespocte.
> limit ((2-sqgrt(xxy+4))/ (x*y), {x=0,y=0});

—Vzy+4
T {y=0,2=0})

>  limit (expand((2-sgrt (x*xy+4)) * (2+sqgrt (x*y+4)) )/ (xxy* (2+sgrt (xxy+4))),
{X=O,y=0});

L2
limit(

limit ! 0 0

mit(— e {y =0, = = 0))

Zda limita existuje zjistime z obrazku. Potom muzeme vypocitat limity postupné

podle x a potom podle y.
>  plot3d(expand ((2-sgrt (xxy+4) ) * (2+sqgrt (xxy+4))) / (x*xy* (2+sqgrt (x*xy+4))),
x=-1..1,y=-1..1,axes=box) ;

Dalsi

—p.11/14



Priklad 5.3.1

3 . 2—vxy+4
Vypoctéte lim .
(x,y)—(0,0) Ty
Maple:
>  limit (limit ((2-sqgrt (x*y+4))/ (x*y),x=0),y=0);

—1
4

Zpét

]
—p.11/14



Priklad 5.3.1

. : 2—vxy+4
Vypoctéte lim :
(z,y)—(0,0) Ty

Mathematica:
Nejdrive funkci upravime:
Expand[(2 — Sqrt[zy + 4])(2 + Sart[zy + 4])]/(zy(2 + Sart[z * y + 4]))

—SrviTes
flxo,y]=-1/(2+ (zy + 4)"(1/2))

1
24+44+xy

Ovérime si, zda limita existuje

Plot3D[f|[z, y], {z, —1,1}, {y, —1,1}];

Dalsi

—p.11/14



Priklad 5.3.1

. : 2—vxy+4
Vypoctéte lim .
(z,y)—(0,0) Ty

Mathematica:
Vypocteme limity postupné podle x a potom podle y.

Limit[Limit[f[z, y],z — 0],y — 0]

L

Zpét

|
—p.11/14



Priklad 5.3.2

Vypoctét 1 @~y
ocCtéte im - =

'@@:9{}5*‘ Zpét

]
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Priklad 5.3.2

Vypoctét li " —y'
oCtéte im A

Vysledek:
8.

Zpét

]
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Priklad 5.3.2

Vypoctét 1 @~y
ocCtéte im - =

Navod:
Limita je typu ,,%“. Pokratime zlomek vyrazem x? — y2.
Zpét

]
—p.12/14



Priklad 5.3.2

Vypoctét 1 @~y
oCtéte im _—

Reseni:
Limita je typu ,,%“. Pokrdtime zlomek vyrazem z? — y2.
4 4 2 2\ /.2 2
x= — x< — x
lim —y: lim ( y)( +y): lim x2+y2:8.
(z,y)—(2,2) 22 — Y2 (2,9)—(2,2) z? — y? (z,y)—(2,2)

Zpét

|
—p.12/14



Priklad 5.3.2

Vypoctét 1 @~y
ocCtéte im - =

Maple:
> limit ((x"4-y~4)/(x°2-y"2),{x=2,y=2});
8
Zpét

]
—p.12/14



Priklad 5.3.2

Vypodtét 1 @~y
oCtéte im _ .

Mathematica:
Nejdrive funkci upravime:

flx- y] = Simplify[(z*4 — y*4) /(=2 — y2)]
22 + 42
Oveérime si, zda limita existuje

Plot3D[f|[z, y], {z, 1,3}, {y, 1, 3});

Vypocteme limity postupné podle x a potom podle y.
Limit[Limit[f[z, y], z — 2],y — 2]
8

Zpét
|

|
—p.12/14



Priklad 5.3.3

Vypoctéte lim zy(@ +y) .
(z,y)—(0,0) 2 + y2
@ B = 2?2 &L % L Zpét

]
.—p.13/14



Priklad 5.3.3

Vypoctéte lim zy(@ +y) .
(z,9)—(0,0) x2 + y2

Vysledek:
0.

Zpét

]
.—p.13/14



Priklad 5.3.3

Vypoctéte lim ry(x+y) )
(z,y)—(0,0) x2 + y2

Navod:

Pti vypoctu limity prejdeme k polarnim souradnicim

T p— T cost
(] = r sint TE<O,OO>,tE<O,7T>

Zpét

|
.—p.13/14



Priklad 5.3.3

Vypoctéte lim ry(x+y) )
(z,y)—(0,0) x2 + y2

Reseni:

Pti vypoctu limity prejdeme k poladrnim souradnicim

x = 71 cost
y = rsint re€ (0,00), t € (0,m)
, zy(x +y) , r costr sint(r cost + r sint)
lim = lim =
(z,9)—(0,0) z? + y? (r:t)—(0,1) T2
= lim 7 cost sint(cost + sint) =0.
(r,t)—(0,t)
Zpét

|
.—p.13/14



Priklad 5.3.3

Vypoctéte lim ry(x+y) )
(z,y)—(0,0) x2 + y2

Maple:
>
> limit (xxy* (x+y)/ (x"2+y"2),{x=0,y=0});
. vy (z+y)
limit , =0,z=0
mit(ZLELD gy — 0,2 = o)

Opét musime zjistit, zda limita existuje a pak vypocitat limity postupné podle = a
potom podle y.

> plot3d(x*y* (x+y)/ (x"24+4y72) ,x=-1..1,y=-1..1,axes=box) ;

> limit (limit (x*xy*(x+y)/(x"2+y~2),x=0),y=0);
0

Zpét
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Priklad 5.3.3

Vypoctéte lim ry(x+y) )
(z,y)—(0,0) x2 + y2

Mathematica:

Nejdrive definujeme funkci:

fx-y] = zy(z + y) /(=2 + y"2)

xzy(x+y)
x2+y2

Oveérime si, zda limita existuje

Plot3D[f[z, y], {z, —1, 1}, {y, —1, 1}],

Vypocteme limity postupné podle x a potom podle y.

Limit[Limit[f[z, y], 2 — 0],y — 0]
0

Zpét
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Priklad 5.3.4

Vypoctéte lim Y .
(oc,y)—>(0,0) r — y

'@@:9{}5*‘ Zpét

]
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Priklad 5.3.4

Vypoctéte lim Y .
(oc,y)—>(0,0) r — y

Vysledek:

Limita neexistuje.

Zpét

]
.—p.14/14



Priklad 5.3.4

Vypoctéte lim . )
(z,y)—(0,0) x — Yy

Navod:

Pti vypoctu limity prejdeme k polarnim souradnicim

T f— T cost
(] = r sint TE<O,OO>,tE<O,7T>

Zpét

|
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Priklad 5.3.4

Vypoctéte lim . )
(:B,y)—)(0,0) Xr — y

Reseni:

Pti vypoctu limity prejdeme k polarnim souradnicim

x = r cost
y = rsint r € (0,00), t € (0,m)
) Yy . r sint ) sint sin t
(x,y)—(0,0) T — Yy (r,t)—(0,t) " cost — 1T cost (r,t)—(0,t) cost — cost cost — cost

Limita zavisi na t, je pro kazdé t jina. Limita neexistuje.

Zpét
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Priklad 5.3.4

Vypoctéte lim Y :
(z,y)—=(0,0) T — Yy

Maple:
> limit (y/ (x-y),{x=0,y=0});

undefined

Zpét

]
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Priklad 5.3.4

Vypoctéte lim . )
(:B,y)—)(0,0) Xr — y

Mathematica:

Nejdrive definujeme funkci:

flxoy]=9y/(x —v)

Spocteme limity podle x a y, potom podle y a x.
Limit[Limit[f[z, y], z — 0], y — 0]==Limit[Limit[f[z, y],y — 0],z — 0]

False
Limity jsou rtzné, ptvodni limita tedy neexistuje.

Zpét

|
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