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Chcete-li ukoncit prohlizeni stisknéte klavesu Esc.
Chcete-li pokracovat stisknéte klavesu Enter.

—p.1/22



Derivace funkci vice proménnych

Parcialni derivace

Derivace ve sméru

Derivovani slozenych funkci

Taylortiv polynom a totalni diferencial

Newtonova metoda

@ © Zpét

- p.2/2?



Parcialni derivace

o Dus ) : e . f of
Priklad 6.1.1 Pomoci definice parcidlni derivace vypoctéte 8—(50, y) a 8—(50, Y)
&L Yy
funkce f(z,y) = 2z + 3y~.
® Piiklad 6.1.2 Vypoctéte parcidlni derivace funkce f(x,y) = arctg Z .
([ J

Priklad 6.1.3 Vypoctéte parcidlni derivace 1. a 2. fadu funkce f(z,y) = In(x — 2y) .

2
® Pi#iklad 6.1.4 Vypoctéte gradient funkce f(x,y,2z) =3z>+e %Y — 2z v bodé A = |
0,2,0]

Priklad 6.1.5 Objem kuzele V' je funkci poloméru podstavy r a vysky kuzele h .

Vyjadrete parciadlni derivace %—‘7{ a g_X' Co tyto derivace popisuji?

— 2 . . ~ ~ Vd / L4 v .
® Piiklad 6.1.6 Ovéite, ze funkce u(x,t) =e ¢ * sinx je feSenim nésledujici rovnice,
tzv. rovnice vedeni tepla:
871/ 2 82'11/

— = a ,
ot Ox?
L] Zpét

t>0, a€R.
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Priklad 6.1.1

0
Pomoci definice parcidlni derivace vypoctéte 8—(:5, y) a a—f(zc, y) funkce
T Y
flz,y) =2z + 3y°.
B = 2?2 LHn # - Zpét

. —p.4/2?



Priklad 6.1.1

of

Pomoci definice parcidlni derivace vypoctéte 8—(:5, y) a — (z,y) funkce
19

Oy
fz,y) = 2z + 3y>.

Vysledek:

B B
8—£(w,y) =2, a—i(w,y) = 6y.

Zpét

. —p.4/2?



Priklad 6.1.1

0 0
Pomoci definice parcidlni derivace vypoctéte a—f(x, y) a a—f(x, y) funkce
Yy
flz,y) =2z + 3y°.
Navod:
of . fz+hy) = f(z,y) of .. flz,y+h)— f(z,y)
—({B,y) = lim ) _(xay) = lim :
ox h—0 h Oy h—0 h
Zpét

. —p.4/2?



Priklad 6.1.1

0
Pomoci definice parcidlni derivace vypoctéte 8—(:1:, y) a a—f(a:, y) funkce
€L Yy
flz,y) =2z +3y°.
Reseni:
of (2@ +h)+3y°) -2z +3y%) . 2h
—(z,y) = lim = lim — =2,
ox h—0 h h—0 h
of (22 +3(y + h)?) — (22 + 3y%)
—(z,y) = lim =
oy h—0 h
. (2z + 3y? + 6yh + 3h?) — 2z — 3y®
0 h a
. 6yh + 3h2 )
R
Zpét

. —p.4/2?



Priklad 6.1.1

0
Pomoci definice parcialni derivace vypoctéte —f(a:, Y)

fz,y) = 2z 4 3y*.
Maple:
> £ 1= (x,y) —> 2+x+t3xy°2;
f = (x,y) = 2z + 3y
>

fx:=limit ((f(x+h,y)-f(x,v))/h, h = 0);

>  fy:=limit ((f(x,y+h)-f(x,y))/h, h = 0);

fy:=6y
Porovname s vypoctem pomoci prikazu diff

> diff (£(x,y),x)

4

2
nebo pomoci piikazu D[1]
> DI1](f) (x,¥)7
2
Podobné pro proménnou y:
> diff(f(x,v),vy);
6y

Dalsi

S (
a i
T Y

) funkce

. —p.4/2?



Priklad 6.1.1

of

Pomoci definice parcidlni derivace vypoctéte 8—(:5, y) a 8—(:5, y) funkce
€L Yy
f(z,y) = 2z + 3y* .

Maple:

nebo pomoci piikazu D[2]
> Dl2] (f) (x,¥);

Zpét

. —p.4/2?



Priklad 6.1.1

of

a — (x,y) funkce
Yy

Pomoci definice parcialni derivace vypoctéte 8—(:1:, Y)
x
fz,y) = 2z + 3y>.

Mathematica:
f[X_, Y—] =22z 3y/\2

2x — 3y2

Limit[(f[z + h,y] — flz,y])/h,h — O]
2

Limit[(f[z,y + h] — f[z,y])/h,h — O]
—6y

Porovname s vypoctem derivace pomoci prikazu D.

D[f[z,y], z]
2

D[f[z,y],y]
—6y

Zpét

. —p.4/2?



Priklad 6.1.2

Vypoctéte parcialni derivace funkce f(z,y) = arctg £ .

'@@:9{}5*‘ Zpét

.~ p.5/2?



Priklad 6.1.2

Vypoctéte parcialni derivace funkce f(z,y) = arctg £ .

Vysledek:

of Y of 75

%(way) - 2_|_ 2 o (xay)_wQ_I_yQ) prow#o
Zpét

.~ p.5/2?



Priklad 6.1.2

Vypoctéte parcialni derivace funkce f(z,y) = arctg £ .

Navod:

Parcidlni derivace lze pocitat pouze v bodech nélezejicich do definiéniho oboru D(f) . Pfi
vypoctu derivace %(m, y) povazujeme proménnou y za konstantni. Obdobné vypocteme
derivaci g—£ (xz,y) .

Zpét

.~ p.5/2?



Priklad 6.1.2

Vypoctéte parcialni derivace funkce f(z,y) = arctg £ .
Reseni:

D(f) = {[z,y] € R*,z # 0},

8f( ) 1 (—1) Y Y

— (x, = — . - — — = — ,
(923 & 1"’ (%)2 J SCQ (1_|_ %) SCQ $2 _|_y2
of 1 1 78

_(way):—yQ o= 5 o

oy 1+ (2) x x2+4+vy

Zpét

.~ p.5/2?



Priklad 6.1.2

Vypoctéte parcialni derivace funkce f(z,y) = arctg £ .

Maple:
> f := (x,y) —-> arctan(y/x);
fi=(zx,y) — arctan(g)
T

Parciadlni derivace je mozno spocitat bud”
>  fx:= diff(f(x,vy),x) ;

Yy
fr .= — 2
T
>  simplify (%) ;
o Y
xr2 +y2
nebo pomoci piikazu DJ |:
> fy:=D[2] (f) (x,¥);
1
Jy == 2
x
> simplify (%) ;
x
xr2 +y2

Zpét

.~ p.5/2?



Priklad 6.1.2

Vypoctéte parcialni derivace funkce f(z,y) = arctg £ .

Mathematica:
f[x-,y-] = ArcTan[y/z];

0
Vypocet —f (x,y)
T

fx = D|f[zx, y], z]

_ Y 5
2 y-
g3 <1+m2>

Simplify[fx]

 224y2

Vypocet % (x,vy)

fy = D[f[a:,y], y]
1

. (1+ g_z)
Simplify|[fy]

XL
x2+y2

Zpét

.~ p.5/2?



Priklad 6.1.3

Vypoctéte parcidlni derivace 1. a 2. fadu funkce f(z,y) = In(xz — 2y) .
@ B = ?2 Ly & - Zpét

.~ p.6/2?



Priklad 6.1.3

Vypoctéte parcidlni derivace 1. a 2. fadu funkce f(z,y) = In(z — 2y) .

Vysledek:

D(f) = {[z,y] € R?, > 2y}

of B 1 of o 2
8_(x’y)_:12—2y’ a_y(xay)_ w_an

02 f - 1 92 f B 4
ﬁ(x’y)__(w—Qy)z’ 8y2(x7y)__ma
92 f B 2 92 f B 2
Oxdy (@, y) = (r —2y)2 Oyox (@) = (r —2y)2

.~ p.6/2?



Priklad 6.1.3

Vypoctéte parcidlni derivace 1. a 2. fadu funkce f(z,y) = In(z — 2y) .

Navod:

Parcidlni derivace lze pocitat pouze v bodech nélezejicich do definiéniho oboru D(f). Pfi
vypoctu derivace %(m, y) povazujeme proménnou y za konstantni. Obdobné vypocteme
derivaci g—i(w, y) . Parcidlni derivace 2. fddu pocitdme podle vzorce

92 5] o) o2
axafy (z,y) = a—y(zv,y) <—f(w,y)) (znacime w];

(x,y), pro = =y ). SmiSené derivace

Ox
jsou totozné, je-li f € C?.

Zpét

.~ p.6/2?



Priklad 6.1.3

Vypoctéte parcidlni derivace 1. a 2. fadu funkce f(z,y) = In(z — 2y) .

Reseni:

D(f) = {[z,y] € R?, z > 2y},
geometricky je D(f) dolni polorovina pod pfimkou y = %ZC, bez uvedené primky.

of 1 of 1
—(z,y) = -1, —(a:,y): - (—2),
Ox x — 2y Oy T — 2y
o2 1 1
—f(x7y):_—1:_—7
ox? (x — 2y)? (x — 2y)?
P (5,9) = (-2)(-1)—2 :
- 5 L) i — - — )
ay? Y (z — 2y)? (z — 2y)?
o2 f 1 2 % f (—2)
@y =~ (-2) = ————, = (ag) = 1=
0x 0y (x — 2y) (x — 2y) Oyox (x — 2y)
2
( S . Vidime, Ze smiSené derivace jsou totozné.
r — 2y
Zpét

.~ p.6/2?



Priklad 6.1.3

Vypoctéte parcidlni derivace 1. a 2. fadu funkce f(z,y) = In(z — 2y) .

Maple:
> f = (xX,y) —> 1In(x-2*Vy);
f:=(z, y) = In(z — 2y)
Parcialni derivace 1. radu:
> fx:= diff(f(x,y),x) ;

o 1
Jo = r—2y
> fy:= diff(£(x,y),Y);
o 2
Jy = — —
Parciadlni derivace 2. radu:
> fxx:= diff (f(x,y),x82);
o 1
= T e 2y
> fyy:= diff (£f(x,y),y$2);
- 4
A P
vcetné smisenych derivaci, které jsou totozné:
> fxy:= diff (f(x,vy),%x,V);
B 2
fry (@ —29)2

Dalsi

.~ p.6/2?



Priklad 6.1.3

Vypoctéte parcidlni derivace 1. a 2. fadu funkce f(z,y) = In(xz — 2y) .

Maple:
> fyx:= diff (£(x,y),y,%);

Zpét

.~ p.6/2?



Priklad 6.1.3
Vypoctéte parcidlni derivace 1. a 2. fadu funkce f(z,y) = In(z — 2y) .

Mathematica:
f[x-,y = Loglz — 2y];
Vypocet prvnich derivaci:

fx = D[f[z, y], z]

1
r—2y

fy = D[f[z,y], y]

2
r—2y

Vypocet druhych derivaci:
fxx = D[f[z, y], {z,2}]

1
(x—2y)2

fxy = D[f[z, y], z, y]

2
(z—2y)2

fyy = D[f[:l:, y]’ {y’ 2}]

4
(x—2y)2

Zpét

.~ p.6/22



Priklad 6.1.4

2 ~
Vypoctéte gradient funkce f(z,y,2) =32 +e *¥ —2z vbode A=1[0,2,0]
@ B = 2?2 &L % L Zpét

—p.7/22



Priklad 6.1.4

2 ~
Vypoctéte gradient funkce f(z,y,2) =32 +e *¥ —2z vbode A=1[0,2,0]
Vysledek:
grad f(A) = (—4,0,—1)

Zpét

—p.7/22



Priklad 6.1.4

2
Vypoctéte gradient funkce f(z,y,2) =32 +e *¥ —2z vbode A=1[0,2,0]

Navod:

grad f(z,y,2) = (ﬁ(w y,Z) o (fB y,Z) ) (w y,Z)>

Zpét

—p.7/22



Priklad 6.1.4

2
Vypoctéte gradient funkce f(z,y,2) =32 +e *¥ —2z vbode A=1[0,2,0]

Reseni:

D(f) =R,

0 2 0
—f(x,y,z):6x—y2e_xy , —f(0,2,0):—4,
ozx ozx

15, 2 0
—f(a:,y,z):—Q:cye_wy , —f(O,Q,O):O,
Oy dy

of of

—_- e —(0,2,0) = —1.
8z(x7y7z) b 82( b b )

Tedy grad f(A) = (—4,0,—1).

Zpét

—p.7/22



Priklad 6.1.4

2
Vypoctéte gradient funkce f(z,y,2) =32 +e *¥ —2z vbode A=1[0,2,0]

Maple:

> fi=(x,y,2)—> 3xx"2+exp (-xx*xy"2)-z;

f:=(x, vy, z) = 322 —|—e(_xy2) —z

Gradient je vektor parciadlnich derivaci

> [diff(f(x,y,2z),x),diff(f(x,vy,2z),y),diff(f(x,v,2),2)1;

6z —y? el y2), —2zyel=® y2), —1]

ktery lze vypocitat primo pomoci prikazu grad:

> with(linalg,grad) :

> gradf:= grad(f(x,y,z), [x,vy,2]);

gradf := [6x — y? e(_my2), —Qxye(_myQ), —1]

Nakonec dosadime souradnice bodu A:

> gradfvA:=subs (x=0,y=2,2z=0,grad(f(x,v,2),[xX,v¥,2]));

gradfvA = [—4¢€°, 0, —1]
>  simplify (%) ;

[—4, 0, —1]

Zpét

—p.7/22



Priklad 6.1.4

2
Vypoctéte gradient funkce f(z,y,2) =32 +e *¥ —2z vbode A=1[0,2,0]

Mathematica:

flx-, y-, 2] = 322 + Exp[—2y”"2] — z;
<< CalculusVectorAnalysis

Grad[f[z, v, 2], Cartesian[z, y, 2]

2 2
{63: — eIV Y2 —2e %Y gy, —1}

grad = Grad[f[z, y, 2], Cartesian[z, y, 2]]
gradA = grad/.{z — 0,y — 2,z — 0}
{—4,0,-1}

Zpét

—p.7/22



Priklad 6.1.5

Objem kuzele V' je funkci poloméru podstavy r a vysky kuzele h. Vyjadrete parcidlni

derivace %—Z a g—){. Co tyto derivace popisuji?
@ B = 2?2 &L % L Zpét

.~ p.8/2?



Priklad 6.1.5

Objem kuzele V' je funkci poloméru podstavy r a vysky kuzele h. Vyjadrete parcidlni

derivace %—Z a g—){. Co tyto derivace popisuji?

Vysledek:

oV - 2nrh oV - mr?
or 3 ' 9oh 3
Zpét

.~ p.8/2?



Priklad 6.1.5

Objem kuzele V' je funkci poloméru podstavy r a vysky kuzele h. Vyjadrete parcidlni

derivace 2¥ a 2Y  (Co tyto derivace popisuii?
D1 oh y pPop )

Navod:
Pti vypoctu derivace %—r povazujeme proménnou h za konstantni. Obdobné pro derivaci
oV

‘57, Povazujeme proménnou r za konstantni.

Zpét

.~ p.8/2?



Priklad 6.1.5

Objem kuzele V' je funkci poloméru podstavy r a vysky kuzele h. Vyjadrete parcidlni

derivace %—‘7{ a g_X' Co tyto derivace popisuji?

Reseni:
wrih ov 2mtrh ov 7r?
V(T, h) = ) = Y —
3 or 3 Oh 3
: oV . § : g . : o gy
Derivace By popisuje rychlost zmény objemu kuzele v zavislosti na zméné poloméru, za

oV

predpokladu, ze je vysSka kuzele konstantni. Derivace S popisuje rychlost zmény

objemu kuzele v zavislosti na zméné vysky, za predpokladu, ze je polomér konstantni.

Zpét

.~ p.8/2?



Priklad 6.1.5

Objem kuzele V' je funkci poloméru podstavy r a vysky kuzele h. Vyjadrete parcidlni

derivace %—‘7{ a g_X' Co tyto derivace popisuji?

Maple:

Objem kuzele:
> V:=(r,h)-> Pixr"2xh/3;

1
V= (r, h)—>§7r'r2h

Parcidlni derivace objemu kuzele dle poloméru a vysky:

> Vr:= diff(V(r,h),r) ;

27w rh
Vr .=
3
> Vh:= diff(V(r,h),h) ;
7'("]"2
Vh =
3

Zpét

.~ p.8/2?



Priklad 6.1.5

Objem kuzele V' je funkci poloméru podstavy r a vysky kuzele h. Vyjadrete parcidlni

derivace %—‘; a g_X' Co tyto derivace popisuji?

Mathematica:

Objem kuzele:

V[r-, h] = Pir"2h/3;

Parciadlni derivace objemu kuzele dle poloméru a vysky:

Vr = D[V|r, h], 7]

2hmr
3

Vh = D[V][r, h], h]

7'(")"'2

3

Zpét

.~ p.8/2?



Priklad 6.1.6

Ovérte, ze funkce u(x,t) = e_a’zt sinx je feSenim néasledujici rovnice, tzv. rovnice vedeni
tepla:

ou 5 0%u

E ] @ 3 t > O, Qa E IR .

8 B = ? L % - | Zpét

.~ p.9/2?



Priklad 6.1.6

2
Ovéite, ze funkce u(z,t) = e~ * ! sinz je FeSenim nésledujici rovnice, tzv. rovnice vedeni
tepla:
ou 5 8% 5> @ c R
—_— = q — a o
ot ox2’ ’
Vysledek:
ou 2 0%u 2 —a’t _.
— =a" —— = —a“e sin x .
ot Ox2
Zpét

.~ p.9/2?



Priklad 6.1.6

—alt . .. , e . . ,
Ovéite, ze funkce u(z,t) = e * ! sinz je FeSenim nédsledujici rovnice, tzv. rovnice vedent

tepla:

ou 5 92w 5> @ c R
— =a”—, , a )
ot Ox?

Navod:

Porovname parcialni derivace na obou stranach rovnice.

Zpét

.~ p.9/2?




Priklad 6.1.6

2
Ovéite, ze funkce u(z,t) = e~ * ! sinz je FeSenim nésledujici rovnice, tzv. rovnice vedeni
tepla:
ou 5 8% 5> @ c R
— = a _— a, .
ot ox2’ ’
Reseni:
D(u) =R x RT,
ou 2 —a?t . ou —a?t
— = —a“e sinx, — —e cos x ,
ot Ox
2
2 0%u 2 —a“t 3 2 —a2t g
a° —— =a” -e - (=1)sinx = —a“ e sin x .
Ox2

Funkce je tedy feSenim rovnice na celém D(u) .

Zpét

.~ p.9/2?



Priklad 6.1.6

25 = . —a2t
Ovérte, ze funkce u(x,t) = e

tepla:
ou 5 0%u
t>0, a€R.

ot “ Ox2’
Maple:
> exp(—a"2*t)*sin(x);

> u = (x,t)
u:= (x, t) — e(—a% 1) sin(x)

Vyjadrime % U

> ut := diff(u(x,t),t);

2
ut := —a? e~ ) sin(x)
2

a spocitame a” (88? u):

> Prstr := a"2xdiff(u(x,t),xS$2);

2
a?e(=2" V) sin(x)

Prstr .= —

Tedy dana funkce Tesi rovnici vedeni tepla.

Zpét

sinx je reSenim nasledujici rovnice, tzv. rovnice vedeni

.~ p.9/2?




Priklad 6.1.6

— a2t . . , e . . E
Ovéite, ze funkce u(z,t) = e * ! sinz je FeSenim nédsledujici rovnice, tzv. rovnice vedent

tepla:

ou 5 92w 5> @ c R
—_— = q — - s a .
ot Ox2

Mathematica:

u[z, t] = Exp[—a”2t]Sin|[z];

Oveéreni, ze funkce splhuje rovnici vedeni tepla.
rovnice = D[u[z, t],t] == a"2D[u[z, t], {z, 2}]

True

Zpét

.~ p.9/2?



Derivace ve sméru

7
® Piiklad 6.2.1 Pomoci definice vypoctéte derivaci funkce f(xz,y) = — v bodé
Yy
B = [4, —1] ve sméru vektoru v = (—2,3).
x
¢ Piiklad 6.2.2 Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1]
Yy
ve sméru vektoru @ = (—2,3) s pomoci gradientu funkce.

* Piiklad 6.2.3 Vypoététe smérovou derivaci funkce f(z,y,z) = cos(zy) + In 2> v bods
B = [m,1,1] ve sméru vektoru @ = (1,1,1) s pomoci gradientu funkce.

Q@ ® Zpét

.—p.10/22



Priklad 6.2.1

x
Pomoci definice vypoctéte derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1] ve sméru
Yy

vektoru 4 = (—2,3).

@:?%&‘ Zpét

1
—p.11/22



Priklad 6.2.1

x
Pomoci definice vypoctéte derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1] ve sméru

vektoru 4 = (—2,3).

Vysledek:
V13 73
Df(B,@) = -10Y"2, kde @ = —
13 |l
Zpét

1
—p.11/22



Priklad 6.2.1

x
Pomoci definice vypoctéte derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1] ve sméru
Yy

vektoru 4 = (—2,3).

Navod:

Df(B,d) = lim 12158 = F(B)

. kde ||@|| =1.
h—0 h

Zpét

1
—p.11/22



Priklad 6.2.1

T
Pomoci definice vypoctéte derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1] ve sméru

vektoru 4 = (—2,3).

Reseni:
Ovéfime, ze B € D(f) = {[z,y] € R?, y # 0},
ct d idajici jednotkovy vekt a u u 13( 2,3) dal
vypocteme odpovidajici jednotkovy vektor @ = —— = — —2,3), a dale
|zl 13
v 13 2hv/13 3hv'1
B+ hd=[4,—-1]4+h—(—-2,3) = |4 — , —
13 13 13
Podle definice dostavame
2h+/13
4 13 4 10h/13
B + hd) — f(B SW_ —1 _
Df(B.d) = lim f(B + ha) — f(B) _ lim 1+ _ iy =134 3RVI3 _
h—0 h h—0 h h—0 h
10v/13 10\/13
= lim .
h—0 —13 4+ 3hv13 13
Zpét

1
—p.11/22



Priklad 6.2.1

T
Pomoci definice vypoctéte derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1] ve sméru
)

vektoru 4 = (—2,3).

Maple:
> with(linalg):
> f 1= (x,y) —> x/y;
75
f = (QZ, y) — —
Yy
> BOD := vector([4,-11);
BOD := [4, —1]
> u := vector([-2,3]);
u = [—2, 3]
Vektor je treba nejdfive "normovat”:
> a := vector([-2,3])/norm(u, frobenius);

1
= — [-2, 3] V13
a:= 3723

Miuizeme pouzit jiny prikaz pro normalizaci:

> a := normalize (u);
2413 3+/13
a: .= |[— )
13 13
> Dfa := Limit (’ (£ (BOD+hxa)-£f (BOD)) /h’,h=0);
f(BOD 4+ ha) —{f(BOD
Dfa = lim t+ha) = H(BOD)
Dals{ h—0 h

1
—p.11/22



Priklad 6.2.1

T
Pomoci definice vypoctéte derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1] ve sméru
)

vektoru 4 = (—2,3).

Maple:
> P := evalm(BOD+h=*a) ;
2h+v13 3h V13
Pr=-—4-— -1+ —-
13 13
> Dfa := Limit ((£(P[1],P[2])-£(BOD[1],BOD[2]))/h,h=0);
4 2h V13
13
+ 4
1+ 3hV13
Dfa := lim 13
h—0 h
> Dfa := Limit (simplify ((£(P[1],P[2])-£(BOD[1],BOD[2])) /h),h=0);
1013
Dfa := lim

h—0 —134+ 3h V13

Nyni se limita, tj. derivace ve sméru v v bodé BOD , vypocita:

> DfaBOD := limit ((£(P[1],P[2])-f(BOD[1],BOD[2]))/h,h=0);
10413
Dfa_BOD := —
13
Zpét

1
—p.11/22



Priklad 6.2.1

T
Pomoci definice vypoctéte derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1] ve sméru
)

vektoru 4 = (—2,3).
Mathematica:

flx-y]==z/y;
BOD = {4, —1};u = {—2,3};

Normovani vektoru:
v = u/Norm[u]
_ 2 _3
V13’ V13
Vypocet derivace ve sméru:

Limit[ (f[BOD[[1]] + hv[[1]], BODI[2]] + hv[[2]]]- f[BOD[[1]], BOD[[2]]])/h, h — 0]

10

V13
Zpét

1
—p.11/22



Priklad 6.2.2

x
Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1] ve sméru vektoru
)
i = (—2,3) s pomoci gradientu funkce.
@ B = ? L % - Zpét

1
—p.12/22



Priklad 6.2.2

T
Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1] ve sméru vektoru
)

i = (—2,3) s pomoci gradientu funkce.

Vysledek:
V13 73
Df(B,@) = -10Y"2, kde @ = —.
13 |l
Zpét

1
—p.12/22



Priklad 6.2.2

T
Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1] ve sméru vektoru

i = (—2,3) s pomoci gradientu funkce.

Navod:

Df(B,&) = gradf(B)-&@, kde ||@]| =1.

Zpét

1
—p.12/22



Priklad 6.2.2

T
Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1] ve sméru vektoru
)

i = (—2,3) s pomoci gradientu funkce.

Reseni:
D(f) = {[z,y] €R*, y # 0}, f € C'(G), kde G = {[z,y] ER*,y <0}, BEG.
7 7 V13
Odpovidajici jednotkovy vektor je a = rL_ﬁ S (—2,3).
lall  v13 13
. . 1 T
Ze znalosti gradientu gradf(z,y) = (—, ——2> a ze znamého vzorce
Yy
Df(B,ad) = gradf(B) - d dostavame
V13 1 4 V13 V13
Df(B,&f)z—(—,— )-(—2,3):—(2—12):—10—.
13 —1 (—1)2 13 13

Zpét

1
—p.12/22



Priklad 6.2.2

T
Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1] ve sméru vektoru
)

i = (—2,3) s pomoci gradientu funkce.

Maple:
> with(linalg):
> f = (x,y) > x/y;
fo=(2,y) = —
Yy
v bodé:
> BOD := vector([4,-11);
BOD := [4, —1]
> u := vector([-2,3]1);
u = [—2, 3]
> a := normalize (u);

a =

213 313
13 7 13

Ze znalosti gradientu a ze zndmého vzorce:

> wvzorec := innerprod(grad(f(x,vy),[x,v]), a);
V13 (2y + 3 x)
vzorec = —
13 y?
Dalsi

—p.12/22



Priklad 6.2.2

T
Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1] ve sméru vektoru
)

i = (—2,3) s pomoci gradientu funkce.

Maple:

dostaneme primo derivaci ve sméru v v bodé BOD:
> der_ve_smeru:= subs ({x=BOD[1],y=BOD[2]},vzorec);

1013
13

der_ve_smeru :=

Zpét

1
—p.12/22



Priklad 6.2.2

T
Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = — v bodé B = [4, —1] ve sméru vektoru
)

i = (—2,3) s pomoci gradientu funkce.

Mathematica:

flxoy]==z/y;
grad = {D[f[m’ y],:n], D[f[m’ y]’ y]}

1 98
U3 )
gradB = grad/.{z — 4,y — —1}

{_17 _4}
U = {_2’3};

Normavani vektoru:
v = u/Norm[u]
__2 _3
V13’ V13
Vypocet derivace ve sméru pomoci gradientu:

DerVeSmeru = gradB.v
10

V13
Zpét

1
—p.12/22



Priklad 6.2.3

Vypoéctéte smérovou derivaci funkce f(z,y,z) = cos(zy) + Inz> v bodé B = [r,1,1] ve
sméru vektoru # = (1,1,1) s pomoci gradientu funkce.
@ B = 2?2 &L % . Zpét

1
.—p.13/22



PFiklad 6.2.3 |

Vypoéctéte smérovou derivaci funkce f(z,y,z) = cos(zy) + Inz> v bodé B = [r,1,1] ve
sméru vektoru # = (1,1,1) s pomoci gradientu funkce.

Vysledek:
3 —
Df(B,U):2£, kde ¥ = — .
3 ]|
Zpét

1
.—p.13/22



Priklad 6.2.3

Vypoéctéte smérovou derivaci funkce f(z,y,z) = cos(zy) + Inz> v bodé B = [r,1,1] ve
sméru vektoru # = (1,1,1) s pomoci gradientu funkce.

Navod:
Df(B,v) = gradf(B)-v, kde ||[J]|=1.

Zpét

1
.—p.13/22



Priklad 6.2.3

Vypoéctéte smérovou derivaci funkce f(z,y,z) = cos(zy) + Inz> v bodé B = [r,1,1] ve
sméru vektoru # = (1,1,1) s pomoci gradientu funkce.

Reseni:
D(f) ={[z,y,2] €R®, 2 #0}, f € C'(G), kde G = {[z,y,2] € R®,z > 0},
B e G.

7 3
— = :\F(1,1,1).
Il /3 3

gy

Odpovidajici jednotkovy vektor je o =

2
Ze znalosti gradientu gradf(z, vy, z) = (—y sin(zy), —x sin(zy), —> a ze vzorce
z

Df(B,v) = gradf(B) - d@ dostavame
Df(B,v) = ? (—sin(m), —wsin(7),2) - (1,1,1) = ?(O +0+2) = 2? :

Zpét

1
.—p.13/22



Priklad 6.2.3

Vypoéctéte smérovou derivaci funkce f(z,y,z) = cos(zy) + Inz> v bodé B = [r,1,1] ve

sméru vektoru # = (1,1,1) s pomoci gradientu funkce.

Maple:
> with(linalg):
> f := (x,y,z) —> cos(x*y)+ 1n(z"2);
fi=(z,y, z) = cos(zy) + In(z?)
> BOD := vector([P1,1,1]);
BOD := [rm, 1, 1]
> u := vector([1l,1,1]);
a:=[1,1, 1]

> v := normalize (u);

3’7 37 3

Ze znalosti gradientu a ze zndmého vzorce:

v:[ﬁ V3 ﬁ]

> wvzorec := innerprod(grad(f(x,v,z),[x,v,2z]), V);
1 V3 (sin(zy)yz+sin(zy) zz — 2)
vzorec := —g .

dostaneme pifimo derivaci ve sméru v v bodé BOD:
> der_ve_smeru:= subs ({x=BOD[1],y=BOD[2],z=BOD[3]}, vzorec) ;

1
der_ve_smeru := —= V3 (sin(m) + sin(7w) m — 2)

Dalsi

.—p.13/22



Priklad 6.2.3

Vypoéctéte smérovou derivaci funkce f(z,y,z) = cos(zy) + Inz> v bodé B = [r,1,1] ve
sméru vektoru # = (1,1,1) s pomoci gradientu funkce.

Maple:
> simplify (%) ;

Zpét

1
.—p.13/22



Priklad 6.2.3

Vypoéctéte smérovou derivaci funkce f(z,y,z) = cos(zy) + Inz> v bodé B = [r,1,1] ve
sméru vektoru # = (1,1,1) s pomoci gradientu funkce.

Mathematica:

f[x-, y-,2-] = Cos[zy] + Log[2"2];

<< CalculusVectorAnalysis

grad = Grad|[f[z, y, 2], Cartesian|z, y, 2]]
{—ySin[zy], —zSin[zy], % }

Vypocet gradientu:

gradB = grad/.{z — Pi,y —» 1,z — 1}
{0,0,2}

Definice a normovani vektoru:

u={1,1,1};
v = u/Norm[u]

{ 11 1 }
V3’ V37 V3
Vypocet smérové derivace pomoci gradientu:

DerVeSmeru = gradB.v

2
V3

Zpét

1
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Derivovani slozenych funkci

® Piiklad 6.3.1 Napiste derivaci f’(t) funkce f(t) = g(x,y), kde z = e’ a

y =sint, g € C*(R?). Pro konkrétni funkci g(zx,y) = zy* + 3yz> vypoctéte f'(0).

® Pi#iklad 6.3.2 Je ddna funkce g(z,y) = 22 + y?, kde z(r,p) = rcose a
y(r,p) = rsin ¢ . Vypoctéte parcidlni derivace funkce f(r,¢) = g(z(r,p),y(r, ¢)).

® Piiklad 6.3.3 Napiste smiSenou parcidlni derivaci druhého fadu funkce
f(r,s) = h(x,y), kde z(r,s) =%+ s? a y(r,s) = 5rs, h € C*(R?).

@ © Zpét

. —p.14/22



Priklad 6.3.1

- 2
Napiste derivaci f’(t) funkce f(t) = g(x,y), kde T = e’ a y=sint, g € C'(R?). Pro
konkrétni funkci g(z,y) = zy? + 3yz> vypoctéte f(0).

'@':?éﬁﬁlg‘ Zpét

1
.—p.15/22



Priklad 6.3.1

Napiste derivaci f’(t) funkce f(t) = g(x,y), kde  =e* a y =sint, g € C*'(R?). Pro
konkrétni funkci g(z,y) = zy? + 3yz> vypoctéte f(0).

Vysledek:

D : ,
F(#$) = 52 (a,y)e + 8—Z<x,y> cost, f'(0)=3.

Zpét

1
.—p.15/22



Priklad 6.3.1

Napiste derivaci f’(t) funkce f(t) = g(x,y), kde  =e* a y =sint, g € C*'(R?). Pro
konkrétni funkci g(z,y) = zy? + 3yz> vypoctéte f(0).

Navod:

_ Og Oz 0g Oy
9z Ot Oy Ot

f/

Zpét

1
.—p.15/22



Priklad 6.3.1

Napiste derivaci f’(t) funkce f(t) = g(x,y), kde  =e* a y =sint, g € C*'(R?). Pro
konkrétni funkci g(z,y) = zy? + 3yz> vypoctéte f(0).

Reseni:
dg

0g ox 0g oy 0g
f/<t) — (9_$<x’y) a<t) + 8_y<x’y) E(t) — %(fﬂ,y) et + 8_y<x’y) cost .

Konkrétni funkce g¢g(x,y) = zy? + 3yz>® ma parcidlni derivace

1)
Eg(x,y)==y2%-9yx2,
€T

15,

—g(a:, y) = 2zy + 323 .

dy
15, 13,

Prot=0jexz=1,y=0 a =-2(1,0)=0, =2(1,0) = 3,
Ox oy

tedy f'(0) =0-e” +3-cos(0) =3.

Zpét

1
.—p.15/22



Priklad 6.3.1

Napiste derivaci f’(t) funkce f(t) = g(x,y), kde  =e* a y =sint, g € C*'(R?). Pro
konkrétni funkci g(z,y) = zy? + 3yz> vypoctéte f(0).

Maple:
Pripravime formalni vzorec derivovani slozené funkce tzv. vzorec retézového
derivovani

> ft = "gx'«"'xt" + "gy’'+x"yt’;

ft := gz xt + gy yt
Zadame vnéjsi funkci a spoc¢itame parcialni derivace

> g = X*xy 2 4+ 3xy*x"3;

g::xy2—|—3yx3
> gx := diff(g,x); gy := diff(qg,y);

[— y2 —|—9ym2

gy :=2xy + 3 >
Zadame vnitini funkce

> x := exp(t); y := sin(t);
x = et
y = sin(t)
a derivujeme kazdou z nich podle t
> xt := diff(exp(t),t); yt := diff(sin(t),t);
xt = et
yt := cos(t)

.—p.15/22



Priklad 6.3.1

Napiste derivaci f’(t) funkce f(t) = g(x,y), kde  =e* a y =sint, g € C*'(R?). Pro
konkrétni funkci g(z,y) = zy? + 3yz> vypoctéte f(0).

Maple:
Do vzorce pro retézového derivovani dosadime pripravené derivace v t = 0
>  ftv0 := simplify( subs(t=0,ft) );
ftvo =3
Zpét

1
.—p.15/22



Priklad 6.3.1

Napiste derivaci f’(t) funkce f(t) = g(x,y), kde  =e* a y =sint, g € C*'(R?). Pro
konkrétni funkci g(z,y) = zy? + 3yz> vypoctéte f(0).

Mathematica:

gla_,b] = ab"2 + 3ba" 3;
z[t-] = Explt];
y[t-] = Sin[t];

Vypocteme slozenou funkci:

flt-] = gl=[t], ylt]]

3e3tSin[t] + et Sin[t]?

Spocteme piimo derivaci derf[t] = D[f[t], ]
3e3t*Cos[t] + 9e3!Sin[t] 4+ 2e’ Cos[t]Sin[t] + e!Sin[t]?
derf][0]

3

Zpét

1
.—p.15/22



Priklad 6.3.2

Je dana funkce g(z,y) = 2® + y?, kde z(r,p) = rcos¢ a y(r,¢) = rsinp. Vypoitéte
parcidlni derivace funkce f(r,p) = g(z(r, ¢),y(r, v)).

@@:96@&# Zpét

1
.~ p.16/22



Priklad 6.3.2

Je dana funkce g(z,y) = 2® + y?, kde z(r,p) = rcos¢ a y(r,¢) = rsinp. Vypoitéte
parcidlni derivace funkce f(r,p) = g(z(r, ¢),y(r, v)).

Vysledek:

of

L (r,p) =0.
8(p(?“ ©)

Zpét

1
.~ p.16/22



Priklad 6.3.2

Je dana funkce g(z,y) = 2® + y?, kde z(r,p) = rcos¢ a y(r,¢) = rsinp. Vypoitéte
parcidlni derivace funkce f(r,p) = g(z(r, ¢),y(r, v)).

Navod:
8f_898:1;+898y 8f_898x+898y
or Oz Or Oy dr’' Oy Oz dp Oy dp

nebo vyjdeme piimo z rovnosti f(r, @) = (z(r, ¢))* + (y(r, ¢))? .

Zpét

1
.~ p.16/22



Priklad 6.3.2

Je dana funkce g(z,y) = 2® + y?, kde z(r,p) = rcos¢ a y(r,¢) = rsinp. Vypoitéte
parcidlni derivace funkce f(r,p) = g(z(r, ¢),y(r, v)).

Reseni:
f(ryo) =g (x(r,t),y(r,t)) = g(rcost,rsint)

- = =2 2 _
or ox Or i oy Or or (r, ) T COoS @ + 2y sin @

= 27 cos ¢ cos ¢ + 27 sin @ sin ¢ = 27,

of O0g Ox O0g Oy of )
— _E = —(r, =2x (—7rs + 2 COS p =
90 ~ 0z 95 0y 99 &P(?“ ¢) =2z (—rsing) + 2y rcose
= 2rcosp (—rsiny) + 2rsinprcosep = 0.
Pro kontrolu uréime pifmo piedpis slozené funkce f(r,p) = (rcos@)? + (rsinp))? = r?.
Tedy
of

of
— :2 — :O.
8r(r’@) T, 8¢(T,¢)

Zpét

1
.~ p.16/22



Priklad 6.3.2

Je dana funkce g(z,y) = 2® + y?, kde z(r,p) = rcos¢ a y(r,¢) = rsinp. Vypoitéte
parcidlni derivace funkce f(r,p) = g(z(r, ¢),y(r, v)).

Maple:
Pripravime formalni vzorec derivovani slozené funkce.
r:="1": Phi:=" Phi :x:=" 2" : y:=" vy : tzv. vzorec fetézového derivovani
> fr = Tgx'x"xr’" + "gy’'*"yr’;
fr:= gx xr 4+ gy yr
> fp 1= Tgx"x"xp’ + "gy’+"yp’;

fp = gz zp + gy yp
Zadame vnéjsi funkci a spoc¢itame parcialni derivace

> g = x"2 + y~°2;
g =z +y?
> gx := diff(g,x); gy := diff(g,y);
gr ‘= 2x
gy =2y

Zadame vnitrni funkce

> x := rxcos(Phi); y := rxsin(Phi);
x := r cos(P)
y := rsin(P)

a derivujeme kazdou z nich podle r a ¢

Dalsi

.~ p.16/22



Priklad 6.3.2

Je ddna funkce g(z,y) = 2® + y*, kde z(r,p) = rcosep a y(r,¢) = rsinp

parcidlni derivace funkce f(r,p) = g(z(r, ¢),y(r, v)).

Maple:
> xr := diff(rxcos(Phi),r); yr := diff(r*sin(Phi),r);
xr := cos(P)
yr := sin(P)
> xp := diff(rxcos(Phi),Phi); yp := diff(r*sin(Phi),Phi);
zp 1= —rsin(P)

yp := r cos(P)
Do vzorce pro retézové derivovani dosadime pripravené derivace
> fr := simplify(fr );
fri=2r
> fp := simplify (fp );
fp:=0
Nebo vypocteme piimo parcidlni derivace slozené funkce:
> f:= (r,Phi) —-> (rxcos(Phi)) "2 +(r*sin(Phi)) "2 ;
f = (r, ®) = r?cos(®)? + r? sin(P)?
> Dfr:= diff(f(r,Phi), r);

Dfr := 27 cos(®)? + 2 rsin(®)?

Dalsi

. Vypoctéte

.~ p.16/22



Priklad 6.3.2

Je dana funkce g(z,y) = 2® + y?, kde z(r,p) = rcos¢ a y(r,¢) = rsinp. Vypoitéte
parcidlni derivace funkce f(r,p) = g(z(r, ¢),y(r, v)).

Maple:
> simplify (Dfr );
27
> Dfr:= diff(f(r,Phi),Phi);
Dfr =20

Zpét

1
.~ p.16/22



Priklad 6.3.2

Je dana funkce g(z,y) = 2® + y?, kde z(r,p) = rcos¢ a y(r,¢) = rsinp. Vypoitéte
parcidlni derivace funkce f(r,p) = g(z(r, ¢),y(r, v)).

Mathematica:

gla_,b] = a2 + b"2;
x[r_, p_] = rCos|yp];
y[r-, ¢] = rSin[yp];

Vypocteme slozenou funkci:
flr- @] = glz[r, o], y[r, ¢l
r2Cos[p]? + r?Sin[p]?
Spocteme primo derivace
derfr[r_, ¢_] = D[f[r, ¢], 7]
2rCos[p]? + 2rSin[p]?
Simplify[%)]

2r

derfphir_, p_] = D[f[r, 4], ]
0

Zpét

1
.~ p.16/22



Priklad 6.3.3

Napiste smiSenou parcidlni derivaci druhého tddu funkce f(r,s) = h(xz,y), kde
z(r,s) =12+ 5% a y(r,s) =5rs, h € C*(R?).

'@@:9{}51&# Zpét

1
—p17/22



Priklad 6.3.3

Napiste smiSenou parcidlni derivaci druhého tddu funkce f(r,s) = h(xz,y), kde
z(r,s) =12+ 5% a y(r,s) =5rs, h € C*(R?).

Vysledek:
o 0?
i (T,S): i (T,S):
oros 0sor
9%h 5 o O%h 9%h Oh
= drso— (2,y) +10(r" + s )(,hay (z,y) + 25rs 552 (z,y) +5 6—y(x, Y).

Zpét

1
—p17/22



Priklad 6.3.3

Napiste smiSenou parcidlni derivaci druhého tddu funkce f(r,s) = h(xz,y), kde
z(r,s) =12+ 5% a y(r,s) =5rs, h € C*(R?).

Navod:

0 Oh 0O Ooh 0O

f = ’ Y ,  parcialni derivace 2. radu pocitame podle vzorce
or Ox Or Oy Or

0? o (0

f = <—f ) . Smisené derivace 2. fddu jsou totozné, je-li f € C2.

ords Os \ Or
Zpét
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Priklad 6.3.3

Napiste smiSenou parcidlni derivaci druhého tddu funkce f(r,s) = h(xz,y), kde
z(r,s) =12+ s> a y(r,s) =5rs, h € C*(R?).

Reseni:
f(r,s) = h(z(r,s),y(r,s)) = h(r® + s>, 5rs)

0 Oh 0O oh O 0 Oh
f — ’ + Y = —f(r, 8) = —
or Ox Or Oy Or or Ox

Ooh
(.Cl?,y) 2r + _(xay) 587
dy

o f . <8h
(’I“,S)—— a
ox

)87 4 () )
95 T — (T S —
oros 0s Y oy Y

9%h 9%h 9°%h 9%h oh
= | =—=(x,y)2s + (z,y) br | 2r+ (a:,y)2s—|—8—y2(x,y)5r 5s—|—8—y(x,y)5:

Ox2 Oz Oy Oyox
0%h 5 9. O°h 0%h oh
=4rs—2(2,9) +10(r" + 5 )8way(w,y)4—25rsay2(x,y)+*35§(x,y)-

Zpét
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Priklad 6.3.3

Napiste smiSenou parcidlni derivaci druhého tddu funkce f(r,s) = h(xz,y), kde
z(r,s) =12+ s> a y(r,s) =5rs, h € C*(R?).

Maple:

Zadame vnitirni funkce:
> x 1= r"2+s872; y := b5xrxs;

z = 1r? 4 s?
Yy:=9>Hdrs
Zadame formalné vnéjsi funkci
> £ ='f’': £ = h(x,v¥);
f:=h(r?>+s% 5rs)
Pripravime si formalné pozadovanou druhou derivaci
> fs := Diff(f,s): frs := Diff(fs,r);

frs = 8?283 h(r? 4+ s2, 5rs)
> fs :=diff (f,s);
fs :=2D1(h)(r® + 5%, 5758)s +5Do(h)(r? + 52, 5rs)r
kde D1 (h) , resp. D2(h) , znamend maplovsky zapis pro prvni parcidlni derivaci podle

prvni resp. druhé proménné. Nésledujicim prikazem dostavame hledanou smiSenou
derivaci druhého radu:

Dalsi

—p17/22



Priklad 6.3.3

Napiste smiSenou parcidlni derivaci druhého tddu funkce f(r,s) = h(xz,y), kde
z(r,s) =12+ s> a y(r,s) =5rs, h € C*(R?).

Maple:
> frs := simplify(diff(diff(f,s),r));
frs :=4s5D1 1(h)(r? + 52, 57rs)r 4+ 10Dy 2(h)(r® + s, 57s) s°
+ 10Dy, 2(h)(r? 4+ 8%, 51rs)r? +25r Dy 2(h)(r® + 5%, 5rs)s
+5D3(h)(r? + s, 5rs)

kde napf. D; o(h) znamena maplovsky zapis pro smiSenou druhou parcidlni derivaci
funkce h .

Zpét
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Priklad 6.3.3

Napiste smiSenou parcidlni derivaci druhého tddu funkce f(r,s) = h(xz,y), kde
z(r,s) =12+ s> a y(r,s) =5rs, h € C*(R?).

Mathematica:

z[r_,s] = r"2 + s™2;
y[r-,s.] = 5rs;

Nejdrive definujeme slozenou funkci f

flx- 5] = hlzlr, s], ylr, s]

h [r2 + s2, 57“3]

Nyni spocteme prvni a druhé derivace.
derfr[r_,s_] = D[f[r, s], r]

5sh(0:1) [7“2 + s2, 57“3] + 2rh(1,0) [7“2 + s2, 57“8]
derfs[r_,s_] = D[f[r, s], s]

5rh(0:1) [7“2 + 52, 57"3] + 25h(1:0) [7"2 + 52, 57"3]
dexfrr[r-,s] = D[f[r, s], {r, 2}]

21 (1,0) [7“2 + s2, 57"3] + 5s (5sh(0’2) [7“2 + 52, 57“3] + 2rh(H1D) [7"2 + 52, 57“3]) +
2r (5sh(1’1) [7“2 -+ 32, 57“8] + 2rh(2:0) [7“2 + 82, 57“8])

Dalsi
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Priklad 6.3.3

Napiste smiSenou parcidlni derivaci druhého tddu funkce f(r,s) = h(xz,y), kde
z(r,s) =12+ s> a y(r,s) =5rs, h € C*(R?).

Mathematica:

derfrs[r_,s.] = D[f][r, s], 7, s]

5h(OD [r2 4 52, 5rs] + 5s (5rh®? [12 + 52, 5rs] + 2shD [r2 4+ 5%, 5rs] ) +
2r (5rhMD [r2 4 52, 5rs] + 2sh () [r? 4 5, 5r5] )

derfss[r_,s_] = D[f][r, s], {s, 2}]

2h 10 [r2 4 52, 5rs] + 5r (5rh® 2 [r? + 52, 5rs] + 2shtD [r2 + 5%, 5rs] ) +
25 (5rh (D) [r2 4 52, 5rs] + 25h () [r? + s, 5rs] )

Zde h''Y) znaéi druhou derivaci funkce h podle prvni a podle druhé proménné. Podobné
ostatni symboly h(z,o), h(l’o),...

Zpét
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Taylortv polynom a totalni diferencial

® Piiklad 6.4.1 Najdéte Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(z,y) = xe¥ , ktery
aproximuje funkci f v okoli bodu [zo,yo] = [2,0].

® Pi#iklad 6.4.2 Napiste Tayloriv polynom 2. stupné pro funkci f(z,y) = sin(z? + y?)
v bodé [zg,yo] = [1,0] a pomoci ného vypoctéte priblizné hodnotu f(1,1;0,1).
1

® Piiklad 6.4.3 Vypocététe pribliZznou hodnotu omoci Taylorova
yp P 3.052 + 0,05 © Y

polynomu druhého stupneé.

® Pi#iklad 6.4.4 Napiste formalné totalni diferencidl funkce: f(z,y) = y®sinz v bodé
[0, Yo -

® Piiklad 6.4.5 Vypoctéte totdlni diferencidl funkce f(x,y) = /922 + y? v bodé [2, §]
pro prirustky dx = —0,05,dy = 0,08.

Q@ © Zpét
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Priklad 6.4.1

Najdéte Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(x,y) = x e, ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu [zg,yo] = [2,0].

@:?%ﬁ‘ Zpét
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Priklad 6.4.1

Najdéte Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(x,y) = x e, ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu [zg,yo] = [2,0].

Vysledek:

To(z,y) =z + 2y + (z — 2y + y°.

Zpét

1
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Priklad 6.4.1

Najdéte Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(x,y) = x e, ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu [zg,yo] = [2,0].

Navod:
Tayloruv polynom druhého stupné T5 v okoli bodu [z¢,yo] je definovany vztahem

0 0
To(z,y) = f(xo,yo) + 8—f(330,y0)(33 —x0) + —f(fL’o, v0)(y — yo)+
77 Oy

82 2 2

+% 8—96]20(900,%)(9C - 900)2 + 28x8y (zo,yo)(x — z0)(y — yo) + 8—y];(330,y0)(y - y0)2> .

Zpét
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Priklad 6.4.1

Najdéte Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(x,y) = x e, ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu [zg,yo] = [2,0].

Reseni:

Do vzorce pro Tx(z,y) dosadime funkéni hodnotu f(zp,yo) a hodnoty parcidlnich
derivaci funkce f v bodé [zo,yo] = [2,0].
f(2,0) =2,

of Y of

— —=e = —(2,0) =1,

Ox Ox (2,0)

0 0

a—izxey = a_£(2a0):27

82 82

~f=0 = 24(2,0) =0,

02 f _ 02 § _

Oxdy e’ = dx Oy (27 0) =1 )

82 82

Byg = xeY = 8y£(2’0):2'

To(z,y) = 2+1-<x—2>+2-<y—o>+% (o (z—=2°+2-1-(x—2)(y—0)+2(y— o>2) =
=24+ (z—2)+2y+(x—2y+y’=z+2y+ (z -2y +y°.

Tento polynom aproximuje funkci f v okoli bodu [zo, yo] = [2,0].
Zpét, |
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Priklad 6.4.1

Najdéte Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(x,y) = x e, ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu [zg,yo] = [2,0].

Maple:
> fi=(x,y)—>x*xexp(y);
fi=(z,y) > xe?

Prikaz mtaylor, narozdil od prikazu taylor pro funkci jedné proménné, neobsahuje
zbytek.

> mtaylor (f(x,y), [x=2,y=0],2+1);
2y+zx+y’+(x—2)y

Je mozno vyjadrit jednotlivé koeficienty rozvoje:
Hodnota f [z, yo]

> coeftayl (f(x,y),[x,y]1=[2,0],10,0]);
2
Koeficient u (z — x0) (y — yo)°
> coeftayl (f(x,y), [x,¥v]1=[2,0],[1,0]);
1
Koeficient u (z — 20)° (y — yo)
> coeftayl (f(x,y), [x,¥y]1=[2,0],([0,1]);
2
Koeficient u (z — z0)? (y — y0)°
> coeftayl (f(x,y), [x,¥y]1=[2,0],([2,0]);
0

Dalsi I
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Priklad 6.4.1

Najdéte Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(x,y) = x e, ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu [zg,yo] = [2,0].

Maple:

Koeficient u (z — o) (y — yo)
> coeftayl (f(x,vy),I[x,v]1=[2,0],[1,1]);
1
Koeficient u (z — 20)° (y — y0)?
> coeftayl(f(x,y),[x,v]=[2,0],10,2]);
1
Prubéh funkce v okoli bodu [zg, yo] lze ukdzat pomoci grafu
> with(plots) :plot3d(f(x,y),x=-2..6,y=-2..2,axes=framed) ;

Dalsi
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Priklad 6.4.1

Najdéte Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(x,y) = x e , ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu [zg,yo] = [2,0].

Maple:

Prubéh aproximujiciho Taylorova polynomu v okoli bodu [xg, yo] 1ze ukdzat pomoci
grafu

> T2:=(x,y)->mtaylor (f(x,vy), [x=2,y=0],2+1);

T2 := (z, y) — mtaylor(f(z, y), [r =2, y = 0], 3)
> with(plots) :plot3d(T2(x,y),x=—2..6,y=—2..2,axes=framed) ;

Zpét

1
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Priklad 6.4.1

Najdéte Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(x,y) = x e, ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu [zg,yo] = [2,0].

Mathematica:
flx-, y-] = zExp[y];
x0 = 2;y0 = 0;

Vypocet Taylorova polynomu:

T2[x_,y-] = f[x0, y0] + Derivative[l, 0][f][x0, yO](z — x0) + Derivative[0, 1][f][x0, y0](y — yO0)+
1/2(Derivative[2, 0][f][x0, y0](z — x0)"2 + 2Derivative[l, 1][f][x0, y0](z — x0)(y — y0)+
Derivative[0, 2][f][x0, y0](y — y0)"2)

42y + 3 (2(—=2+ 2)y + 2y°)

Zpét
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Priklad 6.4.2

Napiste Taylortiv polynom 2. stupné pro funkci f(z,y) = sin(z? + y?) v bodé
[z0,y0] = [1,0] a pomoci ného vypoctéte priblizné hodnotu f(1,1;0,1).

@@:96@&# Zpét

1
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Priklad 6.4.2

Napiste Taylortiv polynom 2. stupné pro funkci f(z,y) = sin(z? + y?) v bodé
[z0,y0] = [1,0] a pomoci ného vypoctéte priblizné hodnotu f(1,1;0,1).

Vysledek:

Ty (z) = sin(1) 4+ 2 cos(1)(z — 1) + (cos(1) — 2sin(1))(z — 1)* + cos(1)y?,
f(1,1;0,1) = T5(1,1;0,1) = 0,943508.

Zpét

1
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Priklad 6.4.2

Napiste Taylortiv polynom 2. stupné pro funkci f(z,y) = sin(z? + y?) v bodé
[z0,y0] = [1,0] a pomoci ného vypoctéte priblizné hodnotu f(1,1;0,1).

Navod:
Tayloruv polynom druhého stupné T5 v okoli bodu [zg,yo] je definovany vztahem

0 o
T2(5'37y) = f(mo, yo) + 8—]43(900&0)(9C - 900) + —f(ﬂfo, yo)(y — yo)—I—
x oy

5?2 2 2

(20, yo)(z — z0)* + 2 (zo,y0)(z — x0)(y — yo) + f(fllo,yo)(y—yo)2) :

N _ 7
HE Ox2 Oz Oy Oy?

Zpét
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Priklad 6.4.2

Napiste Taylortiv polynom 2. stupné pro funkci f(z,y) = sin(z? + y?) v bodé
[z0,y0] = [1,0] a pomoci ného vypoctéte priblizné hodnotu f(1,1;0,1).

Reseni:

Do vzorce pro Tz (x,y) dosadime funkéni hodnotu f(zg,yo) a hodnoty parcidlnich
derivaci funkce f v bodé [xg,yo] = [1, O]

f(1,0) =sin(1),

0 0

of = 2z cos(z” + y?) = —f(l, 0) = 2cos(1),

ox ox

g—i = 2y cos(z? + y?) = 2—5(1,0) =0,

82 f

- 82 :
922 2cos(z® 4+ y*) — 4z sin(z® + %) = %5(1, 0) = 2cos(1l) — 4sin(1),

52 i 52
—amafy = —dzysin(x? + y?) = —amafy (1,0) =0,

2 2
u:2cos,:1[;2—{—y2 — 4y? sin(2? + y? = ul,O = 2cos(1).
8y2 8y2

To(xz,y) =sin(1) +2cos(1)(x — 1) +0 - y+
2 (2(cos(1) — 2sin(1))( = 1) +2 - 0 - (@ — 1)y + 2cos(L)y?) =
= sin(1) 4+ 2 cos(1)(z — 1) + (cos(1) — 2sin(1))(xz — 1) + cos(1)y=.

Dalsi l
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Priklad 6.4.2

Napiste Taylortiv polynom 2. stupné pro funkci f(z,y) = sin(z? + y?) v bodé
[z0,y0] = [1,0] a pomoci ného vypoctéte priblizné hodnotu f(1,1;0,1).

Reseni:
Tento polynom aproximuje funkci f v okoli bodu [zg,yo] = [2,0].

PfibliZznou hodnotu funkce f(1,1;0,1) vypoc¢teme dosazenim bodu [1,1; 0,1] do
vypocteného Taylorova polynomu. Tedy

f(1,1;0,1) = T5(1,1;0,1) =
= sin(1) 4 2 cos(1)(0,1) + (cos(1) — 2sin(1))(0,1)? + cos(1)(0,1)? = 0, 943508.

Zpét

1
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Priklad 6.4.2

Napiste Taylortiv polynom 2. stupné pro funkci f(z,y) = sin(z? + y?) v bodé
[z0,y0] = [1,0] a pomoci ného vypoctéte priblizné hodnotu f(1,1;0,1).

Maple:

> f:= (x,y) —> sin(x"2+y~"2);

f = (z, y) = sin(z? + y?)

> mtaylor (f(x,vy), [x=1,y=0],2+1);
sin(1) + 2 cos(1) (x — 1) 4+ (—2sin(1) 4 cos(1)) (z — 1) + cos(1) y?
> T2:= (x,y) —>mtaylor(f(x,vy), [x=1,y=0],2+1);
T2 := (x, y) = mtaylor(f(z, y), [t =1, y = 0], 3)

Pfibliznou hodnotu funkce f(1,1; 0,1) vypocteme dosazenim bodu [1,1; 0,1] do tohoto
Taylorova polynomu.

> subs(x=1.1,y=0.1,T2(x,v));
0.98sin(1) + 0.22 cos(1)
>  simplify (%) ;

0.9435080724
Skute¢nd hodnota funkce f(1,1; 0,1) je (zaokrouhleno na 10 desetinnych mist):

> f£(1.1, 0.1);
0.9390993563

Zpét
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Priklad 6.4.2

Napiste Taylortiv polynom 2. stupné pro funkci f(z,y) = sin(z? + y?) v bodé
[z0,y0] = [1,0] a pomoci ného vypoctéte priblizné hodnotu f(1,1;0,1).

Mathematica:
flx-, y-] = Sin[z"2 + y"2];
x0 = 1;y0 = 0;

T2[x-,y-] = f[x0, y0] + Derivative[l, 0][f][x0, yO](z — x0) + Derivative[0, 1][f][x0, y0](y — y0)+
1/2(Derivative[2, 0][f][x0, y0](z — x0)"2 + 2Derivative[l, 1][f][x0, y0](x — x0)(y — y0)+
Derivative[0, 2][f][x0, y0](y — y0)"2)

2(—1 + x)Cos[1] + % (2y*Cos[1] + (=1 + x)?(2Cos[1] — 4Sin[1])) + Sin[1]

Pfibliznou hodnotu funkce f(1,1; 0,1) vypocteme dosazenim bodu [1,1; 0,1] do tohoto
Taylorova polynomu.

T2[1.1,0.1]
0.943508

Skute¢nd hodnota funkce f(1,1; 0,1) je (zaokrouhleno na 6 desetinnych mist):

f[1.1,0.1]
0.939099

Zpét
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Priklad 6.4.3

1
Vypoctéte pribliznou hodnotu omoci Taylorova polynomu druhého
yP p 3.05% 3 0.05 P y poly
stupne.
@ B = ?2 Ly & - Zpét
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Priklad 6.4.3

1

Vypoctéte pribliznou hodnotu omoci Taylorova polynomu druhého
yP piibliz 3.05% 3 0.05 P ylorova poly
stupne.
Vysledek:
1 2 1 1 o 4 1 5
To(x) = — — —(x — 3) — — —(x — 3 —(x — 3 —y~,
2(w) = 5 = 57 ) - g ¥t ! )+ @3yt g
1
= T5(3,05;0,05) = 0,106927.
3,052 + 0,05
Zpét
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Priklad 6.4.3

1
Vypoctéte pribliznou hodnotu omoci Taylorova polynomu druhého
yP p 3.05% 3 0.05 P y poly
stupne.
Navod:

Tayloruv polynom druhého stupné T5 v okoli bodu [zg, yo] je definovany vztahem

0 5,

Tz(2,y) = f(zo,y0) + 3_f(x07y0)(93 — xo) + —f(ﬂfo, Yo)(y — yo)+
82 82 82

+a1 8—32]20(900,?J0)(9C — )" + 28:1;8]; (0, yo)(z — z0)(y — yo) + 8—;;

(xo,yo)(y-—-yo)2> :

Zpét
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Priklad 6.4.3

1
Vypoctéte pribliznou hodnotu omoci Taylorova polynomu druhého
yP p 3052 10,05 ° y poly
stupne.
Reseni:
Polozime f(x,y) = a zvolime bod [zg,yo] = [3,0]. Do vzorce pro Tz (x,y)

x2 +y
dosadime funkéni hodnotu f(xg,yo) a hodnoty parcidlnich derivaci funkce f v bodé
[0, yo] = 3, 0]

1
2,0 = =

£(3,0) = ¢
of —2z of —2

———_ = = (3,0=—,
ox (2 4+ y) Ox 27
of __ —1 of _ -1
% T @iz T w30 = s
0%2f _ sa(z+y)—2(z4y) _ 822 2 a2y _ 2
w2 (z24y)4 = @2+9)3  @2+9)? T ox? (3,0) = 27,
o2 f 4 82 f _ 4
Ox 0y ($2_|3_Cy)3 = dxdy (3’ O) — 243
a2 f 2 82 _ 2
8y?  (z2+y)3 ~ dy? (3.0) = 725
Dalsi
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Priklad 6.4.3

1

Vypoctéte pribliznou hodnotu omoci Taylorova polynomu druhého

yP p 3052 10,05 ° y poly
stupne.
Reseni:

1 2 1 1 5 4 1 5

To(x, = — — —(x—3) — — —(x — 3 —(x — 3 — .

2(w,y) = g~ p@=3) —gru+ (@ =3+ e (@ =3y + gy

Pfibliznou hodnotu f(3,05;0,05) vypotteme dosazenim bodu [3,05; 0,05] do vypocteného
Taylorova polynomu. Tedy

£(3,05;0,05) = T»(3,05;0,05) =

_ ! 2 0,05 ! 0,05 + ]'(o 05)% + 4 0,05 -0,05 4 ! (0,05)% = 0, 106927
9 277 81’ 27’ 243 "’ ’ 729 - '
Zpét
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Priklad 6.4.3

1

Vypoctéte pribliznou hodnotu
yp L 3,052 + 0,05
stupne.
Maple:
Zvolime bod [3,0] a funkci f
> fi=(x,y)-—>1/(x"24+y);
fi= (@) > -5
= w,
V)2 g

Oveérime spravnost vypoctenych parcialnich derivaci:
>  fx:= diff(f(x,vy),x) ;

F 2x
e B
(:1:2—|—y)2
> fy:= diff(f(x,vy),vy) ;
1
Ju == (z2 + y)2
> fxx:= diff(f(x,vy),xS2);
8 x2 2

pomoci Taylorova polynomu druhého

Dalsi
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Priklad 6.4.3

Vypoctéte pribliznou hodnotu 3,052 i_ 0.05 pomoci Taylorova polynomu druhého
stupnée.
Maple:
> fxy:= diff(f(x,vy),%x,Y);
- 4x
B9= Gty

Tayloruv polynom v bodé [3,0] vypocteme piimo piikazem:
> mtaylor (f(x,y), [x=3,y=0],2+1);
1 2z Y (x—3)2 4(x—3)y y?

3 27 i 27 T T o3 e

> T2:= (x,y) —>mtaylor(f(x,vy), [x=3,y=0],2+1);

T2 := (z, y) — mtaylor(f(z, y), [r =3, y = 0], 3)
Pfibliznou hodnotu funkce f(3,05; 0,05) vypocteme dosazenim bodu [3,05; 0.05] do
tohoto Taylorova polynomu.

>  subs (x=3.05,y=0.05,T2(x,V));

0.1069272977
Skute¢nd hodnota funkce f(3,05; 0,05) je (zaokrouhleno na 10 desetinnych mist):

> £(3.05, 0.05);
0.1069232825

Zpét

1
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Priklad 6.4.3

1
Vypoctéte pribliznou hodnotu omoci Taylorova polynomu druhého
yP p 3052 10,05 ° y poly
stupnée.
Mathematica:
Zvolime bod [3,0] a funkci f(x,y) = m21+y

flxoy] =1/(z"2 + y);
x0 = 3;y0 = 0;

Vypocet Taylorova polynomu:

T2[x_,y-] = f[x0, y0] + Derivative[l, 0][f][x0, yO](z — x0) + Derivative[0, 1][f][x0, y0](y — yO0)+
1/2(Derivative[2, 0][f][x0, y0](z — x0)"2 + 2Derivative[l, 1][f][x0, y0](x — x0)(y — y0)+
Derivative[0, 2][f] [xO, y0](y — y0)"2)

L g =l ( (=34 2)? + 2=z (—3+z)y + 729)

1

30527005 vypocteme dosazenim bodu [3,05; 0,05] do Taylorova

Pribliznou hodnotu

polynomu.

T2[3.05,0.05]
0.106927

Skutec¢na hodnota:

f[3.05,0.05]
0.106923
Zpet l
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Priklad 6.4.4

Napiste formalné totdlni diferencidl funkce: f(z,y) = y?sinz v bodé [zo, yo] .

@@:9{}5ﬁ1# Zpét
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Priklad 6.4.4

Napiste formalné totdlni diferencidl funkce: f(z,y) = y?sinz v bodé [zo, yo] .

Vysledek:
df(xo,yo) = yg cosxg dx + 2yg sinxzg dy .
Zpét

1
. —p.22/22



Priklad 6.4.4

Napiste formalné totdlni diferencidl funkce: f(z,y) = y?sinz v bodé [zo, yo] .

Navod:
of of
= - d —dy.
df Ox v Oy Y
Zpét

1
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Priklad 6.4.4

Napiste formalné totdlni diferencidl funkce: f(z,y) = y?sinz v bodé [zo, yo] .
Reseni:
2 of

Protoze — = Ccos X — = 2ysinx
By Yy ; 8y Yy ;

je  df(zo,vy0) :yg cosxg dx + 2yg sinxzg dy .
Zpét

1
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Priklad 6.4.4

Napiste formalné totalni diferencidl funkce: f(z,y) = y®sinz v bodé [zo,yo] -

Maple:
> f:= (x,y) —> y 2+sin(x);
fi=(z, y) = y*sin(x)
> /df’ = 'fx’xdx + 'fy’+dy ;

df = fx dz + fy dy
Vyjadiime parcidlni derivace a dosadime do nich bod [z, yo] -
> fx :=subs ({x=x0,y=y0}, diff(f(x,v),x));

fr := y0? cos(z0)
>  fy :=subs ({x=x0,y=y0},diff (£(x,vy),V));

fy := 2 y0 sin(x0)

Totalni diferencial je vyraz
> df := fxxdx+fyxdy;

df := y0? cos(x0) dz + 2 y0 sin(z0) dy

Zpét

1
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Priklad 6.4.4

Napiste formalné totalni diferencidl funkce: f(z,y) = y®sinz v bodé [zo,yo] -

Mathematica:

flx-, y] = y”2Sin[z];
Vypocet totalniho diferencialu:

df = Derivative[1, 0][f][x0, y0]dx+Derivative[0, 1][f][x0, yO]dy
dxy0?Cos[x0] + 2dyy0Sin[x0]

Vypocet pomoci funkce Dt[f] pro vypocet totalniho diferencidlu:

Dt[f[x, y]]/.{x — x0,y — yO}
y02 Cos[x0]Dt[x0] + 2y0Dt[y0]Sin|[x0]

Dt[x0] znaé¢i dx a Dt[y0] znaci dy

Zpét

1
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Priklad 6.4.5

Vypoctéte totdlni diferencidl funkce f(z,y) = \/9z2 4+ y2 v bodé [2, 8] pro piirustky
dz = —0,05,dy = 0, 08..

@@:96@&# Zpét
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Priklad 6.4.5

Vypoctéte totdlni diferencidl funkce f(z,y) = \/9z2 4+ y2 v bodé [2, 8] pro piirustky
dz = —0,05,dy = 0, 08..

Vysledek:
df(2,8) = —0,026.

Zpét

1
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Priklad 6.4.5

Vypoctéte totdlni diferencidl funkce f(z,y) = \/9z2 4+ y2 v bodé [2, 8] pro piirustky
dz = —0,05,dy = 0, 08..

Navod:

of of
df = —d — dy.
/ ox x+8y o
Zpét

1
.- p.23/22



Priklad 6.4.5

Vypoctéte totdlni diferencidl funkce f(z,y) = \/9z2 4+ y2 v bodé [2, 8] pro piirustky

dr = —0,05,dy = 0,08.

Reseni:

Protoze

of _ 9z N g@ 8) — g _
ox 7/ 912 + y2 ox , 10
of _ __y of _ 8 _

OU /922 4y2 = 7y (2,8) = 15 = 0,8

je  df(2,8)=1,8dz+0,8dy=1,8-(—0,05)+0,8-0,08=—0,026.

Zpét

.- p.23/22



Priklad 6.4.5

Vypoctéte totdlni diferencidl funkce f(z,y) = \/9z2 4+ y2 v bodé [2, 8] pro piirustky

dr = —0,05,dy = 0,08 .

Maple:
> f 1= (X,y) —> sqrt(9xx"2+y~2);

fi=(z,y) = V922 + y2

Napiseme formalné totalni diferencial funkce
> /df’ = 'fx’xdx + 'fy’*dy ;
df = frdx + fy dy
a dosadime
>  fx :=subs ({x=2,y=8},diff (f(x,y),x));

94100
fx =
50
>  fy :=subs ({x=2,y=8},diff (£(x,y),v));
fy = 2100
T
> dx := -0.05; dy := 0.08;
dr := —0.05
dy := 0.08
Totalni diferencidl je vyraz
> df := fxxdx+fyxdy;
df := —0.002600000000+/100
Dalsi

.- p.23/22



Priklad 6.4.5

Vypoctéte totdlni diferencidl funkce f(z,y) = \/9z2 4+ y2 v bodé [2, 8] pro piirustky
dz = —0,05,dy = 0, 08..

Maple:
> simplify (%) ;
—0.02600000000

Zpét

1
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Priklad 6.4.5

Vypoctéte totdlni diferencidl funkce f(z,y) = \/9z2 4+ y2 v bodé [2, 8] pro piirustky
dz = —0,05,dy = 0,08 .

Mathematica:
flx-, y-] = Sqrt[9z"2 + y”2];
Vypocet totalniho diferencialu:

df = Derivative[1, 0][f][x0, y0]dx+Derivative[0, 1][ f][x0, yO]dy
9dx x0 dy y0

_|_
v/ 9%02 4+y02 Vv 9x%02 4+y02

Dosazeni za xg, yo, x, y:

df/.{x0 — 2,y0 — 8,dx — —0.05,dy — 0.08}
—0.026

Zpét

1
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Newtonova metoda

® Piiklad 6.5.1 Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci FeSeni soustavy
nelinearnich rovnic
a:2+y2 =1, sinx=y.
Pro vypocet kotrene ve III. kvadrantu zvolte nultou aproximaci xg = —1, yo = —1.

Priklad 6.5.2 Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy
nelinearnich rovnic

T — y2 — 1l = )
277 — y=20.
Pro vypocet kotrene zvolte nultou aproximaci [% , %] .

Q@ ® Zpét

. —p.24/22



Priklad 6.5.1

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic

x2+y2:1, sine =y .
Pro vypocet kotrene ve IIl. kvadrantu zvolte nultou aproximaci xg = —1, yo = —1.

© = 2 H & = Z.pét

.- p.25/22



Priklad 6.5.1

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic
:U2+y2 =1, sinx=y.
Pro vypocet kotrene ve IIl. kvadrantu zvolte nultou aproximaci xg = —1, yo = —1.

Vysledek:

Soustava ma dvé feSeni X, X . Prvnf aproximace feSeni soustavy ve III. kvadrantu je
Xy = [—0,778309; —0,721691] . Po dvou dalsich iteracich provedenych v Maplu (lze
rovnéz pomoci piikazu fsolve) lze vysledek

X = [—0,739085; —0, 673612] , X = [0, 739085; 0, 673612] .

pokladat za teSeni soustavy.

Zpét

1
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Priklad 6.5.1

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic
a:2+y2 =1, sinx=y.
Pro vypocet kotrene ve IIl. kvadrantu zvolte nultou aproximaci xg = —1, yo = —1.

Navod:

Necht je dédna soustava rovnic

fl(xvy) — 0
fQ(ZU,y) -

Ze soustavy linearnich algebraickych rovnic
o o
e (Xo)  FE(Xo) ][ As f1(Xo)
o 9]
T2 (Xo)  FZ(Xo) | [ Ay f2(Xo)

kde Xo = [z0, yo] je pocatecni ”priblizeni”, vypocitame AX = [A, , Ay]. Potom
X1 = Xo + AX je prvni dalsi priblizeni soustavy nelinearnich rovnic.

Zpét
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Priklad 6.5.1

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic
a:2+y2 =1, sinx=y.
Pro vypocet kotrene ve IIl. kvadrantu zvolte nultou aproximaci xg = —1, yo = —1.

Reseni:
Z grafického znazornéni (v Maplu) je zfejmé, ze ma soustava dvé feSeni navzijem
symetricka vuci pocatku.

Je zaddno pocateéni piiblizeni Xg = [—1, —1] k feSeni soustavy ve III. kvadrantu.
Prepiseme soustavu a resime Newtonovou metodou
22 1 y2 1 =
y—sinx = 0,
2o 2y0 Ay o +yi — 1
— COS X 1 Ay Yo — Sin xg
Tedy
—2 —2 Ay —1
—cos(—1) 1 By 1+ sin(—1)
Resime-li soustavu linedrnich algebraickych rovnic dostdvame
A, 0,221691
Ay 0, 278309

Dalsi

.- p.25/22



Priklad 6.5.1

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic
:U2+y2 =1, sinx=y.

Pro vypocet kotrene ve IIl. kvadrantu zvolte nultou aproximaci xg = —1, yo = —1.
Reseni:
tedy aproximace prvniho kofene je X; = [—0, 778309; —0, 721691] .

Odvodime aproximaci druhého kotene, tedy [0, 778309;0,721691], nebo tento kofen
spocitdme Newtonovou metodou pfi zadani pocateéniho ptiblizeni [1, 1].

Zpét
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Priklad 6.5.1

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic
a:2+y2 =1, sinx=y.
Pro vypocet kotrene ve IIl. kvadrantu zvolte nultou aproximaci xg = —1, yo = —1.

Maple:
> with(linalg):
> fl:=x"2 + y°2 - 1;
fl =z 4+y? -1
> f2:=y - sin (x);
f2 := y — sin(x)
Obé funkce znazornime graficky.
> plots[implicitplot] ({£f1=0,f2=0},x=-2..2,y=-2.5..2.5);

Uloha m4 2 feSen{ symetrické podle pocatku.

Dalsi
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Priklad 6.5.1

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic
a:2+y2 =1, sinx=y.

Pro vypocet kotrene ve IIl. kvadrantu zvolte nultou aproximaci xg = —1, yo = —1.
Maple:
> £ := vector ([fl,£f2]);

f=[z®>+y® -1, y — sin(z)]

Vypoctéme matici parcialnich derivaci vektorové funkce f.

> Df := jacobian(f, [x,y]);
. [ 2z 2y ]
—cos(x) 1
Pro vypocet jednoho ze dvou kotenu ve III. kvadrantu zvolme nultou aproximaci [-1,-1].
> Aprox[0]:=[-1.0,-1.07];
Aproz, = [—1.0, —1.0]

>  J[0] :=subs (x=Aprox[0] [1],y=Aprox[0][2],evalm(Df));

—2.0 —2.0
Jo =
[ —cos(—1.0) 1 ]

> F[0] :=subs (x=Aprox[0] [1],y=Aprox[0][2],evalm(f));
Fy = [1.00, —1.0 — Sin(—l.O)]

Dalsi

1
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Priklad 6.5.1

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic
z? +—y2 =1, sinx=y.
Pro vypocet kotrene ve IIl. kvadrantu zvolte nultou aproximaci xg = —1, yo = —1.

Maple:

Resime soustavu linedrnich algebraickych rovnic

> DX:=linsolve(J[0],-FI[0]);

DX :=[0.2216908872, 0.2783091128]
>  Aprox[l]:=evalm(Aprox[0]+DX) ;
Aprox, := [—0.7783091128, —0.7216908872]

Pomoci Maplu udéldme jesté nékolik ( nmax ) dalSich aproximaci, (zvolime nmax = 2).

> nmax:=2;

nmazxr = 2

for n from 1 to nmax do
J[n] :=subs (x=Aprox[n] [1],y=Aprox[n] [2],evalm(Df));
F[n] :=subs (x=Aprox[n] [1], y=Aprox[n] [2],evalm(f));
DX:=linsolve (J[n],-F[n]);
Aprox[n+l] := evalm(Aprox[n]+DX);

end do;

1
.- p.25/22



P¥iklad 6.5.1 '

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic
:132—|—y2 =1, sinx=y.

Pro vypocet kotrene ve IIl. kvadrantu zvolte nultou aproximaci xg = —1, yo = —1.
Maple:
g —1.556618226 —1.443381774
YTl —cos(—0.7783091128) 1

F; :=[0.1266028118, —0.7216908872 — sin(—0.7783091128)]
DX :=[0.03803185367, 0.04669709457]

Aproz, = [—0.7402772591, —0.6749937926]
o —1.480554518 —1.349987585
7 | —cos(—0.7402772591) 1

F, := [0.0036270403, —0.6749937926 — sin(—0.7402772591)]
DX := [0.001191042484, 0.001380484524]

Aprozxs := [—0.7390862166, —0.6736133081]

Druhy koten I. kvadrantu je symetricky podle pocatku. Ovérime ho vypoctem pirimo
pomoci prikazu fsolve:

> koren2:=fsolve ({f1, f2}, {x=1,y=1});
koren2 := {x = 0.7390851332, y = 0.6736120292}
Zpét
|

1
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Priklad 6.5.1

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic
a:2+y2 =1, sinx=y.
Pro vypocet kotrene ve IIl. kvadrantu zvolte nultou aproximaci xg = —1, yo = —1.

Mathematica:

fifx_,y.] = "2 + y"2 — 1;2[x_, y.] = Sin[z] — y;
<< GraphicsImplicitPlot
ImplicitPlot[{fl[z, y] == 0, 2[z, y] == 0}, {z, —2, 2}];

0. 5;¢

7 grafického znazornéni vyplyva, ze soustava méa dveé resSeni.

Jacobf = Outer[D, {fl[z, y], £2[z, y]}, {z, y}]
{{2z,2y}, {Cos[z], —1}}
Flx.,y] = {fl[z, y], £2[z, y] };

Dalsi

1
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Priklad 6.5.1

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic
a:2+y2 =1, sinx=y.
Pro vypocet kotrene ve IIl. kvadrantu zvolte nultou aproximaci xg = —1, yo = —1.

Mathematica:

x0 = —1;y0 = 0;

reseni = {{”i”,”xi”,"”yi” },{0,x0,y0}};

nmax = 2;

Program pro vypocet reSeni pomoci Newtonovy metody:

For[i = 1,4 < nmax,{dX = LinearSolve[N [Jacobf/.{z — x0,y — y0}],
N[=F[x0, y0]]lix1 = N[x0 + dX[[1]]}; y1 = N[y0 + dX[[2]]];
reseni = Join[reseni, {{i,x1,y1}}];x0 = x1;y0 = yl;i =i + 1}]

Resent:
MatrixForm[reseni]
T & yi
0 -1 0
1 —1. —0.841471
2 —0.756617 —0.709971
Zpét

1
.- p.25/22



Priklad 6.5.2

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic

x—y2—1:0
257 — 0

Pro vypocet kotrene zvolte nultou aproximaci [

@ ® = 2 6 % *

o~ <

3]

Zpét
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Priklad 6.5.2

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic

T — y2 — 1L =
257 — y=20.
Pro vypocet kotrene zvolte nultou aproximaci [% , %] .
Vysledek:
Prvni ”aproximace” feSeni soustavy je X1 = [—i , —1] . Soustava vSak nemad teSeni (viz

grafické znazornéni). Po nékolika dalsich iteracich metody provedenych v Maplu je
ziejmé, ze proces nekonverguje.

Zpét

. —p.26/22



Priklad 6.5.2

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic

T — y2 — 1L =
2
227 —y =0.
Pro vypocet kotrene zvolte nultou aproximaci [% , %]
Navod:
Necht je dédna soustava rovnic
fl ({B, y) —
f2 ({B, y) —
Ze soustavy linearnich algebraickych rovnic
of of
Sa (Xo) 7, (Xo) Ay f1(Xo)
o 9]
T2 (Xo)  TF(Xo) | [ Ay f2(Xo)

kde Xo = [z0, yo] je pocatecni pfiblizeni, vypocitdme AX = [A, , A,]. Potom
X1 = Xo + AX je prvni dalsi priblizeni soustavy nelinearnich rovnic.

Zpét

. —p.26/22



Priklad 6.5.2

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic

T — y2 — 1L =
257 — y=20
Pro vypocet kotrene zvolte nultou aproximaci [% , %] .

Reseni:

7 grafického znazornéni je ziejmé, Ze soustava nema feSeni.
Zkusime vSak presto (jen formalné) vypocitat z pocatecniho zadaného pfiblizeni

Xo = [% , %] prvni dalsi priblizeni Newtonovou metodou.
1 —210 Ay Tro — yg —1
4x —1 Ay 2278 — Yo
Tedy _
1 -1 Ag -
2 -1 | Ay 0
Resime-li soustavu linedrnich algebraickych rovnic dostdvame
Ay | —3
Ay i _%

Dalsi
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Priklad 6.5.2

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic

T — y2 — 1L =
257 — y=20
Pro vypocet kotrene zvolte nultou aproximaci [% , %] .
Reseni:
Tedy prvni ”aproximace” korene je X = [—i, —1] , ackoli tento vypocet nemél jiny

smysl nez pouze procvicit Newtonovu metodu.

Zpét

. —p.26/22



Priklad 6.5.2

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic

a:—-yQ——l =0
257 — y=20
Pro vypocet kotrene zvolte nultou aproximaci [% , %] .

Maple:
> with(linalg):
> fl:=x-y~2-1;

fl =z —y?—1
> f2:=2xx"2-y;

f2 =222 —y
7 grafického znazornéni je ziejmé, Ze soustava nema feSeni.

> plots[implicitplot] ({£1=0,f2=0},x=-2..2,y=-2..2);

14

2

-1 05 0 05

Dalsi
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Priklad 6.5.2

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic

T — y2 — 1L =
257 — 0
Pro vypocet kotrene zvolte nultou aproximaci [

v~ <

3]

Maple:

Neexistujici kofen soustavy presto ”aproximujeme” pomoci Newtonovy metody.

> f := vector([fl,£f2]);

fi=lz—vy?—1,2z% —y]

Vypoctéme matici parcialnich derivaci vektorové funkce f.

> Df := Jjacobian(f, [x,V]);

1 —2y
Df =
f [ 4 x —1 ]
Zvolime nultou aproximaci [0,5;0,5]

> Aprox[0]:=[0.5,0.57;

Aproz, := [0.5, 0.5]
J[0] :=subs (x=Aprox[0] [1],y=Aprox[0] [2],evalm(Df));

1 —1.0
Jo := [ 2.0 1 ]
Dalsi ' -

>
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Priklad 6.5.2

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic

T — y2 — 1L =
257 — y=20.
Pro vypocet kotrene zvolte nultou aproximaci [% , %] .
Maple:
> F[0] :=subs (x=Aprox[0] [1],y=Aprox[0][2],evalm(f));
Fp :=[—0.75, 0.]
Resime soustavu linearnich algebraickych rovnic:
> DX:=linsolve (J[0],-F[01]);
DX := [—0.7500000000, —1.500000000]
> Aprox[1l]:=evalm(Aprox[0]+DX) ;
Aprozx, := [—0.2500000000, —1.000000000]

Udélejme nmax dalsich aproximaci, (zvolime nmax = 4).

> nmax:=4;

nmax = 4
> for n from 1 to nmax do
>  J[n] :=subs (x=Aprox[n] [1],y=Aprox[n] [2],evalm(Df)):
>  F[n]:=subs (x=Aprox[n] [1],y=Aprox[n][2],evalm(f)) :;
> DX:=linsolve (J[n],-F[n]):
>  Aprox[n+tl]:= evalm(Aprox[n]+DX) ;
Dals>1' end do;
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Priklad 6.5.2

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic

T — y2 — 1L =
257 — y=20.
Pro vypocet kotrene zvolte nultou aproximaci [% , %] .
Maple:
Aprozx, := [—0.2500000000, 0.125000000]

Aproz, := [0.7625000000, —0.887500000]
Aproz, := [0.3549149777, —0.0803218179]
Aproz, = [0.8419945324, 0.9434166001]

Vidime, ze hodnoty slozek vektoru DX, ani pti volbé nmax=4 , nekonverguji k O.

Zpét

1
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Priklad 6.5.2

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic

T — y2 — 1L =
257 — y=20
Pro vypocet kotrene zvolte nultou aproximaci [% , %] .

Mathematica:
fix,y]=z—y"2 - 1;f2[x_,y] = 22"2 — y;
<< GraphicsImplicitPlot
ImplicitPlot[{fl[z, y] == 0, 2[z, y] == 0}, {z, —2, 2} ,PlotRange — {—1, 2}];
2,
1.5/
1,

0. 5¢

-0.5}

7 grafického znazornéni vyplyva, ze soustava neméa feSeni.
Presto muzeme zkusit pouzit Newtonovu metodu.

Dalsi |
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Priklad 6.5.2

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic

T — y2 — 1L =
257 — y=20.
Pro vypocet kotrene zvolte nultou aproximaci [% , %] .

Mathematica:

Jacobf = Outer[D, {fl[z, y], £2[z, y]}, {z, y}]
{1, ~2y}, {4z, —1}}

Flx.,y] = {fl[z, y], 2[z, y]};

x0 = —1;y0 = 0;

reseni = {{”i”,”xi”,"”yi” },{0,x0,y0}};
nmax = 4;

For[i = 1,7 < nmax,{dX = LinearSolve[N[Jacobf/.{z — x0,y — y0}],
N[=F[x0, y0]]lix1 = N[x0 + dX[[1]]}; y1 = N[y0 + dX[[2]]];

reseni = Join[reseni, {{i,x1,y1}}]; x0 = x1;

yO0 =yl;i =1+ 1}]

Dalsi
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Priklad 6.5.2

Newtonovou metodou vypoctéte prvni aproximaci feseni soustavy nelinearnich rovnic

T — y2 —1
257 — Y
Pro vypocet kotrene zvolte nultou aproximaci [%

Mathematica:

MatrixForm[reseni]
T Xi yi
( 0o -1 0 \
1 1. —6.
2  —0.22449 —2.89796
3 1.62064 —1.55606
\ 4 0.704928 —0.683218 )

Newtonova metoda nekonverguje.

Zpét

=0
=0
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