
Sbı́rka přı́kladů Matematika II pro strukturované studium

Kapitola 6: Derivace funkcı́ vı́ce proměnných

Chcete-li ukončit prohĺıžeńı stiskněte klávesu Esc.
Chcete-li pokračovat stiskněte klávesu Enter.

. – p.1/??



Derivace funkcı́ vı́ce proměnných

• Parciálńı derivace

• Derivace ve směru

• Derivováńı složených funkćı

• Taylor̊uv polynom a totálńı diferenciál

• Newtonova metoda

Zpět

. – p.2/??



Parciálnı́ derivace

• Př́ıklad 6.1.1 Pomoćı definice parciálńı derivace vypočtěte
∂f

∂x
(x, y) a

∂f

∂y
(x, y)

funkce f(x, y) = 2x + 3y2 .

• Př́ıklad 6.1.2 Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(x, y) = arctg y
x

.

• Př́ıklad 6.1.3 Vypočtěte parciálńı derivace 1. a 2. řádu funkce f(x, y) = ln(x − 2y) .

• Př́ıklad 6.1.4 Vypočtěte gradient funkce f(x, y, z) = 3 x2 + e−xy2 − z v bodě A = [
0, 2 , 0 ]

• Př́ıklad 6.1.5 Objem kužele V je funkćı poloměru podstavy r a výšky kužele h .
Vyjádřete parciálńı derivace ∂V

∂r
a ∂V

∂h
. Co tyto derivace popisuj́ı?

• Př́ıklad 6.1.6 Ověřte, že funkce u(x, t) = e−a2t sinx je řešeńım následuj́ıćı rovnice,
tzv. rovnice vedeńı tepla:
∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
, t > 0 , a ∈ R .

Zpět

. – p.3/??



Přı́klad 6.1.1

Pomoćı definice parciálńı derivace vypočtěte
∂f

∂x
(x, y) a

∂f

∂y
(x, y) funkce

f(x, y) = 2x + 3y2 .

? Zpět

. – p.4/??



Přı́klad 6.1.1

Pomoćı definice parciálńı derivace vypočtěte
∂f

∂x
(x, y) a

∂f

∂y
(x, y) funkce

f(x, y) = 2x + 3y2 .

Výsledek:

∂f

∂x
(x, y) = 2 ,

∂f

∂y
(x, y) = 6y .

Zpět

. – p.4/??



Přı́klad 6.1.1

Pomoćı definice parciálńı derivace vypočtěte
∂f

∂x
(x, y) a

∂f

∂y
(x, y) funkce

f(x, y) = 2x + 3y2 .

Návod:

∂f

∂x
(x, y) = lim

h→0

f(x + h, y) − f(x, y)

h
,

∂f

∂y
(x, y) = lim

h→0

f(x, y + h) − f(x, y)

h
.

Zpět

. – p.4/??



Přı́klad 6.1.1

Pomoćı definice parciálńı derivace vypočtěte
∂f

∂x
(x, y) a

∂f

∂y
(x, y) funkce

f(x, y) = 2x + 3y2 .

Řešenı́:

∂f

∂x
(x, y) = lim

h→0

(
2(x + h) + 3y2

)
− (2x + 3y2)

h
= lim

h→0

2h

h
= 2 ,

∂f

∂y
(x, y) = lim

h→0

(
2x + 3(y + h)2

)
− (2x + 3y2)

h
=

lim
h→0

(
2x + 3y2 + 6yh + 3h2

)
− 2x − 3y2

h
=

= lim
h→0

6yh + 3h2

h
= lim

h→0
(6y + 3h) = 6y .

Zpět

. – p.4/??



Přı́klad 6.1.1

Pomoćı definice parciálńı derivace vypočtěte
∂f

∂x
(x, y) a

∂f

∂y
(x, y) funkce

f(x, y) = 2x + 3y2 .

Maple:
> f := (x,y) -> 2*x+3*yˆ2;

f := (x, y) → 2 x + 3 y2

> fx:=limit((f(x+h,y)-f(x,y))/h, h = 0);

fx := 2

> fy:=limit((f(x,y+h)-f(x,y))/h, h = 0);

fy := 6 y

Porovnáme s výpočtem pomoćı př́ıkazu diff

> diff(f(x,y),x) ;

2

nebo pomoćı př́ıkazu D[1]

> D[1](f)(x,y);

2

Podobně pro proměnnou y:

> diff(f(x,y),y);

6 y

Daľśı

. – p.4/??



Přı́klad 6.1.1

Pomoćı definice parciálńı derivace vypočtěte
∂f

∂x
(x, y) a

∂f

∂y
(x, y) funkce

f(x, y) = 2x + 3y2 .

Maple:

nebo pomoćı př́ıkazu D[2]

> D[2](f)(x,y);

6 y

Zpět

. – p.4/??



Přı́klad 6.1.1

Pomoćı definice parciálńı derivace vypočtěte
∂f

∂x
(x, y) a

∂f

∂y
(x, y) funkce

f(x, y) = 2x + 3y2 .

Mathematica:

f [x , y ] = 2 x − 3y∧2f [x , y ] = 2 x − 3y∧2f [x , y ] = 2 x − 3y∧2

2x − 3y2

Limit[(f [x + h, y] − f [x, y])/h, h → 0]Limit[(f [x + h, y] − f [x, y])/h, h → 0]Limit[(f [x+ h, y] − f [x, y])/h, h → 0]

2

Limit[(f [x, y + h] − f [x, y])/h, h → 0]Limit[(f [x, y + h] − f [x, y])/h, h → 0]Limit[(f [x, y + h] − f [x, y])/h, h → 0]

−6y

Porovnáme s výpočtem derivace pomoćı př́ıkazu D.

D[f [x, y], x]D[f [x, y], x]D[f [x, y], x]

2

D[f [x, y], y]D[f [x, y], y]D[f [x, y], y]

−6y

Zpět

. – p.4/??



Přı́klad 6.1.2

Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(x, y) = arctg y
x

.

? Zpět

. – p.5/??



Přı́klad 6.1.2

Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(x, y) = arctg y
x

.

Výsledek:

∂f

∂x
(x, y) = − y

x2 + y2
,

∂f

∂y
(x, y) =

x

x2 + y2
, pro x 6= 0 .

Zpět

. – p.5/??



Přı́klad 6.1.2

Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(x, y) = arctg y
x

.

Návod:

Parciálńı derivace lze poč́ıtat pouze v bodech náležej́ıćıch do definičńıho oboru D(f) . Při

výpočtu derivace ∂f
∂x

(x, y) považujeme proměnnou y za konstantńı. Obdobně vypočteme

derivaci ∂f
∂y

(x, y) .

Zpět

. – p.5/??



Přı́klad 6.1.2

Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(x, y) = arctg y
x

.

Řešenı́:

D(f) = {[x, y] ∈ R
2, x 6= 0},

∂f

∂x
(x, y) =

1

1 + ( y
x
)2

· y ·
(−1

x2

)
= − y(

1 + y2

x2

)
x2

= − y

x2 + y2
,

∂f

∂y
(x, y) =

1

1 + ( y
x
)2

· 1

x
=

x

x2 + y2
.

Zpět

. – p.5/??



Přı́klad 6.1.2

Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(x, y) = arctg y
x

.

Maple:
> f := (x,y) -> arctan(y/x);

f := (x, y) → arctan(
y

x
)

Parciálńı derivace je možno spoč́ıtat bud’:

> fx:= diff(f(x,y),x) ;

fx := − y

x2 (1 +
y2

x2
)

> simplify(%);

− y

x2 + y2

nebo pomoćı př́ıkazu D[ ]:

> fy:=D[2](f)(x,y);

fy :=
1

x (1 +
y2

x2
)

> simplify(%);

x

x2 + y2

Zpět

. – p.5/??



Přı́klad 6.1.2

Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(x, y) = arctg y
x

.

Mathematica:

f [x , y ] = ArcTan[y/x];f [x , y ] = ArcTan[y/x];f [x , y ] = ArcTan[y/x];

Výpočet
∂f

x
(x, y)

fx = D[f [x, y], x]fx = D[f [x, y], x]fx = D[f [x, y], x]

− y

x2
(
1+

y2

x2

)

Simplify[fx]Simplify[fx]Simplify[fx]

− y

x2+y2

Výpočet
∂f

y
(x, y)

fy = D[f [x, y], y]fy = D[f [x, y], y]fy = D[f [x, y], y]
1

x

(
1+

y2

x2

)

Simplify[fy]Simplify[fy]Simplify[fy]
x

x2+y2

Zpět

. – p.5/??



Přı́klad 6.1.3

Vypočtěte parciálńı derivace 1. a 2. řádu funkce f(x, y) = ln(x − 2y) .

? Zpět

. – p.6/??



Přı́klad 6.1.3

Vypočtěte parciálńı derivace 1. a 2. řádu funkce f(x, y) = ln(x − 2y) .

Výsledek:

D(f) = {[x, y] ∈ R
2, x > 2y}

∂f

∂x
(x, y) =

1

x − 2y
,

∂f

∂y
(x, y) = − 2

x − 2y
,

∂2f

∂x2
(x, y) = − 1

(x − 2y)2
,

∂2f

∂y2
(x, y) = − 4

(x − 2y)2
,

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

2

(x − 2y)2
,

∂2f

∂y∂x
(x, y) =

2

(x − 2y)2
.

Zpět

. – p.6/??



Přı́klad 6.1.3

Vypočtěte parciálńı derivace 1. a 2. řádu funkce f(x, y) = ln(x − 2y) .

Návod:

Parciálńı derivace lze poč́ıtat pouze v bodech náležej́ıćıch do definičńıho oboru D(f) . Při

výpočtu derivace ∂f
∂x

(x, y) považujeme proměnnou y za konstantńı. Obdobně vypočteme

derivaci ∂f
∂y

(x, y) . Parciálńı derivace 2. řádu poč́ıtáme podle vzorce

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

∂

∂y
(x, y)

(
∂f

∂x
(x, y)

)
(znač́ıme

∂2f

∂x2
(x, y) , pro x = y ). Smı́̌sené derivace

jsou totožné, je-li f ∈ C2.

Zpět

. – p.6/??



Přı́klad 6.1.3

Vypočtěte parciálńı derivace 1. a 2. řádu funkce f(x, y) = ln(x − 2y) .

Řešenı́:

D(f) = {[x, y] ∈ R
2, x > 2y},

geometricky je D(f) dolńı polorovina pod př́ımkou y = 1
2x , bez uvedené př́ımky.

∂f

∂x
(x, y) =

1

x − 2y
· 1 ,

∂f

∂y
(x, y) =

1

x − 2y
· (−2) ,

∂2f

∂x2
(x, y) = − 1

(x − 2y)2
· 1 = − 1

(x − 2y)2
,

∂2f

∂y2
(x, y) = (−2)(−1)

−2

(x − 2y)2
= − 4

(x − 2y)2
,

∂2f

∂x∂y
(x, y) = − 1

(x − 2y)2
· (−2) =

2

(x − 2y)2
,

∂2f

∂y∂x
(x, y) = − (−2)

(x − 2y)2
· 1 =

2

(x − 2y)2
. Vid́ıme, že smı́̌sené derivace jsou totožné.

Zpět

. – p.6/??



Přı́klad 6.1.3

Vypočtěte parciálńı derivace 1. a 2. řádu funkce f(x, y) = ln(x − 2y) .

Maple:
> f := (x,y) -> ln(x-2*y);

f := (x, y) → ln(x − 2 y)

Parciálńı derivace 1. řádu:

> fx:= diff(f(x,y),x) ;

fx :=
1

x − 2 y
> fy:= diff(f(x,y),y);

fy := − 2

x − 2 y
Parciálńı derivace 2. řádu:

> fxx:= diff(f(x,y),x$2);

fxx := − 1

(x − 2 y)2

> fyy:= diff(f(x,y),y$2);

fyy := − 4

(x − 2 y)2

včetně smı́̌sených derivaćı, které jsou totožné:

> fxy:= diff(f(x,y),x,y);

fxy :=
2

(x − 2 y)2

Daľśı

. – p.6/??



Přı́klad 6.1.3

Vypočtěte parciálńı derivace 1. a 2. řádu funkce f(x, y) = ln(x − 2y) .

Maple:
> fyx:= diff(f(x,y),y,x);

fyx :=
2

(x − 2 y)2

Zpět

. – p.6/??



Přı́klad 6.1.3

Vypočtěte parciálńı derivace 1. a 2. řádu funkce f(x, y) = ln(x − 2y) .

Mathematica:

f [x , y ] = Log[x − 2y];f [x , y ] = Log[x − 2y];f [x , y ] = Log[x − 2y];

Výpočet prvńıch derivaćı:

fx = D[f [x, y], x]fx = D[f [x, y], x]fx = D[f [x, y], x]
1

x−2y

fy = D[f [x, y], y]fy = D[f [x, y], y]fy = D[f [x, y], y]

− 2
x−2y

Výpočet druhých derivaćı:

fxx = D[f [x, y], {x, 2}]fxx = D[f [x, y], {x, 2}]fxx = D[f [x, y], {x, 2}]
− 1

(x−2y)2

fxy = D[f [x, y], x, y]fxy = D[f [x, y], x, y]fxy = D[f [x, y], x, y]
2

(x−2y)2

fyy = D[f [x, y], {y, 2}]fyy = D[f [x, y], {y, 2}]fyy = D[f [x, y], {y, 2}]
− 4

(x−2y)2

Zpět

. – p.6/??



Přı́klad 6.1.4

Vypočtěte gradient funkce f(x, y, z) = 3 x2 + e−xy2 − z v bodě A = [ 0, 2 , 0 ]

? Zpět

. – p.7/??



Přı́klad 6.1.4

Vypočtěte gradient funkce f(x, y, z) = 3 x2 + e−xy2 − z v bodě A = [ 0, 2 , 0 ]

Výsledek:

grad f(A) = (−4, 0,−1)

Zpět

. – p.7/??



Přı́klad 6.1.4

Vypočtěte gradient funkce f(x, y, z) = 3 x2 + e−xy2 − z v bodě A = [ 0, 2 , 0 ]

Návod:

grad f(x, y, z) =

(
∂f

∂x
(x, y, z),

∂f

∂y
(x, y, z),

∂f

∂z
(x, y, z)

)

Zpět

. – p.7/??



Přı́klad 6.1.4

Vypočtěte gradient funkce f(x, y, z) = 3 x2 + e−xy2 − z v bodě A = [ 0, 2 , 0 ]

Řešenı́:

D(f) = R
3 ,

∂f

∂x
(x, y, z) = 6 x − y

2
e
−xy2

,
∂f

∂x
( 0, 2, 0 ) = −4 ,

∂f

∂y
(x, y, z) = −2 x y e

−xy2
,

∂f

∂y
( 0, 2, 0 ) = 0 ,

∂f

∂z
(x, y, z) = −1 ,

∂f

∂z
( 0, 2, 0 ) = −1 .

Tedy grad f(A) = (−4, 0,−1) .

Zpět

. – p.7/??



Přı́klad 6.1.4

Vypočtěte gradient funkce f(x, y, z) = 3 x2 + e−xy2 − z v bodě A = [ 0, 2 , 0 ]

Maple:
> f:=(x,y,z)-> 3*xˆ2+exp(-x*yˆ2)-z;

f := (x, y, z) → 3 x2 + e(−x y2) − z

Gradient je vektor parciálńıch derivaćı

> [diff(f(x,y,z),x),diff(f(x,y,z),y),diff(f(x,y,z),z)];

[6 x − y2 e(−x y2), −2 x y e(−x y2), −1]

který lze vypoč́ıtat př́ımo pomoćı př́ıkazu grad:

> with(linalg,grad):

> gradf:= grad(f(x,y,z),[x,y,z]);

gradf :=
[
6 x − y2 e(−x y2), −2 x y e(−x y2), −1

]

Nakonec dosad́ıme souřadnice bodu A:

> gradfvA:=subs(x=0,y=2,z=0,grad(f(x,y,z),[x,y,z]));

gradfvA := [−4 e0, 0, −1]

> simplify(%);

[−4, 0, −1]

Zpět

. – p.7/??



Přı́klad 6.1.4

Vypočtěte gradient funkce f(x, y, z) = 3 x2 + e−xy2 − z v bodě A = [ 0, 2 , 0 ]

Mathematica:

f [x , y , z ] = 3x∧2 + Exp[−xy∧2] − z;f [x , y , z ] = 3x∧2 + Exp[−xy∧2] − z;f [x , y , z ] = 3x∧2 + Exp[−xy∧2] − z;

<< Calculus̀̀̀VectorAnalysis̀̀̀<< Calculus̀̀̀VectorAnalysis̀̀̀<< Calculus̀̀̀VectorAnalysis̀̀̀

Grad[f [x, y, z],Cartesian[x, y, z]]Grad[f [x, y, z],Cartesian[x, y, z]]Grad[f [x, y, z],Cartesian[x, y, z]]
{
6x − e−xy2

y2,−2e−xy2
xy,−1

}

grad = Grad[f [x, y, z],Cartesian[x, y, z]]grad = Grad[f [x, y, z],Cartesian[x, y, z]]grad = Grad[f [x, y, z],Cartesian[x, y, z]]

gradA = grad/.{x → 0, y → 2, z → 0}gradA = grad/.{x → 0, y → 2, z → 0}gradA = grad/.{x → 0, y → 2, z → 0}
{−4, 0,−1}

Zpět

. – p.7/??



Přı́klad 6.1.5

Objem kužele V je funkćı poloměru podstavy r a výšky kužele h . Vyjádřete parciálńı
derivace ∂V

∂r
a ∂V

∂h
. Co tyto derivace popisuj́ı?

? Zpět

. – p.8/??



Přı́klad 6.1.5

Objem kužele V je funkćı poloměru podstavy r a výšky kužele h . Vyjádřete parciálńı
derivace ∂V

∂r
a ∂V

∂h
. Co tyto derivace popisuj́ı?

Výsledek:

∂V

∂r
=

2πrh

3
,

∂V

∂h
=

πr2

3
.

Zpět

. – p.8/??



Přı́klad 6.1.5

Objem kužele V je funkćı poloměru podstavy r a výšky kužele h . Vyjádřete parciálńı
derivace ∂V

∂r
a ∂V

∂h
. Co tyto derivace popisuj́ı?

Návod:

Při výpočtu derivace ∂V
∂r

považujeme proměnnou h za konstantńı. Obdobně pro derivaci
∂V
∂h

považujeme proměnnou r za konstantńı.

Zpět

. – p.8/??



Přı́klad 6.1.5

Objem kužele V je funkćı poloměru podstavy r a výšky kužele h . Vyjádřete parciálńı
derivace ∂V

∂r
a ∂V

∂h
. Co tyto derivace popisuj́ı?

Řešenı́:

V (r, h) =
πr2h

3
,

∂V

∂r
=

2πrh

3
,

∂V

∂h
=

πr2

3

Derivace
∂V

∂r
popisuje rychlost změny objemu kužele v závislosti na změně poloměru, za

předpokladu, že je výška kužele konstantńı. Derivace
∂V

∂h
popisuje rychlost změny

objemu kužele v závislosti na změně výšky, za předpokladu, že je poloměr konstantńı.

Zpět

. – p.8/??



Přı́klad 6.1.5

Objem kužele V je funkćı poloměru podstavy r a výšky kužele h . Vyjádřete parciálńı
derivace ∂V

∂r
a ∂V

∂h
. Co tyto derivace popisuj́ı?

Maple:

Objem kužele:

> V:=(r,h)-> Pi*rˆ2*h/3;

V := (r, h) → 1

3
π r2 h

Parciálńı derivace objemu kužele dle poloměru a výšky:

> Vr:= diff(V(r,h),r) ;

Vr :=
2π r h

3
> Vh:= diff(V(r,h),h) ;

Vh :=
π r2

3

Zpět

. – p.8/??



Přı́klad 6.1.5

Objem kužele V je funkćı poloměru podstavy r a výšky kužele h . Vyjádřete parciálńı
derivace ∂V

∂r
a ∂V

∂h
. Co tyto derivace popisuj́ı?

Mathematica:

Objem kužele:

V [r , h ] = Pir∧2h/3;V [r , h ] = Pir∧2h/3;V [r , h ] = Pir∧2h/3;

Parciálńı derivace objemu kužele dle poloměru a výšky:

Vr = D[V [r, h], r]Vr = D[V [r, h], r]Vr = D[V [r, h], r]
2hπr

3

Vh = D[V [r, h], h]Vh = D[V [r, h], h]Vh = D[V [r, h], h]

πr2

3

Zpět

. – p.8/??



Přı́klad 6.1.6

Ověřte, že funkce u(x, t) = e−a2t sinx je řešeńım následuj́ıćı rovnice, tzv. rovnice vedeńı
tepla:
∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
, t > 0 , a ∈ R .

? Zpět

. – p.9/??



Přı́klad 6.1.6

Ověřte, že funkce u(x, t) = e−a2t sinx je řešeńım následuj́ıćı rovnice, tzv. rovnice vedeńı
tepla:
∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
, t > 0 , a ∈ R .

Výsledek:

∂u

∂t
= a

2 ∂2u

∂x2
= −a

2
e
−a2t

sinx .

Zpět

. – p.9/??



Přı́klad 6.1.6

Ověřte, že funkce u(x, t) = e−a2t sinx je řešeńım následuj́ıćı rovnice, tzv. rovnice vedeńı
tepla:
∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
, t > 0 , a ∈ R .

Návod:

Porovnáme parciálńı derivace na obou stranách rovnice.

Zpět

. – p.9/??



Přı́klad 6.1.6

Ověřte, že funkce u(x, t) = e−a2t sinx je řešeńım následuj́ıćı rovnice, tzv. rovnice vedeńı
tepla:
∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
, t > 0 , a ∈ R .

Řešenı́:

D(u) = R × R
+,

∂u

∂t
= −a2 e−a2t sinx ,

∂u

∂x
= e−a2t cosx ,

a
2 ∂2u

∂x2
= a

2 · e−a2t · (−1) sinx = −a
2
e
−a2t

sinx .

Funkce je tedy řešeńım rovnice na celém D(u) .

Zpět

. – p.9/??



Přı́klad 6.1.6

Ověřte, že funkce u(x, t) = e−a2t sinx je řešeńım následuj́ıćı rovnice, tzv. rovnice vedeńı
tepla:
∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
, t > 0 , a ∈ R .

Maple:
> u := (x,t) -> exp(-aˆ2*t)*sin(x);

u := (x, t) → e(−a2 t) sin(x)

Vyjádř́ıme ∂
∂t

u

> ut := diff(u(x,t),t);

ut := −a2 e(−a2 t) sin(x)

a spoč́ıtáme a2 ( ∂2

∂x2 u):

> Prstr := aˆ2*diff(u(x,t),x$2);

Prstr := −a2 e(−a2 t) sin(x)

Tedy daná funkce řeš́ı rovnici vedeńı tepla.

Zpět

. – p.9/??



Přı́klad 6.1.6

Ověřte, že funkce u(x, t) = e−a2t sinx je řešeńım následuj́ıćı rovnice, tzv. rovnice vedeńı
tepla:
∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
, t > 0 , a ∈ R .

Mathematica:

u[x, t] = Exp[−a∧2t]Sin[x];u[x, t] = Exp[−a∧2t]Sin[x];u[x, t] = Exp[−a∧2t]Sin[x];

Ověřeńı, že funkce splňuje rovnici vedeńı tepla.

rovnice = D[u[x, t], t] == a∧2D[u[x, t], {x, 2}]rovnice = D[u[x, t], t] == a∧2D[u[x, t], {x, 2}]rovnice = D[u[x, t], t] == a∧2D[u[x, t], {x, 2}]
True

Zpět

. – p.9/??



Derivace ve směru

• Př́ıklad 6.2.1 Pomoćı definice vypočtěte derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě

B = [4,−1] ve směru vektoru ~u = (−2, 3) .

• Př́ıklad 6.2.2 Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1]

ve směru vektoru ~u = (−2, 3) s pomoćı gradientu funkce.

• Př́ıklad 6.2.3 Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y, z) = cos(xy) + ln z
2

v bodě
B = [π, 1, 1] ve směru vektoru ~u = (1, 1, 1) s pomoćı gradientu funkce.

Zpět

. – p.10/??



Přı́klad 6.2.1

Pomoćı definice vypočtěte derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1] ve směru

vektoru ~u = (−2, 3) .

? Zpět

. – p.11/??



Přı́klad 6.2.1

Pomoćı definice vypočtěte derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1] ve směru

vektoru ~u = (−2, 3) .

Výsledek:

Df(B,~a) = −10

√
13

13
, kde ~a =

~u

‖~u‖ .

Zpět

. – p.11/??



Přı́klad 6.2.1

Pomoćı definice vypočtěte derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1] ve směru

vektoru ~u = (−2, 3) .

Návod:

Df(B,~a) = lim
h→0

f(B + h~a) − f(B)

h
, kde ‖~a‖ = 1 .

Zpět

. – p.11/??



Přı́klad 6.2.1

Pomoćı definice vypočtěte derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1] ve směru

vektoru ~u = (−2, 3) .

Řešenı́:

Ověř́ıme, že B ∈ D(f) = {[x, y] ∈ R
2, y 6= 0 },

vypočteme odpov́ıdaj́ıćı jednotkový vektor ~a =
~u

‖~u‖
=

~u
√
13

=

√
13

13
(−2, 3) , a dále

B + h~a = [4,−1] + h

√
13

13
(−2, 3) =

[
4 − 2h

√
13

13
,−1 +

3h
√
13

13

]
.

Podle definice dostáváme

Df(B,~a) = lim
h→0

f(B + h~a) − f(B)

h
= lim

h→0

4 − 2h
√

13
13

−1 + 3h
√

13
13

− 4

−1

h
= lim

h→0

10h
√
13

−13 + 3h
√
13

h
=

= lim
h→0

10
√
13

−13 + 3h
√
13

= − 10
√
13

13
.

Zpět

. – p.11/??



Přı́klad 6.2.1

Pomoćı definice vypočtěte derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1] ve směru

vektoru ~u = (−2, 3) .

Maple:
> with(linalg):

> f := (x,y) -> x/y;

f := (x, y) → x

y
> BOD := vector([4,-1]);

BOD := [4, −1]

> u := vector([-2,3]);

u := [−2, 3]

Vektor je třeba nejdř́ıve ”normovat”:

> a := vector([-2,3])/norm(u,frobenius);

a :=
1

13
[−2, 3]

√
13

Můžeme použ́ıt jiný př́ıkaz pro normalizaci:

> a := normalize(u);

a :=

[
−2

√
13

13
,
3
√
13

13

]

> Dfa := Limit(’(f(BOD+h*a)-f(BOD))/h’,h=0);

Dfa := lim
h→0

f(BOD + h a) − f(BOD)

hDaľśı

. – p.11/??



Přı́klad 6.2.1

Pomoćı definice vypočtěte derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1] ve směru

vektoru ~u = (−2, 3) .

Maple:
> P := evalm(BOD+h*a);

P :=

[
4 − 2 h

√
13

13
, −1 +

3h
√
13

13

]

> Dfa := Limit((f(P[1],P[2])-f(BOD[1],BOD[2]))/h,h=0);

Dfa := lim
h→0

4 − 2h
√
13

13

−1 +
3h

√
13

13

+ 4

h
> Dfa := Limit(simplify((f(P[1],P[2])-f(BOD[1],BOD[2]))/h),h=0);

Dfa := lim
h→0

10
√
13

−13 + 3h
√
13

Nyńı se limita, tj. derivace ve směru v v bodě BOD , vypoč́ıtá:

> Dfa BOD := limit((f(P[1],P[2])-f(BOD[1],BOD[2]))/h,h=0);

Dfa BOD := −10
√
13

13

Zpět

. – p.11/??



Přı́klad 6.2.1

Pomoćı definice vypočtěte derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1] ve směru

vektoru ~u = (−2, 3) .

Mathematica:

f [x , y ] = x/y;f [x , y ] = x/y;f [x , y ] = x/y;

BOD = {4,−1};BOD = {4,−1};BOD = {4,−1};u = {−2, 3};u = {−2, 3};u = {−2, 3};

Normováńı vektoru:

v = u/Norm[u]v = u/Norm[u]v = u/Norm[u]
{
− 2√

13
, 3√

13

}

Výpočet derivace ve směru:

Limit[Limit[Limit[ (f [BOD[[1]] + hv[[1]],BOD[[2]] + hv[[2]]]−(f [BOD[[1]] + hv[[1]],BOD[[2]] + hv[[2]]]−(f [BOD[[1]] + hv[[1]],BOD[[2]] + hv[[2]]]− f [BOD[[1]],BOD[[2]]])/h, h → 0]f [BOD[[1]],BOD[[2]]])/h, h → 0]f [BOD[[1]],BOD[[2]]])/h, h → 0]

− 10√
13

Zpět

. – p.11/??



Přı́klad 6.2.2

Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1] ve směru vektoru

~u = (−2, 3) s pomoćı gradientu funkce.

? Zpět

. – p.12/??



Přı́klad 6.2.2

Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1] ve směru vektoru

~u = (−2, 3) s pomoćı gradientu funkce.

Výsledek:

Df(B,~a) = −10

√
13

13
, kde ~a =

~u

‖~u‖ .

Zpět

. – p.12/??



Přı́klad 6.2.2

Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1] ve směru vektoru

~u = (−2, 3) s pomoćı gradientu funkce.

Návod:

Df(B,~a) = gradf(B) · ~a , kde ‖~a‖ = 1 .

Zpět

. – p.12/??



Přı́klad 6.2.2

Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1] ve směru vektoru

~u = (−2, 3) s pomoćı gradientu funkce.

Řešenı́:

D(f) = {[x, y] ∈ R
2, y 6= 0}, f ∈ C1(G) , kde G = {[x, y] ∈ R

2 , y < 0}, B ∈ G .

Odpov́ıdaj́ıćı jednotkový vektor je ~a =
~u

‖~u‖
=

~u
√
13

=

√
13

13
(−2, 3) .

Ze znalosti gradientu gradf(x, y) =

(
1

y
,− x

y2

)
a ze známého vzorce

Df(B,~a) = gradf(B) · ~a dostáváme

Df(B,~a) =

√
13

13

(
1

−1
,− 4

(−1)2

)
· (−2, 3) =

√
13

13
(2 − 12) = −10

√
13

13
.

Zpět

. – p.12/??



Přı́klad 6.2.2

Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1] ve směru vektoru

~u = (−2, 3) s pomoćı gradientu funkce.

Maple:
> with(linalg):

> f := (x,y) -> x/y;

f := (x, y) → x

y
v bodě:

> BOD := vector([4,-1]);

BOD := [4, −1]

> u := vector([-2,3]);

u := [−2, 3]

> a := normalize(u);

a :=

[
−2

√
13

13
,
3
√
13

13

]

Ze znalosti gradientu a ze známého vzorce:

> vzorec := innerprod(grad(f(x,y),[x,y]), a);

vzorec := −
√
13 (2 y + 3 x)

13 y2

Daľśı

. – p.12/??



Přı́klad 6.2.2

Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1] ve směru vektoru

~u = (−2, 3) s pomoćı gradientu funkce.

Maple:

dostaneme př́ımo derivaci ve směru v v bodě BOD:

> der ve smeru:= subs({x=BOD[1],y=BOD[2]},vzorec);

der ve smeru := −10
√
13

13

Zpět

. – p.12/??



Přı́klad 6.2.2

Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě B = [4,−1] ve směru vektoru

~u = (−2, 3) s pomoćı gradientu funkce.

Mathematica:

f [x , y ] = x/y;f [x , y ] = x/y;f [x , y ] = x/y;

grad = {D[f [x, y], x], D[f [x, y], y]}grad = {D[f [x, y], x], D[f [x, y], y]}grad = {D[f [x, y], x], D[f [x, y], y]}
{

1
y
,− x

y2

}

gradB = grad/.{x → 4, y → −1}gradB = grad/.{x → 4, y → −1}gradB = grad/.{x → 4, y → −1}
{−1,−4}
u = {−2, 3};u = {−2, 3};u = {−2, 3};

Normaváńı vektoru:

v = u/Norm[u]v = u/Norm[u]v = u/Norm[u]
{
− 2√

13
, 3√

13

}

Výpočet derivace ve směru pomoćı gradientu:

DerVeSmeru = gradB.vDerVeSmeru = gradB.vDerVeSmeru = gradB.v

− 10√
13

Zpět

. – p.12/??



Přı́klad 6.2.3

Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y, z) = cos(xy) + ln z2 v bodě B = [π, 1, 1] ve
směru vektoru ~u = (1, 1, 1) s pomoćı gradientu funkce.

? Zpět

. – p.13/??



Přı́klad 6.2.3

Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y, z) = cos(xy) + ln z2 v bodě B = [π, 1, 1] ve
směru vektoru ~u = (1, 1, 1) s pomoćı gradientu funkce.

Výsledek:

Df(B,~v) = 2

√
3

3
, kde ~v =

~u

‖~u‖
.

Zpět

. – p.13/??



Přı́klad 6.2.3

Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y, z) = cos(xy) + ln z2 v bodě B = [π, 1, 1] ve
směru vektoru ~u = (1, 1, 1) s pomoćı gradientu funkce.

Návod:

Df(B,~v) = gradf(B) · ~v , kde ‖~v‖ = 1 .

Zpět

. – p.13/??



Přı́klad 6.2.3

Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y, z) = cos(xy) + ln z2 v bodě B = [π, 1, 1] ve
směru vektoru ~u = (1, 1, 1) s pomoćı gradientu funkce.

Řešenı́:

D(f) = {[x, y, z] ∈ R
3, z 6= 0}, f ∈ C1(G) , kde G = {[x, y, z] ∈ R

3 , z > 0},

B ∈ G .

Odpov́ıdaj́ıćı jednotkový vektor je ~v =
~u

‖~u‖
=

~u√
3

=

√
3

3
(1, 1, 1) .

Ze znalosti gradientu gradf(x, y, z) =

(
−y sin(xy),−x sin(xy),

2

z

)
a ze vzorce

Df(B,~v) = gradf(B) · ~a dostáváme

Df(B,~v) =

√
3

3
(− sin(π),−π sin(π), 2) · (1, 1, 1) =

√
3

3
(0 + 0 + 2) = 2

√
3

3
.

Zpět

. – p.13/??



Přı́klad 6.2.3

Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y, z) = cos(xy) + ln z2 v bodě B = [π, 1, 1] ve
směru vektoru ~u = (1, 1, 1) s pomoćı gradientu funkce.

Maple:
> with(linalg):

> f := (x,y,z) -> cos(x*y)+ ln(zˆ2);

f := (x, y, z) → cos(x y) + ln(z2)

> BOD := vector([Pi,1,1]);

BOD := [π, 1, 1]

> u := vector([1,1,1]);

a := [1, 1, 1]

> v := normalize(u);

v :=

[√
3

3
,

√
3

3
,

√
3

3

]

Ze znalosti gradientu a ze známého vzorce:

> vzorec := innerprod(grad(f(x,y,z),[x,y,z]), v);

vzorec := − 1

3

√
3 (sin(x y) y z + sin(x y) x z − 2)

z
dostaneme př́ımo derivaci ve směru v v bodě BOD:

> der ve smeru:= subs({x=BOD[1],y=BOD[2],z=BOD[3]},vzorec);

der ve smeru := −1

3

√
3 (sin(π) + sin(π)π − 2)

Daľśı

. – p.13/??



Přı́klad 6.2.3

Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y, z) = cos(xy) + ln z2 v bodě B = [π, 1, 1] ve
směru vektoru ~u = (1, 1, 1) s pomoćı gradientu funkce.

Maple:
> simplify(%);

2
√
3

3

Zpět

. – p.13/??



Přı́klad 6.2.3

Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y, z) = cos(xy) + ln z2 v bodě B = [π, 1, 1] ve
směru vektoru ~u = (1, 1, 1) s pomoćı gradientu funkce.

Mathematica:

f [x , y , z ] = Cos[xy] + Log[z∧2];f [x , y , z ] = Cos[xy] + Log[z∧2];f [x , y , z ] = Cos[xy] + Log[z∧2];

<< Calculus̀̀̀VectorAnalysis̀̀̀<< Calculus̀̀̀VectorAnalysis̀̀̀<< Calculus̀̀̀VectorAnalysis̀̀̀

grad = Grad[f [x, y, z],Cartesian[x, y, z]]grad = Grad[f [x, y, z],Cartesian[x, y, z]]grad = Grad[f [x, y, z],Cartesian[x, y, z]]
{
−ySin[xy],−xSin[xy], 2

z

}

Výpočet gradientu:

gradB = grad/.{x → Pi, y → 1, z → 1}gradB = grad/.{x → Pi, y → 1, z → 1}gradB = grad/.{x → Pi, y → 1, z → 1}
{0, 0, 2}

Definice a normováńı vektoru:

u = {1, 1, 1};u = {1, 1, 1};u = {1, 1, 1};
v = u/Norm[u]v = u/Norm[u]v = u/Norm[u]
{

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

}

Výpočet směrové derivace pomoćı gradientu:

DerVeSmeru = gradB.vDerVeSmeru = gradB.vDerVeSmeru = gradB.v
2√
3

Zpět

. – p.13/??



Derivovánı́ složených funkcı́

• Př́ıklad 6.3.1 Napǐste derivaci f ′(t) funkce f(t) = g(x, y) , kde x = et a
y = sin t , g ∈ C1(R2) . Pro konkrétńı funkci g(x, y) = xy2 + 3yx3 vypočtěte f ′(0) .

• Př́ıklad 6.3.2 Je dána funkce g(x, y) = x2 + y2 , kde x(r, ϕ) = r cosϕ a
y(r, ϕ) = r sinϕ . Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(r, ϕ) = g(x(r, ϕ), y(r, ϕ)) .

• Př́ıklad 6.3.3 Napǐste smı́̌senou parciálńı derivaci druhého řádu funkce
f(r, s) = h(x, y) , kde x(r, s) = r2 + s2 a y(r, s) = 5rs , h ∈ C2(R2) .

Zpět

. – p.14/??



Přı́klad 6.3.1

Napǐste derivaci f ′(t) funkce f(t) = g(x, y) , kde x = et a y = sin t , g ∈ C1(R2) . Pro
konkrétńı funkci g(x, y) = xy2 + 3yx3 vypočtěte f ′(0) .

? Zpět

. – p.15/??



Přı́klad 6.3.1

Napǐste derivaci f ′(t) funkce f(t) = g(x, y) , kde x = et a y = sin t , g ∈ C1(R2) . Pro
konkrétńı funkci g(x, y) = xy2 + 3yx3 vypočtěte f ′(0) .

Výsledek:

f ′(t) =
∂g

∂x
(x, y) et +

∂g

∂y
(x, y) cos t , f ′(0) = 3 .

Zpět

. – p.15/??



Přı́klad 6.3.1

Napǐste derivaci f ′(t) funkce f(t) = g(x, y) , kde x = et a y = sin t , g ∈ C1(R2) . Pro
konkrétńı funkci g(x, y) = xy2 + 3yx3 vypočtěte f ′(0) .

Návod:

f ′ =
∂g

∂x

∂x

∂t
+

∂g

∂y

∂y

∂t

Zpět

. – p.15/??



Přı́klad 6.3.1

Napǐste derivaci f ′(t) funkce f(t) = g(x, y) , kde x = et a y = sin t , g ∈ C1(R2) . Pro
konkrétńı funkci g(x, y) = xy2 + 3yx3 vypočtěte f ′(0) .

Řešenı́:

f ′(t) =
∂g

∂x
(x, y)

∂x

∂t
(t) +

∂g

∂y
(x, y)

∂y

∂t
(t) =

∂g

∂x
(x, y) et +

∂g

∂y
(x, y) cos t .

Konkrétńı funkce g(x, y) = xy2 + 3yx3 má parciálńı derivace

∂g

∂x
(x, y) = y2 + 9yx2 ,

∂g

∂y
(x, y) = 2xy + 3x3 .

Pro t = 0 je x = 1 , y = 0 a
∂g

∂x
(1, 0) = 0 ,

∂g

∂y
(1, 0) = 3 ,

tedy f ′(0) = 0 · e0 + 3 · cos(0) = 3 .

Zpět

. – p.15/??



Přı́klad 6.3.1

Napǐste derivaci f ′(t) funkce f(t) = g(x, y) , kde x = et a y = sin t , g ∈ C1(R2) . Pro
konkrétńı funkci g(x, y) = xy2 + 3yx3 vypočtěte f ′(0) .

Maple:

Připrav́ıme formálńı vzorec derivováńı složené funkce tzv. vzorec řetězového
derivováńı

> ft := ’gx’*’xt’ + ’gy’*’yt’;

ft := gx xt + gy yt

Zadáme vněǰśı funkci a spoč́ıtáme parciálńı derivace

> g := x*yˆ2 + 3*y*xˆ3;

g := x y2 + 3 y x3

> gx := diff(g,x); gy := diff(g,y);

gx := y2 + 9 y x2

gy := 2 x y + 3 x3

Zadáme vnitřńı funkce

> x := exp(t); y := sin(t);

x := et

y := sin(t)

a derivujeme každou z nich podle t

> xt := diff(exp(t),t); yt := diff(sin(t),t);

xt := et

yt := cos(t)

Daľśı
. – p.15/??



Přı́klad 6.3.1

Napǐste derivaci f ′(t) funkce f(t) = g(x, y) , kde x = et a y = sin t , g ∈ C1(R2) . Pro
konkrétńı funkci g(x, y) = xy2 + 3yx3 vypočtěte f ′(0) .

Maple:

Do vzorce pro řetězového derivováńı dosad́ıme připravené derivace v t = 0

> ftv0 := simplify( subs(t=0,ft) );

ftv0 := 3

Zpět

. – p.15/??



Přı́klad 6.3.1

Napǐste derivaci f ′(t) funkce f(t) = g(x, y) , kde x = et a y = sin t , g ∈ C1(R2) . Pro
konkrétńı funkci g(x, y) = xy2 + 3yx3 vypočtěte f ′(0) .

Mathematica:

g[a , b ] = ab∧2 + 3ba∧3;g[a , b ] = ab∧2 + 3ba∧3;g[a , b ] = ab∧2 + 3ba∧3;
x[t ] = Exp[t];x[t ] = Exp[t];x[t ] = Exp[t];
y[t ] = Sin[t];y[t ] = Sin[t];y[t ] = Sin[t];

Vypočteme složenou funkci:

f [t ] = g[x[t], y[t]]f [t ] = g[x[t], y[t]]f [t ] = g[x[t], y[t]]

3e3tSin[t] + etSin[t]2

Spočteme př́ımo derivaci derf[t ] = D[f [t], t]derf[t ] = D[f [t], t]derf[t ] = D[f [t], t]

3e3tCos[t] + 9e3tSin[t] + 2etCos[t]Sin[t] + etSin[t]2

derf[0]derf[0]derf[0]

3

Zpět

. – p.15/??



Přı́klad 6.3.2

Je dána funkce g(x, y) = x2 + y2 , kde x(r, ϕ) = r cosϕ a y(r, ϕ) = r sinϕ . Vypočtěte
parciálńı derivace funkce f(r, ϕ) = g(x(r, ϕ), y(r, ϕ)) .

? Zpět

. – p.16/??



Přı́klad 6.3.2

Je dána funkce g(x, y) = x2 + y2 , kde x(r, ϕ) = r cosϕ a y(r, ϕ) = r sinϕ . Vypočtěte
parciálńı derivace funkce f(r, ϕ) = g(x(r, ϕ), y(r, ϕ)) .

Výsledek:

∂f

∂r
(r, ϕ) = 2r ,

∂f

∂ϕ
(r, ϕ) = 0 .

Zpět

. – p.16/??



Přı́klad 6.3.2

Je dána funkce g(x, y) = x2 + y2 , kde x(r, ϕ) = r cosϕ a y(r, ϕ) = r sinϕ . Vypočtěte
parciálńı derivace funkce f(r, ϕ) = g(x(r, ϕ), y(r, ϕ)) .

Návod:

∂f

∂r
=

∂g

∂x

∂x

∂r
+

∂g

∂y

∂y

∂r
,

∂f

∂ϕ
=

∂g

∂x

∂x

∂ϕ
+

∂g

∂y

∂y

∂ϕ
,

nebo vyjdeme př́ımo z rovnosti f(r, ϕ) = (x(r, ϕ))2 + (y(r, ϕ))2 .

Zpět

. – p.16/??



Přı́klad 6.3.2

Je dána funkce g(x, y) = x2 + y2 , kde x(r, ϕ) = r cosϕ a y(r, ϕ) = r sinϕ . Vypočtěte
parciálńı derivace funkce f(r, ϕ) = g(x(r, ϕ), y(r, ϕ)) .

Řešenı́:

f(r, ϕ) = g (x(r, t), y(r, t) ) = g(r cos t, r sin t)

∂f

∂r
=

∂g

∂x

∂x

∂r
+

∂g

∂y

∂y

∂r
⇒ ∂f

∂r
(r, ϕ) = 2x cosϕ + 2y sinϕ =

= 2r cosϕ cosϕ + 2r sinϕ sinϕ = 2r,

∂f

∂ϕ
=

∂g

∂x

∂x

∂ϕ
+

∂g

∂y

∂y

∂ϕ
⇒ ∂f

∂ϕ
(r, ϕ) = 2x (−r sinϕ) + 2y r cosϕ =

= 2r cosϕ (−r sinϕ) + 2r sinϕ r cosϕ = 0 .

Pro kontrolu urč́ıme př́ımo předpis složené funkce f(r, ϕ) = (r cosϕ)2 + (r sinϕ))2 = r2 .
Tedy

∂f

∂r
(r, ϕ) = 2r ,

∂f

∂ϕ
(r, ϕ) = 0 .

Zpět

. – p.16/??



Přı́klad 6.3.2

Je dána funkce g(x, y) = x2 + y2 , kde x(r, ϕ) = r cosϕ a y(r, ϕ) = r sinϕ . Vypočtěte
parciálńı derivace funkce f(r, ϕ) = g(x(r, ϕ), y(r, ϕ)) .

Maple:

Připrav́ıme formálńı vzorec derivováńı složené funkce.
r :=′ r′ : Phi :=′ Phi′ : x :=′ x′ : y :=′ y′ : tzv. vzorec řetězového derivováńı

> fr := ’gx’*’xr’ + ’gy’*’yr’;

fr := gx xr + gy yr

> fp := ’gx’*’xp’ + ’gy’*’yp’;

fp := gx xp + gy yp

Zadáme vněǰśı funkci a spoč́ıtáme parciálńı derivace

> g := xˆ2 + yˆ2;

g := x2 + y2

> gx := diff(g,x); gy := diff(g,y);

gx := 2 x

gy := 2 y

Zadáme vnitřńı funkce

> x := r*cos(Phi); y := r*sin(Phi);

x := r cos(Φ)

y := r sin(Φ)

a derivujeme každou z nich podle r a Φ

Daľśı

. – p.16/??



Přı́klad 6.3.2

Je dána funkce g(x, y) = x2 + y2 , kde x(r, ϕ) = r cosϕ a y(r, ϕ) = r sinϕ . Vypočtěte
parciálńı derivace funkce f(r, ϕ) = g(x(r, ϕ), y(r, ϕ)) .

Maple:
> xr := diff(r*cos(Phi),r); yr := diff(r*sin(Phi),r);

xr := cos(Φ)

yr := sin(Φ)

> xp := diff(r*cos(Phi),Phi); yp := diff(r*sin(Phi),Phi);

xp := −r sin(Φ)

yp := r cos(Φ)

Do vzorce pro řetězové derivováńı dosad́ıme připravené derivace

> fr := simplify(fr );

fr := 2 r

> fp := simplify(fp );

fp := 0

Nebo vypočteme př́ımo parciálńı derivace složené funkce:

> f:= (r,Phi) -> (r*cos(Phi))ˆ2 +(r*sin(Phi))ˆ2 ;

f := (r, Φ) → r2 cos(Φ)2 + r2 sin(Φ)2

> Dfr:= diff(f(r,Phi),r);

Dfr := 2 r cos(Φ)2 + 2 r sin(Φ)2

Daľśı

. – p.16/??



Přı́klad 6.3.2

Je dána funkce g(x, y) = x2 + y2 , kde x(r, ϕ) = r cosϕ a y(r, ϕ) = r sinϕ . Vypočtěte
parciálńı derivace funkce f(r, ϕ) = g(x(r, ϕ), y(r, ϕ)) .

Maple:
> simplify(Dfr );

2 r

> Dfr:= diff(f(r,Phi),Phi);

Dfr := 0

Zpět

. – p.16/??



Přı́klad 6.3.2

Je dána funkce g(x, y) = x2 + y2 , kde x(r, ϕ) = r cosϕ a y(r, ϕ) = r sinϕ . Vypočtěte
parciálńı derivace funkce f(r, ϕ) = g(x(r, ϕ), y(r, ϕ)) .

Mathematica:

g[a , b ] = a∧2 + b∧2;g[a , b ] = a∧2 + b∧2;g[a , b ] = a∧2 + b∧2;
x[r , ϕ ] = rCos[ϕ];x[r , ϕ ] = rCos[ϕ];x[r , ϕ ] = rCos[ϕ];
y[r , ϕ] = rSin[ϕ];y[r , ϕ] = rSin[ϕ];y[r , ϕ] = rSin[ϕ];

Vypočteme složenou funkci:

f [r , ϕ ] = g[x[r, ϕ], y[r, ϕ]]f [r , ϕ ] = g[x[r, ϕ], y[r, ϕ]]f [r , ϕ ] = g[x[r, ϕ], y[r, ϕ]]

r2Cos[ϕ]2 + r2Sin[ϕ]2

Spočteme př́ımo derivace

derfr[r , ϕ ] = D[f [r, ϕ], r]derfr[r , ϕ ] = D[f [r, ϕ], r]derfr[r , ϕ ] = D[f [r, ϕ], r]

2rCos[ϕ]2 + 2rSin[ϕ]2

Simplify[%]Simplify[%]Simplify[%]

2r

derfphi[r , ϕ ] = D[f [r, ϕ], ϕ]derfphi[r , ϕ ] = D[f [r, ϕ], ϕ]derfphi[r , ϕ ] = D[f [r, ϕ], ϕ]

0

Zpět

. – p.16/??



Přı́klad 6.3.3

Napǐste smı́̌senou parciálńı derivaci druhého řádu funkce f(r, s) = h(x, y) , kde
x(r, s) = r2 + s2 a y(r, s) = 5rs , h ∈ C2(R2) .

? Zpět

. – p.17/??



Přı́klad 6.3.3

Napǐste smı́̌senou parciálńı derivaci druhého řádu funkce f(r, s) = h(x, y) , kde
x(r, s) = r2 + s2 a y(r, s) = 5rs , h ∈ C2(R2) .

Výsledek:

∂2f

∂r∂s
(r, s) =

∂2f

∂s∂r
(r, s) =

= 4rs
∂2h

∂x2
(x, y) + 10(r

2
+ s

2
)
∂2h

∂x∂y
(x, y) + 25rs

∂2h

∂y2
(x, y) + 5

∂h

∂y
(x, y).

Zpět

. – p.17/??



Přı́klad 6.3.3

Napǐste smı́̌senou parciálńı derivaci druhého řádu funkce f(r, s) = h(x, y) , kde
x(r, s) = r2 + s2 a y(r, s) = 5rs , h ∈ C2(R2) .

Návod:

∂f

∂r
=

∂h

∂x

∂x

∂r
+

∂h

∂y

∂y

∂r
, parciálńı derivace 2. řádu poč́ıtáme podle vzorce

∂2f

∂r∂s
=

∂

∂s

(
∂f

∂r

)
. Smı́̌sené derivace 2. řádu jsou totožné, je-li f ∈ C2.

Zpět

. – p.17/??



Přı́klad 6.3.3

Napǐste smı́̌senou parciálńı derivaci druhého řádu funkce f(r, s) = h(x, y) , kde
x(r, s) = r2 + s2 a y(r, s) = 5rs , h ∈ C2(R2) .

Řešenı́:

f(r, s) = h (x(r, s), y(r, s) ) = h(r2 + s2, 5rs)

∂f

∂r
=

∂h

∂x

∂x

∂r
+

∂h

∂y

∂y

∂r
⇒ ∂f

∂r
(r, s) =

∂h

∂x
(x, y) 2r +

∂h

∂y
(x, y) 5s ,

∂2f

∂r∂s
(r, s) =

∂

∂s

(
∂h

∂x
(x, y)2r +

∂h

∂y
(x, y)5s

)
=

=

(
∂2h

∂x2
(x, y) 2s +

∂2h

∂x∂y
(x, y) 5r

)
2r+

(
∂2h

∂y∂x
(x, y)2s +

∂2h

∂y2
(x, y)5r

)
5s+

∂h

∂y
(x, y) 5 =

= 4rs
∂2h

∂x2
(x, y) + 10(r

2
+ s

2
)
∂2h

∂x∂y
(x, y) + 25rs

∂2h

∂y2
(x, y) + 5

∂h

∂y
(x, y) .

Zpět

. – p.17/??



Přı́klad 6.3.3

Napǐste smı́̌senou parciálńı derivaci druhého řádu funkce f(r, s) = h(x, y) , kde
x(r, s) = r2 + s2 a y(r, s) = 5rs , h ∈ C2(R2) .

Maple:

Zadáme vnitřńı funkce:
> x := rˆ2+sˆ2; y := 5*r*s;

x := r2 + s2

y := 5 r s

Zadáme formálně vněǰśı funkci

> f :=’f’: f := h(x,y);

f := h(r2 + s2, 5 r s)

Připrav́ıme si formálně požadovanou druhou derivaci

> fs := Diff(f,s): frs := Diff(fs,r);

frs := ∂2

∂r ∂s
h(r2 + s2, 5 r s)

> fs :=diff(f,s);

fs := 2D1(h)(r
2 + s2, 5 r s) s + 5D2(h)(r

2 + s2, 5 r s) r

kde D1(h) , resp. D2(h) , znamená maplovský zápis pro prvńı parciálńı derivaci podle
prvńı resp. druhé proměnné. Následuj́ıćım př́ıkazem dostaváme hledanou smı́̌senou
derivaci druhého řádu:

Daľśı

. – p.17/??



Přı́klad 6.3.3

Napǐste smı́̌senou parciálńı derivaci druhého řádu funkce f(r, s) = h(x, y) , kde
x(r, s) = r2 + s2 a y(r, s) = 5rs , h ∈ C2(R2) .

Maple:
> frs := simplify(diff(diff(f,s),r));

frs := 4 sD1, 1(h)(r
2 + s2, 5 r s) r + 10D1, 2(h)(r

2 + s2, 5 r s) s2

+ 10D1, 2(h)(r
2 + s2, 5 r s) r2 + 25 rD2, 2(h)(r

2 + s2, 5 r s) s

+ 5D2(h)(r
2 + s2, 5 r s)

kde např. D1, 2(h) znamená maplovský zápis pro smı́̌senou druhou parciálńı derivaci
funkce h .

Zpět

. – p.17/??



Přı́klad 6.3.3

Napǐste smı́̌senou parciálńı derivaci druhého řádu funkce f(r, s) = h(x, y) , kde
x(r, s) = r2 + s2 a y(r, s) = 5rs , h ∈ C2(R2) .

Mathematica:

x[r , s ] = r∧2 + s∧2;x[r , s ] = r∧2 + s∧2;x[r , s ] = r∧2 + s∧2;
y[r , s ] = 5rs;y[r , s ] = 5rs;y[r , s ] = 5rs;

Nejdř́ıve definujeme složenou funkci f

f [r , s ] = h[x[r, s], y[r, s]]f [r , s ] = h[x[r, s], y[r, s]]f [r , s ] = h[x[r, s], y[r, s]]

h
[
r2 + s2, 5rs

]

Nyńı spočteme prvńı a druhé derivace.

derfr[r , s ] = D[f [r, s], r]derfr[r , s ] = D[f [r, s], r]derfr[r , s ] = D[f [r, s], r]

5sh(0,1)
[
r2 + s2, 5rs

]
+ 2rh(1,0)

[
r2 + s2, 5rs

]

derfs[r , s ] = D[f [r, s], s]derfs[r , s ] = D[f [r, s], s]derfs[r , s ] = D[f [r, s], s]

5rh(0,1)
[
r2 + s2, 5rs

]
+ 2sh(1,0)

[
r2 + s2, 5rs

]

derfrr[r , s ] = D[f [r, s], {r, 2}]derfrr[r , s ] = D[f [r, s], {r, 2}]derfrr[r , s ] = D[f [r, s], {r, 2}]

2h(1,0)
[
r2 + s2, 5rs

]
+ 5s

(
5sh(0,2)

[
r2 + s2, 5rs

]
+ 2rh(1,1)

[
r2 + s2, 5rs

])
+

2r
(
5sh(1,1)

[
r2 + s2, 5rs

]
+ 2rh(2,0)

[
r2 + s2, 5rs

])

Daľśı

. – p.17/??



Přı́klad 6.3.3

Napǐste smı́̌senou parciálńı derivaci druhého řádu funkce f(r, s) = h(x, y) , kde
x(r, s) = r2 + s2 a y(r, s) = 5rs , h ∈ C2(R2) .

Mathematica:

derfrs[r , s ] = D[f [r, s], r, s]derfrs[r , s ] = D[f [r, s], r, s]derfrs[r , s ] = D[f [r, s], r, s]

5h(0,1)
[
r2 + s2, 5rs

]
+ 5s

(
5rh(0,2)

[
r2 + s2, 5rs

]
+ 2sh(1,1)

[
r2 + s2, 5rs

])
+

2r
(
5rh(1,1)

[
r2 + s2, 5rs

]
+ 2sh(2,0)

[
r2 + s2, 5rs

])

derfss[r , s ] = D[f [r, s], {s, 2}]derfss[r , s ] = D[f [r, s], {s, 2}]derfss[r , s ] = D[f [r, s], {s, 2}]

2h(1,0)
[
r2 + s2, 5rs

]
+ 5r

(
5rh(0,2)

[
r2 + s2, 5rs

]
+ 2sh(1,1)

[
r2 + s2, 5rs

])
+

2s
(
5rh(1,1)

[
r2 + s2, 5rs

]
+ 2sh(2,0)

[
r2 + s2, 5rs

])

Zde h(1,1) znač́ı druhou derivaci funkce h podle prvńı a podle druhé proměnné. Podobně
ostatńı symboly h(2,0), h(1,0),...

Zpět

. – p.17/??



Taylorův polynom a totálnı́ diferenciál

• Př́ıklad 6.4.1 Najděte Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = x ey , který
aproximuje funkci f v okoĺı bodu [x0, y0] = [2, 0] .

• Př́ıklad 6.4.2 Napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně pro funkci f(x, y) = sin(x2 + y2)
v bodě [x0, y0] = [1, 0] a pomoćı něho vypočtěte přibližně hodnotu f(1, 1; 0, 1) .

• Př́ıklad 6.4.3 Vypočtěte přibližnou hodnotu
1

3, 052 + 0, 05
pomoćı Taylorova

polynomu druhého stupně.

• Př́ıklad 6.4.4 Napǐste formálně totálńı diferenciál funkce: f(x, y) = y2 sinx v bodě
[x0, y0] .

• Př́ıklad 6.4.5 Vypočtěte totálńı diferenciál funkce f(x, y) =
√

9x2 + y2 v bodě [2, 8]
pro př́ır̊ustky dx = −0, 05, dy = 0, 08 .

Zpět

. – p.18/??



Přı́klad 6.4.1

Najděte Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = x ey , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu [x0, y0] = [2, 0] .

? Zpět

. – p.19/??



Přı́klad 6.4.1

Najděte Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = x ey , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu [x0, y0] = [2, 0] .

Výsledek:

T2(x, y) = x + 2y + (x − 2)y + y2.

Zpět

. – p.19/??



Přı́klad 6.4.1

Najděte Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = x ey , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu [x0, y0] = [2, 0] .

Návod:

Taylor̊uv polynom druhého stupně T2 v okoĺı bodu [x0, y0] je definovaný vztahem

T2(x, y) = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(x − x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0)+

+ 1
2!

(
∂2f

∂x2
(x0, y0)(x − x0)

2
+ 2

∂2f

∂x∂y
(x0, y0)(x − x0)(y − y0) +

∂2f

∂y2
(x0, y0)(y − y0)

2

)
.

Zpět

. – p.19/??



Přı́klad 6.4.1

Najděte Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = x ey , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu [x0, y0] = [2, 0] .

Řešenı́:

Do vzorce pro T2(x, y) dosad́ıme funkčńı hodnotu f(x0, y0) a hodnoty parciálńıch
derivaćı funkce f v bodě [x0, y0] = [2, 0] .

f(2, 0) = 2 ,

∂f

∂x
= e

y ⇒ ∂f

∂x
(2, 0) = 1 ,

∂f
∂y

= x ey ⇒ ∂f
∂y

(2, 0) = 2 ,

∂2f

∂x2 = 0 ⇒ ∂2f

∂x2 (2, 0) = 0 ,

∂2f
∂x∂y

= ey ⇒ ∂2f
∂x∂y

(2, 0) = 1 ,

∂2f

∂y2 = x ey ⇒ ∂2f

∂y2 (2, 0) = 2 .

T2(x, y) = 2+1·(x−2)+2·(y−0)+
1

2!

(
0 · (x − 2)

2
+ 2 · 1 · (x − 2)(y − 0) + 2 · (y − 0)

2
)

=

= 2 + (x − 2) + 2y + (x − 2)y + y2 = x + 2y + (x − 2)y + y2 .

Tento polynom aproximuje funkci f v okoĺı bodu [x0, y0] = [2, 0] .

Zpět
. – p.19/??



Přı́klad 6.4.1

Najděte Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = x ey , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu [x0, y0] = [2, 0] .

Maple:
> f:=(x,y)->x*exp(y);

f := (x, y) → x ey

Př́ıkaz mtaylor, narozd́ıl od př́ıkazu taylor pro funkci jedné proměnné, neobsahuje
zbytek.

> mtaylor(f(x,y),[x=2,y=0],2+1);

2 y + x + y2 + (x − 2) y

Je možno vyjádřit jednotlivé koeficienty rozvoje:
Hodnota f [x0, y0]

> coeftayl(f(x,y),[x,y]=[2,0],[0,0]);

2

Koeficient u (x − x0) (y − y0)
0

> coeftayl(f(x,y),[x,y]=[2,0],[1,0]);

1

Koeficient u (x − x0)
0 (y − y0)

> coeftayl(f(x,y),[x,y]=[2,0],[0,1]);

2

Koeficient u (x − x0)
2 (y − y0)

0

> coeftayl(f(x,y),[x,y]=[2,0],[2,0]);

0

Daľśı

. – p.19/??



Přı́klad 6.4.1

Najděte Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = x ey , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu [x0, y0] = [2, 0] .

Maple:

Koeficient u (x − x0) (y − y0)

> coeftayl(f(x,y),[x,y]=[2,0],[1,1]);

1

Koeficient u (x − x0)
0 (y − y0)

2

> coeftayl(f(x,y),[x,y]=[2,0],[0,2]);

1

Pr̊uběh funkce v okoĺı bodu [x0, y0] lze ukázat pomoćı grafu

> with(plots):plot3d(f(x,y),x=-2..6,y=-2..2,axes=framed);

–2
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x

–2
–1

0
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10
20
30
40

Daľśı

. – p.19/??



Přı́klad 6.4.1

Najděte Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = x ey , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu [x0, y0] = [2, 0] .

Maple:

Pr̊uběh aproximuj́ıćıho Taylorova polynomu v okoĺı bodu [x0, y0] lze ukázat pomoćı
grafu

> T2:=(x,y)->mtaylor(f(x,y),[x=2,y=0],2+1);

T2 := (x, y) → mtaylor(f(x, y), [x = 2, y = 0], 3)

> with(plots):plot3d(T2(x,y),x=-2..6,y=-2..2,axes=framed);

–2
0

2
4

6

x

–2
–1

0
1

2

y

0
5

10
15
20

Zpět

. – p.19/??



Přı́klad 6.4.1

Najděte Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = x ey , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu [x0, y0] = [2, 0] .

Mathematica:

f [x , y ] = xExp[y];f [x , y ] = xExp[y];f [x , y ] = xExp[y];

x0 = 2; y0 = 0;x0 = 2; y0 = 0;x0 = 2; y0 = 0;

Výpočet Taylorova polynomu:

T2[x , y ] = f [x0, y0] + Derivative[1, 0][f ][x0, y0](x − x0) + Derivative[0, 1][f ][x0, y0](y − y0)+T2[x , y ] = f [x0, y0] + Derivative[1, 0][f ][x0, y0](x − x0) + Derivative[0, 1][f ][x0, y0](y − y0)+T2[x , y ] = f [x0, y0] + Derivative[1, 0][f ][x0, y0](x − x0) + Derivative[0, 1][f ][x0, y0](y − y0)+
1/2(Derivative[2, 0][f ][x0, y0](x − x0)∧2 + 2Derivative[1, 1][f ][x0, y0](x − x0)(y − y0)+1/2(Derivative[2, 0][f ][x0, y0](x − x0)∧2 + 2Derivative[1, 1][f ][x0, y0](x − x0)(y − y0)+1/2(Derivative[2, 0][f ][x0, y0](x − x0)∧2 + 2Derivative[1, 1][f ][x0, y0](x − x0)(y − y0)+
Derivative[0, 2][f ][x0, y0](y − y0)∧2)Derivative[0, 2][f ][x0, y0](y − y0)∧2)Derivative[0, 2][f ][x0, y0](y − y0)∧2)

x + 2y + 1
2

(
2(−2 + x)y + 2y2

)

Zpět

. – p.19/??



Přı́klad 6.4.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně pro funkci f(x, y) = sin(x2 + y2) v bodě
[x0, y0] = [1, 0] a pomoćı něho vypočtěte přibližně hodnotu f(1, 1; 0, 1) .

? Zpět

. – p.20/??



Přı́klad 6.4.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně pro funkci f(x, y) = sin(x2 + y2) v bodě
[x0, y0] = [1, 0] a pomoćı něho vypočtěte přibližně hodnotu f(1, 1; 0, 1) .

Výsledek:

T2(x) = sin(1) + 2 cos(1)(x − 1) + (cos(1) − 2 sin(1))(x− 1)2 + cos(1)y2 ,

f(1, 1; 0, 1)
.
= T2(1, 1; 0, 1)

.
= 0, 943508.

Zpět

. – p.20/??



Přı́klad 6.4.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně pro funkci f(x, y) = sin(x2 + y2) v bodě
[x0, y0] = [1, 0] a pomoćı něho vypočtěte přibližně hodnotu f(1, 1; 0, 1) .

Návod:

Taylor̊uv polynom druhého stupně T2 v okoĺı bodu [x0, y0] je definovaný vztahem

T2(x, y) = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(x − x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0)+

+ 1
2!

(
∂2f

∂x2
(x0, y0)(x − x0)

2
+ 2

∂2f

∂x∂y
(x0, y0)(x − x0)(y − y0) +

∂2f

∂y2
(x0, y0)(y − y0)

2

)
.

Zpět

. – p.20/??



Přı́klad 6.4.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně pro funkci f(x, y) = sin(x2 + y2) v bodě
[x0, y0] = [1, 0] a pomoćı něho vypočtěte přibližně hodnotu f(1, 1; 0, 1) .

Řešenı́:

Do vzorce pro T2(x, y) dosad́ıme funkčńı hodnotu f(x0, y0) a hodnoty parciálńıch
derivaćı funkce f v bodě [x0, y0] = [1, 0]

f(1, 0) = sin(1) ,

∂f

∂x
= 2x cos(x

2
+ y

2
) ⇒ ∂f

∂x
(1, 0) = 2 cos(1) ,

∂f
∂y

= 2y cos(x2 + y2) ⇒ ∂f
∂y

(1, 0) = 0 ,

∂2f

∂x2 = 2 cos(x2 + y2) − 4x2 sin(x2 + y2) ⇒ ∂2f

∂x2 (1, 0) = 2 cos(1) − 4 sin(1) ,

∂2f
∂x∂y

= −4xy sin(x2 + y2) ⇒ ∂2f
∂x∂y

(1, 0) = 0 ,

∂2f

∂y2 = 2 cos(x2 + y2) − 4y2 sin(x2 + y2) ⇒ ∂2f

∂y2 (1, 0) = 2 cos(1) .

T2(x, y) = sin(1) + 2 cos(1)(x − 1) + 0 · y+

+ 1
2!

(
2(cos(1) − 2 sin(1))(x − 1)2 + 2 · 0 · (x − 1)y + 2 cos(1)y2

)
=

= sin(1) + 2 cos(1)(x − 1) + (cos(1) − 2 sin(1))(x− 1)2 + cos(1)y2.

Daľśı

. – p.20/??



Přı́klad 6.4.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně pro funkci f(x, y) = sin(x2 + y2) v bodě
[x0, y0] = [1, 0] a pomoćı něho vypočtěte přibližně hodnotu f(1, 1; 0, 1) .

Řešenı́:

Tento polynom aproximuje funkci f v okoĺı bodu [x0, y0] = [2, 0] .

Přibližnou hodnotu funkce f(1, 1; 0, 1) vypočteme dosazeńım bodu [1,1; 0,1] do
vypočteného Taylorova polynomu. Tedy

f(1, 1; 0, 1)
.
= T2(1, 1; 0, 1) =

= sin(1) + 2 cos(1)(0, 1) + (cos(1) − 2 sin(1))(0, 1)2 + cos(1)(0, 1)2
.
= 0, 943508.

Zpět

. – p.20/??



Přı́klad 6.4.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně pro funkci f(x, y) = sin(x2 + y2) v bodě
[x0, y0] = [1, 0] a pomoćı něho vypočtěte přibližně hodnotu f(1, 1; 0, 1) .

Maple:
> f:= (x,y) -> sin(xˆ2+yˆ2);

f := (x, y) → sin(x2 + y2)

> mtaylor(f(x,y),[x=1,y=0],2+1);

sin(1) + 2 cos(1) (x − 1) + (−2 sin(1) + cos(1)) (x − 1)2 + cos(1) y2

> T2:= (x,y) ->mtaylor(f(x,y),[x=1,y=0],2+1);

T2 := (x, y) → mtaylor(f(x, y), [x = 1, y = 0], 3)

Přibližnou hodnotu funkce f(1,1; 0,1) vypočteme dosazeńım bodu [1,1; 0,1] do tohoto
Taylorova polynomu.

> subs(x=1.1,y=0.1,T2(x,y));

0.98 sin(1) + 0.22 cos(1)

> simplify(%);

0.9435080724

Skutečná hodnota funkce f(1,1; 0,1) je (zaokrouhleno na 10 desetinných mı́st):

> f(1.1, 0.1);

0.9390993563

Zpět

. – p.20/??



Přı́klad 6.4.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně pro funkci f(x, y) = sin(x2 + y2) v bodě
[x0, y0] = [1, 0] a pomoćı něho vypočtěte přibližně hodnotu f(1, 1; 0, 1) .

Mathematica:

f [x , y ] = Sin[x∧2 + y∧2];f [x , y ] = Sin[x∧2 + y∧2];f [x , y ] = Sin[x∧2 + y∧2];

x0 = 1; y0 = 0;x0 = 1; y0 = 0;x0 = 1; y0 = 0;

T2[x , y ] = f [x0, y0] + Derivative[1, 0][f ][x0, y0](x − x0) + Derivative[0, 1][f ][x0, y0](y − y0)+T2[x , y ] = f [x0, y0] + Derivative[1, 0][f ][x0, y0](x − x0) + Derivative[0, 1][f ][x0, y0](y − y0)+T2[x , y ] = f [x0, y0] + Derivative[1, 0][f ][x0, y0](x − x0) + Derivative[0, 1][f ][x0, y0](y − y0)+
1/2(Derivative[2, 0][f ][x0, y0](x − x0)∧2 + 2Derivative[1, 1][f ][x0, y0](x − x0)(y − y0)+1/2(Derivative[2, 0][f ][x0, y0](x − x0)∧2 + 2Derivative[1, 1][f ][x0, y0](x − x0)(y − y0)+1/2(Derivative[2, 0][f ][x0, y0](x − x0)∧2 + 2Derivative[1, 1][f ][x0, y0](x − x0)(y − y0)+
Derivative[0, 2][f ][x0, y0](y − y0)∧2)Derivative[0, 2][f ][x0, y0](y − y0)∧2)Derivative[0, 2][f ][x0, y0](y − y0)∧2)

2(−1 + x)Cos[1] + 1
2

(
2y2Cos[1] + (−1 + x)2(2Cos[1] − 4Sin[1])

)
+ Sin[1]

Přibližnou hodnotu funkce f(1,1; 0,1) vypočteme dosazeńım bodu [1,1; 0,1] do tohoto
Taylorova polynomu.

T2[1.1, 0.1]T2[1.1, 0.1]T2[1.1, 0.1]

0.943508

Skutečná hodnota funkce f(1,1; 0,1) je (zaokrouhleno na 6 desetinných mı́st):

f [1.1, 0.1]f [1.1, 0.1]f [1.1, 0.1]

0.939099

Zpět

. – p.20/??



Přı́klad 6.4.3

Vypočtěte přibližnou hodnotu
1

3, 052 + 0, 05
pomoćı Taylorova polynomu druhého

stupně.

? Zpět

. – p.21/??



Přı́klad 6.4.3

Vypočtěte přibližnou hodnotu
1

3, 052 + 0, 05
pomoćı Taylorova polynomu druhého

stupně.

Výsledek:

T2(x) =
1

9
− 2

27
(x − 3) − 1

81
y +

1

27
(x − 3)

2
+

4

243
(x − 3)y +

1

729
y
2
,

1

3, 052 + 0, 05

.
= T2(3, 05; 0, 05)

.
= 0, 106927.

Zpět

. – p.21/??



Přı́klad 6.4.3

Vypočtěte přibližnou hodnotu
1

3, 052 + 0, 05
pomoćı Taylorova polynomu druhého

stupně.

Návod:

Taylor̊uv polynom druhého stupně T2 v okoĺı bodu [x0, y0] je definovaný vztahem

T2(x, y) = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(x − x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0)+

+ 1
2!

(
∂2f

∂x2
(x0, y0)(x − x0)

2
+ 2

∂2f

∂x∂y
(x0, y0)(x − x0)(y − y0) +

∂2f

∂y2
(x0, y0)(y − y0)

2

)
.

Zpět

. – p.21/??



Přı́klad 6.4.3

Vypočtěte přibližnou hodnotu
1

3, 052 + 0, 05
pomoćı Taylorova polynomu druhého

stupně.

Řešenı́:

Polož́ıme f(x, y) =
1

x2 + y
a zvoĺıme bod [x0, y0] = [3, 0] . Do vzorce pro T2(x, y)

dosad́ıme funkčńı hodnotu f(x0, y0) a hodnoty parciálńıch derivaćı funkce f v bodě
[x0, y0] = [3, 0]

f(3, 0) =
1

9
,

∂f

∂x
=

−2x

(x2 + y)2
⇒ ∂f

∂x
(3, 0) =

−2

27
,

∂f
∂y

= −1

(x2+y)2
⇒ ∂f

∂y
(3, 0) = −1

81 ,

∂2f

∂x2 = 8x(x2+y)−2(x2+y)

(x2+y)4
= 8x2

(x2+y)3
− 2

(x2+y)2
⇒ ∂2f

∂x2 (3, 0) = 2
27 ,

∂2f
∂x∂y

= 4x
(x2+y)3

⇒ ∂2f
∂x∂y

(3, 0) = 4
243 ,

∂2f

∂y2 = 2
(x2+y)3

⇒ ∂2f

∂y2 (3, 0) = 2
729 .

Daľśı

. – p.21/??



Přı́klad 6.4.3

Vypočtěte přibližnou hodnotu
1

3, 052 + 0, 05
pomoćı Taylorova polynomu druhého

stupně.

Řešenı́:

T2(x, y) =
1

9
− 2

27
(x − 3) − 1

81
y +

1

27
(x − 3)

2
+

4

243
(x − 3)y +

1

729
y
2
.

Přibližnou hodnotu f(3, 05; 0, 05) vypočteme dosazeńım bodu [3,05; 0,05] do vypočteného
Taylorova polynomu. Tedy

f(3, 05; 0, 05)
.
= T2(3, 05; 0, 05) =

=
1

9
− 2

27
0, 05 − 1

81
0, 05 +

1

27
(0, 05)

2
+

4

243
0, 05 · 0, 05 +

1

729
(0, 05)

2 .
= 0, 106927 .

Zpět

. – p.21/??



Přı́klad 6.4.3

Vypočtěte přibližnou hodnotu
1

3, 052 + 0, 05
pomoćı Taylorova polynomu druhého

stupně.

Maple:

Zvoĺıme bod [3,0] a funkci f

> f:=(x,y)->1/(xˆ2+y);

f := (x, y) → 1

x2 + y
Ověř́ıme správnost vypočtených parciálńıch derivaćı:

> fx:= diff(f(x,y),x) ;

fx := − 2 x

(x2 + y)2

> fy:= diff(f(x,y),y) ;

fy := − 1

(x2 + y)2

> fxx:= diff(f(x,y),x$2);

fxx :=
8 x2

(x2 + y)3
− 2

(x2 + y)2

> fyy:= diff(f(x,y),y$2);

fyy :=
2

(x2 + y)3

Daľśı

. – p.21/??



Přı́klad 6.4.3

Vypočtěte přibližnou hodnotu
1

3, 052 + 0, 05
pomoćı Taylorova polynomu druhého

stupně.

Maple:
> fxy:= diff(f(x,y),x,y);

fxy :=
4 x

(x2 + y)3

Taylor̊uv polynom v bodě [3,0] vypočteme př́ımo př́ıkazem:

> mtaylor(f(x,y),[x=3,y=0],2+1);

1

3
− 2 x

27
− y

81
+

(x − 3)2

27
+

4 (x − 3) y

243
+

y2

729
> T2:= (x,y) ->mtaylor(f(x,y),[x=3,y=0],2+1);

T2 := (x, y) → mtaylor(f(x, y), [x = 3, y = 0], 3)

Přibližnou hodnotu funkce f(3,05; 0,05) vypočteme dosazeńım bodu [3,05; 0.05] do
tohoto Taylorova polynomu.

> subs(x=3.05,y=0.05,T2(x,y));

0.1069272977

Skutečná hodnota funkce f(3,05; 0,05) je (zaokrouhleno na 10 desetinných mı́st):

> f(3.05, 0.05);

0.1069232825

Zpět

. – p.21/??



Přı́klad 6.4.3

Vypočtěte přibližnou hodnotu
1

3, 052 + 0, 05
pomoćı Taylorova polynomu druhého

stupně.

Mathematica:

Zvoĺıme bod [3,0] a funkci f(x, y) = 1
x2+y

f [x , y ] = 1/(x∧2 + y);f [x , y ] = 1/(x∧2 + y);f [x , y ] = 1/(x∧2 + y);

x0 = 3; y0 = 0;x0 = 3; y0 = 0;x0 = 3; y0 = 0;

Výpočet Taylorova polynomu:

T2[x , y ] = f [x0, y0] + Derivative[1, 0][f ][x0, y0](x − x0) + Derivative[0, 1][f ][x0, y0](y − y0)+T2[x , y ] = f [x0, y0] + Derivative[1, 0][f ][x0, y0](x − x0) + Derivative[0, 1][f ][x0, y0](y − y0)+T2[x , y ] = f [x0, y0] + Derivative[1, 0][f ][x0, y0](x − x0) + Derivative[0, 1][f ][x0, y0](y − y0)+
1/2(Derivative[2, 0][f ][x0, y0](x − x0)∧2 + 2Derivative[1, 1][f ][x0, y0](x − x0)(y − y0)+1/2(Derivative[2, 0][f ][x0, y0](x − x0)∧2 + 2Derivative[1, 1][f ][x0, y0](x − x0)(y − y0)+1/2(Derivative[2, 0][f ][x0, y0](x − x0)∧2 + 2Derivative[1, 1][f ][x0, y0](x − x0)(y − y0)+
Derivative[0, 2][f ][x0, y0](y − y0)∧2)Derivative[0, 2][f ][x0, y0](y − y0)∧2)Derivative[0, 2][f ][x0, y0](y − y0)∧2)

1
9 − 2

27 (−3 + x) − y
81 + 1

2

(
2
27 (−3 + x)2 + 8

243 (−3 + x)y + 2y2

729

)

Přibližnou hodnotu 1
(3.05)2+0.05

vypočteme dosazeńım bodu [3,05; 0,05] do Taylorova

polynomu.

T2[3.05, 0.05]T2[3.05, 0.05]T2[3.05, 0.05]

0.106927

Skutečná hodnota:

f [3.05, 0.05]f [3.05, 0.05]f [3.05, 0.05]

0.106923

Zpět

. – p.21/??



Přı́klad 6.4.4

Napǐste formálně totálńı diferenciál funkce: f(x, y) = y2 sinx v bodě [x0, y0] .

? Zpět

. – p.22/??



Přı́klad 6.4.4

Napǐste formálně totálńı diferenciál funkce: f(x, y) = y2 sinx v bodě [x0, y0] .

Výsledek:

df(x0, y0) = y2
0 cos x0 dx + 2y0 sinx0 dy .

Zpět

. – p.22/??



Přı́klad 6.4.4

Napǐste formálně totálńı diferenciál funkce: f(x, y) = y2 sinx v bodě [x0, y0] .

Návod:

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy .

Zpět

. – p.22/??



Přı́klad 6.4.4

Napǐste formálně totálńı diferenciál funkce: f(x, y) = y2 sinx v bodě [x0, y0] .

Řešenı́:

Protože
∂f

∂x
= y2 cos x ,

∂f

∂y
= 2y sin x ,

je df(x0, y0) = y2
0 cos x0 dx + 2y0 sinx0 dy .

Zpět

. – p.22/??



Přı́klad 6.4.4

Napǐste formálně totálńı diferenciál funkce: f(x, y) = y2 sinx v bodě [x0, y0] .

Maple:
> f:= (x,y) -> yˆ2*sin(x);

f := (x, y) → y2 sin(x)

> ’df’ = ’fx’*dx + ’fy’*dy ;

df = fx dx + fy dy

Vyjádř́ıme parciálńı derivace a dosad́ıme do nich bod [x0, y0] .

> fx :=subs({x=x0,y=y0},diff(f(x,y),x));

fx := y02 cos(x0)

> fy :=subs({x=x0,y=y0},diff(f(x,y),y));
fy := 2 y0 sin(x0)

Totálńı diferenciál je výraz

> df := fx*dx+fy*dy;

df := y02 cos(x0) dx + 2 y0 sin(x0) dy

Zpět

. – p.22/??



Přı́klad 6.4.4

Napǐste formálně totálńı diferenciál funkce: f(x, y) = y2 sinx v bodě [x0, y0] .

Mathematica:

f [x , y ] = y∧2Sin[x];f [x , y ] = y∧2Sin[x];f [x , y ] = y∧2Sin[x];

Výpočet totálńıho diferenciálu:

df = Derivative[1, 0][f ][x0, y0]dx+df = Derivative[1, 0][f ][x0, y0]dx+df = Derivative[1, 0][f ][x0, y0]dx+Derivative[0, 1][f ][x0, y0]dyDerivative[0, 1][f ][x0, y0]dyDerivative[0, 1][f ][x0, y0]dy

dxy02Cos[x0] + 2dyy0Sin[x0]

Výpočet pomoćı funkce Dt[f] pro výpočet totálńıho diferenciálu:

Dt[f [x, y]]/.{x → x0, y → y0}Dt[f [x, y]]/.{x → x0, y → y0}Dt[f [x, y]]/.{x → x0, y → y0}
y02Cos[x0]Dt[x0] + 2y0Dt[y0]Sin[x0]

Dt[x0] znač́ı dx a Dt[y0] znač́ı dy

Zpět

. – p.22/??



Přı́klad 6.4.5

Vypočtěte totálńı diferenciál funkce f(x, y) =
√

9x2 + y2 v bodě [2, 8] pro př́ır̊ustky
dx = −0, 05, dy = 0, 08 .

? Zpět

. – p.23/??



Přı́klad 6.4.5

Vypočtěte totálńı diferenciál funkce f(x, y) =
√

9x2 + y2 v bodě [2, 8] pro př́ır̊ustky
dx = −0, 05, dy = 0, 08 .

Výsledek:

df(2, 8) = −0, 026 .

Zpět

. – p.23/??



Přı́klad 6.4.5

Vypočtěte totálńı diferenciál funkce f(x, y) =
√

9x2 + y2 v bodě [2, 8] pro př́ır̊ustky
dx = −0, 05, dy = 0, 08 .

Návod:

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy .

Zpět

. – p.23/??



Přı́klad 6.4.5

Vypočtěte totálńı diferenciál funkce f(x, y) =
√

9x2 + y2 v bodě [2, 8] pro př́ır̊ustky
dx = −0, 05, dy = 0, 08 .

Řešenı́:

Protože

∂f

∂x
=

9x
√

9x2 + y2
⇒ ∂f

∂x
(2, 8) =

18

10
= 1, 8 ,

∂f
∂y

= y√
9x2+y2

⇒ ∂f
∂y

(2, 8) = 8
10 = 0, 8

je df(2, 8) = 1, 8 dx + 0, 8 dy = 1, 8 · (−0, 05) + 0, 8 · 0, 08 = −0, 026 .

Zpět

. – p.23/??



Přı́klad 6.4.5

Vypočtěte totálńı diferenciál funkce f(x, y) =
√

9x2 + y2 v bodě [2, 8] pro př́ır̊ustky
dx = −0, 05, dy = 0, 08 .

Maple:
> f := (x,y) -> sqrt(9*xˆ2+yˆ2);

f := (x, y) →
√

9 x2 + y2

Naṕı̌seme formálně totálńı diferenciál funkce

> ’df’ = ’fx’*dx + ’fy’*dy ;

df = fx dx + fy dy

a dosad́ıme

> fx :=subs({x=2,y=8},diff(f(x,y),x));

fx :=
9
√
100

50
> fy :=subs({x=2,y=8},diff(f(x,y),y));

fy :=
2
√
100

25
> dx := -0.05; dy := 0.08;

dx := −0.05

dy := 0.08

Totálńı diferenciál je výraz

> df := fx*dx+fy*dy;

df := −0.002600000000
√
100

Daľśı

. – p.23/??



Přı́klad 6.4.5

Vypočtěte totálńı diferenciál funkce f(x, y) =
√

9x2 + y2 v bodě [2, 8] pro př́ır̊ustky
dx = −0, 05, dy = 0, 08 .

Maple:
> simplify(%);

−0.02600000000

Zpět

. – p.23/??



Přı́klad 6.4.5

Vypočtěte totálńı diferenciál funkce f(x, y) =
√

9x2 + y2 v bodě [2, 8] pro př́ır̊ustky
dx = −0, 05, dy = 0, 08 .

Mathematica:

f [x , y ] = Sqrt[9x∧2 + y∧2];f [x , y ] = Sqrt[9x∧2 + y∧2];f [x , y ] = Sqrt[9x∧2 + y∧2];

Výpočet totálńıho diferenciálu:

df = Derivative[1, 0][f ][x0, y0]dx+df = Derivative[1, 0][f ][x0, y0]dx+df = Derivative[1, 0][f ][x0, y0]dx+Derivative[0, 1][f ][x0, y0]dyDerivative[0, 1][f ][x0, y0]dyDerivative[0, 1][f ][x0, y0]dy

9dx x0√
9x02+y02

+ dy y0√
9x02+y02

Dosazeńı za x0, y0, x, y :

df/.{x0 → 2, y0 → 8, dx → −0.05,dy → 0.08}df/.{x0 → 2, y0 → 8, dx → −0.05,dy → 0.08}df/.{x0 → 2, y0 → 8, dx → −0.05,dy → 0.08}
−0.026

Zpět

. – p.23/??



Newtonova metoda

• Př́ıklad 6.5.1 Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy
nelineárńıch rovnic
x2 + y2 = 1 , sinx = y .
Pro výpočet kořene ve III. kvadrantu zvolte nultou aproximaci x0 = −1 , y0 = −1 .

• Př́ıklad 6.5.2 Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy
nelineárńıch rovnic

x − y2 − 1 = 0
2x

2 − y = 0 .

Pro výpočet kořene zvolte nultou aproximaci
[
1
2 , 1

2

]
.

Zpět

. – p.24/??



Přı́klad 6.5.1

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic
x2 + y2 = 1 , sin x = y .
Pro výpočet kořene ve III. kvadrantu zvolte nultou aproximaci x0 = −1 , y0 = −1 .

? Zpět

. – p.25/??



Přı́klad 6.5.1

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic
x2 + y2 = 1 , sin x = y .
Pro výpočet kořene ve III. kvadrantu zvolte nultou aproximaci x0 = −1 , y0 = −1 .

Výsledek:

Soustava má dvě řešeńı X , X̃ . Prvńı aproximace řešeńı soustavy ve III. kvadrantu je
X1

.
= [−0, 778309;−0, 721691] . Po dvou daľśıch iteraćıch provedených v Maplu (lze

rovněž pomoćı př́ıkazu fsolve) lze výsledek

X
.
= [−0, 739085;−0, 673612] , X̃

.
= [0, 739085; 0, 673612] .

pokládat za řešeńı soustavy.

Zpět

. – p.25/??



Přı́klad 6.5.1

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic
x2 + y2 = 1 , sin x = y .
Pro výpočet kořene ve III. kvadrantu zvolte nultou aproximaci x0 = −1 , y0 = −1 .

Návod:

Necht’ je dána soustava rovnic

f1(x, y) = 0

f2(x, y) = 0 .

Ze soustavy lineárńıch algebraických rovnic




∂f1
∂x

(X0)
∂f1
∂y

(X0)

∂f2
∂x

(X0)
∂f2
∂y

(X0)







∆x

∆y


 = −




f1(X0)

f2(X0)


 ,

kde X0 = [x0, y0] je počátečńı ”přibĺıžeńı”, vypoč́ıtáme ∆X = [∆x ,∆y ] . Potom
X1 = X0 + ∆X je prvńı daľśı přibĺıžeńı soustavy nelineárńıch rovnic.

Zpět

. – p.25/??



Přı́klad 6.5.1

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic
x2 + y2 = 1 , sin x = y .
Pro výpočet kořene ve III. kvadrantu zvolte nultou aproximaci x0 = −1 , y0 = −1 .

Řešenı́:

Z grafického znázorněńı (v Maplu) je zřejmé, že má soustava dvě řešeńı navzájem
symetrická v̊uči počátku.
Je zadáno počátečńı přibĺıžeńı X0 = [−1,−1] k řešeńı soustavy ve III. kvadrantu.
Přeṕı̌seme soustavu a řeš́ıme Newtonovou metodou

x
2
+ y

2 − 1 = 0

y − sinx = 0 ,




2x0 2y0

− cos x0 1







∆x

∆y


 = −




x2
0 + y2

0 − 1

y0 − sinx0


 .

Tedy 


−2 −2

− cos(−1) 1







∆x

∆y


 =




−1

1 + sin(−1)


 .

Řeš́ıme-li soustavu lineárńıch algebraických rovnic dostáváme



∆x

∆y


 .

=




0, 221691

0, 278309


 ,

Daľśı

. – p.25/??



Přı́klad 6.5.1

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic
x2 + y2 = 1 , sin x = y .
Pro výpočet kořene ve III. kvadrantu zvolte nultou aproximaci x0 = −1 , y0 = −1 .

Řešenı́:

tedy aproximace prvńıho kořene je X1

.
= [−0, 778309;−0, 721691] .

Odvod́ıme aproximaci druhého kořene, tedy [0, 778309; 0, 721691] , nebo tento kořen
spoč́ıtáme Newtonovou metodou při zadáńı počátečńıho přibĺıžeńı [1, 1] .

Zpět

. – p.25/??



Přı́klad 6.5.1

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic
x2 + y2 = 1 , sin x = y .
Pro výpočet kořene ve III. kvadrantu zvolte nultou aproximaci x0 = −1 , y0 = −1 .

Maple:
> with(linalg):

> f1:= xˆ2 + yˆ2 - 1;

f1 := x2 + y2 − 1

> f2:=y - sin(x);

f2 := y − sin(x)

Obě funkce znázorńıme graficky.

> plots[implicitplot]({f1=0,f2=0},x=-2..2,y=-2.5..2.5);

–1

–0.5

0.5

1

y

–2 –1 1 2x

Úloha má 2 řešeńı symetrické podle počátku.

Daľśı

. – p.25/??



Přı́klad 6.5.1

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic
x2 + y2 = 1 , sin x = y .
Pro výpočet kořene ve III. kvadrantu zvolte nultou aproximaci x0 = −1 , y0 = −1 .

Maple:
> f := vector([f1,f2]);

f := [x2 + y2 − 1, y − sin(x)]

Vypočtěme matici parciálnich derivaćı vektorové funkce f.

> Df := jacobian(f,[x,y]);

Df :=

[
2 x 2 y

−cos(x) 1

]

Pro výpočet jednoho ze dvou kořen̊u ve III. kvadrantu zvolme nultou aproximaci [-1,-1].

> Aprox[0]:=[-1.0,-1.0];

Aprox0 := [−1.0, −1.0]

> J[0]:=subs(x=Aprox[0][1],y=Aprox[0][2],evalm(Df));

J0 :=

[
−2.0 −2.0

−cos(−1.0) 1

]

> F[0]:=subs(x=Aprox[0][1],y=Aprox[0][2],evalm(f));

F0 := [1.00, −1.0 − sin(−1.0)]

Daľśı

. – p.25/??



Přı́klad 6.5.1

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic
x2 + y2 = 1 , sin x = y .
Pro výpočet kořene ve III. kvadrantu zvolte nultou aproximaci x0 = −1 , y0 = −1 .

Maple:

Řeš́ıme soustavu lineárńıch algebraických rovnic

> DX:=linsolve(J[0],-F[0]);

DX := [0.2216908872, 0.2783091128]

> Aprox[1]:=evalm(Aprox[0]+DX);

Aprox1 := [−0.7783091128, −0.7216908872]

Pomoćı Maplu uděláme ještě několik ( nmax ) daľśıch aproximaćı, (zvoĺıme nmax = 2).

> nmax:=2;

nmax := 2

> for n from 1 to nmax do

> J[n]:=subs(x=Aprox[n][1],y=Aprox[n][2],evalm(Df));

> F[n]:=subs(x=Aprox[n][1],y=Aprox[n][2],evalm(f));

> DX:=linsolve(J[n],-F[n]);

> Aprox[n+1]:= evalm(Aprox[n]+DX);

> end do;

Daľśı

. – p.25/??



Přı́klad 6.5.1

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic
x2 + y2 = 1 , sin x = y .
Pro výpočet kořene ve III. kvadrantu zvolte nultou aproximaci x0 = −1 , y0 = −1 .

Maple:

J1 :=

[
−1.556618226 −1.443381774

−cos(−0.7783091128) 1

]

F1 := [0.1266028118, −0.7216908872− sin(−0.7783091128)]

DX := [0.03803185367, 0.04669709457]

Aprox2 := [−0.7402772591, −0.6749937926]

J2 :=

[
−1.480554518 −1.349987585

−cos(−0.7402772591) 1

]

F2 := [0.0036270403, −0.6749937926− sin(−0.7402772591)]

DX := [0.001191042484, 0.001380484524]

Aprox3 := [−0.7390862166, −0.6736133081]

Druhý kořen I. kvadrantu je symetrický podle počátku. Ověř́ıme ho výpočtem př́ımo
pomoćı př́ıkazu fsolve:

> koren2:=fsolve({f1,f2},{x=1,y=1});
koren2 := {x = 0.7390851332, y = 0.6736120292}

Zpět

. – p.25/??



Přı́klad 6.5.1

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic
x2 + y2 = 1 , sin x = y .
Pro výpočet kořene ve III. kvadrantu zvolte nultou aproximaci x0 = −1 , y0 = −1 .

Mathematica:

f1[x , y ] = x∧2 + y∧2 − 1;f1[x , y ] = x∧2 + y∧2 − 1;f1[x , y ] = x∧2 + y∧2 − 1;f2[x , y ] = Sin[x] − y;f2[x , y ] = Sin[x] − y;f2[x , y ] = Sin[x] − y;

<< Graphics̀̀̀ImplicitPlot̀̀̀<< Graphics̀̀̀ImplicitPlot̀̀̀<< Graphics̀̀̀ImplicitPlot̀̀̀

ImplicitPlot[{f1[x, y] == 0, f2[x, y] == 0}, {x,−2, 2}];ImplicitPlot[{f1[x, y] == 0, f2[x, y] == 0}, {x,−2, 2}];ImplicitPlot[{f1[x, y] == 0, f2[x, y] == 0}, {x,−2, 2}];

-2 -1 1 2

-1

-0.5

0.5

1

Z grafického znázorněńı vyplývá, že soustava má dvě řešeńı.

Jacobf = Outer[D, {f1[x, y], f2[x, y]}, {x, y}]Jacobf = Outer[D, {f1[x, y], f2[x, y]}, {x, y}]Jacobf = Outer[D, {f1[x, y], f2[x, y]}, {x, y}]
{{2x, 2y}, {Cos[x],−1}}
F [x , y ] = {f1[x, y], f2[x, y]};F [x , y ] = {f1[x, y], f2[x, y]};F [x , y ] = {f1[x, y], f2[x, y]};

Daľśı

. – p.25/??



Přı́klad 6.5.1

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic
x2 + y2 = 1 , sin x = y .
Pro výpočet kořene ve III. kvadrantu zvolte nultou aproximaci x0 = −1 , y0 = −1 .

Mathematica:

x0 = −1; y0 = 0;x0 = −1; y0 = 0;x0 = −1; y0 = 0;

reseni = {{’’i’’, ’’xi’’, ’’yi’’}, {0, x0, y0}};reseni = {{’’i’’, ’’xi’’, ’’yi’’}, {0, x0, y0}};reseni = {{’’i’’, ’’xi’’, ’’yi’’}, {0, x0, y0}};
nmax = 2;nmax = 2;nmax = 2;

Program pro výpočet řešeńı pomoćı Newtonovy metody:

For[i = 1, i ≤ nmax,For[i = 1, i ≤ nmax,For[i = 1, i ≤ nmax,{dX = LinearSolve[N [Jacobf/.{x → x0, y → y0}],{dX = LinearSolve[N [Jacobf/.{x → x0, y → y0}],{dX = LinearSolve[N [Jacobf/.{x → x0, y → y0}],
N [−F [x0, y0]]];N [−F [x0, y0]]];N [−F [x0, y0]]];x1 = N [x0 + dX[[1]]]; y1 = N [y0 + dX[[2]]];x1 = N [x0 + dX[[1]]]; y1 = N [y0 + dX[[2]]];x1 = N [x0 + dX[[1]]]; y1 = N [y0 + dX[[2]]];
reseni = Join[reseni, {{i, x1, y1}}]; x0 = x1;reseni = Join[reseni, {{i, x1, y1}}]; x0 = x1;reseni = Join[reseni, {{i, x1, y1}}]; x0 = x1;y0 = y1; i = i + 1}]y0 = y1; i = i + 1}]y0 = y1; i = i + 1}]

Řešeńı:

MatrixForm[reseni]MatrixForm[reseni]MatrixForm[reseni]



i ξ yi

0 −1 0

1 −1. −0.841471

2 −0.756617 −0.709971




Zpět

. – p.25/??



Přı́klad 6.5.2

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic

x − y
2 − 1 = 0

2x
2 − y = 0 .

Pro výpočet kořene zvolte nultou aproximaci
[
1
2 , 1

2

]
.

? Zpět

. – p.26/??



Přı́klad 6.5.2

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic

x − y
2 − 1 = 0

2x
2 − y = 0 .

Pro výpočet kořene zvolte nultou aproximaci
[
1
2 , 1

2

]
.

Výsledek:

Prvńı ”aproximace”řešeńı soustavy je X1

.
=

[
−1

4
, −1

]
. Soustava však nemá řešeńı (viz

grafické znázorněńı). Po několika daľśıch iteraćıch metody provedených v Maplu je
zřejmé, že proces nekonverguje.

Zpět

. – p.26/??



Přı́klad 6.5.2

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic

x − y
2 − 1 = 0

2x
2 − y = 0 .

Pro výpočet kořene zvolte nultou aproximaci
[
1
2 , 1

2

]
.

Návod:

Necht’ je dána soustava rovnic

f1(x, y) = 0

f2(x, y) = 0 .

Ze soustavy lineárńıch algebraických rovnic




∂f1
∂x

(X0)
∂f1
∂y

(X0)

∂f2
∂x

(X0)
∂f2
∂y

(X0)







∆x

∆y


 = −




f1(X0)

f2(X0)


 ,

kde X0 = [x0, y0] je počátečńı přibĺıžeńı, vypoč́ıtáme ∆X = [∆x ,∆y] . Potom
X1 = X0 + ∆X je prvńı daľśı přibĺıžeńı soustavy nelineárńıch rovnic.

Zpět

. – p.26/??



Přı́klad 6.5.2

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic

x − y
2 − 1 = 0

2x
2 − y = 0 .

Pro výpočet kořene zvolte nultou aproximaci
[
1
2 , 1

2

]
.

Řešenı́:

Z grafického znázorněńı je zřejmé, že soustava nemá řešeńı.
Zkuśıme však přesto (jen formálně) vypoč́ıtat z počátečńıho zadaného přibĺıžeńı
X0 =

[
1
2 , 1

2

]
prvńı daľśı přibĺıžeńı Newtonovou metodou.




1 −2y0

4x0 −1







∆x

∆y


 = −




x0 − y2
0 − 1

2x2
0 − y0


 .

Tedy 


1 −1

2 −1







∆x

∆y


 =




3
4

0


 .

Řeš́ıme-li soustavu lineárńıch algebraických rovnic dostáváme



∆x

∆y


 =




− 3
4

− 3
2


 .

Daľśı

. – p.26/??



Přı́klad 6.5.2

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic

x − y
2 − 1 = 0

2x
2 − y = 0 .

Pro výpočet kořene zvolte nultou aproximaci
[
1
2 , 1

2

]
.

Řešenı́:

Tedy prvńı ”aproximace”kořene je X1 = [−1

4
,−1] , ačkoli tento výpočet neměl jiný

smysl než pouze procvičit Newtonovu metodu.

Zpět

. – p.26/??



Přı́klad 6.5.2

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic

x − y
2 − 1 = 0

2x
2 − y = 0 .

Pro výpočet kořene zvolte nultou aproximaci
[
1
2 , 1

2

]
.

Maple:
> with(linalg):

> f1:=x-yˆ2-1;

f1 := x − y2 − 1

> f2:=2*xˆ2-y;

f2 := 2 x2 − y

Z grafického znázorněńı je zřejmé, že soustava nemá řešeńı.

> plots[implicitplot]({f1=0,f2=0},x=-2..2,y=-2..2);

–1

–0.5

0

0.5

1

1.5

2

y

–1 –0.5 0.5 1 1.5 2x

Daľśı

. – p.26/??



Přı́klad 6.5.2

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic

x − y
2 − 1 = 0

2x
2 − y = 0 .

Pro výpočet kořene zvolte nultou aproximaci
[
1
2 , 1

2

]
.

Maple:

Neexistuj́ıćı kořen soustavy přesto ”aproximujeme”pomoćı Newtonovy metody.

> f := vector([f1,f2]);

f := [x − y2 − 1, 2 x2 − y]

Vypočtěme matici parciálnich derivaćı vektorové funkce f.

> Df := jacobian(f,[x,y]);

Df :=

[
1 −2 y

4 x −1

]

Zvoĺıme nultou aproximaci [0,5;0,5]

> Aprox[0]:=[0.5,0.5];

Aprox0 := [0.5, 0.5]

> J[0]:=subs(x=Aprox[0][1],y=Aprox[0][2],evalm(Df));

J0 :=

[
1 −1.0

2.0 −1

]

Daľśı

. – p.26/??



Přı́klad 6.5.2

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic

x − y
2 − 1 = 0

2x
2 − y = 0 .

Pro výpočet kořene zvolte nultou aproximaci
[
1
2 , 1

2

]
.

Maple:
> F[0]:=subs(x=Aprox[0][1],y=Aprox[0][2],evalm(f));

F0 := [−0.75, 0.]

Řeš́ıme soustavu lineárńıch algebraických rovnic:

> DX:=linsolve(J[0],-F[0]);

DX := [−0.7500000000, −1.500000000]

> Aprox[1]:=evalm(Aprox[0]+DX);

Aprox1 := [−0.2500000000, −1.000000000]

Udělejme nmax daľśıch aproximaćı, (zvolime nmax = 4).

> nmax:=4;

nmax := 4

> for n from 1 to nmax do

> J[n]:=subs(x=Aprox[n][1],y=Aprox[n][2],evalm(Df)):

> F[n]:=subs(x=Aprox[n][1],y=Aprox[n][2],evalm(f)):;

> DX:=linsolve(J[n],-F[n]):

> Aprox[n+1]:= evalm(Aprox[n]+DX);

> end do;
Daľśı

. – p.26/??



Přı́klad 6.5.2

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic

x − y
2 − 1 = 0

2x
2 − y = 0 .

Pro výpočet kořene zvolte nultou aproximaci
[
1
2 , 1

2

]
.

Maple:

Aprox2 := [−0.2500000000, 0.125000000]

Aprox3 := [0.7625000000, −0.887500000]

Aprox4 := [0.3549149777, −0.0803218179]

Aprox5 := [0.8419945324, 0.9434166001]

Vid́ıme, že hodnoty složek vektoru DX, ani při volbě nmax=4 , nekonverguj́ı k 0.

Zpět

. – p.26/??



Přı́klad 6.5.2

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic

x − y
2 − 1 = 0

2x
2 − y = 0 .

Pro výpočet kořene zvolte nultou aproximaci
[
1
2 , 1

2

]
.

Mathematica:

f1[x , y ] = x − y∧2 − 1;f1[x , y ] = x − y∧2 − 1;f1[x , y ] = x − y∧2 − 1;f2[x , y ] = 2x∧2 − y;f2[x , y ] = 2x∧2 − y;f2[x , y ] = 2x∧2 − y;

<< Graphics̀̀̀ImplicitPlot̀̀̀<< Graphics̀̀̀ImplicitPlot̀̀̀<< Graphics̀̀̀ImplicitPlot̀̀̀

ImplicitPlot[{f1[x, y] == 0, f2[x, y] == 0}, {x,−2, 2},ImplicitPlot[{f1[x, y] == 0, f2[x, y] == 0}, {x,−2, 2},ImplicitPlot[{f1[x, y] == 0, f2[x, y] == 0}, {x,−2, 2},PlotRange → {−1, 2}];PlotRange → {−1, 2}];PlotRange → {−1, 2}];

-2 -1 1 2

-1

-0.5

0.5

1

1.5

2

Z grafického znázorněńı vyplývá, že soustava nemá řešeńı.
Přesto můžeme zkusit použ́ıt Newtonovu metodu.

Daľśı

. – p.26/??



Přı́klad 6.5.2

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic

x − y
2 − 1 = 0

2x
2 − y = 0 .

Pro výpočet kořene zvolte nultou aproximaci
[
1
2 , 1

2

]
.

Mathematica:

Jacobf = Outer[D, {f1[x, y], f2[x, y]}, {x, y}]Jacobf = Outer[D, {f1[x, y], f2[x, y]}, {x, y}]Jacobf = Outer[D, {f1[x, y], f2[x, y]}, {x, y}]
{{1,−2y}, {4x,−1}}
F [x , y ] = {f1[x, y], f2[x, y]};F [x , y ] = {f1[x, y], f2[x, y]};F [x , y ] = {f1[x, y], f2[x, y]};
x0 = −1; y0 = 0;x0 = −1; y0 = 0;x0 = −1; y0 = 0;

reseni = {{’’i’’, ’’xi’’, ’’yi’’}, {0, x0, y0}};reseni = {{’’i’’, ’’xi’’, ’’yi’’}, {0, x0, y0}};reseni = {{’’i’’, ’’xi’’, ’’yi’’}, {0, x0, y0}};
nmax = 4;nmax = 4;nmax = 4;

For[i = 1, i ≤ nmax,For[i = 1, i ≤ nmax,For[i = 1, i ≤ nmax,{dX = LinearSolve[N [Jacobf/.{x → x0, y → y0}],{dX = LinearSolve[N [Jacobf/.{x → x0, y → y0}],{dX = LinearSolve[N [Jacobf/.{x → x0, y → y0}],
N [−F [x0, y0]]];N [−F [x0, y0]]];N [−F [x0, y0]]];x1 = N [x0 + dX[[1]]]; y1 = N [y0 + dX[[2]]];x1 = N [x0 + dX[[1]]]; y1 = N [y0 + dX[[2]]];x1 = N [x0 + dX[[1]]]; y1 = N [y0 + dX[[2]]];
reseni = Join[reseni, {{i, x1, y1}}]; x0 = x1;reseni = Join[reseni, {{i, x1, y1}}]; x0 = x1;reseni = Join[reseni, {{i, x1, y1}}]; x0 = x1;
y0 = y1; i = i + 1}]y0 = y1; i = i + 1}]y0 = y1; i = i + 1}]

Daľśı

. – p.26/??



Přı́klad 6.5.2

Newtonovou metodou vypočtěte prvńı aproximaci řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic

x − y
2 − 1 = 0

2x
2 − y = 0 .

Pro výpočet kořene zvolte nultou aproximaci
[
1
2 , 1

2

]
.

Mathematica:

MatrixForm[reseni]MatrixForm[reseni]MatrixForm[reseni]



i xi yi

0 −1 0

1 1. −6.

2 −0.22449 −2.89796

3 1.62064 −1.55606

4 0.704928 −0.683218




Newtonova metoda nekonverguje.

Zpět

. – p.26/??
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