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Kapitola 7: Extremy funkci dvou proménnych
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Chcete-li ukoncit prohlizeni stisknéte klavesu Esc.
Chcete-li pokracovat stisknéte klavesu Enter.
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Extrémy funkci dvou proménnych

® Lok&lni extrémy

® Metoda nejmensich ¢tvercu

Q@ ® Zpét
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Lokalni extrémy

1
® Piiklad 7.1.1 Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) =y + — — 2 In” .
Yy

® Pi#iklad 7.1.2 Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = z® + y* — 2z — 4y + 12 a
v bodech odpovidajicich lokdlnim extrémum napiSte rovnici te¢né roviny ke grafu
funkce f(z,y).

Priklad 7.1.3 Urcete maximalni a minimalni hodnotu funkce
f(z,y) =z + 2xy — 4o — 2y + 8.

® Priklad 7.1.4 Zjistéte, zda ma funkce f(x,y) = ¥ — x v bodé B = [1, 1] lokalni
extrém.

Piiklad 7.1.5 Cislo 24 rozlozte na soucet tif kladnych ¢&isel tak, aby jejich souéin byl
co nejvetsi.

Piiklad 7.1.6 Uréete rozméry pravouhlé vodni nddrze tvaru kvddru o objemu 32m?
tak, aby dno a stény mély dohromady co nejmensi povrch.

L] Zpét
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Priklad 7.1.1

1
Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) =y + — — 2 In® x .
Yy
B = 2?2 L & - Zpét
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Priklad 7.1.1

1
Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) =y + — — 2 In® x .
Yy
Vysledek:

Funkce f(x,y) mé lokdlni maximum v bodé [1, —1], f(1,—-1) = —2.

Zpét
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Priklad 7.1.1

1
Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) =y + — — 2 In? z .
Yy

Navod:

Najdeme staciondrni body funkce (na zdkladé nutné podminky pro existenci lokalnich
extrému) a pro jednotlivé body vypocteme Hessidn, s jehoz pomoci zkusime rozhodnout,
zda se jedna o sedlové body nebo body lokalnich extrémi.

Zpét
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Priklad 7.1.1

1
Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) =y + — — 2 In? z .
Yy
Reseni:
Defini¢ni obor funkce f(x,y) je uréen podminkami = > 0, y # 0, a tedy
D(f) = {lz,y) € R*|x >0 Ay #0}.

Stacionarni body uvnitt definicniho oboru musi spliovat podminky

0 18]
of _, o _,
Ox oy
tj. v tomto pripadé
of
— = —4lnz-— =0 < zxz=1
ox T
%) 1
—f: 1 - — =0 & y=4=41.
Oy y?

Celkem jsme tedy ziskali dva stacionarni body: A; = [1, —1], As = [1, 1] podezielé z
lokalnich extrémn.

Dalsi
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Priklad 7.1.1

1

Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) =y + — — 2 In? z .
Yy

Reseni:

Zda se jedna skutecné o extrémy, nebo jen o sedlové body, zjistime pomoci Hessovy
matice. Nejprve si vypocteme druhé parcialni derivace:

82f_8<8f>_ 41+41 (1)
ox2  Ox \ 0z /) 2 ne T2

o°f  0°f
dx dy  Oydxr

o°f 0 <8f>_ 2
oy oy \oy/) y3

Hessova matice v bodé [1, —1] m& podobu

0

Hf(l,—l): ’

jeji determinant detH (1, —1) = 8 > 0, coz znamen4, ze v bodé A; ma funkce f(z,y)

62
lokalni extrém. O jeho typu rozhoduje znaménko 8—£(A1) = —4 < 0, jedna se tedy o
77
ostré lokalni maximum, f(1,—1) = —2.
Dalsi
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Priklad 7.1.1

1
Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) =y + — — 2 In? z .
Yy
Reseni:
Obdobné pro bod [1, 1] dostaneme
—4 0

Hy(1,1) = : detHs(1,1) = -8 < 0,
0 2

coz znamend, ze v bodé As mé funkce f(x,y) sedlovy bod. Funkce f(x,y) ma na svém
definiénim oboru jediny lokalni extrém - ostré lokalni maximum v bodé [1, —1], jehoz
funkéni hodnota je —2.

Zpét
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Priklad 7.1.1

1
Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) =y + — — 2 In? z .
Yy

Maple:
> with(linalg):
> fi=(x,y)-—>y+1l/y-2*x1n(x) "2;

P o=, y)ﬁyﬁ—mn(w)?

Nejprve najdeme stacionarni body:
> fx:=diff (f(x,y),x);

i :__41n(:1:)
95
> fy:=diff(f(x,y),y);
fy=1-—
Yy =1—-—=
y2

>  solve ({fx, fy});

{z=1,y=1},{z =1,y = -1}
Vypocteme funkéni hodnoty ve stacionarnich bodech:

> £(1,-1);
—2
> £(1,1);

Dalsi
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Priklad 7.1.1

1
Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) =y + — — 2 In? z .
Yy

Maple:

Dale ovérime pomoci Hessovy matice postacujici podminku pro lokalni extrémy:

> fxx:=diff(f(x,vy),x%x,x);

4 41n(x)
frz = —— i
>  fxy:=diff (f(x,vy),%X,y);
Jzy =
> fyy:=diff(f(x,y),y,¥)i
f 2
vy ‘= —
y3
> H_f:=matrix (2,2, [fxx, fxy, fxy, fyy]);
4 4 1n
4 @)
H.f = 2 x2
_f := 9
’ v
> det (H_f);
4 41n(x)
2(-— > )
T
y3

Dalsi
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Priklad 7.1.1

1
Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) =y + — — 2 In? z .
Yy

Maple:
> x:=l:y:=-1:det (H_-f);
8
> fxx;
—4
Hessian je kladné ¢islo (8), jednéa se tedy o lokalni extrém, podle znaménka derivace
%(1, —1) = —4 jde o lokdlni maximum.

Podobné pro druhy stacionarni bod:

>  unassign('x’,’'y’) :fxx:=diff(f(x,y),x,x) :fxy:=diff(f(x,y),%x,vy):
fyy:=diff(f(x,vy),vy,y) :H.-f:=matrix (2,2, [fxx, fxy, fxy, fyy]) x:=1:y:=1:det (H_f);

-8

Hessidn je zaporné ¢islo (-8), jde tedy o sedlovy bod.

Zpét
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Priklad 7.1.1

1
Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) =y + — — 2 In? z .
Yy
Mathematica:

flx-y] =y +1/y — 2Log[z]"2
L + y — 2Log[z]?
Nejprve najdeme stacionarni body:

df = {D[f[fli, y], -’E], D[f[fl:, y], y]}

{_M 1 — L}
T ’ y2

Solve[df == {0, 0}, {z, y}]

{{z - 1,y —» -1}, {x > 1,y — 1}}

Vypocteme funkéni hodnoty ve stacionarnich bodech:
fl1, 1]

—2

2

Dale ovérime pomoci Hessovy matice postacujici podminku pro lokalni extrémy:
Hf = D[f[x, y], {{z,y}, 2}]

(- + =g 0p {0 %))

Det[Hf/.{z — 1,y — —1}]

8

Dalsi
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Priklad 7.1.1

1
Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) =y + — — 2 In? z .
Yy

Mathematica:
Hf[[1, 1])/-{z - 1,y — —1}

—4

Hessian je kladné ¢islo (8), jedna se tedy o lokalni extrém, podle znaménka derivace
2

—gmg (1,—1) = —4 jde o lokdlni maximum.

Podobné pro druhy stacionarni bod:

Det[Hf/.{z — 1,y — 1}]

—8

Hf[[1,1]]/{z — 1,y — 1}

—4

Hessian je zaporné ¢islo (-8), jde tedy o sedlovy bod.

Zpét
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Priklad 7.1.2

Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = z? 4+ y? — 2z — 4y + 12 a v bodech
odpovidajicich lokdlnim extrémum napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(z,y).

@@:96@&# Zpét
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Priklad 7.1.2

Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = z? 4+ y? — 2z — 4y + 12 a v bodech
odpovidajicich lokdlnim extrémum napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(z,y).

Vysledek:

Funkce méa lokdlni minimum v bodé [1,2], rovnice teéné roviny v tomto bodé je z = 7.

Zpét
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Priklad 7.1.2

Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = z? 4+ y? — 2z — 4y + 12 a v bodech
odpovidajicich lokdlnim extrémum napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(z,y).

Navod:

Najdeme stacionarni body funkce, pro které vypocteme Hessian a rozhodneme, zda se
jedna o sedlové body nebo body lokdlnich extrému. Pro rovnici tecné roviny ke grafu
funkce f(x,y) v bodé [z¢, yo] pouzijeme vztah

15, 15,
z = f(xo,yo) + 8—f(330,y0)(w — Tg) + —f(fb‘o,yo)(y — Yo) -
T oy

Zpét
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Priklad 7.1.2

Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = z? 4+ y? — 2z — 4y + 12 a v bodech
odpovidajicich lokdlnim extrémum napiSte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(z,y).

Reseni:

Funkce f(x,y) je definovana na R?. Nejprve zjistime, pro které hodnoty plati nutna
podminka pro existenci lokalniho extrému:

0 5]
5%(%40==0 A 55(%40==0-
a_f(x,y)zzx—2:0 & =1
ox
of

—(x,y) =2y—4=0 & y=2.
9y

Nalezli jsme jediny stacionarni bod [1,2]. Pro druhé parcidlni derivace plati:

o° f o° f o0 f

Y 9 = 2 9 = & 9 = 0 9 N 9 = 2 9

gz (& Y) 8x8y(x Y) ayz(x Y)
konkrétné pak

o2 9> 5>

—f(l, 2) =% / /

1,2) =0, —2(1,2)=2,
Ox? Ox0y (1,2) oy? (1,2)

Dalsi
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Priklad 7.1.2

Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = z? 4+ y? — 2z — 4y + 12 a v bodech
odpovidajicich lokdlnim extrémum napiSte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(z,y).

Reseni:

pro Hessovu matici v ,,podezielém bodé“ dostavame:

Hf(1,2): = detHf(1,2):4>0.

92 f

Vzhledem k tomu, ze

(1,2) =2 > 0, jde o lokdlni minimum, pro které plati

Ox2
f(1,2) = 7. Te¢na rovina ke grafu funkce f(z,y) méa v bodé [xg, yo] obecné rovnici
of of
z = f(zo,y0) + == (0, y0)(x — z0) + = (%0, y0)(y — Yo) ,
ox Oy

v bodech lokélnich extrému se tato rovnice zjednodusi na z = f(xzo, yo), v naSem piipadé
tedy tec¢nd rovina ke grafu funkce f(z,y) v bodé [1,2] ma rovnici z = 7.

Zpét
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Priklad 7.1.2

Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = z? 4+ y? — 2z — 4y + 12 a v bodech
odpovidajicich lokdlnim extrémum napiSte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(z,y).

Maple:

> with(linalg):

> fi=(xX,y)->X"2+y " 2-2%x-4xy+12;

f = (z, y) — x4 y? -2z —4y+ 12

Hledame stacionarni body:

>  fx:=diff(f(x,y),X);

fr:=2x — 2
> fy:=diff (£(x,y),V);

>  solve ({fx, fy});

{z=1,y=2}
Funkéni hodnota v jediném staciondrnim bodé je:

> f£(1,2);
7
>  fxx:=diff (£(x,vy),x,x);Efxy:=diff(£f(x,vy),x,y);fyy:=diff(£(x,vy),v,VY);
frx := 2
fry : =0
fyy =2
Dalsi
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Priklad 7.1.2

Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = z? 4+ y? — 2z — 4y + 12 a v bodech
odpovidajicich lokdlnim extrémum napiSte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(z,y).

Maple:

> x:=l:iy:=2:fx:fY:z:=fx(1,2)*x(x-1)+fy(1,2)x(y—2)+7;

z:=17

Rovnice te¢né roviny v daném bodé je z = 7.

> H_f:=matrix (2,2, [fxx, fxy, £xy, fyy]);

> det (H_f);

Hessian v daném bodé je kladny, jde tedy skute¢né o lokalni extrém, podle znaménka
derivace fxx se jedna o lokalni minimum. Prabéh funkce v okoli tohoto bodu si

muzeme piiblizit pomoci grafu:

> plot3d(f(x,y),x=0..2,y=1..3);

Zpét

o
sy
QX0
N7

<SS
\\“t\:‘:”:'z:”’ii;/
NS
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Priklad 7.1.2

Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = z? 4+ y? — 2z — 4y + 12 a v bodech
odpovidajicich lokdlnim extrémum napiSte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(z,y).

Mathematica:

flxo,y]=x"2+y"2 — 22 — 4y + 12

12—23:—|—x2 —4y—|—y2

Nejprve najdeme stacionarni body:

df = {D[f[z,y], =], D[f[z, y], y]}

{—2+ 2z, —4 4+ 2y}

Solve[df == {0,0}, {z, y}]

{z = 1,y — 2}}

Vypocteme funkéni hodnotu ve staciondrnim bodé:
£11,2]

7

Dale ovérime pomoci Hessovy matice postacujici podminku pro lokalni extrém:
Hf = D[f[z,y], {{z, v}, 2}]

{{2,0},{0,2}}

Det[Hf/.{z — 1,y — 2}]

4

HE[[1, 1]

2

Dalsi
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Priklad 7.1.2

Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = z? 4+ y? — 2z — 4y + 12 a v bodech
odpovidajicich lokdlnim extrémum napiSte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(z,y).

Mathematica:

Hessian v daném bodé je kladny, jde tedy skute¢né o lokalni extrém, podle znaménka
2

derivace %(1, 2) se jednd o lokdlni minimum. Prabéh funkce v okoli tohoto bodu si

muzeme priblizit pomoci grafu:

Plot3D|[f[z, y], {z, 0, 2}, {y, 1, 3}, BoxRatios — {1,1, 0.8},
ViewPoint->{2.236, —2.417,0.779}];

Nyni sestrojime rovnici te¢ny:
tecna = Simplify[—f[1, 2] == (df[[1]]/{z = 1,y — 2})(z — 1) + (df[[2]])/{= — 1,y = 2})(y — 2)]

z ==

Zpét
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Priklad 7.1.3

Uréete maximalni a minimalni hodnotu funkce f(z,y) = 2 + 22y — 4x — 2y + 8.

@@:9{}5ﬁ1i Zpét
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Priklad 7.1.3

Uréete maximalni a minimalni hodnotu funkce f(z,y) = 2 + 22y — 4x — 2y + 8.

Vysledek:

Funkce f(x,y) nabyva na R? neomezené velkych i malych hodnot, zaddné lokalni extrémy
nema.

Zpét
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Priklad 7.1.3

Uréete maximalni a minimalni hodnotu funkce f(z,y) = 2 + 22y — 4x — 2y + 8.

Navod:

Hleddme globdlni extrémy funkce na jejim defini¢nim oboru (globalni extrém muze byt v
bodé lokalniho extrému, v bodé, v némz neexistuje derivace nebo v krajnim bodé
defini¢niho oboru).

Zpét
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Priklad 7.1.3

Uréete maximalni a minimalni hodnotu funkce f(z,y) = 2 + 22y — 4x — 2y + 8.
Reseni:
Funkce f(z,y) je na R? spojitd. Vzhledem k tomu, ze R? neni omezens mnozina (neni ani

kompaktni), nemame existenci (kone¢nych) extrému zarucenu. Staciondrni body najdeme
resenim soustavy rovnic:

b \
—f(x,y) =2r+2y—4=0
o & 1 1
T =1, —
of Y
—(z,y) =2 —2=0
oy J
Nalezli jsme jediny staciondrni bod A = [1,1]. Vypocitdme si Hessidn v tomto bodé:
0° o° o°
—f(l,l):2, f(l,l):2, —f(l,l):O,
Ox2 Oz 0y Oy?
2 2
H¢(1,1) = = detHf(1,1) = —-4<0.
2 0

Jde o sedlovy bod; funkce f(z,y) tedy nemé na R? z4dny lokalni extrém (parcidlni
derivace existuji ve vSech bodech definiéniho oboru, zidny bod pritom nesplnuje
postacujici podminku pro existenci lokadlniho extrému). Vzhledem k povaze mnoziny R
(nemé& zadné krajni body) nemuze funkce f(x,y) nabyvat globalnich extrému ve vlastnich
bodech, jeji funkéni hodnoty mohou byt libovolné velké ¢i naopak libovolné malé.

Ll SASAY
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Priklad 7.1.3

Uréete maximalni a minimalni hodnotu funkce f(z,y) = 2 + 22y — 4x — 2y + 8.

Maple:
>
>

Nalezli jsme jediny staciondrni bod [1,1], funkéni hodnota v tomto bodé je 5. Nyni

with(linalg) :
fi=(x,y) >x"242+x*xy—4+x—-2xy+8;
fi=(z,y) 2> +2zxy—4x—2y+8
fx:=diff (f(x,y),x);
fr:=2x4+2y—14
Fy:=diff (f(x,Vy),V);
fy:=2x —2
solve ({fx, fy});

£(1,1);

provérime postacujici podminku pro lokalni extrémy:

>

>

>

Dalsi

fxx:=diff (f(x,Vy),x,x);

frx = 2
fxy:=diff (f(x,vy),%x,V);

fry := 2
fyy:=diff (£(x,y),y,vY);

fyy =0
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Priklad 7.1.3

Uréete maximalni a minimalni hodnotu funkce f(z,y) = 2 + 22y — 4x — 2y + 8.

Maple:
> H_f:=matrix (2,2, [fxx, Ixy, fxy, fyy]);
2 2
H_f =
> det (H_f);
—4

Je ztejmé, ze podezriely bod byl bodem sedlovym, nikoli bodem lokalniho extrému
(viz obrézek).

> plot3d(f(x,y),x=-1..3,y=-1..3,axes=boxed,orientation=[45,45]);

Zpét
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Priklad 7.1.3

Uréete maximalni a minimalni hodnotu funkce f(z,y) = 2 + 22y — 4x — 2y + 8.

Mathematica:

flxo,y] =2+ 22y — 42 — 2y + 8

8—4:13—|—a:2 — 2y + 2zy

Nejprve najdeme stacionarni body:

df = {D[f[z, yl, =], DIflz, vl v1}

{—4 + 2z 4+ 2y, —2 4+ 2z}

Solve[df == {0, 0}, {z, y}]

{z > 1,y — 1}}

Vypocteme funkéni hodnotu ve stacionarnim bodé:
f[la 1]

5

Nalezli jsme jediny staciondrni bod [1,1], funkéni hodnota v tomto bodé je 5. Nyni
provérime postacujici podminku pro lokalni extrémy:

Hf = D[f[.’l?, y], {{:L', y}’ 2}]

{{2,2},{2,0}}
Det[Hf/.{z — 1,y — 1}]
4

Dalsi
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Priklad 7.1.3

Uréete maximalni a minimalni hodnotu funkce f(z,y) = 2 + 22y — 4x — 2y + 8.

Mathematica:
Je zifejmé, ze podeziely bod byl bodem sedlovym, nikoli bodem lokalniho extrému (viz
obrazek).

Plot3D|[f[z, v], {z, —1, 3}, {y, —1, 3}, BoxRatios — {1,1,0.7},
ViewPoint->{—1.942, —1.705, 1.639}, AxesLabel — {z, y, z}];

Zpét
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Priklad 7.1.4

Zjistéte, zda mé funkce f(z,y) = ¥ — x v bodé B = [1, 1] lokalni extrém.

'@@:9{}5*‘ Zpét
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Priklad 7.1.4

Zjistéte, zda mé funkce f(z,y) = ¥ — x v bodé B = [1, 1] lokalni extrém.

Vysledek:

Funkce f(x,y) nemda v bodé B lokilni extrém.

Zpét
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Priklad 7.1.4

Zjistéte, zda mé funkce f(z,y) = ¥ — x v bodé B = [1, 1] lokalni extrém.

Navod:

Ovérime splnéni nutné podminky pro existenci lokalniho extrému a vypocteme Hessian
detH ¢ (1, 1).

Zpét
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Priklad 7.1.4

Zjistéte, zda mé funkce f(z,y) = ¥ — x v bodé B = [1, 1] lokalni extrém.

Reseni:

Nejprve ovérime splnéni nutné podminky pro existenci lokadlniho extrému:

/ 31l of
= - —1 2 (1,1)=1-1=0
5, (& Y) =y : oy s 1)
0
(z,y) =z Inx, —f(1,1):1-1n1:o.
oy

Bod [1, 1] je tedy skute¢né bodem staciondrnim. Déle plati:

Dalsi

82f y—2
agwwnzyw—lﬁ :

92 f 92 f _ _
20y T Y = Byos &Y = " 4yz? Ting
92 f

8—y2(zc,y) —z¥In’z.
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Priklad 7.1.4

Zjistéte, zda mé funkce f(z,y) = ¥ — x v bodé B = [1, 1] lokalni extrém.

Reseni:

V bodé [1, 1] dostaneme po dosazeni:

o f w
~— 2 (1,1)=0,
55z D
82f 0 1
(1,1)=1 ¢ = Hp(1,1)= = detH;(1,1)=—-1<0.
82
1,1y =0
Oy? Y

Bod [1, 1] je bodem sedlovym, nikoli lokdlnim extrémem.

Zpét
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Priklad 7.1.4

Zjistéte, zda ma funkce f(x,y) = ¥ — x v bodé B = [1, 1] lokdalni extrém.

Maple:
> with(linalg):
> fi=(x,y)—>x"y—-Xx;
fi=(r,y) = a¥ —=x
Ovérime, ze dany bod splinuje nutnou podminku pro lokalni extrém:
> fx:=diff (f(x,y),x);fy:=diff(f(x,v),Vv);

Y
fr = Y 1
7
fy := z¥ In(x)
>  solve ({fx, fy});
{fz=1,fy=1}

Bod [1,1] je tedy bodem staciondrnim. Nyni vypocitejme Hessovu matici a Hessidn:
> fxx:=diff(f(x,vy),x%x,x);

_z¥ y?  aVy
frx = 2 2
>  fxy:=diff (f(x,V),X,V);
Y 1In(z)y xY
fry = (@) +

€X
>  fyy:=diff(f(x,y),v,V);

fyy := ¥ In(z)?
Dalsi
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Priklad 7.1.4

Zjistéte, zda ma funkce f(x,y) = ¥ — x v bodé B = [1, 1] lokdalni extrém.

Maple:
> H_f:=matrix (2,2, [fxx, fxy, fxy, fyy]);

z¥ y? x¥y ¥ In(x)y i 75t

H_f = 2 2 T T
¥ In(x)y i B

z¥ In(x)?
5 x
> det (H-f);

(z¥)? (yIn(z)? + 2In(z) y + 1)

> x:=l:y:=1:det (H-f);
—1

Hessian v daném bodé je zaporny, nejde tedy o lokdalni extrém, ale o sedlovy bod.

Zpét
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Priklad 7.1.4

Zjistéte, zda ma funkce f(x,y) = ¥ — x v bodé B = [1, 1] lokdalni extrém.

Mathematica:

flxoyl=2"y—=

—x 4 Y

Ovérime, ze dany bod spliuje nutnou podminku pro lokalni extrém:

df = Simplify[{D[f[z, y], =], D[f[z, y], y]}]

{-1+ xT 1Ty, z¥ Log[z] }

Reduce[df == {0,0}]

y == 1&&xr ==

Bod [1,1] je tedy bodem staciondrnim. Nyni vypocitejme Hessovu matici a Hessidn:
Hf = Simplify[D[f[z, y], {{z, v}, 2}]]

{{z7*" (=1 4+ y)y, 27" T¥(1 + yLoglz]) } , {z7 ¥ (1 + yLog[x]), ¥ Log[z]* } }
Det[Hf/.{z — 1,y — 1}]

—1

Hessian v daném bodé je zaporny, nejde tedy o lokdalni extrém, ale o sedlovy bod.

Zpét
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Priklad 7.1.5

Cislo 24 rozlozte na soucet t¥{ kladnych ¢isel tak, aby jejich sou¢in byl co nejvétsi.

@@:9{}5ﬁ1# Zpét
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Priklad 7.1.5

Cislo 24 rozlozte na soucet ti{ kladnych &isel tak, aby jejich sou¢in byl co nejvétsi.

Vysledek:
24 =8 +8+8.

Zpét
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Priklad 7.1.5

Cislo 24 rozlozte na soucet t¥{ kladnych ¢isel tak, aby jejich sou¢in byl co nejvétsi.

Navod:
Hleddme maximum funkce f(z,y) = zy(24 — x — y).

Zpét
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Priklad 7.1.5

Cislo 24 rozlozte na soucet t¥{ kladnych ¢isel tak, aby jejich sou¢in byl co nejvétsi.
Reseni:

Oznacme si uvazovana ¢isla =z, y, z. Hleddme maximum soucCinu xyz =za predpokladu,
ze plati rovnost = + y + z = 24. Dosazenim z = 24 — x — y se ze soucCinu xzyz stane
funkce dvou proménnych

flz,y) =zy(24 —z —y) .

Nyni najdeme stacionarni body této funkce

0 0
—i(w,y)=:24y—-2wy——y2 —i(w,y)==24w——2xy——w2
Ox oy
0 0
—f:O<:>y(24—2:I;—y):O —f=O<:>a:(24—2y—a:):O.
Ox oy
Ze zadani plyne omezeni 0 < x,y, z < 24, takze stacionarni bod musi vyhovovat
soustave
24 — 2 — y = 0
24 — 2y — x = 0,

kterd ma jediné feSeni x = 8, y = 8. Déle ovéiime, ze bod [8, 8] je lokdlnim maximem
funkce f(x,y):

02 f 02 f 92 f
- (z,y) = -2y, —(z,y) =242z —2y, —=(z,y)=—2
8x2($ Y) Y 8x8y(w Y) T — 2y 8y2(x Y) T

Dalsi
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Priklad 7.1.5

Cislo 24 rozlozte na soucet t¥{ kladnych ¢isel tak, aby jejich sou¢in byl co nejvétsi.
Reseni:

Hessidan v bodé [8, 8]:

—16  —8 ,
det H ;(8,8) = =162 — 64 > 0,
-8 —16
2
navic W(S’ 8) = —16 < 0, jde tedy skutecné o ostré lokalni maximum. Jednoduse lze
x

dopocitat z = 24 — 8 — 8 = 8. Hledany optiméalni rozklad je 24 =8 + 8 + 8.
Maximalni souéin je f(8,8) = 8° = 512.

Zpét
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Priklad 7.1.5

Cislo 24 rozlozte na soucet t¥{ kladnych ¢isel tak, aby jejich sou¢in byl co nejvétsi.
Maple:

Ulohu prevedeme na problém hledani lokalnich extrému funkce f :
> fi=(x,y) >x*y*x (24-x-Vy) ;
f=(z,y) 2oy(2d—x—y)
Nejprve najdeme stacionarni body:
> fx:=diff (f(x,y),x);
fri=y(24—z—y)—zy
> fy:=diff(f(x,y),y);
fyi=z(24—z—y)—zy
>  solve ({fx, fy});
{y=0,z=0}, {y=0, z =24}, {y =24, x =0}, {y =8, x = 8}

Vzhledem k zadani ulohy =z, y, z predstavuji kladna ¢isla mensi nez 24 bereme v tivahu
pouze posledni bod - [8,8]:

>  £(8,8);
512

Zda ma funkce v tomto bodé maximum, ovérime pomoci Hessianu:

> fxx:=diff(f(x,vy),x%x,x);

frx := —2vy
> fxy:=diff(f(x,vy),%X,VY);
fry : =24 —2x — 2y

Dalsi
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Priklad 7.1.5

Cislo 24 rozlozte na soucet t¥{ kladnych ¢isel tak, aby jejich sou¢in byl co nejvétsi.

Maple:
> fyy:=diff (£(x,y),y,v¥);
fyy := —2«x

> x:=8:y:=8:fx:fy:fxx:fxy:fyy:
> H_f:=matrix (2,2, [fxx, fIxy, fxy, fyy]);

—16 —8

H-f = [ 8 —16 ]

> det (H-f);

192

2
Zjistili jsme, ze det H¢(8,8) > 0 a %(8, 8) < 0, jde tedy o lokdlni maximum,
odpovidajici hodnota z je

> z:=24-x-Yy;

Zpét
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Priklad 7.1.5

Cislo 24 rozlozte na soucet t¥{ kladnych ¢isel tak, aby jejich sou¢in byl co nejvétsi.

Mathematica:

Ulohu prevedeme na problém hledani lokalnich extrému funkce f :
flxoyl=2zy(24 —z —y)

(24 —x — y)y

Nejprve najdeme stacionarni body:

df = {D[f[z,y], z], D[f[x, ], y]}

{-zy+ (24 -2 —vy)y,z(24 —z — y) — zy}

Solve[df == {0, 0}, {z, y}]

{{x -0,y —» 0}, {z — 0,y — 24}, {x —» 8,y — 8}, {x — 24,y — 0}}

Vzhledem k zadani Ulohy x, y, z predstavuji kladna ¢isla mensi nez 24 bereme v tvahu
pouze bod - [8,8]:

f18,8]
512

Zda ma funkce v tomto bodé maximum, ovérime pomoci Hessianu:

Hf = D[f[z,y], {{z,y},2}]
{{-2y,24 — 2z — 2y}, {24 — 2z — 2y, —22}}

Dalsi
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Priklad 7.1.5

Cislo 24 rozlozte na soucet t¥{ kladnych ¢isel tak, aby jejich sou¢in byl co nejvétsi.

Mathematica:
MatrixForm[Hf]/.{z — 8,y — 8}

16 -8
—8 —16
Det[%]
192

Hf[[1,1]]/.{z — 8,y — 8}
—16

2
Zjistili jsme, ze det H¢(8,8) > 0 a %(8, 8) < 0, jde tedy o lokdlni maximum,
odpovidajici hodnota z je

z2=24—zxz—y/{xz — 8,y — 8}
8

Zpét
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Priklad 7.1.6

Uréete rozméry pravothlé vodni nadrze tvaru kvadru o objemu 32m® tak, aby dno a
stény mély dohromady co nejmensi povrch.

@@:96@&# Zpét
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Priklad 7.1.6

Uréete rozméry pravothlé vodni nadrze tvaru kvadru o objemu 32m® tak, aby dno a
stény mély dohromady co nejmensi povrch.

Vysledek:
a=4m, b =4m, ¢c = 2m..

Zpét
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Priklad 7.1.6

Uréete rozméry pravothlé vodni nadrze tvaru kvadru o objemu 32m® tak, aby dno a
stény mély dohromady co nejmensi povrch.

Navod:
Hleddme minimum funkce S(a,b) = ab + % == %.

Zpét
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Priklad 7.1.6

Uréete rozméry pravothlé vodni nadrze tvaru kvadru o objemu 32m® tak, aby dno a
stény mély dohromady co nejmensi povrch.

Reseni:

Oznacme si rozméry dna nadrze a, b, vysku nadrze c. Ze vztahu pro objem kvadru

dostavame podminku 32 = abc. Dno a stény nddoby maji povrch ab+ 2c(a + b),

dosadime-li ¢ = %, ziskavame funkci dvou proménnych

64 64 64
S(a,b) =ab+ —(a+b) =ab+ — + —,
ab b a
pro kterou hledame minimum:
GS( b) = b 64 85( b) = b 64
da 02 = a2’ ob 02 = b2’
oS oS 5 5
— =—=0 << ab=64,ab" =64 & a=b=4
oa ob
0*S 128  9*S 0*S 128

— : —1, e
Oa? a3 0adb Ob? b3

Dalsi
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Priklad 7.1.6

Uréete rozméry pravothlé vodni nadrze tvaru kvadru o objemu 32m® tak, aby dno a
stény mély dohromady co nejmensi povrch.

Reseni:

Hessian v bodé [4, 4]:

128 1
det Hg(4,4)=| 64 (o0 |=4-1=3>0,
64
., 0°S ; } .
dale (4,4) = 2 > 0, pii rozmérech a = 4m, b = 4m bude skuteéné funkce S(a,b)

2
a
nabyvat minimalni hodnoty. Z podminky ¢ = % urcime zbyvajici rozmér nadrze ¢ = 2m.

Hledany miniméln{ povrch je S(4,4) = 48m? .

Zpét
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Priklad 7.1.6

Uréete rozméry pravothlé vodni nadrze tvaru kvadru o objemu 32m® tak, aby dno a
stény mély dohromady co nejmensi povrch.

Maple:
> S:=(a,b)->axb+64/b+64/a;
64 64
S:=(a,b) >ab+ — + —
b a
Hledame stacionarni body:
> Sa:=diff(S(a,b),a);
64
SCL = b — g
> Sb:=diff(s(a,b),b);
64
Sb:i=a— —
b2

> evalf (solve ({Sa,Sb}));

{b=4., a =4.},
{b = —2.000000000 + 3.464101615 I, a = —2.000000000 + 3.464101615 I}
Soustava ma jediné redlné reseni - bod [4,4]
> £(4,4);

48
Dalsi
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Priklad 7.1.6

Uréete rozméry pravothlé vodni nadrze tvaru kvadru o objemu 32m® tak, aby dno a
stény mély dohromady co nejmensi povrch.

Maple:

Nyni ovérime, ze jde o lokdlni minimum:
> Saa:=diff(S(a,b),a,a);Sab:=diff(S(a,b),a,b);Sbb:=diff(S(a,b),b,b);

128
Saa := —3
Sab :=1
128
Sbb := ——
b3
> H_S:=matrix (2,2, [Saa, Sab, Sab, Sbb]) ;
128
. — a/3
il 5= 128
b3

> a:=4:b:=4:with(linalg) :det (H.S);

3
Zjistili jsme, ze det Hs(4,4) > 0 a 25 (4,4) > 0, jde tedy o lokdlnf minimum,
zbyvajici hodnota c je

> c:=32/a/b;

Rozmeéry naddrze musi byt 4m, 4m a 2m.

Zpét
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Priklad 7.1.6

Uréete rozméry pravothlé vodni nadrze tvaru kvadru o objemu 32m® tak, aby dno a
stény mély dohromady co nejmensi povrch.

Mathematica:

Sla_,b ] =a*xb+64/b+ 64/a

W T tab

Hledame stacionarni body:

dS = {D[S[a, b], a], D[S[a, b], b]}
Sog R

Solve[dS == {0, 0}, {a, b}]

{{a — 4,b — 4}, {a — —4(-1)Y3 b — —4(—1)1/3} : {a — 4(—1)%/3 b — 4(—1)2/3}}

S|4, 4]

48

Nyn{ ovéiime, ze jde o lokdlni minimum:

HS = D[S|a, b], {{a, b}, 2}]

{®} {r ¥}

Dalsi
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Priklad 7.1.6

Uréete rozméry pravothlé vodni nadrze tvaru kvadru o objemu 32m® tak, aby dno a
stény mély dohromady co nejmensi povrch.

Mathematica:
MatrixForm[HS]/.{a — 4,b — 4}

2 1
1 2
Det[%]
3
HS[[1, 1]]/-{a — 4,b — 4}
2
Zjistili jsme, ze det Hs(4,4) > 0 a 25 (4,4) > 0, jde tedy o lokaln{ minimum, zbjvajict
hodnota c je
c=32/(ab)/.{a — 4,b — 4}
2

Rozmeéry naddrze musi byt 4m, 4m a 2m.

Zpét
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Metoda nejmensich Ctvercu

® Piiklad 7.2.1 V naésledujici tabulce jsou dany hodnoty (x;,y;), i =1, ..., 6.
450 1 2 3 4 5% 6
Yi 8 10 15 18 23 28

Zavislost y na x aproximujte polynomem y = ax + b, kde koeficienty a, b hledejte
metodou nejmensich ¢tvercu.

® Priklad 7.2.2 P#i méfeni zavislosti vychylky magnetometru na proudu protékajicim
civkou byla namérena tato data:

Cislo méfeni 4 1 2 3 4 5} 6 7 8
I[A] 0, 50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
afrad] 0,004 0,01 0.0162 0,0212 0, 0274 0, 0346 0, 0398 0, 0456

I - proud protékajici civkou v ampérech (A), a - vychylka magnetometru v radidnech
(rad). Predpokladejme linedrni zavislost o na I.

® Priklad 7.2.3 P#i méfeni indexu lomu n glycerinového roztoku v zavislosti na jeho
objemové koncentraci co v rozmezi od 0% (destilovanad voda) do 100% (Cisty
glycerin) byla naméfena tato data:

Meéreni cislo ¢ 1 2 3 4 5 6
co %] 0 10 20 30 40 50
n 1, 3340 1, 3460 1, 3600 1, 3690 1,3795 1, 3855
Méreni c¢islo 1 7 8 9 10 11
co %] 60 70 80 90 100
n 1,3905 1,4100 1,4250 1,4315 1,4445
Graf namérenych hodnot aproximujte pomoci pfimky o rovnici n =a-cg + b.
& © Zpét :

|
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Priklad 7.2.1

V nasledujici tabulce jsou dédny hodnoty (x;,y;), i =1, ..., 6.

e 1 2 3 4 5) 6

1 8 10 15 18 | 23 | 28

Zavislost y na x aproximujte polynomem y = ax + b, kde koeficienty a, b hledejte
metodou nejmensich ¢tvercu.

'@':?éﬁﬁlﬂ Zpét

|
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Priklad 7.2.1
V nasledujici tabulce jsou dédny hodnoty (x;,y;), i =1, ..., 6.

e 1 2 3 4 5) 6

1 8 10 15 18 | 23 | 28

Zavislost y na x aproximujte polynomem y = ax + b, kde koeficienty a, b hledejte
metodou nejmensich ¢tvercu.

Vysledek:
142 N 14
= —% &L — .
Y e 5
Zpét

|
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Priklad 7.2.1

V nasledujici tabulce jsou dédny hodnoty (x;,y;), i =1, ..., 6.

e 1 2 3 4 5) 6

1 8 10 15 18 | 23 | 28

Zavislost y na x aproximujte polynomem y = ax + b, kde koeficienty a, b hledejte
metodou nejmensich ¢tvercu.

Navod:

Koeficienty a, b pti lineadrni regresi uré¢ime feSenim soustavy rovnic:

a- (i 333) +0- (f: fL‘z) :éjl(ﬂ?z'yi)

a-(ixz-)—l—b-n: En:yi, n==06.

:]_ ’L:l

Zpét
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Priklad 7.2.1

V nasledujici tabulce jsou dédny hodnoty (x;,y;), i =1, ..., 6.

e 1 2 3 4 5) 6
1 8 10 15 18 23 28

Zavislost y na x aproximujte polynomem y = ax + b, kde koeficienty a, b hledejte

metodou nejmensich ¢tvercu.

Reseni:

Pro hodnoty z tabulky si nejprve vypocitame potiebné koeficienty:

6 6
6 6 o

Jejich dosazenim dostaneme soustavu:

91a + 21b = 428

21a + 6b = 102,

ktera ma jediné reseni

Dalsi
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Priklad 7.2.1

V naésledujici tabulce jsou dany hodnoty (x;,y;), i =

Zavislost y na x aproximujte polynomem y = ax + b, kde koeficienty a, b hledejte

1,...,6.
z, | 1] 2] 3] 4| 5 | 6
v, | 8 | 10 | 15 | 18 | 23 | 28

metodou nejmensich ¢tvercu.

Reseni:

Hledanou aproximaci je primka o rovnici

Zpét

y:

142
—— 47
35

14

=
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Priklad 7.2.1

V nésledujici tabulce jsou dédny hodnoty (x;,vy;), i =1, ..., 6.
1% 1 2 3 4 5 6
Yi 8 10 15 18 23 28

Zavislost y na x aproximujte polynomem y = ax + b, kde koeficienty a, b hledejte

metodo

Maple:

Takto bychom postupovali analogicky nasemu ”rué¢nimu vypoctu”:

>
>
>

Dalsi

u nejmensich ctvercu.

x1:=1:x2:=2:x3:=3:x4:=4:x5:=5:x6:=6:
y1:=8:y2:=10:y3:=15:y4:=18:y5:=23:y6:=28:

Kl:=x14+x2+x3+x4+x5+x6;

K1 :=21
K2:=y1l+y2+y3+y4+y5+y6;

K2 := 102
K3:=x1"2+x2"2+x3"2+x4"2+x5"2+x6"2;

K35 :=91
K :=x1xyl+x2xy2+x3*y3+x4*xy4+x5xy5+x6xy6;

K4 := 428
solve ({a*K3+b*K1=K4, axK1+6xb=K2}) ;

142 14

{a:¥,b:?}
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Priklad 7.2.1

V nasledujici tabulce jsou dédny hodnoty (x;,y;), i =1, ..., 6.

e 1 2 3 4 5) 6

1 8 10 15 18 | 23 | 28

Zavislost y na x aproximujte polynomem y = ax + b, kde koeficienty a, b hledejte
metodou nejmensich ¢tvercu.

Maple:

A nyni si ukazeme kratsi zpusob feSeni pomoci hotové procedury v Maplu:

> with(stats):
> fit[leastsquarel[x,y],y=a*x+b,{a,b

}11([[1,2,3,4,5,6],(8,10,15,18,23,28]]) ;
_ 420 14
Y= T35 5
Zpét

|
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Priklad 7.2.1

V naésledujici tabulce jsou dany hodnoty (x;,y;), i =

Zavislost y na x aproximujte polynomem y = ax + b, kde koeficienty a, b hledejte

1,...,6.
z, | 1] 2] 3] 4| 5 | 6
v, | 8 | 10 | 15 | 18 | 23 | 28

metodou nejmensich ¢tvercn.

Mathematica:

Takto bychom postupovali analogicky nasemu ”ru¢nimu vypoctu”:
datax = {1,2,3,4,5,6};

datay = {8, 10, 15, 18, 23, 28};
K1 = Sum[datax[[3]], {i, 1, 6}]

21

K2 = Sum[datay[[i]], {i, 1, 6}]

102

K3 = Sum[datax[[i]]"2, {i,1, 6}]

91

K4 = Sum|[datax[[:]]datay][[]], {i, 1, 6}]

428

Solve[{a * K3 + b * K1==K4, a * K1 + 6 * b==K2}, {a, b}]

{{a —

Dalsi

142

35 7

b 31}
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Priklad 7.2.1

V nésledujici tabulce jsou dédny hodnoty (x;,vy;), i =1, ..., 6.

e 1 2 3 4 5) 6

1 8 10 15 18 | 23 | 28

Zavislost y na x aproximujte polynomem y = ax + b, kde koeficienty a, b hledejte
metodou nejmensich ¢tvercn.

Mathematica:

A nyni si ukazeme kratsi zptusob feSeni pomoci preddefinované procedury v programu
Mathematica:
<< StatisticsLinearRegression;

data = Table[{datax][[i]], datay][[]]}, {2, 1, 6}]
({1,8},{2,10},{3,15}, {4, 18}, {5,23}, {6, 28} }

rovnice = y == Fit[data, {1, z}, z]
y == 2.8+ 4.05714«x

Zpét
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Priklad 7.2.2

Pti méreni zavislosti vychylky magnetometru na proudu protékajicim civkou byla

namérena tato data:

Cislo méfenf i 1 2 3 4 5 6 7 8
I[A] 0, 50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
alrad] 0,004 | 0,01 0.0162 | 0,0212 | 0,0274 | 0,0346 | 0,0398 | 0,0456
I - proud protékajici civkou v ampérech (A), a - vychylka magnetometru v radidnech
(rad). Predpokladejme linedrni zavislost « na I.
@0 =269 Zpét
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Priklad 7.2.2

Pti méreni zavislosti vychylky magnetometru na proudu protékajicim civkou byla
nameéfena tato data:

Cislo mé&feni 4 1 2 3 4 5 6 7 8
I[A] 0, 50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
afrad] 0,004 | 0,01 | 0.0162 | 0,0212 | 0,0274 | 0,0346 | 0,0398 | 0,0456

I - proud protékajici civkou v ampérech (A), a - vychylka magnetometru v radidnech
(rad). Predpokladejme linedrni zavislost « na I.

Vysledek:
a =0,01194 - I — 0,00202.

Zpét

|
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Priklad 7.2.2

Pti méreni zavislosti vychylky magnetometru na proudu protékajicim civkou byla
nameéfena tato data:

Cislo mé&feni 4 1 2 3 4 5 6 7 8
I[A] 0, 50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
afrad] 0,004 | 0,01 | 0.0162 | 0,0212 | 0,0274 | 0,0346 | 0,0398 | 0,0456

I - proud protékajici civkou v ampérech (A), a - vychylka magnetometru v radidnech
(rad). Predpokladejme linedrni zavislost « na I.

Navod:

Koeficienty a, b pro aproximaci a = al 4+ b uré¢ime fesenim soustavy rovnic:
n 2 n n
i=1 i=1 i=1

a-(i I,L->—|—b-n:zn:1a7;, n=38.

=1

Zpét
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Priklad 7.2.2

Pti méreni zavislosti vychylky magnetometru na proudu protékajicim civkou byla
nameérena tato data:

Cislo mé&feni 4 1 2 3 4 5 6 7 8
I[A] 0, 50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
afrad] 0,004 | 0,01 | 0.0162 | 0,0212 | 0,0274 | 0,0346 | 0,0398 | 0,0456

I - proud protékajici civkou v ampérech (A), a - vychylka magnetometru v radidnech
(rad). Predpokladejme linedrni zavislost « na I.

Reseni:

Oznacme hledanou aproximaci polynomem «o = al + b, koeficienty a, b najdeme
metodou nejmensich ¢tvercu. Vzhledem ke skutecnosti, ze mérené velic¢iny jsou udany
v zakladnich jednotkach, provedeme vypocet, aniz bychom dale uvazovali fyzikalni
rozmér jednotlivych veli¢in. Pro naméfené hodnoty vypocteme prislusné koeficienty:

8 8
Z Ii =18 Z (I@'O{i) = 0, 5727
i=1 i=1
8 8.
> a; =0,1988 >, I7 =51.
i=1 i=1
Dosazenim dostaneme soustavu: 5la + 18 = 0,5727
18a + 8 = 0,1988,

kterd ma jediné teseni a = 0,01194, b = —0, 00202 .
Hledanou aproximaci je primka o rovnici « = 0,01194 - I — 0, 00202 .

Zpét I

|
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Priklad 7.2.2

Pti méreni zavislosti vychylky magnetometru na proudu protékajicim civkou byla
nameérena tato data:

Cislo mé&feni 4 1 2 3 4 5 6 7 8
I[A] 0, 50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
afrad] 0,004 | 0,01 | 0.0162 | 0,0212 | 0,0274 | 0,0346 | 0,0398 | 0,0456

I - proud protékajici civkou v ampérech (A), a - vychylka magnetometru v radidnech
(rad). Predpokladejme linedrni zavislost « na I.

Maple:

Takto bychom pocitali pomoci soustavy linearnich rovnic:

> TI1:=0.5:1I2:=1:1I3:=1.5:14:=2:15:=2.5:16:=3:17:=3.5:1I8:=4:

> al:=0.4%x10"{-2}:22:=1%10"{-2}:a3:=1.62%x10"{-2}:24:=2.12x10"{-2
}:a5:=2.74%10"{-2}:26:=3.46%x10"{-2}:a7:=3.98%10"{-2 }:a8:=4.56x10"{-2}:
>

Kl:=I1+I2+I3+I4+I5+I6+I17+18;
K1 :=18.0
> K2:=al+a2+a3+ad+ab+a6+a7+a8;
K2 :=19.88 1012/
> K3:=I1"2+I2"2+I372+I4°2+I5°2+16°2+17°24+41872;
K38 :=51.00
> K4:=T1xal+I2xa2+I13%«a3+I4xad+I5+xab+I6xa6+I17+xa’7+I18%al8;
K4 :=57.27010{—2}
Dalsi

|
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Priklad 7.2.2

Pti méreni zavislosti vychylky magnetometru na proudu protékajicim civkou byla
nameérena tato data:

Cislo mé&feni 4 1 2 3 4 5 6 7 8
I[A] 0, 50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
afrad] 0,004 | 0,01 | 0.0162 | 0,0212 | 0,0274 | 0,0346 | 0,0398 | 0,0456

I - proud protékajici civkou v ampérech (A), a - vychylka magnetometru v radidnech
(rad). Predpokladejme linedrni zavislost « na I.

Maple:
> solve ({a*K3+bxK1=K4, axK1+8xb=K2}) ;

{b=—0.202142857110.172} ¢ = 1.19428571410.12-}}
Hledana regresni primka ma rovnici:

> alpha:=1.194285714x10."{-2.}»I-.2021428571%10."{-2.};

o = 1.1942857147110.172-} — 0.202142857110.172}

Nyni budeme pocitat primo s vyuzitim baliku stats:
> restart:with(stats):

> fit[leastsquarel[[x,y],y=a*x+b,{a,b
}]] ([6.5,1,1.5,2,2.5,3,3.5,41,10.004,0.01,0.0162,0.0212,0.0274,0.034
6,0.0398,0.045611]);

y = 0.01194285714 x — 0.002021428571
V obou pripadech jsme ziskali tentyz vysledek.

Dalsi
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Priklad 7.2.2

Pti méreni zavislosti vychylky magnetometru na proudu protékajicim civkou byla
nameérena tato data:

Cislo mé&feni 4 1 2 3 4 5 6 7 8
I[A] 0, 50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
afrad] 0,004 | 0,01 | 0.0162 | 0,0212 | 0,0274 | 0,0346 | 0,0398 | 0,0456

I - proud protékajici civkou v ampérech (A), a - vychylka magnetometru v radidnech
(rad). Predpokladejme linedrni zavislost « na I.

Maple:

Podivejme se nyni na obrazek celé situace:

> proud:=[0.5,1,1.5,2,2.5,3,3.5,4]:
uhel:=[0.004,0.01,0.0162,0.0212,0.0274,0.0346,0.0398,0.0456]:
body:=convert (linalg[transpose] ([proud,uhel]),listlist) :

with (plots) :obr:=listplot (body, style=POINT, symbolsize=14) :

primka:=plot (.1194285714e-1xx-.2021428571e-2, x=0.4
,thickness=3) :

vV &V V V V

display ({obr,primka}) ;

0.04

0.03 1

0.02

0.01

Zpét 05 1 15 2 25 3 35 4
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Priklad 7.2.2

Pti méreni zavislosti vychylky magnetometru na proudu protékajicim civkou byla

nameérena tato data:

Cislo mé&feni 4 1 2 3 4 5 6 7 8
I[A] 0, 50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
afrad] 0,004 | 0,01 | 0.0162 | 0,0212 | 0,0274 | 0,0346 | 0,0398 | 0,0456

I - proud protékajici civkou v ampérech (A), a - vychylka magnetometru v radidnech
(rad). Predpokladejme linedrni zavislost « na I.

Mathematica:
Takto bychom pocitali pomoci soustavy linearnich rovnic:

datal = {0.5,1.0,1.5, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5, 4.0};
dataalfa = {0.4,1.0,1.62,2.12, 2.74, 3.46, 3.98, 4.56} 10" (—2);
K1 = Sum|[datal[[]], {z, 1, 8}]

18.

K2 = Sum|[dataalfa[[¢]], {2, 1, 8}]

0.1988

K3 = Sum|[datal[[i]]"2, {i, 1, 8}]

ol.

K4 = Sum|datal[[i]]dataalfa[[z]], {%, 1, 8}]
0.5727

Solve[{a * K3 + b * K1==K4, a * K1 + 8 * b==K2}, {a, b}]
{{a — 0.0119429,b — —0.00202143}}
Dalsi I
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Priklad 7.2.2

Pti méreni zavislosti vychylky magnetometru na proudu protékajicim civkou byla
nameérena tato data:

Cislo mé&feni 4 1 2 3 4 5 6 7 8
I[A] 0, 50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
afrad] 0,004 | 0,01 | 0.0162 | 0,0212 | 0,0274 | 0,0346 | 0,0398 | 0,0456

I - proud protékajici civkou v ampérech (A), a - vychylka magnetometru v radidnech
(rad). Predpokladejme linedrni zavislost « na I.

Mathematica:

Hledana regresni primka ma rovnici:

rovnice = a == ai + b/.%

{a@ == —0.00202143 + 0.0119429: }

Nyni budeme pocitat primo s vyuzitim baliku Statistics:

<< StatisticsLinearRegression;
data = Table[{datal[[i]], dataalfa[[i]]}, {2, 1, 8}]

{{0.5,0.004}, {1.,0.01}, {1.5,0.0162}, {2.,0.0212},
{2.5,0.0274}, {3.,0.0346}, {3.5,0.0398}, {4.,0.0456} }

rovnice = a == Fit[data, {1,1}, i]
a == —0.00202143 + 0.0119429:2

V obou pripadech jsme ziskali tentyz vysledek.
Dalsi
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Priklad 7.2.2

Pti méreni zavislosti vychylky magnetometru na proudu protékajicim civkou byla

nameérena tato data:

Cislo mé&feni 4 1 2 3 4 5 6 7 8
I[A] 0, 50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
afrad] 0,004 | 0,01 | 0.0162 | 0,0212 | 0,0274 | 0,0346 | 0,0398 | 0,0456

I - proud protékajici civkou v ampérech (A), a - vychylka magnetometru v radidnech
(rad). Predpokladejme linedrni zavislost « na I.

Mathematica:
Podivejme se nyni na obrazek celé situace:

gl = ListPlot[data, PlotStyle — {PointSize[0.02]}, DisplayFunction — Identity];
g2 = Plot[rovnice[[2]], {2, 0,4}, PlotStyle — {Thickness[0.008]}, DisplayFunction — Identity];

Show|[{gl, g2}, DisplayFunction — $DisplayFunction];

0.04
0.03
0.02

0.01

Zpét
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Priklad 7.2.3

Pti méreni indexu lomu n glycerinového roztoku v zavislosti na jeho objemové
koncentraci ¢ v rozmezi od 0% (destilovand voda) do 100% (¢isty glycerin) byla
naméiena tato data:

Meéreni ¢islo 2 1 2 3 4 5 6
co [%] 0 10 20 30 40 50
n 1,3340 1, 3460 1,3600 1,3690 1,3795 1,3855
Meéreni ¢islo 2 7 8 9 10 11
co (%] 60 70 80 90 100
n 1,3905 1,4100 1,4250 1,4315 1,4445

Graf namérenych hodnot aproximujte pomoci primky o rovnici n =a-cg + b.

o ©

?

G 4 W

Zpét
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Priklad 7.2.3

Pti méreni indexu lomu n glycerinového roztoku v zavislosti na jeho objemové
koncentraci ¢ v rozmezi od 0% (destilovand voda) do 100% (¢isty glycerin) byla

nameérena tato data:

Meéreni ¢islo 2 1 2 3 4 5 6
co [%] 0 10 20 30 40 50
n 1,3340 1, 3460 1,3600 1,3690 1,3795 1,3855
Meéreni ¢islo 2 7 8 9 10 11
co (%] 60 70 80 90 100
n 1,3905 1,4100 1,4250 1,4315 1,4445

Graf namérenych hodnot aproximujte pomoci primky o rovnici n =a-cg + b.

Vysledek:

n =0,1075-ce + 1,3349.

Zpét
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Priklad 7.2.3

Pti méreni indexu lomu n glycerinového roztoku v zavislosti na jeho objemové
koncentraci ¢ v rozmezi od 0% (destilovand voda) do 100% (¢isty glycerin) byla
naméiena tato data:

Meéreni ¢islo 2 1 2 3 4 5 6
co [%] 0 10 20 30 40 50
n 1,3340 1, 3460 1,3600 1,3690 1,3795 1,3855
Meéreni ¢islo 2 7 8 9 10 11
co %] 60 70 80 90 100
n 1,3905 1,4100 1,4250 1,4315 1,4445

Graf namérenych hodnot aproximujte pomoci primky o rovnici n =a-cg + b.

Navod:

Koeficienty a, b pro aproximaci n = ace + b uré¢ime feSenim soustavy rovnic:

k k k
a- (Z céi) +b- (Z C@i) = 2231 (coini)

=1 =1

k k
a-(ZCQfL’)—Fb-k:ZTLi, k=11.

Zpét

|
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Priklad 7.2.3

Pti méreni indexu lomu n glycerinového roztoku v zavislosti na jeho objemové
koncentraci ¢ v rozmezi od 0% (destilovand voda) do 100% (¢isty glycerin) byla

nameérena tato data:

Meéreni ¢islo 2 1 2 3 4 5 6
co [%] 0 10 20 30 40 50
n 1,3340 1, 3460 1,3600 1,3690 1,3795 1,3855
Meéreni ¢islo 2 7 8 9 10 11
co %] 60 70 80 90 100
n 1,3905 1,4100 1,4250 1,4315 1,4445

Graf namérenych hodnot aproximujte pomoci primky o rovnici n =a-cg + b.

Reseni:

Pro nameérené hodnoty vypocteme prislusné koeficienty:

11 11
> coi =5,5 > (coing) = 7,756
i=1 i=1
11 11
E%T“::]5’2755 __1c%i::3,85.
Dosazenim dostaneme soustavu: 3,85a + 5,5b = 7,756
5,ba + 116 = 15,2755,

kterd ma jediné teseni a = 0,1075, b =1,3349.
Hledanou aproximaci je primka o rovnici n = 0, 1075 -

Zpét

co +1,3349.
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Priklad 7.2.3

Pti méreni indexu lomu n glycerinového roztoku v zavislosti na jeho objemové
koncentraci ¢ v rozmezi od 0% (destilovand voda) do 100% (¢isty glycerin) byla
naméiena tato data:

Meéreni ¢islo 2 1 2 3 4 5 6
co [%] 0 10 20 30 40 50
n 1,3340 1, 3460 1,3600 1,3690 1,3795 1,3855
Meéreni ¢islo 2 7 8 9 10 11
co %] 60 70 80 90 100
n 1,3905 1,4100 1,4250 1,4315 1,4445

Graf namérenych hodnot aproximujte pomoci primky o rovnici n =a-cg + b.

Maple:

Nejprve opét uvedeme podrobny vypocet:
> ¢cl:=0:¢c2:=0.10:c3:=0.20:¢c4:=0.30:¢c5:=0.40:¢c6:=0.50:c¢7:=0.60:c8:=0.70:
c9:=0.80:c10:=0.90:c11:=1.00:
> nl:=1.334:n2:=1.346:n3:=1.36:n4:=1.369:n5:=1.3795:n6:=1.3855:n7:=1.39
05:n8:=1.41:n9:=1.425:n10:=1.4315:n11:=1.4445:

> Kl:=cl+c2+c3+cd+c5+co6+c7+c8+c9+cl0+cll;

K1 :=5.50
> K2:=nl+n2+n3+n4+n5+n6+n7+n8+n9+nl0+nll;

K2 .= 15.2755
> K3:=cl 2+c2 2+c3 2+cd 2+tch 2+c6 2+c] 2+tecB8 2+c% 2+cl0 2+cll 2;

K3 := 3.8500

Dalsi
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Priklad 7.2.3

Pti méreni indexu lomu n glycerinového roztoku v zavislosti na jeho objemové
koncentraci ¢ v rozmezi od 0% (destilovand voda) do 100% (¢isty glycerin) byla
naméiena tato data:

Meéreni ¢islo 2 1 2 3 4 5 6
co [%] 0 10 20 30 40 50
n 1,3340 1, 3460 1,3600 1,3690 1,3795 1,3855
Meéreni ¢islo 2 7 8 9 10 11
co %] 60 70 80 90 100
n 1,3905 1,4100 1,4250 1,4315 1,4445

Graf namérenych hodnot aproximujte pomoci primky o rovnici n =a-cg + b.

Maple:

> Kid:=cl*nl+c2+n2+c3+n3+cd+nd+chH5+rnb5+coxno6+c7+n7+c8*xn8+c9+xn9+cl0+xnl0+cll
*nll;

K4 = 7.756000
>  solve ({a*K3+b*K1=K4, a*xK1+11xb=K2});

{a = 0.1075000000, b = 1.334931818}
Hledana regresni primka ma rovnici:

> n:=.1075000000xc+1.334931818;
n := 0.1075000000 c 4 1.334931818

Dalsi

|
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Priklad 7.2.3

Pti méreni indexu lomu n glycerinového roztoku v zavislosti na jeho objemové
koncentraci ¢ v rozmezi od 0% (destilovand voda) do 100% (¢isty glycerin) byla
naméiena tato data:

Meéreni ¢islo 2 1 2 3 4 5 6
co [%] 0 10 20 30 40 50
n 1,3340 1, 3460 1,3600 1,3690 1,3795 1,3855
Meéreni ¢islo 2 7 8 9 10 11
co %] 60 70 80 90 100
n 1,3905 1,4100 1,4250 1,4315 1,4445

Graf namérenych hodnot aproximujte pomoci primky o rovnici n =a-cg + b.

Maple:

A nyni si uvedeme rychlejsi moznost vypoctu:
> with(stats):

> fit[leastsquarel[[x,y],y=a*x+b,{a,b
}]]([[0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,l.O],[1.334,1.346,1.36,1.
369,1.3795,1.3855,1.3905,1.41,1.425,1.4315,1.444511);

y = 0.1075000000 z + 1.334931818
Oba zpusoby vypoctu vedly ke stejnému vysledku.
Podivejme se nyni na obrazek provedené regrese:

> koncentrace:=[0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.07:

> 1indx:=[1.334,1.346,1.36,1.369,1.3795,1.3855,1.3905,1.41,1.425,1.4315,
1.4445]:

Dalsi
|

|
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Priklad 7.2.3

Pti méreni indexu lomu n glycerinového roztoku v zavislosti na jeho objemové
koncentraci ¢ v rozmezi od 0% (destilovand voda) do 100% (¢isty glycerin) byla

nameérena tato data:

Meéreni ¢islo 2 1 2 3 4 5 6
co [%] 0 10 20 30 40 50
n 1,3340 1, 3460 1,3600 1,3690 1,3795 1,3855
Meéreni ¢islo 2 7 8 9 10 11
co %] 60 70 80 90 100
n 1,3905 1,4100 1,4250 1,4315 1,4445

Graf namérenych hodnot aproximujte pomoci primky o rovnici n =a-cg + b.

Maple:

>

>
>
>

Zpét

x=0

1.44

1.42

1.4+

1.38

1.36

1.34

body:=convert (linalg[transpose] ([koncentrace, indx]),listlist) :
with (plots) :obr:=listplot (body, style=POINT, symbolsize=14) :
primka:=plot (0.1075000000*x+1.334931818,
display ({obr,primka}) ;

1.05,thickness=3):
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Priklad 7.2.3

Pti méreni indexu lomu n glycerinového roztoku v zavislosti na jeho objemové
koncentraci ¢ v rozmezi od 0% (destilovand voda) do 100% (¢isty glycerin) byla
naméiena tato data:

Meéreni ¢islo 2 1 2 3 4 5 6
co [%] 0 10 20 30 40 50
n 1,3340 1, 3460 1,3600 1,3690 1,3795 1,3855
Meéreni ¢islo 2 7 8 9 10 11
co %] 60 70 80 90 100
n 1,3905 1,4100 1,4250 1,4315 1,4445

Graf namérenych hodnot aproximujte pomoci primky o rovnici n =a-cg + b.

Mathematica:
Nejprve opét uvedeme podrobny vypocet:

datac = {0.0,0.10, 0.20, 0.30, 0.40, 0.50, 0.60, 0.70, 0.80, 0.90, 1.00};

datan = {1.3340, 1.3460, 1.3600, 1.3690, 1.3795, 1.3855, 1.3905, 1.4100, 1.4250,
1.4315,1.4445};

K1 = Suml|[datac|[z]], {2, 1, 11}]
5.5

K2 = Sum|[datan[[¢]], {¢,1,11}]
15255

K3 = Sum|[datac[[i]]"2, {i, 1, 11}]
3.85

Dalsi |

|
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Priklad 7.2.3

Pti méreni indexu lomu n glycerinového roztoku v zavislosti na jeho objemové
koncentraci ¢ v rozmezi od 0% (destilovand voda) do 100% (¢isty glycerin) byla

nameérena tato data:

Meéreni ¢islo 2 1 2 3 4 5 6
co [%] 0 10 20 30 40 50
n 1,3340 1, 3460 1,3600 1,3690 1,3795 1,3855
Meéreni ¢islo 2 7 8 9 10 11
co %] 60 70 80 90 100
n 1,3905 1,4100 1,4250 1,4315 1,4445

Graf namérenych hodnot aproximujte pomoci primky o rovnici n =a-cg + b.

Mathematica:
K4 = Sum|datac[[i]]datan][[z]], {2, 1,11}]

7.756

Solve[{a * K3 + b x K1==K4, a * K1 + 11 * b==K2}, {a, b}]

{{a — 0.1075,b — 1.33493}}

Hledana regresni primka ma rovnici:

rovnice = n == ac + b/.%
{n == 1.33493 4+ 0.1075¢}

Dalsi

.—p.13/13



Priklad 7.2.3

Pti méreni indexu lomu n glycerinového roztoku v zavislosti na jeho objemové
koncentraci ¢ v rozmezi od 0% (destilovand voda) do 100% (¢isty glycerin) byla

nameérena tato data:

Meéreni ¢islo 2 1 2 3 4 5 6
co [%] 0 10 20 30 40 50
n 1,3340 1, 3460 1,3600 1,3690 1,3795 1,3855
Meéreni ¢islo 2 7 8 9 10 11
co %] 60 70 80 90 100
n 1,3905 1,4100 1,4250 1,4315 1,4445

Graf namérenych hodnot aproximujte pomoci primky o rovnici n =a-cg + b.

Mathematica:

A nyni si uvedeme rychlejsi moznost vypoctu:

<< StatisticsLinearRegression;

data = Table[{datac[[i]], datan][[3]]}, {2,1,11}]
{{0.,1.334}, {0.1,1.346}, {0.2,1.361}, {0.3,1.3691}, {0.4, 1.3795},

{0.5,1.3855}, {0.6,1.3905}, {0.7,1.41}, {0.8,1.425}, {0.9,1.4315}, {1., 1.4445}}

rovnice = n == Fit[data, {1, ¢}, ¢]
n == 1.33493 + 0.1075c

Oba zpusoby vypoctu vedly ke stejnému vysledku.
Podivejme se nyni na obrazek provedené regrese:

Dalsi
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Priklad 7.2.3

Pti méreni indexu lomu n glycerinového roztoku v zavislosti na jeho objemové
koncentraci ¢ v rozmezi od 0% (destilovand voda) do 100% (¢isty glycerin) byla
naméiena tato data:

Meéreni ¢islo 2 1 2 3 4 5 6
co [%] 0 10 20 30 40 50
n 1,3340 1, 3460 1,3600 1,3690 1,3795 1,3855
Meéreni ¢islo 2 7 8 9 10 11
co %] 60 70 80 90 100
n 1,3905 1,4100 1,4250 1,4315 1,4445

Graf namérenych hodnot aproximujte pomoci primky o rovnici n =a-cg + b.

Mathematica:

gl = ListPlot[data, PlotStyle — {PointSize[0.02]}, DisplayFunction — Identity];
g2 = Plot[rovnice[[2]], {c, 0,1.00}, PlotStyle — {Thickness[0.008]},
DisplayFunction — Identity];

Show([{gl, g2}, DisplayFunction — $DisplayFunction];

1.44

1.38

1.36

1.34
[

Zpét
|

|
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