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Zakladni vlastnosti funkci jedné a dvou realnych proménnych

® Elementarni funkce

® Operace s funkcemi

L] Zpét
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Elementarni funkce

® Piiklad 1.1.1 Je-li funkce f(x) = sin(x), nacrtnéte graf funkci

f1(z) = f(2z) f2(z) = f(=/2) fa(x) = 2f(z)
fa(z) = f(z —2) fs(z) = [f(z)] fe(x) = f(|=|)
L] Zpét
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Priklad 1.1.1

Je-1i funkce f(z) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(z) = f(2z) f2(z) = f(z/2) fa(z) = 2f(z)
fa(z) = f(x — 2) fs(z) = |f(x)] fe(x) = f(|z|)
© = 7?2 LH # = Zpét
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Priklad 1.1.1
Je-1i funkce f(z) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(z) = f(2x) fa(z) = f(x/2) f3(z) = 2f(x)
fa(z) = f(z —2) fs(x) = [f(z)] fe(z) = f(l=])

Vysledek:

sin (2 X) sin (X/2) 2 sin (X)

1 1 2

NN [

v \Z/JT AV T2 -2 77 - ) VH
-1

X-2) |sin (X)) | sin 1(|x|)
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~ |
Priklad 1.1.1
Je-1i funkce f(z) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(z) = f(2z) fa(z) = f(x/2) fa(z) = 2f(x)
fa(z) = f(xz —2) fs(z) = [f(x)| fe(x) = f(|=])

Navod:

Perioda funkce f1(x) je .

Perioda funkce fa2(x) je 4.

H(f) funkce f3(x) je (—2,2).

Graf funkce f4(x) je posunuty o 2 doprava.

Graf funkce f5(x) vznikne ptrevracenim zaporné casti grafu funkce f(z) do kladné casti
podle osy =x.

Graf funkce fg(xz) vznikne prevracenim ¢asti grafu funkce f(x) pro x > 0 podle osy y.

Zpét
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Priklad 1.1.1
Je-1i funkce f(z) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(z) = f(2x) fa(z) = f(x/2) f3(z) = 2f(x)
fa(z) = f(z —2) fs(x) = [f(z)] fe(z) = f(l=])

Reseni:
Viz navod a vysledek.

Zpét

1
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Priklad 1.1.1
Je-1i funkce f(z) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(z) = f(2z) fa(z) = f(x/2) fa(z) = 2f(x)
fa(z) = f(xz —2) fs(z) = [f(x)| fe(x) = f(|=])

Maple:
> fi=x->sin(x);
f = x — sin(x)
> plot([f(x),f(2*x)],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x)"," sin(2 x)"));
S— ;)
> plot([f(x),f(x/2)],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x)"," sin(x/2)");

Dalsi
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Priklad 1.1.1
Je-1i funkce f(z) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(z) = f(2z) fa(z) = f(x/2) fa(z) = 2f(x)
fa(z) = f(xz —2) fs(z) = [f(x)| fe(x) = f(|=])

Maple:
> plot([f(x),2*f(x)],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x)"," 2sin(x)"D;
—
> plot([f(x),f(x-2)],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x)"," sin(x-2)"));
— P
Dalsi
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Priklad 1.1.1
Je-1i funkce f(z) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(z) = f(2z) fa(z) = f(x/2) fa(z) = 2f(x)
fa(z) = f(xz —2) fs(z) = [f(x)| fe(x) = f(|=])

Maple:
> plot([f(x),abs(f(x))],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x) “sin()]"]);
> plot([f(x),f(abs(x))],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x) "sin(|xPD"));
— N
Zpét
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Priklad 1.1.1

Je-1i funkce f(z) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(x) = f(2z) fa(x) = f(x/2) fa(x) = 2f(=x)
fa(z) = f(x —2) fs(z) = [f(x)| fe(x) = f(|=])
Mathematica:

<< GraphicsLegend

f[x] = Sin[z]

Sin[x]

Plot[{ f[z], f[2z]}, {z, —2Pi, 2Pi},PlotStyle — {{Dashing[{0.02,0.02,0.02}]}, {}},
PlotLegend — {"sin(x)","sin(2 x)" }, LegendShadow — None]

/“\ 1 /\\
\
p . // \\
,’ 0 0.5 /s \
) ‘\ I \
l \ 0 \
-6 4 [\ -2 / 2 [\ 4
\ J
I \
\ g \ /
v -0.5 /
q \
———-sin {x)/ p . /
\ Y
\\/ \./

sin (2 x)

Plot[{ f[z], f[z/2]}, {z, —2Pi, 2Pi},PlotStyle — {{Dashing[{0.02,0.02,0.02}]}, {}},
PlotLegend — {"sin(x)","sin(x/2)" }, LegendShadow — None]

7 \ 1 //\
o / \
! 0 / \
,’ 0 0.5/ \
; ‘\ / \
; \ / \\
4 \ -2 / 2 ‘\ 4 &
\ / \ I/
8 / \
) v/ \ /
---- SIn\(X) / \ g
v/, v
~7 -1 -
sin (x/2)
~ /
Dalsi
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Priklad 1.1.1

Je-1i funkce f(z) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(x) = f(2z) fa(x) = f(x/2) fa(x) = 2f(=x)
fa(z) = f(x —2) fs(z) = [f(x)| fe(z) = f(|=|)
Mathematica:

Plot[{f[z],2 f[z]}, {z, —2Pi, 2Pi},PlotStyle — {{Dashing[{0.02,0.02,0.02}]}, {}},

PlotLegend — {"sin(x)"," 2 sin(x)" }, LegendShadow — None]

----sin (x)

—— 2 sin (X)

Plot[{ f[z], f[x — 2]}, {z, —2Pi, 2Pi},PlotStyle — {{Dashing[{0.02,0.02,0.02}]},{}},

PlotLegend — {"sin(x)","sin(x-2)" }, LegendShadow — None]
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Dalsi
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Priklad 1.1.1

Je-1i funkce f(z) = sin(x), nac¢rtnéte graf funkci

fi(x) = f(2z) fa(x) = f(x/2) fa(x) = 2f(=x)
fa(z) = f(x —2) fs(z) = [f(x)| fe(x) = f(|=])
Mathematica:

Plot[{ f[z], Abs[f[z]]}, {z, —2Pi, 2Pi},PlotStyle — {{Dashing[{0.02,0.02,0.02}]}, {}},
PlotLegend — {"sin(x)"," |sin(x)|" }, LegendShadow — None]

6 4 2 2 \4 G

——emsin () W

Isin (x) |

Plot[{ f[z], f[Abs[z]]}, {z, —2Pi, 2Pi},PlotStyle — {{Dashing[{0.02,0.02,0.02}]},{}},
PlotLegend — {"sin(x)","sin(|x|)" }, LegendShadow — None]

! N R S R
; /
L 05
. KGN
/
\\/_1
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Operace s funkcemi

® Pi#iklad 1.2.1 Pro funkce f(z) = z° a g(x) = e® najdéte funkce

fi = f+g
f2 S —g

fs = fxg fs = fog
fa = f/g fe = gof

a spoctéte jejich hodnotu v bodé x = 3.

Piiklad 1.2.2 Pro vektorové funkce dvou proménnych f(x,y) = (z +y,zy) a

9(z,y) = (—y,z) najdéte f1 = foga fo =go f.
® Prfriklad 1.2.3 Rozhodnéte, kterd z funkci

f1(z)
fa(z)
fa(z)
fa(z)

e’ +cosx+e ”*

e” + cosx + 2%
e +xrxcosx —e
0

je suda a ktera je licha.

@ ©

X

Zpét
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

Ji = f+g fa = [f=x*xg fs = fog
f2 f—g fa = f/g fe = gof

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

§ = 7 LH # = Zpét
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

Ji = f+g fa = [f=x*xg fs = fog
fa = f—yg fa = f/g fe gof

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Vysledek:
fi(z) = z2+4¢€”
fa(z) = x2—é”
fa(z) = x?xe”
fa(x) = x2/e”
fs(x) = e2z
fe(x) = €”
fi(3) = 9+4¢€°
f2(3) = 9-¢°
f3 (3) = 9 % e3
fa@d) = 9/e’
f5(3) = 66
f6 (3) = e9.

Zpét
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

Ji = f+g fa = [f=x*xg fs = fog
f2 f—g fa = f/g fe = gof

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Navod:

Nejdrive definujeme funkce f a g a potom pomoci nich definujeme funkce fi az fg.

Zpét
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

f1
f2

J*g Is
fl/g fe

fog
gof

f+g f3
f—g fa

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Reseni:

Zpét

f1(z)
fa(z)
fa(z)
fa(z)
fs(x)
fe(x)
f1(3)
f2(3)
f3(3)
fa(3)
f5(3)
fe(3)

f(x)+ g(z) = 2% 4+ &°

f(z) — g(z) = 2% — &

f(z) * g(x) = x° xe”

f(x)/g(z) = x®/e”

flg(@) = f(y) =y* = (92(x))2 = (%)% = &*7
g(f(z)) = g(y) = e’ =¢€”

9+ e3

9 — e3

9 % e3
9/e?

66

e?.
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

fi =
fa2 =

fa = [f=x*xg fs
fa = f/g fe

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

f1 :

f2

f3 :

f4

Maple:
> f
> g
>
>
>
>
Dalsi

= X -> X2

= X -> exp(x);

f(x)+9(x);

f(x)-g(x);

f(x)*a(x);

f(x)/9(x);

f1 =2 — £(2) + g(a)

f2 =z — f(z) — g(z)

13 = 2 — £(2) g(x)

ST

fog
gof
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

Ji = f+g fa = [f=x*xg fs = fog
fa = f—yg fa = f/g fe = gof

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Maple:
> 5 :

x -> f(9(x));

f5 = & — t(g())
> 6 = x -> g(f(x));

f6 =z — g(f(z))

> f1(x);
$2 _|_ea:
> f2(x);
2 — €%
> f3(x);
z? e”
> f4(x);
2
=3
Dalsi
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

Ji = f+g fa = [f=x*xg fs = fog
f2 f—g fa = f/g fe = gof

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Maple:
> f5(x);
(e”)?
> f6(X);
o(@?)
> f1(3);
9—|—e3
> f2(3);
9 — e3
> 3(3);
9e3
> f4(3);
9
€3
Dalsi
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

f1
f2

fa = [f=x*xg fs = fog
fa = f/g fe = gof

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Maple:
> 5(3);

> simplify(%);

> 6(3);

Zpét

|
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.7/139



Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

Ji = f+g fa = [f=x*xg fs = fog
fa = f—yg fa = f/g fe = gof

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Mathematica:
flx] =z"2
332

g[x-] = Exp|z]

x

fl[x | = f[z] + g[z]
e® + 2

f2[x ] = flz] — g[z]
—e® 4 2

f3[x] = flz]g[z]

fA[x | = f[z]/glz]
Dalsi
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

f1
f2

f+g
f—g

fa = [f=x*xg fs = fog
fa = f/g fe = gof

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Mathematica:
f5[x] = flg[z]]

62:1;

f6[x] = g[f[x]]

efE

£1[3]
9+ e3
£2[3]

9 — 3
£3[3]
9e3
£4[3]
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Priklad 1.2.1

Pro funkce f(z) = 22 a g(x) = e najdéte funkce

Ji = f+g fa = [f=x*xg fs = fog
f2 f—g fa = f/g fe = gof

a spoctéte jejich hodnotu v bodé = = 3.

Mathematica:

£5(3]

e6

£6[3]

69

Zpét
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Priklad 1.2.2

Pro vektorové funkce dvou proménnych f(x,y) = (x + y,zy) a g(z,y) = (—y, x) najdéte
Ji=foga fa=golf.

@®=?6~bﬂ# Zpét
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Priklad 1.2.2

Pro vektorové funkce dvou proménnych f(x,y) = (x + y,zy) a g(z,y) = (—y, x) najdéte
Ji=foga fa=golf.

Vysledek:

filz,y) = (x -y, —zy), f2(z,y) = (—zy,xz+y). Zpét

1
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Priklad 1.2.2

Pro vektorové funkce dvou proménnych f(x,y) = (x + y,zy) a g(z,y) = (—y, x) najdéte
Ji=foga fa=golf.

Navod:

Nejdrive definujeme funkce f a g a potom pomoci nich definujeme funkce fi a fs.

Zpét
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Priklad 1.2.2

Pro vektorové funkce dvou proménnych f(x,y) = (x + y,zy) a g(z,y) = (—y, x) najdéte
Ji=foga fa=golf.

Reseni:
Oznac¢me u = —y a v = x, potom
fi(z,y) = f(u,v) = (v +v,uv) =(—y+ 2z, —yx).

Ozna¢me a = x4+ y a b = x y, potom

f2($,y) — g(a'7b) — (_b>a’) — (_xyax +y) :

Zpét
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Priklad 1.2.2

Pro vektorové funkce dvou proménnych f(x,y) = (x + y,zy) a g(z,y) = (—y, x) najdéte
Ji=foga fa=golf.

Maple:
> f = (Xy) > (Xty, X*Yy);

fi=(z,y) — (z+y, zy)
> g = (Xy) > (v, X);
g :=(z,y) — (—y, x)
> 1= (xy) -> f(g(x.y));
f1:=(z, y) — f(g(z, v))
> 2 = (xy) -> g(f(x.y));
2 :=(z, y) — g(f(z, v))

> f1(x,y);
—y+x, —yx
> f2(x,y);
—yz, Tty
Zpét
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Priklad 1.2.2

Pro vektorové funkce dvou proménnych f(x,y) = (x + y,zy) a g(z,y) = (—y, x) najdéte
Ji=foga fa=golf.

Mathematica:

fli{x-y-Hi={z + y,z *x y}
gl{x-, y-}:={—y, =}
f1[z_]:=f[g[]]
f2[z_]:=g[f[=]]

f1[{z, y}]

1z — y, —zy}

f2[{z, y}]

1—zy,z +yl

Zpét
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Priklad 1.2.3

Rozhodnéte, ktera z funkci

f1(z)
fa(z)
fa(z)
fa(z)

e’ +cosx+e ”*
e” + cosx + 2%
e +xcosx —e”
0

je suda a ktera je licha.

@ ©

? G & B

X

Zpét
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Priklad 1.2.3

Rozhodnéte, ktera z funkci

f1(z)
fa(z)
fa(z)
fa(z)

e’ +cosx+e ”*
e” + cosx + 2%
e +xcosx —e”
0

je suda a ktera je licha.

Vysledek:

Funkce f; je suda, neni licha.
Funkce f2 neni suda, neni licha.
Funkce f3 neni suda, je licha.
Funkce f4 je suda, je licha.

Zpét

X
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Priklad 1.2.3

Rozhodnéte, ktera z funkci

f1(z)
fa ()
fa(z)
fa(z)

e’ +cosx+e ”*
e” + cosx + 2%
e +xcosx —e”
0

je suda a ktera je licha.

Navod:

X

Pro vSechny funkce plati, D(f) = R, tj. defini¢ni obor funkce je soumérny podle pocatku.

Staci vysettit nasledujici podminky:

Funkce f(x) je sudd, jestlize pro vSechna x z defini¢niho oboru plati

f(z) = f(—=).

Funkce f(x) je lichd, jestlize pro vSechna x z defini¢niho oboru plati

Zpét

f(x) = —f(—x).
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Priklad 1.2.3

Rozhodnéte, ktera z funkci

f1(z)
fa ()
fa(z)
fa(z)

e’ +cosx+e ”*
e” + cosx + 2%
e +xcosx —e”
0

je suda a ktera je licha.

Reseni:

X

D(f1) = D(f2) = D(fs) = D(fs) = R, tj. defini¢ni obor funkce je soumérny podle

pocatku.

fi(—z) = e % 4 cos(—z) +e (%) =% 4 cosz + e = f1(z) (cosz je funkce sudi)

Funkce fi(x) je sudd a neni licha.

fo(—z) = e % 4+ cos(—z) +e2(7%) = e™% 4 cosx + e 2% £ fo(x) ani fo(—z) # —fa(x)

Funkce f2(x) neni sudé a neni lich4.

fa(—x) =e"* + (—x) cos(—x) — e (%) — =% _pcosz —e® = —f3(—=x)

Funkce fs(x) neni sud4 a je licha.

fa(z) = —fa(—2) i fa(z) = fa(—2).

Funkce f4(x) je sudd i licha.

Zpét
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Priklad 1.2.3

Rozhodnéte, ktera z funkci

fi(x) = e*+cosx+e”
fa(z) = €% +cosx+e*”
fa(x) = e*+xzcosx—e "
f4 (:1:) = 0
je suda a ktera je licha.
Maple:

> fl = x -> exp(x) + cos(x) + exp(-x);

f1 =z — e® + cos(z) + (=%

> evalb (f1(x) = f1(-X));

true

> evalb (f1(x) = -f1(-x));

false
> f2 := x -> exp(X) + cos(X) + exp(2*X);

f2 =z — e® + cos(z) + e(?®)
> evalb (f2(x)

f2(-x));
false
> evalb (f2(x)

-f2(-x));
false

Dalsi

|
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Priklad 1.2.3

Rozhodnéte, ktera z funkci

fi(x) = e*+cosx+e”
fa(z) = €% +cosx+e*”
fa(x) = e*+xzcosx—e "
fa(z) = O
je suda a ktera je licha.
Maple:
> f3 1= x -> exp(x) + x * cos(x) - exp(-x);
f8 :=x — e® + z cos(z) — e~
> evalb (f3(x) = f3(-x));
false
> evalb (f3(x) = -f3(-x));
true
> f4 = x -> 0
f4 =2 —0
> evalb (f4(x) = f4(-x));
true
> evalb (f4(x) = -f4(-x));
true

Zpét

|
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.9/139



Priklad 1.2.3 |

Rozhodnéte, ktera z funkci

fi(x) = e*+cosx+e”
fa(z) = €% +cosx+e*”
fa(x) = e*+xzcosx—e "
f4(£13) = 0

je suda a ktera je licha.

Mathematica:

f1[x_|:=Exp[z] + Cos[z] + Exp[—z]
fl[x]|===f1[—x]

True

fl[z]=== — fl[—z]

False
(Funkce f;1 je sudéd, neni lich4.)

f2[x_|:=Exp[z] + Cos[z] + Exp[2 * z]
2[x]|===12[—x]

False

2[zx]|=== — f2[—z]

False
(Funkce f2 neni sudéd, neni lich4.)

Dalsi

|
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Piiklad 1.2.3 |

Rozhodnéte, ktera z funkci

fi(x) = e*+cosx+e”
fa(z) = €% +cosx+e*”
fa(x) = e*+xzcosx—e "
f4(£13) = 0

je suda a ktera je licha.

Mathematica:

f3[x_]:=Exp[z] + = * Cos[z] — Exp[—z]
f3[z]|===13[—x]

False

f3[z]=== — £3[—z]

True
(Funkce fs neni sud4, je lichd.)

fAlx ] =0

0

fA[x]|===f4[—x]
True

fA[x]|=== — fA[—x]

True
(Funkce f4 je sud4, je lich4.)

Zpét

|
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Spojitost a limita funkce, limita posloupnosti

® Spojitost funkce
® Limita funkci

¢ Limita posloupnosti

@ ®© Zpét
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Spojitost funkce

® Piiklad 2.1.1 VySetfete spojitost funkce

1

T sin — ro x # 0,
f(z) = z L a

1 pro x = 0.

¢ Priklad 2.1.2 Urcete cislo a tak, aby funkce f byla spojitda v bodé = = 1,

z? —1 21
ro « ;

f@={ #-1 °
a pro x = 1.

¢ Priklad 2.1.3 VysSettete spojitost funkce f na jejim defini¢nim oboru,

2 + x? pro x € (—o0,0),
f(z) = sin(2x)

pro z € (0,5).
i

Zpét
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Priklad 2.1.1

VySettete spojitost funkce

x sin — pro x # 0,

1 pro x =

o] ? Gy # W Zpét

1
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Priklad 2.1.1

VySettete spojitost funkce

1
x sin — pro x # 0,

f(z) = x
1 pro x = 0.

Vysledek:
Funkce f je spojitd Vax € (—o0,0) U (0, +00) .

Zpét

1
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Priklad 2.1.1

VySettete spojitost funkce

Navod:

V bodech = € R\{0} vyuzijte vlastnosti elementdrnich funkci. Nespojitost v bodé 0 plyne
z toho, ze lim0 f(z) # £(0).
90—

Zpét

|
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Priklad 2.1.1

VySettete spojitost funkce

Reseni:

Funkce — je spojitd na svém definiénim oboru, tedy spojitd ve vSech bodech = € R\{0},
72
1

jeji obor hodnot je R\{0}. Funkce sint je spojitd Vt € R, tedy i slozena funkce sin — je
x

spojitd na R\{0}. Funkce = je spojitd na R a soucin dvou spojitych funkci je funkce

spojita. Tedy funkce f je spojita pro vSechna x # 0. Zbyva vySetiit spojitost v bodé

x = 0. Vypocteme limO f(z). Protoze funkce sin t je omezend na svém definiénim oboru,
€Xr—>

je
1
lim zsin — =0 # f(0)=1.
x—0 T

Tedy v bodé x = 0 neni funkce f spojita.

Zpét

|
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Priklad 2.1.1

VySettete spojitost funkce

1
T sin — ro x %0,
f(z) = z 4
1 pro x = 0.
Maple:
> discont(x*sin(1/x),x);
{0}
> L:=limit(x*sin(1/x), x=0);
L:=0
> f(0):=1;
f(0) :=1
Funkce neni spojita v bodé x=0.
> pl:=plot(x*sin(1/x),x=-1..0): p2:=plot(x*sin(1/x),x=
point([0,1],color=blue): plots[display](p1,p2,p3);
®
-1 08 06 04 \ -0 /\VAV%GWUA\/\O.Z 04 06 08

Zpét

0..1):

p3:
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Priklad 2.1.1

VySettete spojitost funkce

f(:c):{ xsin% pro x # 0,

1 pro x =

Mathematica:

f[x-]:=Piecewise[{{zSin[1/x],z # 0}, {1, == 0}}]
Limit[f[z], z — 0]

0

Funkce neni spojitd v bodé x = 0.

g = Plot[f[z], {z, —1, 1}, PlotRange — {{—1,1},{—0.3,1.1}},
Epilog — {{Disk[{0, 1}, {0.025, 0.025}]},
{Thickness[0.005], Circle[{0, 0}, {0.025,0.025}]} }]

.

0.8 |
0.6 |

04 r

02 |
- 0.75 0.5 W VHW@WV W 0.5 0.75 1
02 |

Zpét
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Priklad 2.1.2

Urcete ¢islo a tak, aby funkce f byla spojitda v bodé x = 1,

z? — 1
flz) = 31 pro x # 1,
a pro x = 1.
@ ® = 7 H &£ = Zpét

1
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Priklad 2.1.2

Urcete ¢islo a tak, aby funkce f byla spojitda v bodé x = 1,

z? —1 £1
ro « )

f@y={ -1 °
a pro x = 1.

Vysledek:
a=2/3.

Zpét

1
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Priklad 2.1.2

Urcete ¢islo a tak, aby funkce f byla spojitda v bodé x = 1,

z? —1 £1
ro « )

f@y={ -1 °
a pro x = 1.

Navod:

Vyuzijte vétu, ze funkce je spojitd v bodé x = 1 pravé kdyz

lim f(z) = /(1) = a.
Zpét

|
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Priklad 2.1.2

Urcete ¢islo a tak, aby funkce f byla spojitda v bodé x = 1,

z? —1 £1
ro « )

f@y={ -1 °
a pro x = 1.

Reseni:
Protoze z° — 1 =(z — 1)(z+1) a x> —1=(z — 1)(z? + =+ 1), je

oz -1 , (x —1)(xz + 1) _ x+ 1 1+1 2
lim = lim = lim = — ==
c—1 g3 —1 =1 (z—1)(z24+xz+1) =z—1 z2+4+zx+1 1+41+4+1 3

Tedy polozime-li a := 2/3, bude funkce f(z) spojitd v bodé xz = 1.

Zpét

|
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Priklad 2.1.2

Urcete ¢islo a tak, aby funkce f byla spojitda v bodé x = 1,

z? —1 1
fay={ -1 P oT7h
a pro x = 1.
Maple:
> discont((x"2-1)/(x"3-1),x);
{1}
> a=limit((x"2-1)/(x"3-1), x=1);
2
a = §
> pl:=plot((x"2-1)/(x"3-1),x=-1..5): p2:=point([1,a], c olor=blue):

display(p1,p2,axes=normal);

Zpét

|
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Priklad 2.1.2

Urcete ¢islo a tak, aby funkce f byla spojitda v bodé x = 1,

z? —1 £1
ro « )

f@y={ -1 °
a pro x = 1.

Mathematica:

Limit[(z"2 — 1) /(2”3 — 1),z — 1]

3

Dodefinujeme funkci v bod2 z = 1 hodnotou f(1) = 2/3.
f[xJ):=Piecewise[{{(z"2 — 1) /("3 — 1),z # 1}, {2/3,2 == 0}}]
g = Plot[f[x], {«x, —1, 2}, Epilog — {{Disk[{1,2/3}, {0.03,0.02}]} }]

0.5 1 15 2

Zpét

|
|
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Priklad 2.1.3
VySettete spojitost funkce f na jejim definicnim oboru,

2 + 2 pro x € (—o0,0),

f(z) = sin(2x)

T

@®=?6~bﬂ# Zpét

pro z € (0,5).

1
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Priklad 2.1.3
VySettete spojitost funkce f na jejim definicnim oboru,

2 + 2 pro x € (—o0,0),

f(z) = sin(2x)

T

pro z € (0,5).
Vysledek:

f je spojitd v kazdém bodé xz € (—oc0,5) a f je spojita zleva v bodé =z = 5.

Zpét

|
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Priklad 2.1.3
VySettete spojitost funkce f na jejim definicnim oboru,

2 + 2 pro x € (—o0,0),

f(z) = sin(2x)

T

pro z € (0,5).
Navod:

Pro x € (—00,0) a pro = € (0,5) vyuzijte véty o spojitosti elementarnich funkci a o
spojitosti podilu dvou funkci. V bodé x = 0 vypoctéte 1i1’61+ f(x) a a porovnejte s f(0).
90—

Zpét
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Priklad 2.1.3
VySettete spojitost funkce f na jejim definicnim oboru,

2 + 2 pro x € (—o0,0),

f(z) = sin(2x)

T

pro z € (0,5).

Resenti:

Defini¢n{ obor funkce f je D(f) = (—o00,5). Je-li © € (—00,0) je f(x) =2+ z2, a f je
spojitd pro x € (—o0,0). 0 je pravym krajnim bodem intervalu, funkce f je v bodé z =0
spojita zleva a f(0) = 2 4+ 0 = 2. Funkce sin(2x) a funkce x jsou spojité na (0,5), x # 0

na (0,5), tedy i jejich podil je funkce spojitd na (0,5). Bod z = 5 je pravym krajnim
bodem intervalu (0,5), funkce f je v bodé x = 5 spojitad zleva. Zbyva vysSetiit spojitost v

sin t
bodé x = 0. Protoze lim — 1, dostaneme
t—0-+ t
sin(2x 2sin(2x sin(2x
. G R . ) R S )
z— 0~ x & — 0~ 2x z— 0~ 2x

Funkce f je tedy spojitd na celém svém defini¢nim oboru (—oc0,5) (v bodé z = 5 spojita
zleva).

Zpét
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Priklad 2.1.3

VySettete spojitost funkce f na jejim definicnim oboru,

2 + 2 pro x € (—o0,0),

f(z) = sin(2x)

X
Maple:
> discont(2+x°2,X);
{}
> discont(sin(2*x)/x,X);
{0}
> f(0):=2;
£(0) := 2
> L:=limit(sin(2*x)/x,x=0);
L .= 2

Funkce je spojita i v bodé x=0.

> pl:=plot(2+x°2,x=-2..0, color=red):
p2:=plot(sin(2*x)/x,x=0..5,color=blue): display(pl,p

pro z € (0,5).

2);

2 1 1 ~2 73 4
Zpét x
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Priklad 2.1.3
VySettete spojitost funkce f na jejim definicnim oboru,

2 + 2 pro x € (—o0,0),

f(z) = sin(2x)

T

pro z € (0,5).

Mathematica:

f[x]:=Piecewise[{{2 + 2,z < 0}, {Sin[2z]/z,z > 0}}]

Limit[f[z], z — 0]

2

£[0]

2

Funkce je spojitd v bodé x = 0, je tedy spojitd v celém intervalu (oo, 5).

G = Itk ol =2 @i s = (RIS h 2o 1Ty o Kol )

5
4
3

Zpét

|
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Limity

Priklad 2.2.1 Vypoctéte limitu

) In z +=x
lim ——.
x—+oo arccotg x

Priklad 2.2.2 Vypoctéte nasledujici limitu:

332

lim ——— .
r—1— arccos

Priklad 2.2.3 Vypoctéte limitu

332

lim ——— .
r—1— arcsin x

Priklad 2.2.4 Vypoctéte limitu

) vV —x+x
lim

z——-3 3 —2x —x2

Priklad 2.2.5 Vypoctéte limity

2 2

In = In =

b) lim

a lim
) x—+4oo 2

r—0+ g2

Zpét
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Priklad 2.2.1

Vypoctéte limitu In x4+ =z
lim ——.
x—+o0 arccotg x

§ = 7 LH # = Zpét

1
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Priklad 2.2.1

Vypoctéte limitu In x+x
lim ——.
x—+o0 arccotg x

Vysledek:

—+0o0 .
Zpét

1
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Priklad 2.2.1

Vypoctéte limitu In x4+ =z
lim ——.
x—+o0 arccotg x

Navod:

Aplikujeme vétu o limité souctu, o limité podilu a o limité soucinu.

Zpét

1
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Priklad 2.2.1

Vypoctéte limitu Inz + 2«
lim ——.
x—+o0 arccotg x
Reseni:
Inx+=x
lim mrhr lim —(In z+ x).

x—-+oco arccotg x x—-+oo arccotg x

Protoze lim Inz = +o0, jei lim (Iln x+ z)= +oo.

xr— + oo xr— + oo
Protoze lirf arccotg x = 0+ (funkce arccotg = je kladnd na svém definiénim oboru), je
X — oo
_ 1
lim — = +400.

x—+oo arccotg x
Vyslednd limita je tedy ”(400) - (+00)” = 4o00.

Zpét

|
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Priklad 2.2.1

Vypoctéte limitu In x4+ =z
lim ——.
x—+o0 arccotg x

Maple:

> limit((In(x)+x)/arccot(x), x=infinity);

Zpét

1
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Priklad 2.2.1

Vypoctéte limitu In x4+ =z
lim ——.
x—+o0 arccotg x

Mathematica:

Limit[(Log[z] + ) /ArcCot[z], z — Infinity]

oo

Zpét
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Priklad 2.2.2

Vypoctéte nasledujici limitu: 2
lim ——
x—1— arccos x

@ ® = ? H & W Zpét
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Priklad 2.2.2

Vypoctéte nasledujici limitu: 2
lim —— .
x—1— arccos x

Vysledek:

400 .
Zpét
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Priklad 2.2.2

Vypoctéte nasledujici limitu: 2
lim —— .
r—1— arccos x

Navod:

Vyuzijte spojitost funkce y = 22 v bodé = 1 a vétu o limité podilu, je-li jmenovatel
kladny a limita jmenovatele je 0.

Zpét

|
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Priklad 2.2.2

Vypoctéte nasledujici limitu: 2
lim —— .
r—1— arccos x

Reseni:

Protoze funkce y = 2 je spojitd v bodé & = 1, je limita funkce rovna v tomto bodé

~ e ~ . 2 . 7/ 7/ /7 * ~ /
funkéni hodnoté: hr{l x” = 1. Funkce arccos = je nezaporna na svém definicnim oboru
r—1—

a arccos 1 =0, tedy lim arccos x = 0+ . Limita podilu je ”1/(0+)” = +o0.

r—1—

Zpét

|
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Priklad 2.2.2

Vypoctéte nasledujici limitu: 2
lim —— .
x—1— arccos x

Maple:

> limit(x"2/arccos(x), x=1,left);

Zpét

1
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Priklad 2.2.2

Vypoctéte nasledujici limitu: 2
lim —— .
r—1— arccos x

Mathematica:

Limit[z”2/ArcCos|z], x — 1, Direction — 1]

oo

Zpét
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Priklad 2.2.3

Vypoctéte limitu 2
lim —— .
r—1— arcsin x

@ ® = 7 H &£ = Zpét
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Priklad 2.2.3

Vypoctéte limitu 2
lim —— .
r—1— arcsin x

Vysledek:
2/ .

Zpét
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Priklad 2.2.3

Vypoctéte limitu 2
lim —— .
r—1— arcsin x

Navod:

Vyuzijte spojitost obou funkci a vétu o limité podilu.

Zpét

1
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Priklad 2.2.3

Vypoctéte limitu 2
lim —— .
r—1— arcsin x
Reseni:
Protoze funkce y = 2 je spojitd v bodé & = 1, je limita funkce rovna v tomto bodé
funkéni hodnoté: lir{1 x” = 1. Protoze funkce y = arcsin x je spojita zleva v bodé
r—1—
x =1, je linlrl arcsin x = 7 /2. Limita podilu je ”1/(7/2)” = 2/x.
r—1—
Zpét
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Priklad 2.2.3

Vypoctéte limitu 2
lim —— .
r—1— arcsin x

Maple:

> limit(x"2/arcsin(x), x=1,left);

SR

Zpét

1
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.18/139



Priklad 2.2.3

Vypoctéte limitu

5172

lim —— .
r—1— arcsin x
Mathematica:

Limit[z”2/ArcSin[z], x — 1, Direction — 1]
2

T

Zpét
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Priklad 2.2.4

Vypoctéte limitu 6 —x +
lim .
z——3 3 — 2x — x2
@ ® = 7 H & W Zpét
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Priklad 2.2.4
Vypoctéte limitu V6 —z+

lim .
r——3 3 — 2x — x?

Vysledek:
5/24.

Zpét
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Priklad 2.2.4
Vypoctéte limitu V6 —z+

lim .
r——3 3 — 2x — x?

Navod:

Zlomek rozsitime vyrazem /6 — x — x, vzniklé kvadratické trojcleny rozlozime na
kotfenové cinitele. Zkratime-li ¢leny x 4+ 3, dostaneme funkci, kterd se na prstencovém
okoli bodu —3 rovna funkci, jejiz limitu poc¢itame, a tedy obé limity se sobé rovnaji.

Zpét

|
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Priklad 2.2.4

Vypoctéte limitu V6—z+x
lim
x—-3 3 —2x — 2’
ReSeni
¥ V6 —x+x ¥ V6 —x+x /6 —2xx—x
11m = 1m =
r——-3 3—2x—x2 +—>-3 3—-2zxz—22 /6—z—<
= 6 —x — x? = (x + 3)(2 — x)
= lim
r——3 (3—2:1:—:1:2)(\/6—:1:—:1:) r——3 (:1:—|—3)(1—:1:)(\/6—:1:—:1:)
(2 — =) (2 - (=3)) _ 5 5

Y

22 - D(B-5-2)  (1-(3)(/6-(3)—(-3) 46 2

kde jsme vyuzili spojitosti funkci 2 —x, 1 —x a /6 —x — x v bodé x = —3 a faktu, ze

VE=maw (2 —x)
3—2x—22 (1-—2z)(v/6—xz—x)

Ve € Ps(—3), § > 0,

a tedy limity obou funkci pro x — —3 se sobé rovnaji.

Zpét

|
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Priklad 2.2.4

Vypoctéte limitu V6—z+x
lim .
r——-3 3 — 2z — 2
Maple:
> limit((\sgrt(6-x)+x)/(3-2*x-x"2), x=-3);
5%
24

Zpét

1
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Priklad 2.2.4

Vypoctéte limitu N
lim .
x——3 3 —2x — x2
Mathematica:
Limit[(Sqrt[(6 — z)] + z)/(3 — 2z — 2"2), 2z — —3]
b7
Zpét

1
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Priklad 2.2.5

Vypoctéte limity

In =

b lim
r—0+ 2 ) z—+oo 12

@ ® = 7 H &£ = Zpét

1
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Priklad 2.2.5

Vypoctéte limity

In =

b) lim

a) lim
x—+4oo 2

z—0+ g2

Vysledek:
a) —oo, b) 0.

Zpét

1
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Priklad 2.2.5

Vypoctéte limity In 22 In 22
a) lim b) lim
r—0+ 2 z—+oo 12
Navod:
0O
a) Ptrevedte na soucin ”(4+o0) - (—o0)”. b) Na vyraz ” +—” aplikujte L’Hospitalovo
o)
pravidlo.
Zpét

1
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Priklad 2.2.5

Vypoctéte limity In 22 In 22
a) lim b) lim
r—0+ 2 z—+oo 12
Reseni:
a)
In x?2 1 9
li = 1l —1 =7 (—o0)” = —o0.
ac—1>r61—|— 332 x—1>r61—|— 332 e (+OO) ( OO) o0

Protoze lim x> = O+ (funkce je kladna na prstencovém okoli bodu 0), je

x— 0+
lim — = +4+occa lim In z2 = —oo.
z—0+ 2 z— 0+
b) Protoze lim 22 = 400 a lim In2° = +o00, pocitdme limitu neurcitého vyrazu
xr— 400 xr— 400
_|_m . . . . . . . . v . / ~
7 +—”. Aplikujeme L’Hospitalovo pravidlo a pokud existuje limita podilu derivaci, obé
o0
limity se rovnaji:
1
i In z2 ) 2 2z ) 1
lim = lim = lim — =0.
x—4oo 2 x— + oo 2x x—+4oo 2

Zpét
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Priklad 2.2.5

Vypoctéte limity In 2 In 2
a) lim b) lim
r—0+ 2 z——foo x2
Maple:
a)
> limit(In(x"2)/x"2, x=0,right);
—00
b)
> limit(In(x"2)/x"2, x=infinity);
0

Zpét

1
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Priklad 2.2.5

Vypoctéte limity In 22 In 22

a) lim b) lim
c—04+ 12 z—+oco g2

Mathematica:

a)

Limit[Log[z"2] /"2, 2 — 0, Direction — 1]

— 00

b)

Limit[Log[z"2] /"2, x — Infinity]

0

Zpét

|
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Limita posloupnosti

® Pfiklad 2.3.1 Vypoctéte limitu posloupnosti:

n

2" 1
lim —; .
n—oo 2 + 1

¢ Priklad 2.3.2 Vypoctéte limitu posloupnosti:

1 \ 6n+5
im (14 5-)
n— 00 3n

@ ® Zpét
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Priklad 2.3.1

Vypoctéte limitu posloupnosti: " _ 1

n—oo 2™ 4 1°
§ = 7 LH # = Zpét

1
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Priklad 2.3.1

Vypoctéte limitu posloupnosti: " _ 1

n—oo 2™ 4+ 1°

Vysledek:
1.

Zpét

1
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Priklad 2.3.1

Vypoctéte limitu posloupnosti: n

po 2 =1
n1—>moo 2n+1

Navod:

Vytkneme v citateli i ve jmenovateli 2"

Zpét

1
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Priklad 2.3.1

Vypoctéte limitu posloupnosti: o™ _ 1
lim —
n—oo 27 41
Reseni
n 1 1
1 — i 2 _ e B
n1—>moo " 1 o n1—>moo - 1 - n1—>moo o 1+0 o
27 (1 + o 14+ o

I
=

1
Vyuzili jsme toho, ze lim —-
n—oo 2

Zpét

|
|
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Priklad 2.3.1

Vypoctéte limitu posloupnosti: " _ 1

n—oo 2™ 4+ 1°

Maple:
> limit((2°n-1)/(2°n+1), n=infinity);

Zpét

1
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Priklad 2.3.1

Vypoctéte limitu posloupnosti: n

po 2 =1
n1—>moo 2n+1

Mathematica:

Limit[(2*n — 1)/(2*n + 1), n — Infinity]
1

Zpét

1
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Priklad 2.3.2

Vypoctéte limitu posloupnosti:

@ ® = 7 H &£ = Zpét

1
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Priklad 2.3.2

Vypoctéte limitu posloupnosti:

Vysledek:
62 5

Zpét

1
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Priklad 2.3.2

Vypoctéte limitu posloupnosti:

Navod:

1 n
Vyuzijte toho, ze lim (1 + —) = e.

n— o0

Zpét

1
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Priklad 2.3.2

Vypoctéte limitu posloupnosti:

1 \ 6n+5
lim (1 + —) )
n— 00 3n

Reseni:

1 n
Protoze lim (1 + —) — e, dostaneme
n

1\ 6n+5 1\ 2m+5
lim (1—|——) = lim (1—|——) =

n— oo 3n m— oo m

(substituce m := 3n, n — 400 = m — +00)
1 2m 1 5 1 mN\ 2 1 5
i (10 2™ (0 2) = (0 2)7) (1)
m— 00 m m TGS m -

= e?(1 4 0)° = &°.

Zpét

|
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Priklad 2.3.2

Vypoctéte limitu posloupnosti:

Maple:
> limit((1+(1/(3*n)))"(6*n+5), n=infinity);

Zpét

1
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Priklad 2.3.2

Vypoctéte limitu posloupnosti:

1\ 6n+5
lim (1 + —) )
n— 00 3n

Mathematica:

Limit[(1 4+ (1/(3 * n)))" (6 * n + 5), n — Infinity]

62

Zpét

1
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Derivace funkce a parcialni derivace

® Derivace funkce jedné proménné
® Derivace vyssich fadu
¢ L’Hospitalovo pravidlo

® Parcidlni derivace

@ © Zpét

|
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Derivace funkce jedné proménné

® Piiklad 3.1.1 Vypoctéte z definice derivaci funkce f(z) = z* v bodé zg = 3.

® Piiklad 3.1.2 Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = x% v bodé zg = 1.

® Ptiklad 3.1.3 Vypoctéte z definice derivaci funkce f(xz) = sinx v bodé z¢g = 7.

> Zpét

|
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Priklad 3.1.1

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = z* v bodé zg = 3.

§ = 7 LH # = Zpét
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Priklad 3.1.1

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = z* v bodé zg = 3.

Vysledek:

f'(3) = 6.
Zpét

1
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Priklad 3.1.1

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = z* v bodé zg = 3.

Navod:

Vyuzijete definice derivace

f/(wo) — lim f(:L’) _ f(:L’o) .

T—x() xr — Xo

Zpét

1
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Priklad 3.1.1

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = z* v bodé zg = 3.

Reseni:

K vypoctu vyuzijeme definice derivace

’ . f(:)?) - f(xO)
= || .
fi(@o) = lim ——— o
Podle této definice muzeme psat
— f(3 29 -3 3
£(3) = lim LD =SB @ ~ im EEFY e 3) =
r—3 Tz — 3 r—3 x — 3 r—3 r — 3 r—3

Zpét

|
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Priklad 3.1.1

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = z* v bodé zg = 3.

Maple:

> fi=x->X"2;

fi=z— z°
> derf3:=limit((f(x)-f(3))/(x-3),x=3);

derf8 := 6

Zpét

1
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Priklad 3.1.1

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = z* v bodé zg = 3.

Mathematica:

flx] = z"2

2

derf3 = Limit[(f[z] — f[3])/(z — 3), z — 3]
6

Zpét
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Priklad 3.1.2

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = m% v bodé zg = 1.

@ ® = 7 H &£ = Zpét
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Priklad 3.1.2

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = m% v bodé zg = 1.

Vysledek:

(1) = —2.
Zpét

1
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Priklad 3.1.2

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = m% v bodé zg = 1.

Navod:

Vyuzijete definice derivace

f/(CEO) — lim f(z) — f(zo) .

r—x( xr — Xo

Zpét

1
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Priklad 3.1.2

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = m% v bodé zg = 1.
Reseni:

K vypoctu vyuzijeme definice derivace

T—x( r — Xo
Podle této definice muzeme psat
(@) = £ -1 g
f/(l) = lim — lim =22 — lim —=2% —
z—1 7y = |l z—1 ¢ —1 z—1 g —1
, 1 — 22 . 1-—2)1+2)  =(l==m@)
= lim —— = lim = lim = —2.
r—1 g2 (x — 1) r—1 g2 (x—1) z—1  x2
Zpét
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Priklad 3.1.2

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = m% v bodé zg = 1.

Maple:

> fi=x->1/X"2;

> derfl:=limit((f(x)-f(1))/(x-1),x=1);

Zpét

|
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Priklad 3.1.2

Vypoététe z definice derivaci funkce f(xz) = -5 v bodé g = 1.

Mathematica:
flx]=1/2"2

1
2

2

derfl = Limit[(f[z] — f[1])/(z — 1),z — 1]

—32

Zpét
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Priklad 3.1.3

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodé xg = 7.

@®=?6~bﬁ‘ Zpét
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Priklad 3.1.3

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodé xg = 7.

Vysledek:
fi(m)—1.
Zpét

1
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Priklad 3.1.3

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodé xg = 7.

Navod:

Vyuzijte definici derivace

f/(CIJO) — lim f(z) = f(zo)
T—x( T — To
a vzorec
sin(z) — sin(y) = 2 sin(x ; y) cos(x ; y) :
Zpét
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Priklad 3.1.3

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodé xg = 7.
Reseni:
K vypoctu vyuzijeme definice derivace

f/(iL’o) — lim f(z) — f(zo) .

T—x( r — Xo

Podle této definice muzeme psat

f(x) = lim f(z) — f(m) e sin(z) — sin(m) B 2 cos(FL™) sin(F57) _
T—T € — T T—T xr — T 15 == r— T
T sin( 25X
= lim cos( +7T) (57) = cos(mw) = —1.
T—T 2 w;ﬂ'
Pouzili jsme vzorec
r—vy r—+y

sin(z) — sin(y) = 2 sin( ) cos(

)

Zpét
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Priklad 3.1.3

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodé xg = 7.

Maple:

> fi=x->sin(x);

f := x — sin(x)
> derfl:=limit((f(x)-f(Pi))/(x-Pi),x=Pi);
derfl .= —1

Zpét

|
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Priklad 3.1.3

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodé xg = 7.

Mathematica:

f[x-] = Sin[z]

Sin[z]

derfl = Limit[(f[z] — f[Pi])/(= — Pi),z — Pi]
—1

Zpét
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Derivace vyssich radu

® Piiklad 3.2.1 Vypoctéte druhou derivaci funkce f(z) = =2 sin(x) .

2
75
® Ptiklad 3.2.2 Vypoctéte druhou derivaci funkce f(z) = In(z)
n(x
® Priklad 3.2.3 Vypoctéte tieti derivaci funkce f(x) = a:%—kl v bodé zg = 1.
@ © Zpét

|
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Priklad 3.2.1

Vypoététe druhou derivaci funkce f(z) = 22 sin(x) .

§ = 7 LH # = Zpét
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Priklad 3.2.1

Vypoététe druhou derivaci funkce f(z) = 22 sin(x) .

Vysledek:
" (x) = —sin(x)x® + 4 cos(z)x + 2sin(x) .

Zpét

1
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Priklad 3.2.1

Vypoététe druhou derivaci funkce f(z) = 22 sin(x) .

Navod:
@) = (f'@)

Zpét

/

1
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Priklad 3.2.1

Vypoététe druhou derivaci funkce f(z) = 22 sin(x) .

Reseni:

Zpét

<(332 sin(x))/) g <2x sin(z) + z? cos(m)) o
2sin(x) 4+ 2x cos(x) + 2x cos(x) — x> sin(x) =

—xz? sin(z) + 4z cos(z) + 2 sin(z) .
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Priklad 3.2.1

Vypoététe druhou derivaci funkce f(z) = 22 sin(x) .

Maple:

Definice funkce
> fi=x->X"2*sin(x);

f =z — 2 sin(x)
Prvni derivace:
> fl:=unapply(diff(f(x),x),x);
f1 :=x — 2z sin(z) + =2 cos(x)
Druhé derivace:
> f2:=unapply(diff(f1(x),x),x);
f2 :=x — 2sin(z) + 4z cos(z) — x? sin(x)

Zpét
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Priklad 3.2.1

Vypoététe druhou derivaci funkce f(z) = 22 sin(x) .

Mathematica:

f[x] = =" 2Sin[x]

z2Sin[z]

D(f[z], z]

z2Cos[z] 4+ 2zSin[z]
D[D([f[z], ], z]

4xCos|z] 4 2Sin[x] — z?Sin[z]

Zpét
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Priklad 3.2.2

ZL’2

| In(x)
@ ® = 7 H &£ = Zpét

Vypoctéte druhou derivaci funkce f(z) =
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Priklad 3.2.2

2
Vypoctéte druhou derivaci funkce f(z) = Sl
In(z)
Vysledek:
2 3 2
7 o o
G In(z) 1n?(x) i In3(z)
Zpét

1
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Priklad 3.2.2

2
Vypoctéte druhou derivaci funkce f(z) = Sl
In(z)
Navod:
(@) = (£'@)"
Zpét

1
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Priklad 3.2.2

2
Vypoctéte druhou derivaci funkce f(z) = lx( )
n(x
Reseni:
) B 22\’ /_ 2:1:1n(:1:)—:1:2% /_ 2x x "
fie) = In(x) N In?(x) N (ln(m) N ln2(m)) N
_ 2In(=) — 222 In’(z) — 22 In(z) 2 2 3 2
N In?(x) B In?(x) ~ In(x)  In? (x) i In3(x)
Zpét

|
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Priklad 3.2.2

2
Vypoctéte druhou derivaci funkce f(z) = Sl
In(z)
Maple:
Definice funkce
> fi=x->x"2/In(x);
2
x
f=o= In(x)
Prvni derivace:
> fl:=unapply(diff(f(x),x),x);
2
fl:==x v v

é —_—

In(z) In(xz)?
Druha derivace:

> f2:=unapply(diff(f1(x),x),x);

2 3 2
f2 =z —

In(x) B In(x)? * In(x)3
Zpét
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Priklad 3.2.2

2
Vypoctéte druhou derivaci funkce f(z) = Sl
In(z)
Mathematica:
fx] = 2"2/Log][z]
22
Log[z]
D[f[x], x]

48 2lac

_Log[ac]2 + Log|x]

D[D|f|=], z], z]

2 3 2
Log[z]3 - Log[z]? + Log[x]

Zpét
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Priklad 3.2.3

Vypoctéte tieti derivaci funkce f(z) =

@ © =

? G & B

3
x2+1

v bodé xg = 1.

Zpét
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Priklad 3.2.3

Vypoctéte tieti derivaci funkce f(z) =

Vysledek:

72z (22 — 1)
@+ 1)1

3
x2+1

v bodé xg = 1.

f”/(:E) — ’ f///(l) — O .

Zpét

1
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Priklad 3.2.3

Vypoctéte tieti derivaci funkce f(z) =

Navod:

" () = (((f'(x))"), do vypoctené tieti derivace dosadime = =1 .

3
x2+1

v bodé xg = 1.

Zpét

1
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Priklad 3.2.3

3
x2+1

Vypoctéte tieti derivaci funkce f(z) = v bodé zg = 1.
Reseni:

Nejdrive vypocteme prvni, druhou a treti derivaci:

’ B 6x
f (m) _ (332 _|_ 1)2
f'(x) = - ( 6 )’ _ 62+ 1) —6x2(® +1)2z _ 6(a? +1) — 2427 _
(:172 S 1)2 (:172 + 1)4 (332 + 1)3
6 (3x% — 1)
o (2 +1)3
() (6 B3z2-1)\' _ 36x(a® +1)° — (632> —1)3(2” + 1)*20 _
(z2 + 1)3 (z2 + 1)6
N 36x(z? + 1) — 36(32% — 1)z _ T2z (% — 1)
@ + D)8 @2 + )8
Nyni dosadime do tfeti derivace za = jednicku:
f///(l) — 0 )
Zpét
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Priklad 3.2.3

Vypoctéte tieti derivaci funkce f(z) = w23+1 v bodé zg = 1.
Maple:
> fi=x->3/(xX"2+1);
3
fi=z— 2 +1
Prvni derivace:
> fd1:=diff(f(x),x);
6x
dl := ———
‘f (332 L 1)2
Druha derivace:
> fd2:=simplify(diff(f(x),x$2));
6(3z% — 1
fd2 = (32 )
(332 S 1)3
Tteti derivace:
> fd3:=unapply(simplify(diff(f(x),x$3)),x);
72z (22 — 1)
d8 := —
J T — (@2 1 1)
Dosazeni hodnoty:
> fd3(1);
0
Zpét

|
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Priklad 3.2.3

Vypoctéte tieti derivaci funkce f(z) =

Mathematica:
flx]=3/(z"2+1)

3
1422

Prvni derivace:

fd1[x| = D[f[z], z]

_ 6x
(1+27)?

Druha derivace:

fd2[x_] = Simplify[D[f[z], {z, 2}]]

6(—1—|—3w2)
(1+=22)°

Tteti derivace:

fd3[x.] = Simplify[D[f[z], {z, 3}]]

72m<—1+w2)
(1+22)%

Dosazeni hodnoty do tfeti derivace:

fd3[1]
0

Zpét

3
x2+1

v bodé xg = 1.
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L’Hospitalovo pravidlo

4 3 2
R . S . x* 4225 —212% 222440
Priklad 3.3.1 Vypoctéte limitu gllinl 2T 50774 .

® Piiklad 3.3.2 Vypocététe limitu lim Bz _

x—0 arcsin x

3
V221
x—1 :

® Piiklad 3.3.3 Vypoctéte limitu lim

x—1

® Piiklad 3.3.4 Vypoctéte limitu lim 122

r—1 z<—1
~ et e : In(z2+1)
Priklad 3.3.5 Vypoctéte limitu a:leoo Pl
& B Zpét

|
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Priklad 3.3.1

Vypoctéte limitu lim

x—1

® = 7 6 4 =

zd 4223 2122 222440

x4 —5x2+44
Zpét
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Priklad 3.3.1

4 3 2
Vypoététe limitu lim Z—+2z- —2le  —22x+40

z—1 x4 —5x2+44
Vysledek:

oozt 4 22% — 2122 — 222 + 40
lim —9
r—1 $4 . 5%2 _|_ 4

Zpét

1
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Priklad 3.3.1

4 3 2
Vypoététe limitu lim Z—+2z- —2le  —22x+40

r-1 x4 —5x244
Navod:
9 0

Limita je typu ” ¢”, pouzijeme 1’Hospitalovo pravidlo

lim /(@) = lim f’(:v)
z—a g(z) @—a g'(z)

Y

Zpét

1
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Priklad 3.3.1

21223 2122 222140

Vypoctéte limitu lim

r-1 x4 —5x244
Reseni:

.zt 4 22% — 2127 — 222 4 40 0 o (z* + 223 — 2122 — 222 + 40)’
lim = =" = i =
x—1 xt — 5z + 4 0 x—1 (x* — 5z2 4+ 4)/

 4z3 4+ 622 — 420 — 22 —54
= lim = — =
x—1 423 — 10x —6
Zpét

|
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Priklad 3.3.1

4 3 2
Vypoététe limitu lim Z—+2z- —2le  —22x+40

z -1 x4 —5x2+44
Maple:

Nejdrive si definujeme funkci, z které pocitame limitu
> fi=x->(X"4 + 2*X"3 - 21*x"2 - 22*x + 40)/(X'4 - 5*X"2 + 4);

z* + 223 — 2122 — 222 4 40
zt —5x2 4+ 4
Maple nam samoziejmé vypocte limitu primo
> limit(f(x),x=1);

fi=x —

9

Chceme-li pouzit ’Hospitalovo pravidlo, definujeme si nasledujici funkci
> g:=unapply(diff(xX’4 + 2*x"3 - 21*x"2 - 22*x + 40),x)/diff( (x4 -
5*X"2 + 4),X),X);
42° + 622 — 422 — 22
413 —10x
Nyni vypocteme limitu z funkce, ktera vznikla derivaci Citatele a derivaci jmenovatele
> limit(g(x),x=1);

g::aj—)

Zpét

|
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Priklad 3.3.1

4 3 2
v~ s . . +2x° —21x“ —22x440
Vypoctéte limitu lim =
1% r—1 ac4—5:)32—|—4

Mathematica:
Nejdrive si definujeme funkci, z které pocitame limitu
flx] = (™4 + 22”3 — 2122 — 22z + 40) /(=" 4 — 5272 + 4);

Mathematica nam samoziejmé vypocte limitu pifimo

Limit[f[z], z — 1]
9

Chceme-li pouzit ’Hospitalovo pravidlo, definujeme si néasledujici funkci
glx] = D[z™4 + 223 — 212”2 — 222 + 40, 2] /D[z"4 — 522 + 4, z]

—22_42zx4+6x2 4453
—10z+4z3

Nyni vypocteme limitu z funkce, ktera vznikla derivaci Citatele a derivaci jmenovatele
Limit[g[z], z — 1]

9

Zpét
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Priklad 3.3.2

@ © =

sin x

xr—>

? K d W

Zpét
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Priklad 3.3.2

Vypoététe limitu lim S

lm = oms -
Vysledek:

. sin x
lim —— =1.
x—0 arcsin x

Zpét
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Priklad 3.3.2

Vypoététe limitu lim S

-0 arcsinx °
Navod:
9 0

Limita je typu ” §”, pouzijeme 1’Hospitalovo pravidlo

lim f(2) = lim f'(z)
T—a g(m) T—a g/(x) ’

Zpét

1
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Priklad 3.3.2

St & e i sin x
Vypoctéte limitu a%l_)mo e

Reseni:

Protoze plati lim sinx = 0 a lim arcsinx = 0, mtuzeme pouzit I’Hospitalovo pravidlo.

x—0 x—0

. . /

. sinx  1'Hospital (sinx) , CoS T 1
lim ——— = lim _ = lim ——— = +
z—0 arcsin z—0 (arcsinz)’ *—0 ——=— T
l—=x

Zpét
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Priklad 3.3.2

Vypoéctéte limitu lim SR

z—0 arcsinx °
Maple:

Nejdrive si definujeme funkci, z které pocitame limitu

> fi=x->sin(x)/arcsin(x);
PR sin.(x)
arcsin(x)
Maple nam samoziejmé vypocte limitu primo

> limit(f(x),x=0);

1

Chceme-li pouzit ’Hospitalovo pravidlo, definujeme si nasledujici funkci

> g:=unapply(diff(sin(x),x)/diff(arcsin(x),x),x);

g :=x — cos(xz) V1 — x2

Nyni vypocteme limitu z funkce, ktera vznikla derivaci cCitatele a derivaci jmenovatele

> limit(g(x),x=0);

Zpét

|
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Priklad 3.3.2

St & e i sin x
Vypoctéte limitu g}1_)mo ST O

Mathematica:

Nejdrive si definujeme funkci, z které pocitame limitu

f[x-] = Sin[z]/ArcSin|[z];

Mathematica nam samoziejmé vypocte limitu pifimo

Limit[f[z], z — 0]
1

Chceme-li pouzit ’Hospitalovo pravidlo, definujeme si néasledujici funkci

g[x] = D|[Sin[z], ]/ D[ArcSin[z], ]
V1 — 22 Cos[z]

Nyni vypocteme limitu z funkce, ktera vznikla derivaci Citatele a derivaci jmenovatele

Limit[g[z], z — 0]
1

Zpét
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Priklad 3.3.3

Vypoctéte limitu lim

@ © =

x—1

? G & B

\3/ x2—1
x—1 :

Zpét
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Priklad 3.3.3

\3/ x2—1
x—1 :

Vypoctéte limitu lim

x—1
Vysledek:

1
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Priklad 3.3.3

\3/ x2—1
x—1 :

Vypoctéte limitu lim

x—1
Navod:
9 0

Limita je typu ” ¢”, pouzijeme 1’Hospitalovo pravidlo

lim /(@) = lim f’(:v)
z—a g(z) @—a g’'(z)

Y

Zpét

1
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.36/139



Priklad 3.3.3

\3/ x2—1
x—1 :

Vypoctéte limitu lim

x—1
Reseni:
Protoze plati lim1 V22 —1=0a lim1 x — 1 = 0, muzeme pouzit ’Hospitalovo pravidlo.
xTr— X —
3/ 5 3/ 5 2_ 1
. z? —1 I Hospital .. ( x? — 1)/ 3 (1/3) %% 2
lim —— = lim = lim — — —
r—1 rx — 1 x—1 (m — 1)/ rx—1 1 1 3

Zpét

|
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Priklad 3.3.3

3
332—1
x—1

Vypoctéte limitu lim

z—1
Maple:

Nejdrive si definujeme funkci, z které pocitame limitu
> fi=x->((X"2)°(1/3) - D/(x - 1);
(x2)(1/3) 1

= xr —
/ r—1

Maple nam samoziejmé vypocte limitu primo
> limit(f(x),x=1);
2

3
Chceme-li pouzit ’Hospitalovo pravidlo, definujeme si nésledujici funkci
> g:=unapply(diff(((x)"(2/3) - 1),x)/diff((x - 1),x),X);

B 2 1
=% 7= 3 L(1/3)

Nyni vypocteme limitu z funkce, ktera vznikla derivaci Citatele a derivaci jmenovatele
> limit(g(x),x=1);

2
3

Zpét

|
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Priklad 3.3.3

3
332—1
x—1

Vypoctéte limitu lim

x—1

Mathematica:

Nejdrive si definujeme funkci, z které pocitame limitu

fixd = (="2)*(1/3) —1)/(z — 1);

Mathematica ndm samoziejmé vypocte limitu prfimo

Limit[f[z], z — 1]

2

3

Chceme-li pouzit ’Hospitalovo pravidlo, definujeme si nésledujici funkci
glx] = Simplify[D[((z"2)"(1/3) — 1), z]/D[(z — 1), z]]

3(22)2/3

Nyni vypocteme limitu z funkce, ktera vznikla derivaci cCitatele a derivaci jmenovatele
Limit[g[z], x — 1]

2

&

Zpét
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Priklad 3.3.4

Vypoctéte limitu lim
rx—1 &

@ © = 7 6 B

In x
2_1 °

Zpét
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Priklad 3.3.4

Vypoététe limitu lim 82—

r—1 4 —1
Vysledek:

: Inz 1
lim —

Zpét

1
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Priklad 3.3.4

Vypoététe limitu lim 82—
r—1 < —1
Navod:
lelta je typu ” %”7 pOllZijeme I,HOSpitaIOVO praVidlo

im 1) _ o 1@
r—a g(aj) z—a g’(x) )

Zpét

1
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Priklad 3.3.4

Vypoététe limitu lim 82—
r—1 z<—1
Reseni:
Protoze plati lim1 Inz =0 a lim1 r? — 1 = 0, mUzeme pouzit I’'Hospitalovo pravidlo.
T— x—
. Inx 1’ Hospital (ln 33)/ . % . 1 1
lim —— = lim ———— = lim — = lim — = —
r—1 2 — 1 r—1 (2 — 1)/ r—1 2x x—1 22 2

Zpét

|
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Priklad 3.3.4

Vypoététe limitu lim 82—

r—1 x4—1"
Maple:
Nejdrive si definujeme funkci, z které pocitame limitu
> fi=x->(In(x))/(x"2 - 1);
In(x)

2 —1

fi=x—

Maple nam samoziejmé vypocte limitu primo
> limit(f(x),x=1);
1

2
Chceme-li pouzit ’Hospitalovo pravidlo, definujeme si nésledujici funkci
> g:=unapply(diff(In(x),x)/diff(x"2 - 1),x),x);

g =z —

Nyni vypocteme limitu z funkce, ktera vznikla derivaci Citatele a derivaci jmenovatele
> limit(g(x),x=1);

N | =

Zpét

|
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Priklad 3.3.4

Vypoététe limitu lim 82—
r—1 < —1

Mathematica:

Nejdrive si definujeme funkci, z které pocitame limitu

flx] = Loglz]/ (=2 ~ 1
“ite?

Mathematica nam samoziejmé vypocte limitu pifimo
Limit[f[z], z — 1]

1

2

Chceme-li pouzit I’Hospitalovo pravidlo, definujeme si nasledujici funkci

glx-] = Simplify[D[Log]x], z]/ D[(z"2 — 1), 2]]

2x2

Nyni vypocteme limitu z funkce, ktera vznikla derivaci citatele a derivaci jmenovatele
Limit[g[z], x — 1]

1

2

Zpét
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Priklad 3.3.5

Vypoctéte limitu lim

e ® =

? K d W

In(z241)
r o0 T2 —2x+4

Zpét
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Priklad 3.3.5

2
Vypoctéte limitu lim In(z®+1)

T—soo T2 —2x4+4 "
Vysledek:

, In(z? 4+ 1)
lim —
r—o0 2 — Qp + 4

Zpét

1
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Priklad 3.3.5

2
Vypoctéte limitu lim In(z®+1)

T—oo r2—2x+4 "
Navod:

Limita je typu

2 O N

", pouzijeme 1I’"Hospitalovo pravidlo

lim /(@) = lim f’(x)
oo g(x) e g(z)

Zpét

1
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Priklad 3.3.5

S .. . 1n(a:2—|—1)
Vypoctéte limitu a:leoo ol
Reseni:
Protoze plati lim ln(m2 +1) =00 a lim z? — 22 + 4 = 0o, muzeme pouzit ’Hospitalovo
T — OO T — OO
pravidlo.
2
lim ln(az2 + 1) 1/Hoépital lim (1n(m2 + 1) = lim $2i1 —
x—oo g2 — 2x + 4 r—oo (g2 — 2x +4)) x—oo 21 — 2
1' L 79 o0 29
= 1m = —7 =
x—oo (2 4+ 1)(x — 1) 00
1’ Hospital . (CI?)/ . 1
— lim = lim —
T — 0O (x3_x2_|_x_1)/ xTr— 0O 3x2_2x+1
Zpét

|
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Priklad 3.3.5

2
Vypoctéte limitu lim In(z®+1)

oo x2—2x+4
Maple:

Nejdrive si definujeme funkci, z které pocitame limitu
> fi=x->(In(xX"2+1))/(X"2 -2*x + 4);

Maple nam samoziejmé vypocte limitu primo
> limit(f(x),x=infty);
0

Chceme-li pouzit ’Hospitalovo pravidlo, definujeme si néasledujici funkci
> g:=unapply(diff(iIn(x"2+1) ,x)/diff(x"2 -2*x + 4,X),X);
2x
(xz2+1)(2z — 2)
Na tuto funkci musime opét pouzit I’'Hospitalovo pravidlo
> g:=unapply(diff(2*x,x)/expand(diff((x"2+1)*(2*x-2), X)),X);
2
- 6x2 —4x+2

Nyni vypocteme limitu z funkce, ktera vznikla dvakrat derivaci citatele a dvakrat
derivaci jmenovatele

> limit(g(x),x=infty);

g =z —

g :=x

Zpét ¢ I

|
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Priklad 3.3.5

SR o o . 1n(a:2—|—1)
Vypoctéte limitu :cleoo ol

Mathematica:

Nejdrive si definujeme funkci, z které pocitame limitu
f[xJ] = Log[z"2 4+ 1]/(z"2 — 22 + 1)

Log{l—i—wQ]

1—23:—|—:c2

Mathematica nam samoziejmé vypocte limitu pirimo
Limit[f[z], £ — Infinity]
0

Chceme-li pouzit ’Hospitalovo pravidlo, definujeme si nasledujici funkci

g[x] = Simplify[D[Log[z"2 + 1], z]/D[(z"2 — 2z + 1), z]]

—1—|—:17—ac2—|—ac3
g[x.] = Simplify[D[z, z]/D[(z"3 — "2 + = — 1), z]]
1

1 —2a:—|—3x2

Nyni vypocteme limitu z funkce, ktera vznikla druhou derivaci ¢itatele a druhou derivaci
jmenovatele

Limit[g[z],  — Infinity]

0

Zpét

|
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Parcialni derivace

¢ Ptiklad 3.4.1 Vypoctéte parcidlni derivace %(CB, Y), g—i(a;, y) pro funkci
flz,y) = 2% y°.

® Prtiklad 3.4.2 Vypoctéte parcidlni derivace %(CB, Y), g—i(a;, y) pro funkci
f(z,y) = = In(1 + =2 + y?).

@ ®© Zpét

|
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Priklad 3.4.1

Vypoctéte parcidlni derivace 8 Lz, y), 2 - L (z,y) pro funkci f(z,y) = 2 3.
& = 7 L # = Zpét
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Priklad 3.4.1

Vypoctéte parcidlni derivace 8 Lz, y), 2 - L (z,y) pro funkci f(z,y) = 2 3.

Vysledek:

0 of 5 9

f(fv y) =2zy°, —(fL’ y) =3xz"y

Zpét
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Priklad 3.4.1

Vypoctéte parcidlni derivace 8 Lz, y), 2 - L (z,y) pro funkci f(z,y) = 2 3.

Navod:

Derivujeme funkci f(z,y) = F(x), na y se divime jako na parametr. 8—(:1:, y) = F'(x).
x

Derivujeme funkci f(z,y) = G(y), na x se divime jako na parametr. 8—(:1:, y) = G (y).
Yy

Zpét

|
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Priklad 3.4.1

Vypoctéte parcidlni derivace %(w, Y), g—i(x, y) pro funkci f(z,y) = 2 y>.
Reseni:
of

%)
_(x7y):(x2)/y3:2xy37 _f(x7y):x2 (y3)/:x23y2:3x2y2.

Zpét
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Priklad 3.4.1

Vypoctéte parcidlni derivace 8;:0 (z,y), 2 - L (z,y) pro funkci f(z,y) = 2 3.

Maple:
> fi=(Xy)->X"2*Y"3;

—= (;1;, y) — 5132 y3
> Diff(f(x,y),x)=diff(f(x,y),X);

5 (@2 y%) =22y°
> DIff(f(x,y),y)=diff(f(x,y),y);
% (5132 y3) — 3:132 y2

Zpét

|
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.40/139



Priklad 3.4.1

Vypoctéte parcidlni derivace 8 Lz, y), 2 - L (z,y) pro funkci f(z,y) = 2 3.

Mathematica:

Nejdrive si definujeme funkci

flxy] =2"2y"3

223

Nyni vypocteme parcidlni derivaci 896 (33 Y)

D[f[z,y], x]

2xy3

a parcidlni derivaci g—i (x,y)

D[f[z,y],y]
35242

Zpét
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Priklad 3.4.2

Vypoctéte parcidlni derivace 8 (33 y), - (x y) pro funkci f(z,y) = = In(1 4+ =2 + y?).
@ © = 7 H & = Zpét
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Priklad 3.4.2

Vypoctéte parcidlni derivace am (33 y), - (m y) pro funkci f(z,y) = = In(1 4+ =2 + y?).

Vysledek:

of 2 22
_(:1: y)—ln(l—I—:I: + vy )-I- | T 22 142
8f( ) 2Ty

- —

oy & 1+ 22 + y2

Zpét
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Priklad 3.4.2

Vypoctéte parcidlni derivace 8 Lz, y), 2 - L (x,y) pro funkci f(z,y) =« In(1 + 22 + y?).
Navod:

0
Derivujeme funkci f(z,y) = F(x), na y se divime jako na parametr. 8—(:1:, y) = F'(x).
x

. . B o of _
Derivujeme funkci f(z,y) = G(y), na x se divime jako na parametr. 8—(:1:, y) =G (y).
Yy

Zpét
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Priklad 3.4.2

Vypoctéte parcidlni derivace 8 Lz, y), 2 - L (x,y) pro funkci f(z,y) =« In(1 + 22 + y?).

Resenti
5] 5]
Tley) = @m0+ 49D oI +a? +y?) =

= 11n(1—|—:1:2-|—y2)—|— ! (1-|—:1: —l—y)

1+ 22 +y2 Ox
(142 49+ —— 20— (1 4+a% + %) + — 2
= n €T Tr = In a5
Y 1+ 22 + y2 Yy 1-|—£B2—|—y2,

of 8 . 1 1

B 22y

14224 g2
Zpét
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Priklad 3.4.2

Vypoctéte parcidlni derivace %(az, Y), g—i(x, y) pro funkci f(z,y) =« In(1 + x? + y2).
Maple:
> fi=(X,y)->x*In(1+X"2+y"2);

fi=(z,y) — xIn(1l+ z? + y2)
> Diff(f(x,y),x)=diff(f(x,y),X);

2 12
2 (zln(1+ 2 +9?)) =In(1 + 2® + ¢%) + 1+ 22 + 42
> DIff(f(x,y),y)=diff(f(x,y),y);
2xy
b) 2 2 _
2 (zIn(l+2* +y?)) = 1 22 1 42

Zpét

|
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Piiklad 3.4.2 |

Vypoctéte parcidlni derivace 8 Lz, y), 2 - L (x,y) pro funkci f(z,y) =« In(1 + 22 + y?).

Mathematica:

Nejdrive si definujeme funkci
flx-y] = sLogll + 2"2 + y"2]
xLog [1 + x2 + y2]

Nyni vypoéteme parcidlni derivaci %(CB, Y)

D(f[z,y], x]

x2
1_'_52—_|_y2 —|—L0g[1‘|‘$2‘|‘y2]

a parcidlni derivaci g—i (x,y)

D[f[z,y],y]

2987
1+a?+y?2

Zpét

|
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Prubéh funkce jedné proménné

® Prubéh funkce

® Newtonova metoda

@ ® Zpét

1
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Prubéh funkce

® Piiklad 4.1.1 VySetiete prubéh funkce f(z) =In>z.

¢ Piiklad 4.1.2 VySetiete prubéh funkce f(x) = arctg % :

2
® Piiklad 4.1.3 Vysetfete prubéh funkce f(z) = arccos 1;22 :

L] Zpét

|
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Priklad 4.1.1
Vysetiete pribéh funkce f(z) = In° x.
§ = 7 LH # = Zpét

1
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Priklad 4.1.1

Vysetiete pribéh funkce f(z) = In° x.

Vysledek:

Funkce f(z) = In°zx.

x 0 (0,1) 1 (1,e?) e? (e?,0) | oo
f(x) — 00 - 0 + 8 + 00
f'(x) + 0 + + +
' (x) - 0 + 0 -

f / — infl. / — infl. / —

as. z =0

10
o]
6]
2]
2]
0 2 4 6 8
2]
]
6]
8]

-10-
Zpét
|

|
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Priklad 4.1.1

Vysetiete pribéh funkce f(z) = In° x.

Navod:

Prubéh funkce se vySetiuje v nasledujicich bodech:

1.  D(f), sudost, lichost, periodicita, prusec¢iky se soufadnicovymi osami,
limity v krajnich bodech intervalu, které tvoii D(f), spojitost,
monotonnost, extrémy,

intervaly konkavity a konvexity, inflexni body,

asymptoty,

graf funkce.

] e b

Zpét

|
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Priklad 4.1.1

Vysetiete pribéh funkce f(z) = In° x.

Reseni:

1. Definiéni obor: Jelikoz je funkce y® definovédna pro viechna y € R a vnitini funkce

Inz je definovana pouze pro z € (0,00), je | D(f) = (0, c0)

Mnozina D(f) neni symetrickd podle poc¢atku a tedy vysSetfovand funkce neni ani suda
ani licha. Funkce neni ani periodicka.
Prisecik se souradnicovou osou x :

In>xr=0 = Inz=0 = z=1 = bod| [1,0]|

Ziejmé je funkce zdporna v intervalu (0,1) a kladnd v (1,00).
2. Funkce je spojita na D(f).

Limity v krajnich bodech D(f): 1iI61+ In®z = —co |, lim In® 2 = oo
aTr— T — OO

o 0 . . / - P . - . /
3. Vypocteme prvni derivaci f° a pro urc¢eni monotonnosti funkce stanovime, kdy je f
rovna 0, kladnd a zdporna (pficemz se omezime pouze na D(f)):

3In? z

fl(z) = —

ff(x) =0 & zx=1,
f'(z) > 0, pro Vo € (0,00) \ {1} .

Funkce je tedy na celém definicnim oboru rostouci a nenabyva lokdlnich ani globalnich
extrémi. Teénou ke grafu funkce v bodé [1, 0] je osa = (f'(z) = 0).

Dalsi
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Priklad 4.1.1

Vysetiete pribéh funkce f(z) = In° x.

Reseni:
4. Vypoéteme druhou derivaci f/ a upravime ji na tvar vhodny pro uréeni intervalii
konvexity, konkavity funkce a pro stanoveni inflexnich bodu (omezime se znovu pouze na

D(f)): £ (z) = 3lnz (2 — lnx)

f//(x):(){f? x:l\/a}:e2

Snadno zjistime, ze
' (z) <0 proz € (0,1) U (e’,00) = f je konkdvni na (0,1) a na (e, 00),

() >0 proz € (1,6°) = f je konvexni na (1,e”).

Funkce mé v bodech £ =1 a x = e? inflexi. Body | [1,0] |a| [e?, 8] | jsou tedy inflexnimi

body funkce.
5. Svislou asymptotou funkce f je pfimka x = 0 (to plyne z limity zjisténé v bodé 2.).
Hledejme sikmou asymptotu pro x — +oo ve tvaru y = kx + q:

1 3
k = lim /(@) — lim — =~ =0 , q¢= lim (f(z) —kz) = lim In®z = oo
T — OO T T — 0O T T —> 00 T —> 00

Pti vypoctu limity pro vypocet konstanty k jsme pouzili 3x I’Hospitalova pravidla.
Posledni limita pro ¢ je nevlastni (viz 2.), tedy Sikma asymptota neexistuje.

Dalsi
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Priklad 4.1.1

Vysetiete pribéh funkce f(z) = In° x.

Reseni:
6. Vysledky shrnuté do tabulky :
Funkce f(z) = In®zx.

75 0 (0,1) 1 (1,e?) e? (e?,00) | oo
f(x) —00 - 0 + 8 + 00
f'(z) + 0 + + +
" (z) - 0 + 0 -

f / — infl. / — infl. / —

as. z =0

Graf funkce: viz feSeni v systému Maple.

Zpét

|
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.44/139



Priklad 4.1.1

Vysetiete pribéh funkce f(z) = In° x.

Maple:

> with(plots):
> fl:=x->(In(x))"3;

f1 : =z — In(z)>
1. Defini¢ni obor:
> solve(x>0,x);
RealRange(Open(0), co)

Nebylo potieba fesit, ihned patrné, ze D( f1 ) = (0, co). Pruseciky s osami:
Nasel se prusecik s osou y, y =0.

> {solve(f1(x)=0,x) +;
{1}

Nasel se prusecik s osou x, x =1.
2. Limity v krajnich bodech intervalu, které tvoii D(f):
lim, o f(z) = —o0, lim, o f(x) = o0

> limit(f1(x), x = 0);

—

> limit(f1(x), x = infinity);
Fce je spojita v D( f1 ) = (0, oco).
Dalsi
|

|
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Priklad 4.1.1

Vysetiete priibéh funkce f(z) = In°x.

Maple:
3. Stacionarni body, intervaly monotonie, extrémy:
> dfl:=D(f1);
31n(z)?
dfl == x — M
7

> solve(df1(x)>0,x);
RealRange(Open(0), Open(1)), RealRange(Open(1), co)
> solve(df1(x)=0,x);
1

Bod 71”7 je tzv. stacionarni bod, muze v ném byt extrém. Neni v ném lokalni extrém
funkce. Prvni derivace funkce je kromé bodu ”1” kladnd, funkce je vSude v defini¢nim

oboru rostouci.
4. Intervaly konvexnosti resp. konkavnosti, inflexni body .

> ddfl:=D(df1);

6ln(z) 3 In(z)?

ddfl .= x — 5

x2 T
> solve(ddf1(x)<0,x);

RealRange(Open(0), Open(1)), RealRange(Open(e?), o)

Dalsi I

|
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Priklad 4.1.1

Vysetiete pribéh funkce f(z) = In° x.
Maple:

Ziejmé v uvedenych intervalech je funkce konkavni , jinde konvexni. Druhé derivace
funkce f1 v bodé ”71” a ” e2” je rovna 0 a funkce zde m4 inflexni body.

> solve(ddf1(x)=0,x);

1, e?
> f1(2);
0
> fl(exp(2));
8

V bodech [1 , 0], [ €® , 8] se nachézeji inflexni body grafu funkce f1. 5. Asymptoty:

Funkce m4a svislou asymptotu x=0 , nebot funkce méa v ”70” nevlastni jednostrannou
limitu. Sikmé asymptoty nema, nebot

> k:=limit((In(x))/x,x=infinity); q:=limit(f1(x)-k*x,x =infinity);
k:=0
q := o0
Dalsi
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Priklad 4.1.1

Vysetiete pribéh funkce f(z) = In° x.
Maple:

6) Graf funkce, H(f): Zobrazime graf (Cervend barva.) spolu s grafem prvni (modra
barva) a druhé derivace funkce (zelena barva):

> plot([f1(x),df1(x),ddf1(x)],x = -1..15,y = -10..15, disc ont =
true,color=[red,blue,green));

10

Ziejmé H(f)=(- co,00 ).

Zpét

|
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Priklad 4.1.1

Vysetiete pribéh funkce f(z) = In° x.

Mathematica:

flx-] = Log[x]"3

Log[z]®

1. Defini¢ni obor:

Neni potfeba fesit, ihned patrné, ze D( f ) = (0, co).
Pruseciky s osami:

Solve[f[z] == 0, z]

{{z — 1}}

Nasel se prusecik s osou x, x =1.
2. Limity v krajnich bodech intervalu, které tvoii D(f):

Limit[f[z], z — 0, Direction — —1]
— 00

Limit[f[z], £ — Infinity]

00

3. Stacionarni body, intervaly monotonie, extrémy:
fifx.] = D[f[x], x]
3Log[:1:]2
Solee[fl[m] == 0, z]
{{z — 1}}
Dalsi
|

|
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Priklad 4.1.1

Vysetiete pribéh funkce f(z) = In° x.

Mathematica:

Simplify[fl1[z] > 0]
LOg[w]Q > O

Bod 717 je tzv. staciondrni bod, muze v ném byt extrém. Neni v ném lokalni extrém
funkce. Prvni derivace funkce je kromé bodu ”1” kladné, funkce je vSude v defini¢nim
oboru rostouci.

4. Intervaly konvexnosti resp. konkavnosti, inflexni body .

f2[z] = DIfl[z], ]
6Lo§[ac] o 3Log2[:l:]2

Solve[f2[z] == 0, z]
{{z — 1}, {z — 62}}
Simplify[f2[x] > 0]
(~2+Loslz])Loglz] _

Slmpllfy[ 2 4+ Log[z] < 0&&Log[z] > 0||
—2 + Log[z] > 0&&Log[z] < 0]

0 < Loglz] < 2

Simplify[f2[x] < 0]

(~2+Loglz)Loglz] - g

Slmpllfy[ 2 4+ Log[z] < 0&&Log[z] < 0||
—2 + Log[z] > 0&&Log[z] > 0]
Log[z] > 2||Log[z] < 0

Dalsi |

|
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Priklad 4.1.1

Vysetiete pribéh funkce f(z) = In° x.

Mathematica:

Ziejmé v intervalech (0,1) a (e?, c0) je funkce konkavni , jinde konvexni. V bodech [1 ,

0], [ €® , 8] se nachézeji inflexni body grafu funkce f.

5. Asymptoty: Funkce ma svislou asymptotu x=0 , nebot funkce ma v 70”7 nevlastni
jednostrannou limitu. Sikmé asymptoty nema, nebot

k = Limit[f[z]/x, x — Infinity]

0

q = Limit[f[z] — kz,z — Infinity]
(©.@)

6) Graf funkce, H(f):
Plot[f[x], {z,0,10}]

10|

5t

Ziejmeé H(f)=(- oo,00 ).
Zpét
|

|
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Priklad 4.1.2

VysSetfete prubéh funkce f(x) = arctg % :
@ ® = 7 H &£ = Zpét

1
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Priklad 4.1.2

Vysetiete prubéh funkce f(x)

Vysledek:

Zpét

— arctg % .

x — 00 (—o0,0) 0_ 0+ | (0,00) 00
f@ ]| o -~ 5[5 + [ o0
f' () - -

" (=) - +
as. y=20 y=20
2,
y 1
—1o— 6 —4 = Y 2 4 6 8 10
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Priklad 4.1.2

VysSetfete prubéh funkce f(x) = arctg % :

Navod:

Prubéh funkce se vySetfuje v nasledujicich bodech:

1.  D(f), sudost, lichost, periodicita, prusec¢iky se soufadnicovymi osami,
limity v krajnich bodech intervalu, které tvoii D(f), spojitost,
monotonnost, extrémy,

intervaly konkavity a konvexity, inflexni body,

asymptoty,

graf funkce.

o0 O L= e

Zpét

|
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Priklad 4.1.2

VysSetfete prubéh funkce f(x) = arctg % :

Reseni:

1. Defini¢ni obor: Funkce arctg y je definovdna pro vSechna y € R. Vnitini funkce

Yy = % je definovana pouze pro = # 0. Tedy

D(f) = (=00,0) U (0, 00)

Mnozina D(f) je symetrickd podle pocatku, vySetiime tedy, zda je funkce sud3,
pripadné licha. Plati

1 1 1
f(—x) = arctg — = arctg | —— | = —arctg — = — f(x),

—x a 72
tedy funkce je licha a staci vySetfovat jeji prubéh na intervalu (0, o) . Funkce neni
ziejmé periodicka.
Prusecik se souradnicovou osou y neexistuje, nebot v bodé x = 0 neni funkce
definovana. Pruseciky se soufadnicovou osou x nejsou dosud zjistitelné.
2. Funkce je spojitda na D(f).

Limity v krajnich bodech D(f):| lim arctg % =Z |, lim arctg % =0
x— 0+ xT— 00
Jelikoz je funkce lichd je| lim arctg i = —=< |, lim arctg: =0
x—0— x r— — o0 x

o 0 . . / - P . - . /
3. Vypocteme prvni derivaci f° a pro urc¢eni monotonnosti funkce stanovime, kdy je f
rovna 0, kladnd a zdporna (pficemz se omezime pouze na D(f)):

Dalsi
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Priklad 4.1.2

VysSetfete prubéh funkce f(x) = arctg % :

Reseni:

1

/ z2 —1 P

f(x) 1+(%)2 x2+1,f(a:)<0,pro‘v’:c€(0,oo).

Funkce je tedy na intervalu (0, c0) klesajici a nenabyva zde lokalnich extrému. (Napft. z
lichosti funkce usoudime, ze je klesajici i na intervalu (—oc,0)) .

Funkce nenabyva na svém definiénim oboru lokalnich ani globalnich extrémi.

4. Vypoéteme druhou derivaci f”’ a uréime intervaly konvexity, konkavity funkce

(pficemz se omezime pouze na D(f) = D(f’)):

2x

J (Jf):m-

Snadno zjistime, ze
() >0 pro x € (0,00) = f je konvexni na (0, co)

(f""(x) <0 pro x € (—00,0) = f je konkdvni na (—o00,0)).
Bod x = 0 neni inflexe funkce!
5. Svislou asymptotu funkce f nemd, nebot neexistuje bod z D(f), kde by funkce méla
nevlastni limitu.
Neni treba hledat Sikmou asymptotu pro £ — +oo ve tvaru y = kx + g, nebot v 2. jsme

jiz zjistili, ze existuje vlastni limita lim arctg % = 0. Tedy funkce ma vodorovnou
T — OO

(horizontalni) asymptotu y = 0 pro x — 4oco. Z limity pro £ — —oo nebo z toho, ze je
funkce licha, zjistime, ze prfimka y = 0 je vodorovna asymptota funkce i pro x — —oc.

Dalsi
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Priklad 4.1.2

VysSetfete prubéh funkce f(x) = arctg % :

Resen:
6. Vysledky shrnuté do tabulky:
x — 00 (—o00,0) 0_ 0+ | (0,00) 00
f@ | o -~ [ -8[s[ + [ 0
f'(z) - -
1" (=) - +
as. y=20 y=20
Graf funkce: viz feSeni v systému Maple. Zpét
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Priklad 4.1.2

VysSetfete prubéh funkce f(x) = arctg % :

Maple:
> with(plots):
> f2:= x ->arctan(1/x);

f2 := x — arctan(—)
x

1. Definiéni obor: D(f) = R -{0}.
Lichost:

> f2(-x);

—arctan(—)
x

tedy f2 je licha funkce.
Prusec¢ik s osami:

> {solve(f2(x)=0,x) +;
{}

Maple hleda teseni , ale nenachéazi..

2. Limity v krajnich bodech intervalu, které tvoii D(f):

limg oo f(z) = —(lim,_, (_ ) f(x)), nebotj funkce je licha.
> limit(f2(x), x = infinity);

Totéz pro limitu v 70” zleva, zprava.

Dalsi

|
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Priklad 4.1.2

VysSetfete prubéh funkce f(x) = arctg % :

Maple:

> limit(f2(x), x = 0,left);
s
2
> limit(f2(x), x = 0,right);
s
2
3. Stacionarni body, intervaly monotonie, extrémy:
> df2:=D(f2);
1
WL =0y — — 1
2 (— +1)
72

> {solve(df2(x)=0,x) It
{}

f’<0 v ( 0, co) tj. funkce je zde klesajici. Funkce rovnéz klesa v intervalu (- 00,0) ( to

plyne také z lichosti funkce). 4. Intervaly konvexnosti resp. konkdvnosti, inflexni
body:

> dff2:=D(df2);

2 2
aff2 .= x — —

1 1
G (_x2 +1) b (_x2 +1)2
Dalsi

|
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Priklad 4.1.2

VysSetfete prubéh funkce f(x) = arctg % :

Maple:
> {solve(dff2(x)=0,x) +
{0}
> {solve(dff2(x)>0,x) Iyt
{RealRange(Open(0), co0)}
> {solve(dff2(x)<0,x) i

{RealRange(—oc, Open(0))}
5. Asymptoty: Svislé asymptoty funkce nema. To plyne z neexistence bodl na ose x,
kde by funkce méla nevlastni jednostranné limity.

> kL:=limit(f2(xX)/x,x=-infinity); ql:=limit(f2(x)-k1*x X=-infinity);
k1 :=20
ql :=0

> k2:=limit(f2(x)/x,x=infinity); g2:=limit(f2(x)-k2*x, x=infinity);
k2 :=0
q2 :=0

Sikmé asymptoty jsou :
> yli=x -> 0* - 0;

Dalsi
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Priklad 4.1.2

VysSetfete prubéh funkce f(x) = arctg % :
Maple:

Jelikoz je funkce licha, stacilo vysettit pouze * — oco. Dokonce nebylo treba slozité
pocitat sikmé asymptoty. (Proc¢??)

6) Graf funkce, H(f): Zobrazime graf (Cervend barva) spolu s grafem horizontalni
asymptoty (modra barva):

> plot([f2(x),yl(x)], x = -10..10,y = -2..2,discont =
true,color=[red,blue],thickness=[2,2]);

2
Ziejmé H(f) = < - w/2, w/2 >-{0}, pokud funkci dodefinujeme v bodé ”0” limitami
zprava a zleva, jinak H(f) = (- n/2,7/2 ) -{0}.

Zpét
|

|
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Priklad 4.1.2

VysSetfete prubéh funkce f(x) = arctg % :

Mathematica:
1. Defini¢ni obor: D(f) = R\ {0}.

f[x-] = ArcTan[1/z]
ArcTan [%}

Lichost:

flz] == f[—=]

ArcTan [%} == —ArcTan [%}
flz] == f[=]

True

Funkce je licha.

Prusec¢ik s osami:

Solve[f[z] == 0, z]
{{x — ComplexInfinity}}

Funkce nema pruseciky s osami.
2. Limity v krajnich bodech intervalu, které tvori D(f):

Limit[f[z], z — 0, Direction — —1]

2
Limit[f[z], z — 0, Direction — 1]

2
Dalsi I

|
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Priklad 4.1.2

VysSetfete prubéh funkce f(x) = arctg % :

Mathematica:

Limit[f[z], z — Infinity]
0

limg oo f(x) = —(lim,_, (_ o) f(x)), nebot funkce je licha.
3. Stacionarni body, intervaly monotonie, extrémy:

fl[x ] = Simplify[D|f|x], z]]

~T3e?
Solve[fl[z] == 0, z]
{}

Simplify[fl[z] < 0]
True

f’ < 0v (0, 00 ) tj. funkce je zde klesajici. Funkce rovnéz klesd v intervalu (- c0,0) ( to
plyne také z lichosti funkce).

4. Intervaly konvexnosti resp. konkavnosti, inflexni body:
f2[z] = Simplify[D[fl[z], z]]
2z

Solve[f2[z] == 0, z]
{{z — 0}}

Dalsi

|
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Priklad 4.1.2

VysSetfete prubéh funkce f(x) = arctg % :

Mathematica:
5. Asymptoty:

k = Limit[f[z]/x, x — Infinity]

0

q = Limit[f[z] — kz, z — Infinity]
0

Svislé asymptoty funkce neméa. To plyne z neexistence bodt na ose x, kde by funkce méla
nevlastni jednostranné limity. Jelikoz je funkce licha, stacilo vySetfit pouze * — oo.
Funkce ma asymptotu y = 0.

6) Graf funkce, H(f): Zobrazime graf spolu s grafem horizontalni asymptoty:
g = Plot[f[z], {z, -3, 3}]

15
1
0.5

3 2 1 1 2 3
-0.5
il
-15
Ziejmé H(f) = (—=/2,7/2) \ {0}.
Zpét

|
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Priklad 4.1.3

1—:132
1422 °

@ ® = 7 H &£ = Zpét

Vysetiete prubéh funkce f(x) = arccos

1
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Priklad 4.1.3

Vysetiete prubéh funkce f(x) = arccos 1;2; .
Vysledek:
79 — 00 (—o0,0) 0 (0, o) 00
f(x) T 0 r
f'(x) - neni def. +
' (z) - neni def. -
f \ —~ lok.min. / —~
as. y=m y=m
35

Zpét

|
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.46/139



Priklad 4.1.3

1—:1:2
1422 °

Vysetiete prubéh funkce f(x) = arccos

Navod:

Prubéh funkce se vySetiuje v nasledujicich bodech:

1.  D(f), sudost, lichost, periodicita, prusec¢iky se soufadnicovymi osami,
limity v krajnich bodech intervalu, které tvoii D(f), spojitost,
monotonnost, extrémy,

intervaly konkavity a konvexity, inflexni body,

asymptoty,

graf funkce.

SRR b

Zpét

|
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Priklad 4.1.3

1—:1:2
1422 °

Vysetiete prubéh funkce f(x) = arccos
Reseni:

1. Defini¢ni obor: Funkce arccos y je definovana pro —1 < y < 1. Pro vnitini funkci
2

musi platit —1 < 1T a2
x

< 1, coz je splnéno pro Vo € R. Tedy

D(f) = (=00, 0)

Mnozina D(f) je symetrickd podle poc¢atku. Plati

1 — (—z)2 1 — 22
f(—x) = arccos 1-(ze) = arccos *

14 (—x)? 14 2

= f(x),

Funkce je zfejmé suda, staci vySetfovat jeji prubéh na intervalu (0, co).
Funkce neni zfejmé periodicka.

Prusecik se souradnicovou osou y je v bodé | [0,0] | nebot f(0) = 0. Jelikoz je vzdy

arccosy > 0, jedna se o dotykovy bod.
Zatim nezjistime jiné dotykové body grafu funkce a osy «.
2. Funkce je spojitda na D(f).

2
Limity v krajnich bodech D(f): lim arccos —=5 = arccos(—1) = .
T — 0O 1+
Jelikoz je funkce suda je
) 1 — 2
lim arccos =T
x— F oo 14+ x2

Dalsi I

|
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Priklad 4.1.3

1—:1:2
1422 °

Vysetiete prubéh funkce f(x) = arccos
Reseni:
3. Vypoéteme prvni derivaci f’ a pro uréeni monotonnosti funkce stanovime, kdy je f’

rovna 0, kladna a zaporna:

—2z(14+22)—2x(1—x2)
(1+22)2 4x 4x B 2sgnx

J1-(53)° T (Q+en)Vaz? ~ (eR) fe] T T4a?

1422

pro x # 0,

fl(z) = -

=2 a f'(0_)=-2.

o -~ / :

ricemz 0+) = lim
P f(04) N g
Derivace f’(x) nenf tedy v bodé ”0” spojitd a nebudeme ji tudiz dodefinovavat v tomto
bodé néjakou hodnotou.

Plati: "() > 0, pro Va € (0,00) ,
funkce je tedy na intervalu (O,fcxg) )rostouc%. ( )

(Ze sudosti funkce plyne, ze je klesajici na intervalu (—o0,0)).
Funkce je v bodé ”0” spojita, ale nema v tomto bodé derivaci. Tedy vzhledem k

monotonnosti funkce, ma funkce v bodé | x = 0 | lokdlni minimum, které je zaroven

globadlnim minimem funkce. Jiné lokalni ani globalni extrémy funkce nema.
4. Vypoéteme druhou derivaci f”’ a uréime intervaly konvexity, konkavity funkce
(pficemz se omezime pouze na D(f’) = (—o00,0) U (0, 00) ):

f”( ) (QSgna:)’ —2sgnz2x —4|x]|
B = = = —
1+ z2 (1 + 22)2 (1 + x2)2
Dalsi
|

|
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Priklad 4.1.3

1—:1:2
1422 °

Vysetiete prubéh funkce f(x) = arccos
Reseni:
Snadno zjistime, ze

f"(x) <0 prox € (0,00) = f je konkdvni na (0, c0)

(f"(z) <0 prox € (—o00,0) = f je konkdvni na (—o0,0)).

Bod z = 0 neni inflexnim bodem funkce, jelikoz f’(x) neni v bodé& ”0” definovédna.

5. Svislou asymptotu funkce f neméd, nebot neexistuje bod z D(f), kde by funkce méla
nevlastni limitu.

Neni treba hledat Sikmou asymptotu pro x — 400 ve tvaru y = kx + g, nebot v 2. jsme

jiz zjistili, ze existuje vlastni limita lim f(x) = m. Tedy funkce ma vodorovnou
T —r OO

(horizontalni) asymptotu y = w pro £ — 4o0o. Z limity pro x — —oo nebo z toho, ze je
funkce suda, zjistime, Ze prfimka y = 7 je vodorovna asymptota funkce i pro x — —oo.
6. Vysledky shrnuté do tabulky:

x — 00 (—o00,0) 0 (0, 00) 00
f(x) 0 0 71'
f'(x) - neni def. +
' (z) - neni def. -

f \ —~ lok.min. / —~

as. y=m y=m

Graf funkce: viz reSeni v systému Maple.

Zpét
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Priklad 4.1.3

Vysetiete prubéh funkce f(x) = arccos 1;2; .
Maple:
> with(plots):
> f3:=x->arccos((1-x"2)/(1+x"2));
f3 (=)
;= x — arccos
1+ x2

1. Defini¢ni obor:
> solve(((1-x"2)/(1+x°2))>=-1 and (1-x"2)/(1+x"2)<=1,x) :
T

Timto prikazem jsme nenalezli hodnoty, ve kterych neni funkce definovana, tedy
D(f) =R . Sudost:

> f3(-x);
1 — 22
arccos
(7 i —)
tedy f2 je suda funkce.
Pruseciky s osami:
> 3(0);
0
Nasel se prusecik s osou y, y =0.
> {solve(f3(x)=0,x) };
{0}

Nenasel se jiny prusecik s osou = nez x = 0.

Dalsi I

|
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Priklad 4.1.3 |

1—:1:2
1422 °

Vysetiete prubéh funkce f(x) = arccos

Maple:

2. Funkce je spojita v D(f) .

Limity v krajnich bodech intervala, které tvoii D(f):

limg oo f(x) = lim,_, (_ ) f(x), nebot funkce je suda, staci vysetiit tuto limitu .
> limit(f3(x), x = infinity);

a spocitat hodnotu
> 3(0);
0

3. Stacionarni body, intervaly monotonie, extrémy:

> df3:=diff(f3(x),x);

2 2(1—a?)zx
2 2)\2
dfg = -ttt A+

1 (1 _ x2)2

(1+ x2)2
> df3:=normal(%);
2
dfs := -

Dalsi

|
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Priklad 4.1.3

1—:1:2

VysSetfete prubéh funkce f(x) = arccos TaT

Maple:

> df3:=simplify(%,assume=real);

2 signum (x)

1+ 2
Prvni derivace funkce f3 neni spojitd v bodé ”0”. Je kladna (f3 je rostouci ) pro
kladnd x a zdpornd (f3 je klesajici) pro zdpornd z. Tedy f3 nabyva lokalniho extrému
v 70”. Funkce nabyva lokalniho i globalniho minima v ”0”.

> solve(df3<0);

df8 :=

RealRange(—o0, Open(0))
> solve(df3>0);
RealRange(Open(0), co)

4. Intervaly konvexnosti resp. konkavnosti, inflexni body. Ackoliv prvni derivace
funkce f3 neni spojita v bodé 70”, zkusime derivovat v systému Maple .

> dff3:=normal(diff(f3(x),x,x));

4 24
W= z” (3/2)
1 2)5 (" (3/2
> df33:=simplify(%,assume=real);
4 |z
df38 i= ———
/ (1 4+ x2)2

Funkce je vSude konkavni. Bod [0,0] vSak neni inflexnim bodem funkce, nebot prvni

derivace v 70” neexistuje. |

|
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Priklad 4.1.3 |

1—9[:2

Vysetiete prubéh funkce f(x) = arccos TaT

Maple:

5. Asymptoty: Svislé asymptoty funkce nema. To plyne z vySetfovani limit v bodé 2.
Horizontalni asymptoty: funkce y = m pro * — —o0 i pro x — o©

> k:=limit(F3(X)/x,x=infinity); qg:=limit(f3(x)-k*x,x=i nfinity);

k:=0 q:=m
To jiz plyne z vySettovani limit v bodé 2.
> yl:= x -> 0*x +Pi;
yl :=x — 0x + 7
6) Graf funkce, H(f):

> plot([f3(x),yl(x)], x = -10..10,y = 0..3.5,discont =
true,color=[red,blue],thickness=[2,2]);
3.57

3

Ziejmé H(f)= < 0, 7 ).
Zpét
|

|
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Priklad 4.1.3

1—:1:2

Vysetiete prubéh funkce f(x) = arccos TaT

Mathematica:

f[x] = ArcCos[(1 — 22)/(1 + =" 2)]
ArcCos [ 1_‘”2}

1422
1. Defini¢éni obor:

Simplify[—1 < (1 — 2"2)/(1 + 2"2) < 1]

2
X
0< 1422 <l

Timto prikazem jsme zjistili, Ze funkce je definovana vsude, tedy D(f) = R.

Sudost, lichost:

flz] == f[—=]

True

fle] == —f[~a] ,
ArcCos {ﬁ} == —ArcCos {ﬁ}

Funkce je suda

Solve[f[z] == 0, z]
{{z — 0}}

Nenasgel se jiny prusecik s osou = nez x = 0.
Dalsi

|
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Priklad 4.1.3

1—:1:2
1422 °

Vysetiete prubéh funkce f(x) = arccos

Mathematica:

2. Funkce je spojita v D(f) .
Limity v krajnich bodech intervala, které tvoii D(f):

Limit[f[z], z — Infinity]
™

limg, oo f(x) = lim,_,(_ ) f(x), nebot funkce je sudé, staci vysetiit tuto limitu .
3. Stacionarni body, intervaly monotonie, extrémy:

f1[x.] = Simplify[D[f[x], z]]

ASSUIOICling[.’B > 0, Simplify[f1[z]]]
2

1+22

Assuming[z < 0, Simplify[f1[z]]]
2

1422

Prvni derivace funkce f neni spojitd v bodé ”70”. Je kladna ( f je rostouci ) pro kladnd x
a zapornd ( f je klesajici) pro zdpornad x. Tedy f nabyva lokdlniho extrému v 70”.
Funkce nabyva lokalniho i globalniho minima v 70”.

4. Intervaly konvexnosti resp. konkavnosti, inflexni body.
Ackoliv prvni derivace funkce f neni spojita v bodé 70”7, zkusime derivovat v systému
Mathematica .

Dalsi |

|
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Priklad 4.1.3

1—9[:2

Vysetiete prubéh funkce f(x) = arccos TaT

Mathematica:
f2[z] = Simplify[D[f1[z], z]]

2
4\/_(1+a:2)2
 14=2
Solve[f2[z] == 0, z]
{{z — 0}}
Assuming[z > 0, Simplify[f2[z]]]
4x
~ )
Assuming[z < 0, Simplify[f2[z]]]
4

___ar
(1+=22)2

Funkce je vSude konkavni. Bod [0,0] vSak neni inflexnim bodem funkce, nebot prvni
derivace v 70” neexistuje.

5. Asymptoty:

k = Limit[f[z]/x, x — Infinity]

0

q = Limit[f[z] — kz, z — Infinity]
T

Svislé asymptoty funkce nema. To plyne z vySetifovani limit. Horizontalni asymptoty:
Yy = T pro x — too.

Dalsi
|

|
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Priklad 4.1.3

1—:1:2
1422 °

Vysetiete prubéh funkce f(x) = arccos

Mathematica:
6) Graf funkce, H(f):

g = PlOt[{f[m]’ Pi}’ {:E, -3, 5}’
PlotStyle — {{}, {Dashing[{0.05,0.05,0.05}]}}]

4 2 2 4
—Graphics—

Ziejmé H(f) = (0, ).

Zpét

|
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Newtonova metoda

® Piiklad 4.2.1 Urcete pocet kofenu rovnice
Inz +sinx =0.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné
alespon jeden kotren.

¢ Priklad 4.2.2 Urcete pocet kofenu rovnice
2¢ —Inx — 4.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné
alespon jeden koren.

@ ®© Zpét

|
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Priklad 4.2.1

Urcete pocet kofenu rovnice

Inx +sinxz =0.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

§ = ? LH # = Zpét
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Priklad 4.2.1

Urcete pocet kofenu rovnice

Inx +sinxz =0.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon

jeden koten.

Vysledek:

Funkce | f(z) =Ilnz + sinx

hodnot. Rovnice ma v D(f)

nabyva v D(f) = (0,00) jak kladnych tak zdpornych

pravé jedno | feSeni. Vhodnym separacnim intervalem je

napt. | (0,1;1) | a volba poc¢atecni aproximace | o = 0,1 |. Hodnota | x = 0.57871 | je

priblizné fesSeni rovnice.

Vypocet ¢ctyr iteraci Newtonovou metodou

Zpét

To 0,1

1 0, 30034
o 0,51202
s 0,57555
T4 0,57871
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Priklad 4.2.1

Urcete pocet kofenu rovnice

Inx +sinxz =0.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Navod:

Graficky ur¢ime (pokud to lze) pocet kofenu rovnice.

Hleddme-li kofen funkce f(x) =0 Newtonovou metodou, je podstatné stanovit separacéni
interval (a, b), kde existuje pouze jeden kofen, a v ném vhodné zvolit pocatecni
aproximaci xg. V intervalu (a, b) ovéfime:

() f(a)- f(b) <O,

(i) f/(2) #0 v (a,b),

(i) f(z) # 0 v {a,b).

(iv) Za xo volime ten z krajnich bodu (a, b), kde f(xo) - f"'(zo) > 0.

Postupné aproximace korene vypocteme z rekurentniho vzorce

f(xn)

, n=20,1,...
f'(zn)

Tn4+1 — Tn —

Zpét

|
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.48/139



Priklad 4.2.1

Urcete pocet kofenu rovnice

Inx +sinxz =0.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

r= v /.
Resenti:
Grafické znazornéni pro urceni poctu korent:

Rovnici prepiSeme do tvaru
Inzx = —sinx.

V tomto pripadé jsme ihned schopni nakreslit obé funkce vlevo i vpravo od rovnitka.

Je patrné, ze existuje pouze jeden prusecik graftu funkci, tedy ptvodni rovnice méa pouze
jeden kofen a to v intervalu (0, 1).

Oznacime

f(z) =lnx +sinzx

funkci, pro kterou hleddme bod, kde se funkce anuluje. D(f) = (0, co) . Funkce nabyva
jak kladnych tak zadpornych hodnot.

Nalezneme separacni interval. Vyjdeme pti tom z predchoziho grafického znazornéni.
Zvolime napiiklad interval (0, 1;1) a ovéfime, zda je to skutec¢né separa¢ni interval:

() £(0,1)- £(1) =

= (In(0,1) +sin(0,1)) - (In1 4 sinl) = (—2,20275) - (0,84147) < O

1
(i)  f'(z) = - +cosx > 0 pro Vz € (0,1;1),

1
(iii) f"(x) = ——5 —sinz < 0 pro Vz € (0,1;1).
x

Dalsi
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Priklad 4.2.1

Urcete pocet kofenu rovnice

Inx +sinxz =0.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Reseni:

(iv) Za xo volime ten z krajnich bodtu 0,1 nebo 1, kde f(xo) - f"'(zo) > 0. To je splnéno
pro xo = 0,1, nebot f(0,1)- f/(0,1) = (—2,20275) - f”/(0,1) > 0

Prvni aproximaci kofene vypocteme pomoci pocatecni aproximace xg z rekurentniho

vzorce 9 20275
f@o) _ g4 =2 = 0,30034
f'(zo) 5.1 T cos(0,1)

Dalsi aproximace kofene dostaneme opét dosazenim do rekurentniho vzorce

f(zn)
$n+1:$n—m, ’I’L:O,l,...
Tedy
f(x1)
ro — 1 — f’(ml) — 0, 51202,
atd.
Zpét
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Priklad 4.2.1

Urcete pocet kofenu rovnice

Inx +sinxz =0.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Maple:

Grafické znazornéni pro urceni poctu korent:
Rovnici prepiSeme do tvaru In x = -sin x. Obé funkce vlevo i vpravo od rovnitka
nakreslime.

> fl:=x->-sin(x);
f1 := x — —sin(x)
> f2:=x->In(x);

f2 :=z — In(x)

> plot([f1(x),f2(x)],x=0..8,discont=true,color=[blue, red));

2

11

2

Dalsi |

|
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Priklad 4.2.1

Urcete pocet kofenu rovnice

Inx +sinxz =0.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Maple:

Je patrné, ze existuje pouze jeden prusecik graft funkci, tedy ptivodni rovnice ma
pouze jeden kofen a to v intervalu <0,1 ;1 >. Cyklus pro vypocet Newtonovou
metodou:

> fi=x->In(x) +sin(x);
f:=x — In(x) + sin(x)
Nejdrive jeden krok Newtonovy metody.

> g:=x->x-f(X)/D(f)(x);
f(z)

T T D))
>  nmax:.=5;
nmazr := 5
Nyni napiSeme cyklus
> x[0]:=0.1;
xo := 0.1

> for n from 0 to nmax do x[n+1]:=evalf(g(x[n])) end do;

Dalsi
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Priklad 4.2.1

Urcete pocet kofenu rovnice

Inx +sinxz =0.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Maple: z1 := 0.3003411406

z2 := 0.5120181992
x3 := 0.5755471765
x4 := 0.5787067299
x5 := 0.5787136435

Te := 0.5787136435

Posledni aproximaci budeme povazovat za priblizné reseni rovnice.

Ovéreni systémem Maple:

Na zavér z grafu funkce f(x) na intervalu (0,7) ovéfime, ze pruseciku fce s osou x
skutec¢né odpovida jedina hodnota, priblizné x=0,57871.

> plot([f(x)],x = 0..7, discont = true);

1

—14

Zpét I

|
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Priklad 4.2.1

Urcete pocet kofenu rovnice

Inx +sinxz =0.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Mathematica:

Grafické znazornéni pro urceni poc¢tu korent:
Rovnici prepiSseme do tvaru Inx = — sinx. Obé funkce vlevo i vpravo od rovnitka
nakreslime.

fl[x_] = —Sin[z]
—Sin[x]

f2[x_] = Log][x]
Log|z]

Plot[{fl[z], f2[z]}, {=, 0.1, 8},
PlotStyle — {{Thickness[0.01], RGBColor[1,0, 0]},
{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0, 1]}}]

2t

Dalsi |

|
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Priklad 4.2.1

Urcete pocet kofenu rovnice

Inx +sinxz =0.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Mathematica:

Je patrné, ze existuje pouze jeden prusecik graftu funkci, tedy ptvodni rovnice méa pouze
jeden kofen a to v intervalu (0, 1;1).

Cyklus pro vypocet Newtonovou metodou:

f[x-] = Log][z] + Sin|[z]

Log|x] 4+ Sin[z]

glx] = = — f[z]/D[f[z], x]

Log[xz]+Sin[x]
% +Cos|z]

x_

nmax = 5;
x0 = 0.1;
xn = Table[0, {i, 1, nmax}];

xn[[1]] = xO0;
For[i = 1,i < nmax, xn[[i + 1]] = N{[g[xn[[:]]]]; i++]

Dalsi

|
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Priklad 4.2.1

Urcete pocet kofenu rovnice

Inx +sinxz =0.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Mathematica:

Xn
{0.1,0.300341,0.512018,0.575547,0.578707}

Posledni aproximaci budeme povazovat za priblizné reseni rovnice.
Ovéreni systémem Mathematica (nakreslime graf funkce):

Plot[f[z], {z,0.1,8},
PlotStyle — {Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]}]

Zpét

|
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Priklad 4.2.2

Urcete pocet kofenu rovnice

2¢ —lnx — 4.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon

jeden koten.

@ ® = 7 H &£ = Zpét

Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.49/139



Priklad 4.2.2

Urcete pocet kofenu rovnice

2¢ —lnx — 4.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Vysledek:

Funkce | f(z) =2z —Ilnz — 4 | nabyva v D(f) = (0, 00) jak kladnych, tak zdpornych

hodnot. Rovnice ma v D(f) | pravé dvé | feSeni. Vhodnym separaénim intervalem pro

vétsi koten je napt. | (2,3) | a volba pocitecni aproximace | g = 3 | Hodnota

x = 2,44754 | je priblizné feSeni rovnice v intervalu (2, 3) .

Vypocet ¢tyt iteraci Newtonovou metodou

To 3

1 2,45917
o 2,44755
rs3 2.44754
T4 2.44754

Zpét

|
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.49/139



Priklad 4.2.2

Urcete pocet kofenu rovnice

2¢ —lnx — 4.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Navod:

Graficky ur¢ime (pokud to lze) pocet kofenu rovnice.

Hleddme-li kofen funkce f(x) =0 Newtonovou metodou, je podstatné stanovit separacéni
interval (a, b), kde existuje pouze jeden kofen, a v ném vhodné zvolit pocatecni
aproximaci xg. V intervalu (a, b) ovéfime:

() f(a)- f(b) <O,

(i) f/(2) #0 v (a,b),

(i) f(z) # 0 v {a,b).

(iv) Za xo volime ten z krajnich bodu (a, b), kde f(xo) - f"'(zo) > 0.

Postupné aproximace korene vypocteme z rekurentniho vzorce

f(xn)

, n=20,1,...
f'(zn)

Tn4+1 — Tn —

Zpét

|
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Priklad 4.2.2

Urcete pocet kofenu rovnice

2¢ —lnx — 4.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

r= v /.
Resenti:
Grafické znazornéni pro urceni poctu korent:

Rovnici prepiSeme do tvaru
Inx =2x — 4.

V tomto pripadé jsme ihned schopni nakreslit obé funkce vlevo i vpravo od rovnitka.
Neni ihned patrné, ze existuji dva pruseciky graft funkci, systémem Maple (zmensovanim
intervali) 1ze vSak oba kotfeny velmi dobfe separovat. Tedy puvodni rovnice ma pravé dva
kofeny a to v intervalu (0,1) a (2,3).
Oznacime

f(x) =2z —Inz — 4

funkci, pro kterou hleddme body, kde se tato funkce anuluje. D(f) = (0, c0) . Funkce
nabyva jak kladnych tak zapornych hodnot.

Nalezneme separacni interval pro vétsi ze dvou kofenu. Vyjdeme pii tom z predchoziho
grafického zndzornéni. Ovéirime, zda je (2, 3) skutecné separaéni interval:

i) £2)- £(3) =

=(2-2—In(2)—4)-(2-3—-1n(3) —4) = (—0,693147) - (0,901388) < 0

1

(ii) f'(x)=2— = >0 pro Vz € (2,3),
T

Dalsi
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Priklad 4.2.2

Urcete pocet kofenu rovnice

2¢ —lnx — 4.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Reseni:
1
7/ o
(iii)  f"(x) = = > 0 pro Vx € (2, 3).

1v a xo volime ten z krajnic odu 2 nebo J, e xg) - xg) > 0. 1o je splnéno
i Z 1{ krajnich bodd 2 nebo 3, kde f £ 0. To je spl

1
pro zo = 3, nebot f(3)-f”(3):0,901388-§>0

Prvni aproximaci kofene vypocteme pomoci pocatecni aproximace xg z rekurentniho
vzorce

£ (zo) 0,901388
_ g _ D7000
f'(zo) 2 — 3

Dalsi aproximace korene dostaneme opét dosazenim do rekurentniho vzorce

— 2,45917

f(zn)
$n+1:$n—m, ’I’L:O,l,...
Tedy
f(z1)
o — 1 — f/(xl) = 2,44755,
atd.
Zpét |

|
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Priklad 4.2.2

Urcete pocet kofenu rovnice

2¢ —lnx — 4.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Maple:

Grafické znazornéni pro urceni poctu korent:
Rovnici prepiSeme do tvaru In x = 2x - 4. Obé funkce vlevo i vpravo od rovnitka

nakreslime.
> fl:=x->In(x);
f1 :=z — In(x)
> f2:=x->2*X-4;
f2i=x—2x—14
> plot([f1(x),f2(x)],x=0..3,discont=true,color=[blue, red));
iy

X

[
N

25

W

0.5

—6

Dalsi I
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Priklad 4.2.2

Urcete pocet kofenu rovnice

2¢ —lnx — 4.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Maple:

Je patrné, ze existuji pravé dva pruseciky grafu funkci, tedy ptivodni rovnice ma dva
kofeny a to v intervalu (0,3 >. V intervalu <2,,3 > existuje pravé jeden kofen rovnice.
Druhy kofen, ktery se naléza v intervalu (0 ; 0,3 > zde hledat nebudeme. (Pro tento
kofen doporucujeme systémem Maple graficky odhadnout separac¢ni interval a Newtonovu
metodu na ném pouzit samostatné.)

Cyklus pro vypocet Newtonovou metodou:

> fi=x->2*x-In(x) -4;
fi=x — 2z —In(x) — 4
Nejdrive jeden krok Newtonovy metody.
> g:=x->X-f(X)/D(f)(x);

f(x)

g =r —>o— —————
D(f)(x)
> nmax:=5;
nmazxr := 5
Nyni napiSeme cyklus
> X[0]:=3;
o = 3

> for n from O to nmax do x[n+1]:=evalf(g(x[n])) end do;

Dalsi

Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.49/139



Priklad 4.2.2

Urcete pocet kofenu rovnice

2¢ —lnx — 4.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Maple: v1 = 2.459167373

To = 2.447549195
xs 1= 2.447542160
T4 = 2.447542161
x5 1= 2.447542160

re 1= 2.447542161
Posledni aproximaci budeme povazovat za priblizné reseni rovnice.
Oveéreni systémem Maple:
Na zavér z grafu funkce f(x) ovéfime, ze pruseciku fce s osou x na intervalu (2, 3)
skutecné odpovida jedina hodnota, ptriblizné x = 2, 44754.

> plot([f(x)],x = 0..3, discont = true);

0.59
X
05 1 18 ? 2 3

Zpét I

|
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Priklad 4.2.2

Urcete pocet kofenu rovnice

2¢ —lnx — 4.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Mathematica:

Grafické znazornéni pro urceni poc¢tu korent:
Rovnici prepiSeme do tvaru Inx = 2x — 4. Obé funkce vlevo i vpravo od rovnitka

nakreslime.
f1[x_] = Log][z]
Log|z]

2[x| =2z —4
—4 + 2x

Plot[{f1[x], f2[z]}, {=, 0.01, 3},
PlotStyle — {{Thickness[0.01], RGBColor[1,0, 0]},
{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0, 1]}}]

2

0.5 1 15 25 3

SN I

Dalsi
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Priklad 4.2.2

Urcete pocet kofenu rovnice

2¢ —lnx — 4.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Mathematica:

Je patrné, ze existuji pravé dva pruseciky grafu funkci, tedy ptivodni rovnice ma dva
kofeny a to v intervalu (0, 3). V intervalu (2, 3) existuje pravé jeden kofen rovnice.
Druhy kofen, ktery se naléza v intervalu (0;0, 3) zde hledat nebudeme. (Pro tento kofen
doporucujeme systémem Maple graficky odhadnout separac¢ni interval a Newtonovu
metodu na ném pouzit samostatné.)

Cyklus pro vypocet Newtonovou metodou:
f[x-] = 2z — Log|z] — 4

—4 + 2z — Log|[z]

glx-] = = — f[z]/D[f[z], z]

—4+42x —Log|x]

o_ 1
x

nmax = 5;
x0 = 3;
xn = Table[0, {i, 1, nmax}];

xn[[1]] = xO0;
For[i = 1,4 < nmax, xn[[i + 1]] = N[g[n[[]]]]; i++]

Dalsi

x_

|
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Priklad 4.2.2

Urcete pocet kofenu rovnice

2¢ —lnx — 4.

Zvolte vhodny separacni interval a Newtonovou metodou spocitejte priblizné alespon
jeden koten.

Mathematica:

Xn
{3,2.45917,2.44755,2.44754,2.44754}

Posledni aproximaci budeme povazovat za priblizné reseni rovnice.

Ovéreni systémem Mathematica:

Na zavér z grafu funkce f(x) ovéfime, ze pruseciku fce s osou x na intervalu (2, 3)
skutecné odpovida jedina hodnota, priblizné x = 2, 44754.

Plot[f[z], {z,0.01, 3},
PlotStyle — {Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]}]

0.5

|
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Taylorova formule

¢ Taylorova formule

@ © Zpét

1
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Taylorova formule

® Ptiklad 5.1.1 Najdéte Taylorav polynom tietiho stupné funkce f(z) =In((2z —1),

ktery aproximuje funkci f v okoli bodu zg =1.

2
Piiklad 5.1.2 Napiste Tayloruav polynom 4. stupné pro funkci f(x) =e~* v bodé
xo = 0 a pomoci ného vypoctéte priblizné hodnotu f(0,1).

Priklad 5.1.3 Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2.
stupné. Odhadnéte shora absolutni hodnotu chyby, které se pri vypoctu dopustite.

L] Zpét

|
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Priklad 5.1.1

Najdéte Tayloruv polynom tietiho stupné funkce f(x) = In (22 — 1), ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu zg =1.

®=?6%£!‘ Zpét
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Priklad 5.1.1

Najdéte Tayloruv polynom tietiho stupné funkce f(x) = In (22 — 1), ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu zg =1.

Vysledek:

Ts(z) =2(z — 1) — 2(z — 1) + ;(x —1)°.

Zpét
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Priklad 5.1.1

Najdéte Tayloruv polynom tietiho stupné funkce f(x) = In (22 — 1), ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu zg =1.

Navod:

Tayloruav polynom n-tého stupné T, v okoli bodu x¢ je definovany vztahem

f'(z0)
1!

f// (xO)

o1 (x —x0)* + ..

(x —x0)" .

(n)
(x — x0) + .+f—(':130)

Tn(z) = f(zo) +

Zpét
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Priklad 5.1.1

Najdéte Tayloruv polynom tietiho stupné funkce f(x) = In (22 — 1), ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu zg =1.

Reseni:

Do vzorce pro T3(z) dosadime funkéni hodnotu f(zp) a hodnoty prvni, druhé a tieti
derivace funkce f v bodé xzg =1 :

@) =— = [f)=2

124 4 124

f (I):—m = f'(1)=-4,
3)(p) = 10 (3) (1) —
@ =gy = fPW=16.

Taylorav polynom
2 —4 16 8
Ts(z) =0+ — (v —1) + - (z = 1) + o (@ - 1)° =2 —1)—2(z —1)% + (@ 1)°
bude dobfe aproximovat funkci f na néjakém okoli I bodu xg = 1. ( Toto okoli I musi

nutné spliiovat podminku I C D(f) = (3,00).)

Zpét
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Priklad 5.1.1

Najdéte Tayloruv polynom tietiho stupné funkce f(x) = In (22 — 1), ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu zg =1.

Maple:
> fl = x->In(2*x-1);
fl: =z —>In(2x —1)

V Maplu existuje ptikaz taylor( expr, eq, n ) , ktery vytvoii Tayloruv rozvoj ((n-1)-niho)
stupné funkce expr v bodé, ktery je zadan rovnosti eq.

> T3 := taylor(f1(x),x=1,3+1);

8
T3 :=2(x—1)—2(z—1)%> + g(9[;—1)3+O((9[;—1)4)
Pokud chceme spocitat Tayloruv polynom (n-1)niho stupné funkce expr v bodé eq/nm
pouzijeme piikaz, ktery prevadi rozvoj na polynom:.
> T3 := convert(taylor(f1(x),x=1,3+1),polynom);
8(x —1)°
T3 ::23:—2—2(38—1)24—%

Zpét
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Priklad 5.1.1

Najdéte Tayloruv polynom tietiho stupné funkce f(x) = In (22 — 1), ktery aproximuje
funkci f v okoli bodu zg =1.

Mathematica:

f1[x_] = Log[2z — 1]

Log[—1 + 2]

R = Series[fl[z], {z, 1, 3}]

2(z —1) = 2(x —1)> + 8(z — 1)° + Ofz — 1]*
T3 = Normal[R)]

2(—1+z) —2(—-1+2)°> + &(-1+2)°

Zpét
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Priklad 5.1.2

2
Napiste Tayloruv polynom 4. stupné pro funkci f(z) =e™* v bodé xzop =0 a pomoci
ného vypoctéte priblizné hodnotu f(0,1).

@®=?6~bﬂ# Zpét
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Priklad 5.1.2

2
Napiste Tayloruv polynom 4. stupné pro funkci f(z) =e™* v bodé xzop =0 a pomoci

ného vypoctéte priblizné hodnotu f(0,1).
Vysledek:
Ta(z) =1—2>+ 22*, £(0,1) = T4(0,1) = 0,99005 .

Zpét
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Priklad 5.1.2

Napiste Tayloruv polynom 4. stupné pro funkci f(z) =e v bodé x9g =0 a pomoci

ného vypoctéte priblizné hodnotu f(0,1).
Navod:

Bud’ 1ze klasicky spocitat hodnoty funkce f(z) = e a dalsich ¢tyr derivaci v bodé
xo = 0 a ziskané hodnoty dosadit do vzorce (viz predchozi pfiklad):

f’( 0) f”(a: ) £ (z0) f< >(xo)

31 (z=0)*

Ty(x) = f(z0)+ (z—x0)*+ (z—x0)°+

(z—x0)+—F—
Pribliznou hodnotu funkce dostaneme ze vztahu

f(0,1) =Ty4(0,1).

Zpét
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Priklad 5.1.2

22

Napiste Tayloruv polynom 4. stupné pro funkci f(z) =e™ v bodé xg =0 a pomoci

ného vypoctéte priblizné hodnotu f(0,1).
Resenti:

Tayloruv polynom 2. stupné pro funkci f(y) =e¥ v bodé yg =0 (snadno
zapamatovatelny) je roven

1 5 5
Tz(y)zl-l-?y-l-ay =1+y+5y-

22

Polozime-li y = —z? , dostdvdme Taylortiv polynom 4. stupné pro funkci f(x) =e" %
bodé xg =0 :

1 1
Ta(z) =1+ (—z?) + 5(—:1;2)2 —1—z° + 5 z*

2
Pro ptiblizny vypocet hodnoty funkce f(x) =e™* v bodé = = 0,1 staci polozit

4

Y

£(0,1) = T4(0,1) =1—0,1° +

— 0, 99005 .

2
Tedy e~ 917 =0,99005 .

Zpét
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Priklad 5.1.2

22

Napiste Tayloruv polynom 4. stupné pro funkci f(z) =e™ v bodé xg =0 a pomoci

ného vypoctéte priblizné hodnotu f(0,1).

Maple:
> fe2:=x->exp(-X"2);

fe2 .=z — (=)

> T4 := convert(taylor(fe2(x),x=0,4+1),polynom);

1
T4 ::1—:1:24—5:134

Do ziskaného polynomu 4. stupné T4 dosadime zadany bod a dostaneme pribliznou
hodnotu funkce fe2 v tomto bodé.

> subs(x=0.1,T4);

0.9900500000
Pro porovnani spoc¢itdme presnou hodnotu zadané funkce fe2 v zadaném bodé.

> evalf(fe2(0.1));
0.9900498337

Zpét
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Priklad 5.1.2

22

Napiste Tayloruv polynom 4. stupné pro funkci f(z) =e™ v bodé xg =0 a pomoci

ného vypoctéte priblizné hodnotu f(0,1).

Mathematica:
f2[x_] = Exp[—z"2]
2

e—x

Tayloruv vzorec:

R = Series|f2[z], {z,0,4}]
1—z? + %—I—O[x]B

Taylorav polynom:

T4 = Normal[R)]

1— %+ %

hodpriplizna = InputForm[T4/.{z — 0.1}]
0.99005

hodpresna = InputForm[fe2[0.1]]
0.9900498337491681

Zpét
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Priklad 5.1.3

Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné. Odhadnéte
shora absolutni hodnotu chyby, které se pfi vypoctu dopustite.

@ ® = ? H &£ = Zpét

Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.54/139



Priklad 5.1.3

Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné. Odhadnéte
shora absolutni hodnotu chyby, které se pfi vypoctu dopustite.

Vysledek:

/30 = 3,106996, |R2(30)| < 0,000254 .

Zpét

|
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Priklad 5.1.3

Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné. Odhadnéte
shora absolutni hodnotu chyby, které se pfi vypoctu dopustite.

Navod:

Zvolime vhodné bod zg. Taylorav polynom druhého stupné T5 v okoli bodu zg je
definovany vztahem

f'(zo)
1!

f//(mO)

2!

Tz (z) = f(xo) + (x —xo) + (z — m0)” .

Chybu aproximace, které se dopustime, lze vyjadfrit pomoci vzorce:

F3 )
3!

Ra(x) = (z —z0)°, kde & € (z0,a) (nebo & € (x,20)).

Zpét
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Priklad 5.1.3

Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné. Odhadnéte
shora absolutni hodnotu chyby, které se pfi vypoctu dopustite.

Reseni:

Zvolime bod zo = 27 (lezi ”blizko” bodu =z = 30), nebot funkéni hodnotu

f(27) = V27 =3 a hodnoty prvnich dvou derivaci funkce f v bodé xg = 27 dokazeme
snadno spocitat:

Fla)= a3 = f@n=2.L1 =0 037037
)= —x = —-—=- =0, ,
3 39
2 _s 2 1
"(z)=—=x"3 = f'(27)=-—=-—= = —0,000457.
f(z) = ~ 2= F(27) = =2 - == = =0,

Dostavame Tayloruv polynom a hledanou pfibliznou funkéni hodnotu:
To(z) =3+ 5= (z — 27) — 55= (z — 27)7 ,
/30 = T5(30) = 3 + 0,037037(30 — 27) — 0,0009144(30 — 27)? = 3,1069963 .

K vyjadreni chyby aproximace potiebujeme treti derivaci funkce:

10
(3)( .y — -

w00

Dalsi
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Priklad 5.1.3

Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné. Odhadnéte
shora absolutni hodnotu chyby, které se pfi vypoctu dopustite.

Reseni:

Chyba, které jsme se dopustili pfi aproximaci hodnoty V30 , je

5 _ 10
3127 /&8

_8
Provedeme horni odhad velikosti chyby. Mtuzeme vyuzit toho, ze funkce x 3 je na
intervalu (27,30) klesajici (zjistime zaporné znaménko ¢tvrté derivace). Nebo lze pouzit
tvahy, ze z nerovnosti £% > (27)% | plyne gLS < (%)8 . Odhad chyby, které jsme se

R>(30) = (30 — 27) (30 — 27)° =

(3)
f_g'(g) kde ¢ € (27, 30) .

dopustili, tedy je:

|R2(30)| < = 0,000254 .

3 ¥/97°

Zpét

Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.54/139



Priklad 5.1.3

Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné. Odhadnéte
shora absolutni hodnotu chyby, které se pfi vypoctu dopustite.

Maple:
> fs = x -> surd(x, 3); fce t fet 1 odmocnina z X
fs := x — surd(z, 3)
> T2 := convert(taylor(fs(x),x=27,2+1),polynom);
To e 97 (1/3) 4 2713 (g —27) 2713 (g — 27)?
81 6561
> T2 := evalf(convert(taylor(fs(x),x=27,2+1),polynom));

T2 := 2.000000000 + 0.03703703703 x — 0.0004572473709 (z — 27.)2
> subs(x=30,T2);
3.106995885
nasleduje vypocet treti derivace funkce fs v bodé 27:

> treti  _d:= (D@@3)(fs);

, 10 surd(x, 3)
treti_d := x — —
27 3

> odhad _chyby=abs(evalf(treti _d(27))/3! *(30-27)"3);

odhad_chyby = 0.0002540263171
V systému Maple samoziejmé dokazeme vypocitat primo treti odmocninu z cisla 30.

> evalf(fs(30));

3.107232506

Zpét |

|
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Priklad 5.1.3

Spoctéte priblizné hodnotu V30 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné. Odhadnéte
shora absolutni hodnotu chyby, které se pfi vypoctu dopustite.

Mathematica:
f3[x] = =" {1/3}

A

R = Series|f3[z], {z, 27, 2}]

{a+ 28 - €20 4 O — 27t
T2 = Normal[R]

{3+ L(—27+a)— %}

hodpriblizna = N[InputForm|[T4/.{z — 30}]]
{3.1069958847736627}

dddf3 = D[f3[z], {z, 3}][[1]]
27;3/3

chyba = N[Abs[(dddf3/.{xz — 27})(373)/3!]]
0.000254026

hodpresna = N[InputForm|f3[30]]]
{3.1072325059538586 }

Zpét
|

|
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Parametrické rovnice krivek

¢ Kresleni kiivek a teé¢ny vektor

® Parametrizace kiivek, te¢na ke kfivce

@ ® Zpét

|
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Kresleni krivek a te¢ny vektor

¢ Priklad 6.1.1 Mame kiivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

IC:

a) Nakreslete tuto kfivku.

b) Urcete tecny vektor ke kiivce K v kazdém jejim bodé.

TA— 1+t
y = 2—t,teR

® Piiklad 6.1.2 Mame dvé kiivky K1, Ko zadané parametrickymi rovnicemi

i

az
Y

—1+t¢
3-2t, teR

Ke: x=-1-—2s
y=3+4s, s € R.

a) Ukazte, ze tyto dvé parametrizace zadavaji tutéz kiivku.

b) Urcete, jakou rychlosti se pohybuji body po obou ktivkach, chdpeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

¢ Priklad 6.1.3 Mame kiivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

IC

o+ |

T —
Yy — tLQa tE(OaOO)°

a) Nakreslete kiivku, urcete a nakreslete te¢ny vektor v bodé krivky IC, ktery

odpovid4 hodnoté parametru t = 3.

3

b) Urcete bod na kfivce IC, ve kterém je te¢na ke kiivce K rovnobéznd s primkou

Yy = x.

Zpét
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Priklad 6.1.1

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = 1+t
y = 2—t,telR
a) Nakreslete tuto kiivku.

b) Urcete teény vektor ke kfivce K v kazdém jejim bodeé.

®=?6%£!# Zpét

|
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Priklad 6.1.1

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = 1+t
y = 2—t,telR
a) Nakreslete tuto kiivku.

b) Urcete teény vektor ke kfivce K v kazdém jejim bodeé.

Vysledek:

b) 7= (1,—1).

Zpét

|
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Priklad 6.1.1

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = 1+t
y = 2—t,telR
a) Nakreslete tuto kiivku.

b) Urcete teény vektor ke kfivce K v kazdém jejim bodeé.

Navod:

a) Parametrickymi rovnicemi je ddna piimka se smérovym vektorem (1, —1)
prochézejici bodem [1, 2].

b) Soufadnice teéného vektoru v libovolném bodé spocteme takto: (t) = (z'(t), vy’ (¢)).

Zpét

|
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Priklad 6.1.1

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = 1+t
y = 2—t,telR
a) Nakreslete tuto kiivku.

b) Urcete teény vektor ke kfivce K v kazdém jejim bodeé.

r= Vv /.
Resenti:
a) Musime védét, ze parametrické rovnice zaddvaji pfimku. Pfimo z rovnic je vidét, ze

prochazi bodem [1,2] (bod odpovid4 parametru ¢t = 0) a dédle napf. bodem [2, 1]
(t=1).

b) Soufadnice te¢ného vektoru v libovolném bodé [z, y|, ktery odpovidd parametru t,
spoc¢teme takto: ¥(t) = (z'(t),y’(t)) = (1, —1). V tomto piipadé ma teény vektor

v kazdém bodé kiivky stejné souradnice.

Zpét

|
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Priklad 6.1.1

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = 1+t
y = 2—t,telR

a) Nakreslete tuto kiivku.

b) Urcete teény vektor ke kfivce K v kazdém jejim bodeé.

Maple:
> XISt->14;
r:=t— 1+t
> Yi=t->2-;
V=1 = A=1
> plot([x(t),y(t),t=-2..3]);

N R 3\4
14

Dalsi |

|
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Priklad 6.1.1

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = 1+t
y = 2—t,telR
a) Nakreslete tuto kiivku.

b) Urcete teény vektor ke kfivce K v kazdém jejim bodeé.

Maple:

Te¢ny vektor:
> vi=[diff(x(t),t), diff(y(t),t)];
v:i=[1, —1]

Zpét

|
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Priklad 6.1.1

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = 1+t
y = 2—t,telR

a) Nakreslete tuto kiivku.

b) Urcete teény vektor ke kfivce K v kazdém jejim bodeé.

Mathematica:
z[t] =1+4t;
y[t-] =2 —t;

ParametricPlot[{z[t], y[t] }, {¢t, —2, 2}, PlotStyle — Thickness[0.01]]

N

] 1 2 3
Tecny vektor:

v = {D[=[t], ], D[y[t], t]}
{17 _1}

Zpét
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Priklad 6.1.2

Mame dvé krivky K1, Ko zadané parametrickymi rovnicemi

Ki: zz=-1+t Ke: x=-1-—2s
y=3—-2t, teR y=3+4s, s €R.

a) Ukazte, ze tyto dvé parametrizace zadavaji tutéz kiivku.

b) Urcete, jakou rychlosti se pohybuji body po obou kfivkéach, chdpeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

@®=76~bﬂl# Zpét
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Priklad 6.1.2

Mame dvé krivky K1, Ko zadané parametrickymi rovnicemi

Ki: zz=-1+t Ke: x=-1-—2s
y=3—-2t, teR y=3+4s, s €R.

a) Ukazte, ze tyto dvé parametrizace zadavaji tutéz kiivku.

b) Urcete, jakou rychlosti se pohybuji body po obou kfivkéach, chdpeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

Vysledek:

a) Obé parametrizace davaji pfimku se smérovym vektorem (1, —2) prochézejici bodem
[_1a 3] .

b) |v1] = V5, |¥2| = 2V5.

Zpét
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Priklad 6.1.2

Mame dvé krivky K1, Ko zadané parametrickymi rovnicemi

Ki: zz=-1+t Ke: x=-1-—2s
y=3—-2t, teR y=3+4s, s €R.

a) Ukazte, ze tyto dvé parametrizace zadavaji tutéz kiivku.

b) Urcete, jakou rychlosti se pohybuji body po obou kfivkéach, chdpeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

Navod:

a) Parametrické rovnice piimky lze pfevést na obecnou rovnici. Obecnéa rovnice primky
je jednoznac¢né dana az na jeji nenulovy nasobek.

b) Rychlost hmotného bodu vyé¢islime jako velikost te¢ného vektoru. Soufadnice
te¢ného vektoru v libovolném bodé spoéteme takto: v(t) = (' (t), vy’ (t)).

Zpét

|
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Priklad 6.1.2

Mame dvé krivky K1, Ko zadané parametrickymi rovnicemi

Ki: x=-1+4+1t Ke: x=-1-—2s
y=3-2t, teR y=34+4s, s € R.
a) Ukazte, ze tyto dvé parametrizace zadavaji tutéz kiivku.

b) Urcete, jakou rychlosti se pohybuji body po obou kfivkéach, chdpeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

hd v ,.
Reseni:
a) Musime védét, ze dané parametrické rovnice zaddvaji dvé primky. Pfimo z rovnic je

vidét, ze jak primka ICq, tak pfimka Ko prochézeji bodem [—1, 3] a ze jejich smérové
vektory (1, —2),(—2,4) urcuji tentyz smér, nebot jeden je ndsobkem druhého.

b) Soufadnice te¢ného vektoru v libovolném bodé [z, y|, ktery odpovidd parametru ¢
(resp. s), spoéteme takto: ©1(t) = (z'(t), vy’ (t)) = (1, —2) a
U2(s) = (z'(s),v'(s)) = (—2,4). Jejich velikost je: |91 (t)| = /(1)2 + (=2)2 = V5 a
1T2(s)| = v/ (=2)2 + (4)2 = 2+/5. Hmotny bod se po piimce K1 pohybuje rychlost{
V5 a po piimce Ko rychlosti 24/5.

Zpét
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Priklad 6.1.2

Mame dvé krivky K1, Ko zadané parametrickymi rovnicemi

Ki: x=-1+4+1t Ke: x=-1-—2s
y=3-2t, teR y=34+4s, s € R.
a) Ukazte, ze tyto dvé parametrizace zadavaji tutéz kiivku.

b) Urcete, jakou rychlosti se pohybuji body po obou kfivkéach, chdpeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

Maple:

> x1l:=t->-1+t;

rzl :(=t — —1+t
> yl.=t->3-2*;

yl :=t — 3 — 2t
> X2:=t->-1-2*;

z2 =t — —1— 2t
> y2:=t->3+4*;

y2 =t —3+4t
> solve(x2(t)=-1);

Krivky jsou totozné.
> [x2(0),y2(0)],[x1(0),y1(0)];
[—1, 3], [—1, 3]

Dalsi I
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Priklad 6.1.2

Mame dvé krivky K1, Ko zadané parametrickymi rovnicemi

Ki: zz=-1+t Ke: x=-1-—2s
y=3—-2t, teR y=3+4s, s €R.

a) Ukazte, ze tyto dvé parametrizace zadavaji tutéz kiivku.

b) Urcete, jakou rychlosti se pohybuji body po obou kfivkéach, chdpeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

Maple:

Rychlost krivky ICq:
> vl:=linalg[norm]([diff(x1(t),t),diff(y1(t),t)],2);

Rychlost krivky KCa:
> v2:=linalg[norm]([diff(x2(t),t),diff(y2(t),1)],2);

v2 := 25

Zpét
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Priklad 6.1.2

Mame dvé krivky K1, Ko zadané parametrickymi rovnicemi

Ki: x=-1+4+1t Ke: x=-1-—2s
y=3-2t, teR y=34+4s, s € R.
a) Ukazte, ze tyto dvé parametrizace zadavaji tutéz kiivku.

b) Urcete, jakou rychlosti se pohybuji body po obou kfivkéach, chdpeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

Mathematica:

x1[t] = -1+ ¢;

yl[t] = 3 — 2¢;

x2[t] = —1 — 2¢;
y2[t] = 3 + 4¢;
Primky jsou stejné:
Solve[x1[t] == x2[s], ]
{{t — —2s}}
Solve[yl[t] == y2[s], t]
{{t = —2s}}

Tecné vektory:

vl = {DIx1[t], t], D[y1[t], ¢]}
{17 _2}

v2 = {D[x2[t], t], D[y2[t], t]}
{_27 4}

Dalsi

|
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Priklad 6.1.2

Mame dvé krivky K1, Ko zadané parametrickymi rovnicemi

Klt 33:—1-|—t

y:

3—2t, tcR

Ke: x=-1-—2s
y:3+48, SEIR

a) Ukazte, ze tyto dvé parametrizace zadavaji tutéz kiivku.

b) Urcete, jakou rychlosti se pohybuji body po obou kfivkéach, chdpeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

Mathematica:

Rychlost krivky ICq:

Norm[v1]

V5

Rychlost kiivky Ko:
Norm|[v2]

2v/5

Zpét
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Priklad 6.1.3

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = %
y = t% , te(0,00).
a) Nakreslete kfivku, urcete a nakreslete te¢ny vektor v bodé ktivky K, ktery odpovida

hodnoté parametru t = %

b) Urcete bod na kiivce K, ve kterém je tecna ke kiivce K rovnobézna s piimkou y = x.

@®=76~bﬂl# Zpét

|
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Priklad 6.1.3

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = %
y = t% , te(0,00).
a) Nakreslete kfivku, urcete a nakreslete te¢ny vektor v bodé ktivky K, ktery odpovida

hodnoté parametru t = %

b) Urcete bod na kiivce K, ve kterém je tecna ke kiivce K rovnobézna s piimkou y = x.

Vysledek:

a) ¥=(-5,—32)
L

0.8 |

0.6 |

0.4 |

0.2 ¢

|
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Priklad 6.1.3 |

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = %
y = t%, t € (0,00).

a) Nakreslete kfivku, urcete a nakreslete te¢ny vektor v bodé ktivky K, ktery odpovida

= _ 3
hodnoté parametru ¢t = 3.

b) Urcete bod na kiivce K, ve kterém je tecna ke kiivce K rovnobézna s piimkou y = x.

Navod:

a) Parametrickymi rovnicemi je dan graf funkce proménné z. Soutadnice te¢ného
vektoru v libovolném bodé spoéteme takto: ¥(t) = (z'(t),y’(t)). Teény vektor
umistime do bodu ktivky, ktery odpovidd danému parametru.

b) V daném bodé musi byt te¢ny vektor ndsobkem smérového vektoru piimky y = x.

Zpét
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Priklad 6.1.3

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = %
y = t% , te(0,00).
a) Nakreslete kfivku, urcete a nakreslete te¢ny vektor v bodé ktivky K, ktery odpovida
3

hodnoté parametru ¢t = 3.

b) Urcete bod na kiivce K, ve kterém je tecna ke kiivce K rovnobézna s piimkou y = x.

Reseni:

1

a) Funkce z = %, t > 0 je prostd, existuje k ni inverzni ¢ = =, > 0. Pak

)
Yy = t% = 22, £ > 0. Kfivka je ¢4st paraboly. Soufadnice teéného vektoru v
libovolném bodé [z, y], ktery odpovida parametru ¢, spocteme takto:
7(t) = (2" (t),y'(t)) = (—%2, —t%) Tedy (3) = (—5, —22). Te¢ny vektor umistime

do bodu [%, 2] (dosadime do rovnic ¢t = 2) a pak jeho koncovy bod je

3
2 4 4 16 _ [2 4
(5.5l +(—3,—3%) =[5, —z=]
b) Teény vektor musi byt ndsobkem smérového vektoru primky y = z, tj. vektoru
(1,1). Tedy 9(t) = (=75, — %) = (k, k). Odtud —-5 = —-% = t = 2. Pifslusny
bod mé soufadnice [3, ]

Zpét
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Priklad 6.1.3

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

b) Urcete bod na kiivce K, ve kterém je tecna ke kiivce K rovnobézna s piimkou y = x.

Maple:

> x:=t->1/;

>y =t->1402;

Tecny vektor:

> vi=[diff(x(t),t),diff(y(t),0)];

Tecény vektor pro t = 3/2:
> vl:=subs(t=3/2,v);

Dalsi

SR |
y = t%, t € (0,00).

a) Nakreslete kfivku, urcete a nakreslete te¢ny vektor v bodé ktivky K, ktery odpovida
hodnoté parametru t =

1
T:=t—> —
t
B 1
Y —t—>t—2
1 2
U::[ t27 t_3:|
—4 —16
vl = [—, —]
9 27
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Priklad 6.1.3

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = %
y = t% , te(0,00).
a) Nakreslete kfivku, urcete a nakreslete te¢ny vektor v bodé ktivky K, ktery odpovida

= _ 3
hodnoté parametru ¢t = 3.

b) Urcete bod na kiivce K, ve kterém je tecna ke kiivce K rovnobézna s piimkou y = x.

Maple:

Graf krivky a zobrazeni te¢ného vektoru:

> gl:=plot([x(t),y(t),t=1..500]):
> g2 plots[arrow]([x(3/2) y(3/2)],[v1[1],v1[2]],widt h=0.005,head _width
=0.07,head _length=0.0

> pIots[dlspIay](gl,QZ),

0.8
0.6
0.4

0.2

0] ofz/ 0.4 0.6 0.8 1

Dalsi I
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Priklad 6.1.3

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = %
y = t% , te(0,00).
a) Nakreslete kfivku, urcete a nakreslete te¢ny vektor v bodé ktivky K, ktery odpovida

hodnoté parametru t = %

b) Urcete bod na kiivce K, ve kterém je tecna ke kiivce K rovnobézna s piimkou y = x.

Maple:

Bod A, ve kterém je tecny vektor rovnobézny s pfimkou y = x:

> solve( {v[1l]=k,v[2]=k 19k

> A=[x(2),y(Q);

Zpét

|
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Priklad 6.1.3

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = %
y = t% , te(0,00).
a) Nakreslete kfivku, urcete a nakreslete te¢ny vektor v bodé ktivky K, ktery odpovida

hodnoté parametru t = %

b) Urcete bod na kiivce K, ve kterém je tecna ke kiivce K rovnobézna s piimkou y = x.

Mathematica:
zft] = 1/t;
ylt] = 1/t"2;

Tecny vektor:
v = {Dl[z[t], t], D[y[t], t]}

Tecény vektor pro t = 3/2:
vi=9v/.t — 3/2

<< GraphicsArrow
Dalsi

|
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Priklad 6.1.3

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

K: = = %
y = t% , te(0,00).
a) Nakreslete kfivku, urcete a nakreslete te¢ny vektor v bodé ktivky K, ktery odpovida

hodnoté parametru t = %

b) Urcete bod na kiivce K, ve kterém je tecna ke kiivce K rovnobézna s piimkou y = x.

Mathematica:

gl = ParametricPlot[{z[t], y[t]}, {t, 1,400}, PlotPoints — 50,

PlotRange — {{—0.05,1.0}, {—0.2,1.0}}, PlotStyle — Thickness[0.005],
Epilog — {Thickness[0.005],

Arrow([{z[3/2],y[3/2]}, {=[3/2] + v1[[1]], y[3/2] + v1[[2]]}, HeadLength — .05],
PointSize[0.02], Point[{z[3/2], ¥[3/2] }]}]

1.
0.8 ¢
0.6 ¢
0.4 ;

0.2 |

0.2 / 0.4 0.6 0.8 1

-0.2 ¢

Dalsi

|
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Priklad 6.1.3

Mame ktrivku K zadanou parametrickymi rovnicemi

IC:

@
Y

- 1
t

= %2 t € (0, 00).

a) Nakreslete kfivku, urcete a nakreslete te¢ny vektor v bodé ktivky K, ktery odpovida

hodnoté parametru t =

3

§ .

b) Urcete bod na kiivce K, ve kterém je tecna ke kiivce K rovnobézna s piimkou y = x.

Mathematica:

Bod A, ve kterém je tecny vektor rovnobézny s pfimkou y = x:

Solve[{v[[1]] == k, v[[2]] == k}, {t, k}]

{{k—-1.t—2}}

A=v/t— 2
{_%7_%}
Zpét
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Parametrizace krivek, tec¢na ke krivce

® Pfiklad 6.2.1 Parametrizujte kiivku, kterd je prunikem kulové plochy K
K:(z—3)>2+(y—4)°+ (2 —8)% =20
a roviny p : z = 10.

® P#iklad 6.2.2 Napiste rovnice tecen k elipse o rovnici 422 + 9y? = 36, jejichz
smérnice je rovna 1.

@ © Zpét

|
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Priklad 6.2.1

Parametrizujte kiivku, ktera je prunikem kulové plochy IC
K:(x—3)7°+(@y—4)"+(z—8)°>=20

a roviny p : z = 10.

®=?6%£!‘ Zpét
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Priklad 6.2.1

Parametrizujte kiivku, ktera je prunikem kulové plochy IC

K:(x—3)7°+(@y—4)"+(z—8)°>=20

a roviny p : z = 10.

Vysledek:
Kruznice k: x(t) = 3 + 4cost, y(t) =4+ 4sint, z(t) = 10, t € (0, 27).

Zpét

|
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Priklad 6.2.1

Parametrizujte kiivku, ktera je prunikem kulové plochy IC
K:(x—3)7°+(@y—4)"+(z—8)°>=20

a roviny p : z = 10.

Navod:

Nejprve vypocteme prunik () ¢, poté provedeme parametrizaci vzniklé kiivky s
vyuzitim poldrnich (resp. vdlcovych) soufadnic.

Zpét
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Priklad 6.2.1

Parametrizujte kiivku, ktera je prunikem kulové plochy IC

K:(x—3)7°+(@y—4)"+(z—8)°>=20

a roviny p : z = 10.
Reseni:
Priunik K () ¢ uréime dosazenim z = 10 do rovnice kulové plochy:

(x—3)° 4+ (y—4)>+ (10 —8)> =20, tj. (z—3)°>+ (y—4)°>=16.

Je ztejmé, Ze se jednd o kruznici se stfedem v bodé S = [3;4] a polomérem r = 4, ktera
lezi v roviné z = 10. Parametrické vyjadieni kruznice se sttedem v bodé S = [s1, s2] a
polomérem R, lezici v roviné z = 0 je

x(t) = s1+ Rcost
y(t) = s2+ Rsint

} t € (0,2m).

V nasSem pripadé staci dosadit a pridat treti soufadnici z = 10. Hledana parametrizace
ma tedy tvar

x(t) = 3+ 4cost
y(t) = 4+ 4sint t € (0, 2m) .
z(t) = 10

Zpét

|
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Priklad 6.2.1

Parametrizujte kiivku, kterd je prunikem kulové plochy K

K:(x—3)7°+(@y—4)"+(z—8)°>=20

a roviny p : z = 10.

Maple:
> koule:=(x-3)"2+(y-4)"2+(z-8)"2=20;
koule := (x — 3)? + (y — 4)®> + (z — 8)% = 20
> kruznice:=subs(z=10,koule);
kruznice := (x —3)? 4+ (y — 4)®> +4 =20

Parametrizaci kruznice musime udélat sami. Muzeme se jen presvédcit dosazenim do
rovnice kruznice, ze jsme parametrizaci udélali spravné.

> x:=t->3+4*cos(t);

x:=1t— 3+ 4cos(t)
> yi=t->4+4*sin(t);

y:=1t— 4+ 4sin(t)
> ki=subs(x=x(t),y=y(t),kruznice);

k := 16 cos(t)? + 16sin(t)? + 4 = 20
> simplify(k);
20 = 20

Zpét

|
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Priklad 6.2.1

Parametrizujte kiivku, kterd je prunikem kulové plochy K

K:(x—3)7°+(@y—4)"+(z—8)°>=20

a roviny p : z = 10.

Mathematica:

koule = (z — 3)"2 + (y — 4)*2 + (2 — 8)*2==20
(=3+ ) + (—4+y)° + (-84 2)* == 20

kruznice = koule/.z — 10
44 (=34+x)>+(—4+y)* ==20

Parametrizaci kruznice musime udélat sami. Muzeme se jen presvédcit dosazenim do
rovnice kruznice, ze jsme parametrizaci udélali spravné.

z[t] = 3 + 4Cos|t]
3 + 4Cos|t]
y[t] = 4 + 4Sin][t]
4 + 4Sin|[t]

dosazeni = kruznice/.{xz — z[t], y — y[t]}

4 4 16Cos[t]* 4 16Sin[t]? == 20
Simplify[dosazeni]

True

Zpét
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Priklad 6.2.2

Napiste rovnice tecen k elipse o rovnici 422 + 9y? = 36, jejichz smérnice je rovna 1.

@ ® = 7 H &£ = Zpét
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Priklad 6.2.2

Napiste rovnice tecen k elipse o rovnici 422 + 9y? = 36, jejichz smérnice je rovna 1.

Vysledek:

Tecna t; :y=ax+ V13, t2 : y=a — V13.
Zpét

1
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.62/139



Priklad 6.2.2

Napiste rovnice tecen k elipse o rovnici 422 + 9y? = 36, jejichz smérnice je rovna 1.

Navod:

Rovnice hledané teény bude y = = 4+ q (¢ € R), nebot jeji smérnice k = 1. Hleddme tedy
spolec¢ny bod této primky a elipsy.

Zpét
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Priklad 6.2.2

Napiste rovnice tecen k elipse o rovnici 422 + 9y? = 36, jejichz smérnice je rovna 1.
Reseni:

Ze zadani plyne, ze rovnice hledané tecny bude y = x + ¢ (¢ € R), nebot jeji smérnice
k = 1. Resime tedy soustavu

422 +9y? = 36
y = xT+4q.

za predpokladu, ze ma pravé jedno feSeni (prunik tecny a elipsy je jednobodovy - bod
dotyku). Dosazenim y z druhé rovnice do prvni ziskdme kvadratickou rovnici

42® + 9(z + q)° = 36,

po upraveni
132° + 18qx + 9¢°> — 36 =0

s diskriminantem D = (18¢)? — 52(9¢® — 36) = —144¢® + 1872. Podminkou pro jeden
dvojnésobny kofen je D = 0, tj. ¢ = 13. Zadédn{ tlohy tedy spliiuji te¢ny

ti1:y=x+ Vv13,t2 : y =2 — V13.

Zpét
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Priklad 6.2.2

Napiste rovnice tecen k elipse o rovnici 422 + 9y? = 36, jejichz smérnice je rovna 1.

Maple:
> elipsa:=4*x"2+9*y"2-36=0;

elipsa := 422 + 9y2 —36=0
> rovnice:=subs(y=x+q,elipsa);
rovnice :=4x> +9(x+¢q)> —36=0
Nyni jsme provedli dosazeni z rovnice tecny do rovnice elipsy a budeme hledat

podminku, kdy je diskriminant této kvadratické rovnice roven 0, tj. kdy dana primka
bude te¢nou elipsy:

> expand(rovnice);

1322 +182¢+9¢®> —36 =0
> diskriminant:=discrim(lhs(rovnice),x);

diskriminant := 1872 — 144 ¢*

> g:=solve(diskriminant=0);

q:= —+13, v13

Vidime, ze jsme dostali dvé moznosti - zadani budou vyhovovat dvé tecny s pozadovanou
smeérnici k=1 a kvocientem q.

Dalsi

|
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Priklad 6.2.2

Napiste rovnice tecen k elipse o rovnici 422 + 9y? = 36, jejichz smérnice je rovna 1.

Maple:
> ql:=q1];
gl := —/13
> g2:=q[2];

Rovnice teény t1 bude:
> tli=y=x+02;

tl . =y=x+ V13
Rovnice te¢ny t2 bude:
> t2:=y=x+q1;

t2 :=y=x — 13

Zpét

|
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Priklad 6.2.2

Napiste rovnice tecen k elipse o rovnici 422 + 9y? = 36, jejichz smérnice je rovna 1.

Mathematica:

elipsa=4*2"2+9xy"2—-36==0

—36 + 422 4 9y? ==

rovnice = elipsa/.y — x + q

—36 4+ 42° +9(q+x)> ==0

r = Solve[rovnice, z]

{{m 1 (—3q—2\/13—q2)} {:1: - 2 (—3q—|—2\/13—q2>}}

Najdeme hodnotu ¢, pro kterou ma elipsa a rovnice primky y = x 4+ q pravé jeden
spolecny bod.

Ir = r[[1,1,2]]

2 (—Sq - 2\/W>

pr = r[[2, 1, 2]]

2 (—3q + 2\/W)

qq = Solve[lr == pr, ¢
e = ~VI3} {a— VIs})
Dalsi
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Priklad 6.2.2

Napiste rovnice tecen k elipse o rovnici 422 + 9y? = 36, jejichz smérnice je rovna 1.

Mathematica:

tl=z=+ qq{[l, 1, 2]]
t2 =z + qq{[2, 1, 2]]
—\/ﬁ—k x

\/ﬁ—k x

Zobrazime si elipsu a obé tecny graficky
<< GraphicsImplicitPlot
gl = ImplicitPlot[elipsa, {x, —3, 3}, DisplayFunction — Identity];
g2 = Plot[tl, {x, 1, 4}, DisplayFunction — Identity];
g3 = Plot[t2, {x, —4, —1}, DisplayFunction — Identity];
Show[{gl, g2, g3}, DisplayFunction — $DisplayFunction,
PlotRange — {{—4,4},{—-3,3}}];

3

S

4% 2 A 12 4

Zpét
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Integralni pocet funkci jedné proménné

® Neurcité integraly
® Urcité a nevlastni integraly

¢ Geometrické aplikace urcitého integralu

@ ®© Zpét

|
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Urcité a nevlastni integraly

¢ Priklad 7.1.1 Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /Cos(ln x) dz.

COS T
dx.

® Piiklad 7.1.2 Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral / _
sin x

2
x
® Piiklad 7.1.3 Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /— dz.
v1—x6
L] Zpét
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Priklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /cos(ln x) dx.
9 = ? L $ = Zpét
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Priklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /cos(ln x) dx.

Vysledek:
/cos(ln x) doe = g (cos(Inz) 4+ sin(lnz)) .

Zpét

1
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Priklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /cos(ln x) dx.

Navod:

Dvakrat po sobé pouzijte metodu per partes, pricemz v 1. kroku polozte:
u'(x) =1, v(z) = cos(lnz) . Hledany integral pak vypoctéte ze vzniklé rovnice.

Zpét
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Priklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /cos(ln x) dx.
Resenti:

u'(z) =1 u(z) = [1ldx ==
/cos(ln x) dzr = -/ 1 | =xcos(lnz) + /sin(ln x) dez =
v(z) = cos(lnz) v'(x) = —sin(lnz) - -

_ u'(z) =1 u(z) = /1 de =« . | =z cos(inz) + (g; sin(ln z) — /cos(ln ) dx)

v(e) = sin(lnz) v'(z) = cos(lnz) -

= xzcos(lnz) + zsin(lnx) — /cos(ln x) dx
Vypustime-li z uvedeného fetézce rovnosti , vnitini“ ¢leny, muZzeme psat:
/cos(ln x) de = xcos(lnx) + zsin(lnz) — /cos(ln x) dx
Prevedenim posledniho ¢lenu z pravé strany na stranu levou dostaneme:

2 /cos(ln x) de = z cos(lnx) + z sin(ln x)
Odtud pak plyne:

1 in(l
/Cos(ln x) doe = zcos(lnz) _2|_ zsin(lnz) — g (cos(Inz) + sin(Inx)) .

Zpét |
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Priklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /cos(ln x) dx.

Maple:

> Int(cos(In(x)),x)=int(cos(In(x)),x);

1 1
/Cos(ln(x)) dx = G cos(In(x)) z + s sin(In(x))

Zpét

|
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.65/139



Priklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /cos(ln x) dx.

Mathematica:
Integrate[Sin[Log[z]], z]
— 22Cos|Log[z]] + 3 zSin[Log|[z]]

Zpét
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Priklad 7.1.2

cos x
Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /— dx.
Vsin x
@ © = 7 H £ = Zpét
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Priklad 7.1.2

COS T

Vsin x

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral / dx.

Vysledek:

COS &
dr = 2 Vsinx .
Vsin x

Zpét

1
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Priklad 7.1.2

Ccos T
Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /— dx.

Vvsin x
Navod:

Integral vypocitejte pomoci substituce sinx = t.

Zpét

1
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Priklad 7.1.2

Ccos T
Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral / dx.
Vsin x
Resenti:
CcCos T i = t 1
/ de = sin x _ /_ 1
Vsinx cosr de = dt Vt
1
_1 t2 :
— /t 2dt:T:2\/Z:2\/s1n:I;
2
Zpét

|
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Priklad 7.1.2

COS T

Vsin x

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral / dx.

Maple:
> Int(cos(x)/sqrt(sin(x)),x)=int(cos(x)/sqrt(sin(x)), X);

L(x) dxr = 2+/sin(z)

\/sin(x)

Zpét

|
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Priklad 7.1.2

COS T

Vsin x

dz.

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /
Mathematica:
Integrate[Cos[xz]/Sqrt[Sin[z]], z]

2,/ Sin[x]

Zpét
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Priklad 7.1.3

5172

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /— dz.
Y 7 V1 — a6
@ © = ? H & = Zpét
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Priklad 7.1.3

5172

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /— dz.

V1 — 26
Vysledek:

1
= — arcsinz
3

22
— dx
/\/1—906

Zpét

1
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Priklad 7.1.3

2

T
— dz.
V1 — x6

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /

Navod:

Integrand nejprve upravte, a to tak, abyste mohli pouzit substituci z> = ¢.

Zpét

1
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Priklad 7.1.3

2

95
Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /— dz.
V1 — 26
Reseni:
3
= t
/ LA / v d 302 1 dt
— dx = —— dx = €T xT — =]
/1 — 6 — (13)2
L \/1 (%) z? dz = % dt
1 / 1 d 1 o 1 .3
= = | — — — arcsint = — arcsinz
3J V1 —1t2 3 3
Zpét

|
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.67/139



Priklad 7.1.3

513'2

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /— dz.

v1—x6
Maple:

> Int(x"2/sqgrt(1-x"6),x)=int(x"2/sqrt(1-x"6),X);
x> 1
= dx = = arcsin(z?>
/ V1 — x6 23 (%)

Zpét

Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.67/139



Priklad 7.1.3

513'2

Vhodnou metodou vypocitejte neurcity integral /— dz.

v1—x6
Mathematica:
Integrate[z” 2/Sqrt[1 — £ 6], z]

ArcSin[a:‘o’}
—

Zpét
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Urcité integraly

3
_ .2
¢ Priklad 7.2.1 Vypoctéte urcity integral /:1: L e 77 da.
—1

2

¢ Priklad 7.2.2 Vypoctéte urcity integral /3:1: - Inx dx.

(S]

16\/E
¢ Priklad 7.2.3 Vypoctéte nevlastni integral /T dz .
x
0

@ ® Zpét
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Priklad 7.2.1

3
Vypoctéte urcity integral /x - e R
=

®=?%ﬁi Zpét
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Priklad 7.2.1

3
Vypoctéte urcity integral /x L3
=

Vysledek:

3
2 1 1
/:c-e3_m de = = (2 — =
2 eb

—1

Zpét

2
" dax.
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Priklad 7.2.1

3
2
Vypoctéte urcity integral /m L7 da.
=

Navod:

Integrovand funkce f(z) =z -e je definovand na mnoziné D(f) = R, na niz je navic
spojita. Protoze plati, ze (—1;3) C D(f), je tim spiSe spojitd na intervalu (—1;3). Tim je
zarucena existence primitivni funkce F'(z) k funkci f(z) na intervalu (—1;3). Zadany
integrél tudiz existuje. Primitivni funkce F'(x) se vypocitd pomoci substituce 3 — 2 =t.

3—:1:2

Zpét
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Priklad 7.2.1

3
2
Vypoctéte urcity integral /m L7 da.
=

Reseni:

Zpét

dz

3 — 2 = t
—2x dx = dt B —6 B i
r dx = —% dt = [et dt = — [et} =
2
r=-1 = = 2
95 = = = —6

w\l
'—l
A~
CDI
o
|
@)

N
N———
I
N | -
VR
@)

N
|
CD@|H
~__

|
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Priklad 7.2.1

3
Vypoctéte urcity integral /m . 63_$2 dz.
-1
Maple:
> Int(x*exp(3-x"2),x=-1..3)=int(x*exp(3-x"2),x=-1..3) ;
/3 ze(3=2%) gy = ! e? — ! e(=9
2 2

-1
Zpét

|
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Priklad 7.2.1

3
2
Vypoctéte urcity integral /x L7 da.
=

Mathematica:

Integrate[x * Exp[3 — 2], {z, —1, 3}]

—14e8
2¢6

Zpét

Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.69/139



Priklad 7.2.2

2

Vypoctéte urcity integral /Sx ‘Ilnx dz.

(S]

@ ® = 7 H &£ = Zpét

1
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Priklad 7.2.2

2

Vypoctéte urcity integral /Sx ‘Ilnx dz.

(S]

Vysledek:

02
9 3
/Bx-lnx de = Ze* — Z¢?
4 4
Zpét

1
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Priklad 7.2.2

2

Vypoctéte urcity integral /3:1: ‘Ilnx dz.

(S]

Navod:

Integrovand funkce f(x) = 3z - Inx je definovand na mnoziné D(f) = (0, c0), na niz je
navic spojita. Protoze plati, ze (e,e?) C D(f), je tim spiSe spojitd na intervalu (e, e?).
Tim je zaruena existence primitivni funkce F(z) k funkci f(z) na intervalu (e, e?).
Zadany integral tudiz existuje. Vypocitame jej pomoci metody per partes, a to tak, ze
polozime: v’ =32z , v = Inz.

Zpét
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Priklad 7.2.2

2

Vypoctéte urcity integral /3:13 ‘Ilnx dz.

(S]

Reseni:
e2 5 5 e2 e2 5
I — — 3z~ 3 3 1
/3:1:-1n:1:d:1: = v S u/ 2 = i-ln:z: — i-—d:z:z
v=lnx = v = % 2 . 2 T
_ 02 e2 02 02
3x? 3 3x2 3 | z?
= —— Inx — —|zdr=|— - -Inx — = | — =
2 2 21 2
_ o2
3z 1 3e* | 3e? 1
= — Inx — — = —  [lne — — ] — — [lne— — | =
2 2 2
94 32
= —e — —e

Zpét
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Priklad 7.2.2

2

Vypoctéte urcity integral /3:13 ‘Ilnx dz.

(S]

Maple:
> Int(3*x*In(x),x=exp(1)..exp(2))=int(3*x*In(X),x=exp (2)..exp(2));
623 1 dp = — 52 4 2 ot
/e x In(x) x_—Ze +Ze
Zpét

|
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Priklad 7.2.2

2

Vypoctéte urcity integral /3:13 ‘Ilnx dz.
e

Mathematica:
Integrate[3zLog|z], {z, Exp[1], Exp[2]}]
%62 (— 1+ 362)

Zpét
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Priklad 7.2.3

1
eV?®
Vypoctéte nevlastni integrél/ dz .
VT
0
@ B = 7 L % - Zpét

1
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Priklad 7.2.3

e

NE A
dz .
N

1
Vypoctéte nevlastni integral /
0

Vysledek:

16\/E
I
0

Zpét

dr =2(e—1).

1
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.71/139



Priklad 7.2.3

e\/E
dz .
N

1
Vypoctéte nevlastni integral /
0

Navod:

eV
Jz

uzavieny interval (0, 1) neni podmnozinou D(f), funkce f(x) nemutze mit na intervalu
(0,1) primitivni funkci. Zadany integral tudiz neexistuje.

Plati vsak, ze (0,1) C D(f) a protoze funkce f(x) je na D(f) spojitd, je tim spiSe spojita
na intervalu (0, 1). Tim je zarucena existence primitivni funkce F'(x) k funkci f(x)
yalespon na intervalu (0, 1). Jedna se tedy o nevlastni integral, ktery se vypocita takto:

Integrovand funkce f(z) =

je definovana na mnoziné D(f) = (0, c0). Protoze

16\/5 d L 1
r = |F(x = F(1) — lim F(x
!fx [ ( )]O ( ) z 0 ( )a

pokud ovSem bude uvedend limita vlastni. Primitivni funkci F'(z) vypoc¢itdme pomoci
substituce t = /.

Zpét
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Priklad 7.2.3

VT
dz .
T

7

1
Vypoctéte nevlastni integral /
0

Reseni:

Nejprve si prectéte Navod.

e JT = t
_ € _ 1 — _ t o t VT
F(:I:)—/ de = 5z dr = dt | = /e dt = 2" =2e
Vi 1

1
V=
(] 1
/ dx:[Qeﬁ] —2eY!— lim 2eY" =2 —2e° =2 — 2 =2(e — 1)
0 :L‘—>O+

0

|
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Priklad 7.2.3

3

e T
dx .

Nz

1
Vypoctéte nevlastni integral /
0

Maple:
> Int(exp(sqrt(x))/sqrt(x),x=0..1)=int(exp(sqrt(x))/s grt(x),x=0..1);

/16(\/5)
dr =2e — 2
o VT

Zpét

|
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Priklad 7.2.3

VT
dz .
T

7

1
Vypoctéte nevlastni integral /
0

Mathematica:

Primy vypocet pomoci programu Mathematica:
Integrate[Exp[Sqrt[z]]/Sqrt[z], {z, 0, 1}]
2(—1+e)

nebo vypocteme neurcity integral a spocteme nevlastni integral pomoci limit:
v = Integrate[Exp[Sqrt[z]] /Sqrt[z], z]

26\/E

integral = Limit[v, x — 1] — Limit[v, x — 0, Direction — —1]
—2 + 2e

Zpét
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(Geometrické aplikace urcitého integralu

¢ Priklad 7.3.1 Vypoctéte ploSny obsah rovinného obrazce ohrani¢eného grafem funkce
f(z) =z vVx+4, € (—4,0)

a Oosou .

¢ Priklad 7.3.2 Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohrani¢eného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

@ ® Zpét
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Priklad 7.3.1

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce
f(x):x Ve +4, x € <_470>

a Osou x.

®=?6%£!‘ Zpét
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Priklad 7.3.1

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce

f(x):x Ve + 4, x€<_470>

a Osou x.

Vysledek:

1
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Priklad 7.3.1

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce

f(x):x Ve + 4, x€<_470>

a Osou x.

Navod:

0
Vypoctéte urcity integral —/:I; vV +4dx. Zpét
—4

1
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Priklad 7.3.1

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce

f(:c):ac Ve + 4, ZE€<—4,0>

a Osou x.

Resent:

Nejprve budeme hledat pruseciky grafu funkce f(x) s osou x. Jejich z-ové soutadnice

ziskdme jako feSeni rovnice f(z) =0

Tedy:
rvVr+4=0

, 6. x vV +4=0.

& =0 V vV+4=0 ,

pricemz: vVxr+4=0 & xx4+4=0 & x=-—-4 .

Rovnice v/ + 4 = 0 ma tedy 2 feSeni: 1 = 0 a xo9 = —4 , coz jsou praveé krajni body
uvazovaného intervalu (—4,0). Vzhledem k tomu, ze spojitd funkce nemuze mezi dvéma,
sousednimi nulovymi body stfidat znaménko, je jasné, ze bude platit budto

f(x) >0 Vz € (—4,0), nebo naopak

f(x) < 0 Vz € (—4,0). Zda plati prvni, ¢i druhd alternativa, zjistime napt. tak, ze uréime
znaménko funkéni hodnoty funkce f v nékterém (zcela libovolné zvoleném) bodé lezicim v
intervalu (—4,0). Protoze napt. —2 € (—4,0) a f(—2) < 0, plati: f(z) <0 Vz € (—4,0).

Obrazec jehoz obsah pocitame:

Dalsi
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Priklad 7.3.1

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce

flx) =z vVx+4, x € (—4,0)

a OSOou @T.
Reseni:

Plosny obsah P zadaného obrazce tedy spocteme takto:

x + 4 = t
0 r = t—4 4
P:—/a:\/mda: — de = dt :—/(t—4)\/2dt:
—4 r=—-4 = t=0 0
r=0 = t=4

4 4
— /t\/_—4\/_ :/ t%+4t%) dz =
0 0
4

2 2

= [——‘\/t5+4-—\/t3] :(——V45—|—4'—\/43)_O:

5 3 o 5 3
—64 64 128

5 3~ 15

Zpét

|
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Priklad 7.3.1

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce

f(x):x Ve + 4, IE<—4,0>
a Osou x.

Maple:
> Int(-x*sqrt(x+4),x=-4..0)=int(-x*sqrt(x+4),x=-4..0)

0 128
/ —x\/x—|—4d:1::1—5
—4

Zpét
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Priklad 7.3.1

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce

flx) =z vVx+4, x € (—4,0)

a Osou x.

Mathematica:

Nejdrive si nakreslime graf dané funkce:

g = Plot[xzSqrt[x + 4], {x, —4, 0}]

-3 -2 -1

-0.
-1

-1.5
-2

-2.5
-3

—Graphics—

Nyni vypocteme plochu obrazce:
P = Integrate[—zSqrt[z + 4], {z, —4,0}]

128
15

Zpét

|
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Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

@®=?6~bﬂ# Zpét
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Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

Vysledek:

_ 4
P=2+4%.

Zpét

1
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Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

Navod:

Pro plosny obsah obrazce plati
0
P = /(sin2 z — sin® z) du.
— 7T

Zpét

|
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Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

Reseni:

Nejprve budeme hledat pruseciky grafu funkci f(x) a g(x). Jejich z-ové souradnice
ziskdme jako feseni rovnice f(x) = g(z), tj. sin® z = sin® x.

Tedy:

sinz =sin®2z < sin®z—sin®z2=0 < sin’z -(1—sinz)=0 <

& sinz=0 V 1—sinz=0 )
pricemz
sinzr =0 < sinz=0 < x=km, ke”Z
a T
l—sinx =0 & sinz=1 < :1::§—|—2k:7r, ke ”Z.

Z bodu tvaru km, kde k € Z, lezi v intervalu (—m,0) dva body, a to: x = —m a = 0. Z
bodu tvaru T + 2kw, kde k € Z, nelezi v intervalu (—m, 0) Zaddny z nich. Rovnice
sin? z = sin® £ m4 tedy v intervalu (—m,0) 2 feSeni: x1 = —7m a x2 = 0 , coz jsou pravé

krajni body uvazovaného intervalu (—m,0). Vzhledem k tomu, ze je funkce
f(x) — g(x) = sin® x — sin® x spojit4, nemiize mezi dvéma sousednimi nulovymi body
stfidat znaménko.

Dalsi
|

|
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Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

Reseni:

Musi tudiz platit budto sin® z — sin® z > 0 Vz € (—=,0), neboli

sin® x > sin® & Vx € (—m,0), nebo naopak sin® z — sin®z < 0 Vx € (—m,0), neboli
sin?z < sin®z Va € (—m,0). Zda plati prvni, ¢i druha alternativa, zjistime napf. tak, ze
urc¢ime znaménko funkéni hodnoty funkce f — g v nékterém (zcela libovolné zvoleném)
bodé lezicim v intervalu (—m,0). Protoze napt. — 5 € (—m,0) a
f(=Z)—g(—Z%)=sin’(—%) —sin®(—Z) = (-1)* = (-1)° =1+ 1=2> 0, plati:
sin?z —sin® > 0 Va € (—m,0), neboli sin®z > sin® z Vz € (—,0).

Plosny obsah P zadaného obrazce tedy spocteme takto:

0
P = /(sin2 z — sin® z) dz.

—TT

Nejprve si spo¢teme primitivn{ funkei k funkei sin? z — sin® « :

2 Z o B .2 .3
/(sm x — sin” x) dx:/sm xdx—/sm x dz

pricemz kazdy z poslednich dvou integralii vypocteme samostatné:

Dalsi
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Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

.2 1 — cos2x 1
sin“x de = I dz = B (1 — cos2zx) do =
1 1 1 1
= —/d:z:——/cosQa:d:z::—x——/QcosdezL’:
2 2 4

2
2 = t 1 1

= = —x— — [cost dt =
2 4

2dx = dt
1 1 1 1

= —xr — —sint = — x — — sin 2x
4 2 4

2

/sin3:1; de = /sinx-sinQ:I: dx:/sina}-(l—cos2x) dz =

- COS & = t
- —sinxdx = dt

I
\
+
|

I
|

(@)
%
)
+

Dalsi I

|
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Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

Reseni:
Tedy:
.9 .3 1 1 cos®
(sin“z —sin” ) de = — * — — sin2x + cosx —
2 4 3
Tudiz:
0
.2 .3 1 1 . cos®z | °
P = (sin“z —sin" z) de = | = * — — sin2x + cosxz — =
2 4 3
o —7
B (1 1> (71' 1+1)_2 2+7r_71'_|_4
- 3 2 3) ~ 3 2 2 3
Zpét

|
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Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

Maple:
> Int((sin(x))"2-(sin(x))"3,x=-Pi..0)=int((sin(x))"2- (sin(x))"3,x=-Pi..
o 5 _ 3 g — T 4
/_ﬂsm(w) — sin(x)” dz = ) + =
Zpét

|
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Priklad 7.3.2

Vypoctéte plosny obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci

f(z) =sin’z, g(z) =sin’z, z € (—m,0).

Mathematica:
P = Integrate[Sin[x]*2 — Sin[z]"3, {2, —Pi, 0}]

1(8 + 3m)

Zpét
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Diferencialni rovnice 1. radu

® Metoda separace proménnych
® Linearni diferencidlni rovnice 1. rddu

® Reseni diferencidlnich rovnic 1. fadu

@ ®© Zpét

|
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Metoda

separace proménnych

2
xy® —«x
Piiklad 8.1.1 Naleznéte fedeni diferencidlni rovnice y' = ’;J— , které vyhovuje
ry —y
po¢iteéni podmince y(1) = —2.

Piiklad 8.1.2 Naleznéte obecné feseni diferencidlni rovnice 3y’ = 63:2\/@.

4
Piiklad 8.1.3 Naleznéte fesen{ diferencidln{ rovnice y’ = 1 které vyhovuje

2y +

pocatecni podmince y(0) = —1.

Zpét
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Priklad 8.1.1

2
xy® —«x
Naleznéte Fesen{ diferencidlni rovnice y' = ’;J— , které vyhovuje pocateé¢ni podmince
ey —y
1
y(3) = —2.
§ = 7 Ly # = Zpét
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Priklad 8.1.1

2
xy° —x
~ ~ ~ v . . 7/ v . / Pl . ~ / ~ e z
Naleznéte tesSeni diferencialni rovnice y° = ——— | které vyhovuje pocatecni podmince

2y —y
y(3) = —2.
Vysledek:
y(x) = —v5—4z2?2, xz€(-1,1).

Zpét
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Priklad 8.1.1

2
xy° —x
~ ~ ~ v . . 7/ v . / Pl . ~ / ~ e z
Naleznéte tesSeni diferencialni rovnice y° = ——— | které vyhovuje pocatecni podmince

z2y — vy
y(3) = —2.

Navod:

Pouzijeme metodu separace proménnych.

Zpét
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Priklad 8.1.1

2
xy° —x
Naleznéte Fesen{ diferencidlni rovnice y' = ’;J— , které vyhovuje pocateé¢ni podmince
ey —y
y(3) = —2.
Reseni:
Postup rozdélime do ¢ty kroku.
1. krok: 7Z upravy
) =G , _ z(y® - 1)
2y —y (2 — 1)y

plyne:

X
g(x):x2_17x#:l:17

h(y) = 2 1, y#0.

2. krok: Nalezneme vSechna konstantni feSeni. Hledejme kofeny rovnice h(y) = 0.

2
—1
Y =0 = ¢ -1=0 = (Y-DE+1)=0 = y==41
Yy
Rovnice mé konstantni feseni y(x) = —1 a y(x) = 1. Ani jedno ovSem nespliuje
po¢atetni podminku y(3) = —2.

Dalsi
|

|
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Priklad 8.1.1

2
xy® —«x
Naleznéte Fesen{ diferencidlni rovnice y' = ’;J— , které vyhovuje pocateé¢ni podmince
ey —y
1
y(3) = —2.
Reseni:

3. krok: Najdeme obdélnik, kde je h(y) # 0 a kde lezi bod (%, —2). Tedy % € (—-1,1) a
—2 € (—o0, —1). Graf hledaného feseni lezi v obdélniku (—1,1) X (—o0, —1).
Hledejme toto treseni.

d 2_1
L z(y ) = / Y dy:/ * dz =

da::(a:Q—l)y y2 —1 x2 —1

2y 2x 2 2
= dy = de = In|ly" -1 =ln|z" -1|+C
y2 — 1 2 —1

Spocteme hodnotu integrac¢ni konstanty:
In|(=2)> —1|=m[(3)2-14+C = WI3-In(3)=C = C=In4.
Hledejme dal funkéni predpis reSeni.

In|y°—1|=In|z°—1|+In4 = In|y’—1]=In4|z>—-1] = |y°—1|=4|z>—1]

Pro z € (—1,1) je 22 =1 <0 a |22 — 1| = —(z? —1). Pro y € (—o0, —1) je
yv>—1>0a [y?—1|=¢%—1.
yi—1=—-4x>—-1) = y*=1-4>-1) = |yl =5 — 422

Dalsi
|

|
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Priklad 8.1.1

2
xy® —«x
Naleznéte Fesen{ diferencidlni rovnice y' = ’;J— , které vyhovuje pocateé¢ni podmince
ey —y
1
y(3) = —2.
Reseni:

Funkéni hodnoty hledané funkce lezi v intervalu (—oo,—1), tedy y < 0. Proto
y(z) = —/5 — 4z2.
4. krok: Uréime definiéni obor feSeni. Vyraz —+/5 — 422 m4é smysl, pokud
5—4z® >0 = (V5-22)(V5+2z) > 0.

V5 /5

Nerovnici fesi x € (—52, %52) D (—1,1). Definicnim oborem feSeni bude cely

7
interval (—1,1), pokud pro kazdé = € (—1,1) je y(x) < —1.
—V/5b—4z2 < -1 = 5—-4z°>1 = z°-1<0
Posledni nerovnost je splnéna pravé na intervalu (—1,1). Funkce
y(z) = —V/5 — 422, x€(-1,1)

zy? —x

vyhovujicim pocateéni podmince y(%) = —2.
2y —y

° >~ ~ / . /
J€ resenim rovnice Yy —

Zpét
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Priklad 8.1.1

2
xy® —«x
Naleznéte Fesen{ diferencidlni rovnice y' = ’;J— , které vyhovuje pocateé¢ni podmince
ey —y
1
y(3) = —2.
Maple:

> DR:=(diff(y(x),x)=(x*(y (X)) 2-x)/(x"2*y(X)-y(X)));
ry(z)® — =

PR= %Y = ) @

> PP:=y(0.5)=-2;
PP :=y(0.5) = —2
> dsolve( {DR,PP}y(x));

y(z) = —v5 — 422

Zpét

|
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Priklad 8.1.1

Naleznéte Fesen{ diferencidlni rovnice y' = Z;y?j—:z , které vyhovuje pocateé¢ni podmince
y(z) =-2.

Mathematica:

DR = y'[z]==(z(y[z])"2 — z) /(2" 2 * y[z] — y[z])

yle] == _;Eii?y]fm]

PP = y[1/2] == —2

y[z] == -2

DSolve[{DR, PP}, y[z], «]

Solve::ifun : Inverse functions are being
used by Solve, so some solutions may not be found;
use Reduce for complete solution information. More. ..

Solve::ifun : Inverse functions are being
used by Solve, so some solutions may not be found;
use Reduce for complete solution information. More. ..

DSolve::bvnul :
For some branches of the general solution, the given
boundary conditions lead to an empty solution. More. ..

{{vle] - —vE =227}

Zpét

|
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Priklad 8.1.2

~ 7 o~ o~ , . ., , . /
Naleznéte obecné fesSeni diferencidlni rovnice y' = 6902\/@.

@ © =

?7 G & B

Zpét
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Priklad 8.1.2

Naleznéte obecné feseni diferencidlni rovnice 3y’ = 6902\/@.
Vysledek:

y(z) =0, z € R,

y. (@)= (2> +K)?, KeR, z¢€(—VK,).

Zpét
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Priklad 8.1.2

~ 7 o~ o~ , . ., , . /
Naleznéte obecné fesSeni diferencidlni rovnice y' = 6902\/@.

Navod:

Pouzijeme metodu separace proménnych.

Zpét
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Priklad 8.1.2

~ 7 o~ o~ , . ., , . /
Naleznéte obecné fesSeni diferencidlni rovnice y' = 6:132\/@.

Reseni:

Postup rozdélime do ¢ty kroku.

1. krok: g(z) =62%, t € R, h(y)= VY, Y € (0,00).
2. krok: Kofeny rovnice h(y) = 0 odpovidaji konstantnim fesenim.
Vy=0 = y=0

Rovnice méa jedno konstantni feSeni y(z) =0, z € R.
3. krok: V obdélniku (—o0,00) X (0,00) je h(y) # 0. Tam lezi grafy hledanych feSeni.

Najdéme je.

——633\/_ = /—dy—/Gxdx = / 2dy—/6xdx =
= 2y2—2:1: +C = y2—:1: —|—§
Integrac¢ni konstantu % oznacme K . Z posledni rovnosti vyjadiime y. Umocnéni
na druhou je ekvivalentni Giprava pouze tehdy, kdyz obé strany rovnice jsou kladné
1
nebo zdporné. Protoze y2 > 0, musi byt z°> + K > 0. Tedy
A 2 3
Yp(z)=(2"+K) , 22+ K>0, KcR.

4. krok: ResSeni existuje pro vSechna redlnd z, pro kterd z°> + K > 0, tedy pro =z > — VK .

Navic musi platit nerovnost y > 0 a zaroven plati (:1:3 + K)2 > 0. Obecnym

feSsenfm rovnice je mnozina funkci y,. (z) = (z® + K)2 , z € (—YK,o00) plus

konstantni feseni y(x) =0, =z € R.

|
Zpet I
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Priklad 8.1.2

~ 7 o~ o~ , . ., , . /
Naleznéte obecné fesSeni diferencidlni rovnice y' = 6:1:2\/@.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x)=6*x"2*sqrt(y(x)));

DR := & y(z) =62 /y(x)

> dsolve(DR,y(X));
Vy@) — 23 — _.C1 =0

Zpét

|
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Priklad 8.1.2

~ 7 o~ o~ , . ., , . /
Naleznéte obecné fesSeni diferencidlni rovnice y' = 6:1:2\/@.

Mathematica:
DR = y'[x] == 6x”2Sqrt[y[z]]
y'[z] == 62/ y[a]

DSolve[DR, y[z], ]

{{vla] — } (42° + 423C[1] + C[1%) }}

Simplify[%]

{{vlal = § (22° + CW)*} |

Lehce se muzete presvédcit, ze feSeni je stejné jako v nasem vypoctu.

Zpét
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Priklad 8.1.3

x

Naleznéte fesen{ diferencidlni rovnice y' = S které vyhovuje pocatecni podmince
Yy
y(0) = —1.
@ B = 7 L % - Zpét
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Priklad 8.1.3

9%
~ ~ ~ d . L d . / / . ~ /7 ~ / /
Naleznéte teseni diferencialni rovnice y = , které vyhovuje pocatecni podmince

2y + 1
y(0) = —1.

Vysledek:

14+ v2x2 +1
2

y(x):— , x€eR.

Zpét

1
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Priklad 8.1.3

~ ~ ~ d . L d . / / . ~ /7 ~ / /
Naleznéte teseni diferenciadlni rovnice y = ——— , které vyhovuje pocateéni podmince

2y + 1
y(0) = —1.

Navod:

Pouzijeme metodu separace proménnych.

Zpét
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Priklad 8.1.3

9%
~ ~ ~ d . L d . / Ve . ~ /7 ~ / d
Naleznéte teseni diferencialni rovnice y = , které vyhovuje pocatecni podmince

2y + 1
y(0) = —1.

ResSeni:
Postup rozdélime do tri krok.
1. krok: Prava strana rovnice je ve tvaru g(x) - h(y), kde

g(x) =z, z € R,

1

2y + 1

2. krok: Protoze vzdy h(y) # 0, rovnice nem& zaddné konstantni feseni.

3. krok: Najdeme obdélnik, kde je h(y) # 0 a kde lezi bod (0, —1). Protoze
—1 € (—oo, —3), lezi graf hledaného FeSenf v obdélniku (—o0, 00) X (—o0, —3).
Hledejme toto reSeni.

£2

dy L 2
= /(2y+1)dy=/wdw = Yy ty=—5+C

dz - 2y + 1

Spocteme hodnotu integrac¢ni konstanty:

2 0?

Dalsi I

|
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Priklad 8.1.3

9%
~ ~ ~ d . L d . / Ve . ~ /7 ~ / d
Naleznéte teseni diferencialni rovnice y = , které vyhovuje pocatecni podmince

2y + 1
y(0) = —1.

Reseni:

Hledejme dal funkcéni predpis feSeni. Musime vyresit kvadratickou rovnici pro nezndmou
Y.

2 2
2 & r 2

—14 V14 222
2

Pro viechna redlnd z je diskriminat kladny (D = 1 4 2z* > 0). Otdzkou zlistava, které
y je feSeni. Funkéni hodnoty hledané funkce lezi v intervalu (—oo, —%) , tedy chceme,

aby y1,2 < —3, tj.

-1+ V14 222 -

1 -

Posledni nerovnost je splnéna pouze pro znaménko minus. Resenim je tedy funkce

—1 — 1+ 222

, x€R.
2

y(z) =

Zpét

|
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Priklad 8.1.3

Naleznéte fesen{ diferencidlni rovnice y' = > in_ T které vyhovuje pocatecni podmince
Yy
y(0) = —1.
Maple:
> DR:=(diff(y(x),x)=(x)/(2*y(x)+1));
%
DR := L y(z)= —————
& () 2y(z) + 1

>  PP:=y(0)=-1;
PP :=y(0) = —1
> dsolve( {DR,PP}y(x));

1 V14 2zx2

y(e) = -5 — =

Zpét
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Priklad 8.1.3

x

~ ~ ~ d . L d . / Ve . ~ /7 ~ / /
Naleznéte teseni diferencialni rovnice y = , které vyhovuje pocatecni podmince

y(0) = —1.

Mathematica:

{{vlal = § (22° + C11])*} |
DR = y'[z] == z/(2y[z] + 1)

/ _ a5
vzl == Tagm
PP = y[0] == —1

DSolve[{DR, PP}, y[z], z]
DSolve::bvnul :

2y + 1

For some branches of the general solution, the given
boundary conditions lead to an empty solution. More. ..

({1 (-1~ viv32) )}

Zpét
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Linearni diferencialni rovnice 1. radu

® Pfiklad 8.2.1 Naleznéte feSeni diferencidlni rovnice % y' — xy = =, které vyhovuje
pocatecni podmince y(0) = 7.

2y + x
. .

~ /7 ~ ~ ~ ~ d . . /7 d . /
® Prfiklad 8.2.2 Naleznéte vSechna feSeni diferencidlni rovnice y =

® Piiklad 8.2.3 Naleznéte feseni diferencidlni rovnice (1 + x) y/ + xzy = 0, které
vyhovuje pocitecni podmince y(0) = 10.

@ ® Zpét
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Priklad 8.2.1

Naleznéte reseni diferencialni rovnice
y(0) =7.

® = 7 &H & =

% y' — xy = x, které vyhovuje pocateéni podmince

Zpét
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Priklad 8.2.1

Naleznéte tesSeni diferencidlni rovnice % y' — xy = x, které vyhovuje pocateéni podmince
y(0) =7.

Vysledek:

2
y(x) =8 —1, zxzeR.

Zpét

1
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Priklad 8.2.1

Naleznéte tesSeni diferencidlni rovnice % y' — xy = x, které vyhovuje pocateéni podmince
y(0) =7.

Navod:

a) Resen{ linearni diferencidlni rovnice y’ + a(x)y = b(x) ma tvar

y(x) =y, (x) + yp(x), kde y,, () je obecné feseni ptifazené homogenni diferencidln{
rovnice a y, (z) je partikularni (jedno) feseni dané rovnice. Obecné feseni y . (z)
hleddme metodou separace proménnych a vime, ze y, (z) = Cp(z), kde p(z) je jedno
feseni pfifazené homogenni rovnice. Partikuldrni feSeni y, (z) hleddme ve tvaru

Yp(x) = C(x)p(z) tzv. metodou variace konstanty.

b) V tomto ptipadé lze také pouzit metodu separace proménnych.

Zpét
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Priklad 8.2.1

Naleznéte tesSeni diferencidlni rovnice % y' — xy = x, které vyhovuje pocateéni podmince
y(0) =7.

Reseni:

Postupujeme ve ¢tyfech krocich. Zadenou NLDR (Nehomogenni Linedrni Diferencidlni
Rovnici) pfevedeme na tvar

y — 2zy = 2z,

k ni pritazenda homogenni rovnice je

1. krok:

2. krok:

Dalsi

y —2zxy=0.

Hledejme metodou separace proménnych ¢(x), jedno nenulové feSeni prifazené
homogenni rovnice.

dy 1 2 2
— =2zy = —dy= [ 2xder = lIn|yl == = |yl =-e =
dx Y

=

v $2
napi. y = p(z) =e
Integracni konstantu jsme nepsali, protoze hleddme jedno feSeni ¢(x). Tedy

22
Yy (z) =Ce™ .
Partikularni reSeni dané nehomogenni linearni rovnice hledame ve tvaru soucinu
2
yp(z) = C(z) p(z) = C(z)e” ,

kde C(x) je nezndmé funkce, tj. v y, (#) nahradime konstantu C funkci.
Hledejme ji. Chceme, aby y, (x) bylo feseni NLDR. Spocteme y; (x):
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Priklad 8.2.1

Naleznéte tesSeni diferencidlni rovnice % y' — xy = x, které vyhovuje pocateéni podmince
y(0) =7.

Res

3. krok:

4. krok:

Zpét

eni:

y; (z) = C”(:z:)e”“’2 + C(x)2zxe 22 4 dosadime y;j (z) a yp(x) do rovnice.
2 2 2
y —2zy =2z = C’(:I:)ew + C(x)2ze” —2zC(x)e” =2z =

2 2 2
= C'(z) =2ze " = C(x) = / 2ze " dx = C(z)=—e 7

Integracni konstantu nepiseme, nebot hledame jedno reseni y, (), tedy jednu
funkci C(z). Dosadime za C(z). Partikuldrni feSeni je

2 2
Yplo)=—e = e =—1.

Vysledky kroku jedna a dva davaji obecné feseni zadané rovnice

y(@) = ypy (2) + yp () = Ce® —1.

Pravé strana NLDR (b(x) = 2x ) a koeficient u y (a(z) = 2z ) jsou spojité funkce
na R. Tedy defini¢ni obor feseni je R.

Ze vsech nalezenych teSeni (obecného feseni NLDR) vybereme jedno, které spliuje
pocatecni podminku y(0) = 7.

7=Ce’—-1 = (C=38.

. 2
Resenim dané pocatecni ulohy je funkce y(x) =8e” —1, z € R.
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Priklad 8.2.1

Naleznéte tesSeni diferencidlni rovnice % y' — xy = x, které vyhovuje pocateéni podmince
y(0) =7.

Maple:
> DR:=(0.5*diff(y(x),X)-X*y(X)=X);

DR :=0.5(L£ y(z)) —zy(z) ==

>  PP:=y(0)=7;
PP :=y(0)=7
> dsolve( {DR,PP},y(x));

y(z) = —1+8e®)

Zpét

|
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Priklad 8.2.1

~ ~ o~ , . ., , . / , . ~ 7 ~ s, ,
Naleznéte tesSeni diferencidlni rovnice % Yy — xy = x, které vyhovuje pocatecni podmince

y(0) =7.
Mathematica:
DR = y'[x]/2 — zy[z] ===

—xylz] + # ==
PP = y[0] ==
y[0] ==

DSolve[{DR, PP}, y[z], z]

{{yle] - -1 —|—8€w2}}

Zpét
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Priklad 8.2.2

2y +x
. .

@®=?6~bﬁ# Zpét

~ v ~ ~ v . . /7 / . /
Naleznéte vSechna feSeni diferencialni rovnice y =
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Priklad 8.2.2

2y +x
. .

~ v ~ ~ v . . /7 / . /
Naleznéte vSechna teSeni diferencidlni rovnice y =

Vysledek:

y(z) = —x + Cz?, x < 0 nebo y(z) = —z + Cz?, = > 0, kde C je libovolnd reilnd
konstanta.

Zpét
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Priklad 8.2.2

2y +x
. .

~ v ~ ~ v . . /7 / . /
Naleznéte vSechna teSeni diferencidlni rovnice y =

Navod:

Rovnice je linedrn{ diferencidlni rovnice tvaru vy’ + a(z)y = b(z) a jeji feseni hleddme
podle navodu v predchozim prikladé.

Zpét
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Priklad 8.2.2

2y +x
. .

~ v ~ ~ v . . /7 d . /
Naleznéte vSechna teSeni diferencidlni rovnice y =
hd v ,.
ResSeni:

Postupujeme ve tfech krocich. Danou NLDR prevedeme na tvar

, 2
y ——y=1,
7t
k ni pritazenda homogenni rovnice je
, 2
y ——y=0
x

1. krok: Hledejme metodou separace proménnych ¢(x), jedno nenulové feSeni prifazené
homogenni rovnice.

dy 2 1 2 .
— ==y = /—dyz_/—dw = Infy|=2In|z| = |y[=[z]
dx x Y x

. 2

napi. y = p(x) = x”.

Integra¢ni konstantu jsme nepsali, protoze hleddme jedno teSeni ¢(x). Tedy

Y (T) = C z°.

Dalsi
|

|
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Priklad 8.2.2

2y +x
. .

~ v ~ ~ v . . /7 d . /
Naleznéte vSechna teSeni diferencidlni rovnice y =

Reseni:

2. krok: Partikularni feSeni dané nehomogenni lineadrni rovnice hleddme ve tvaru soucinu
2
yp (@) = C(z) p(x) = C(z)z”,

kde C(x) je nezndmé funkce, tj. v y, (#) nahradime konstantu C funkci.
Hledejme ji. Chceme, aby y, (z) bylo feseni zadané NLDR. Spocteme y; (x):

y; () = C'(x)z? + C(x)2z a dosadime y; (z) a y,(x) do rovnice.

2 2
y —Zy=1 = C/(a:)a:2—|—C(m)2x— —C(a:)a:2 -1 =
@ @
1 1 1
= C@@=—= = C@=[—=dz = C)=—-=-

Integrac¢ni konstantu nepiseme, nebot hledame jedno reseni y, (), tedy jednu
funkci C(z). Dosadime za C(x). Partikularni feseni je

L 5
yP(:IJ)———:E:IJ = —z.
Dalsi

|
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Priklad 8.2.2

2y +x
. .

Naleznéte viechna fesen{ diferencidlni rovnice y =
Reseni:
3. krok: Vysledky kroku jedna a dva davaji obecné reseni zadané rovnice

y(z) =y, (z) + yp(z) = Ca® —=.

Pravd strana NLDR (b(z) = 1) a koeficient u y (a(z) = —2) jsou spojité funkce
na R\ {0} . Tedy defini¢ni obor feSeni je bud interval (—oo,0) nebo interval (0, co).

Zpét

|
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Priklad 8.2.2

v . . /7 d . / 2y + m
Naleznéte vSechna teSeni diferencialni rovnice y = .
x
Maple:
> DR:=(diff(y(x),x)=(2*y(x)+x)/(x));
2y(x) + o
DR := L y(z) = -

> dsolve(DR,y(x));

Zpét

|
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Priklad 8.2.2

~ v ~ ~ v . . /7 / . /
Naleznéte vSechna teSeni diferencidlni rovnice y =

Mathematica:
DR = y'[z] == (2y[x] + =) /=
y/[m] S x+2y[x]

DSolve[DR, y[z], z]
H{ylz] » —z + :1:20[1]}}
Zpét

2y +x
. .
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Priklad 8.2.3

Naleznéte fedeni diferencidlni rovnice (14 z)y’ + xy = 0, které vyhovuje pocatecni
podmince y(0) = 10.

@®=?6~bﬂ# Zpét
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Priklad 8.2.3

Naleznéte fedeni diferencidlni rovnice (14 z)y’ + xy = 0, které vyhovuje pocatecni
podmince y(0) = 10.

Vysledek:

y(z) =10(x+ e~ ", x> —1.

Zpét

1
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Priklad 8.2.3

Naleznéte fedeni diferencidlni rovnice (14 z)y’ + xy = 0, které vyhovuje pocatecni
podmince y(0) = 10.

Navod:

Reseni homogenni linedrni diferencidlni rovnice ai(z)y’ + ao(z)y = 0, kde a;(x) # 0, ma
tvar y(z) = Cp(z), kde p(z) je jedno feSeni dané homogenni rovnice. Funkci ¢(x)
hleddme metodou separace proménnych.

Zpét
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Priklad 8.2.3

Naleznéte fedeni diferencidlni rovnice (14 z)y’ + xy = 0, které vyhovuje pocatecni
podmince y(0) = 10.

Reseni:

Postupujeme ve dvou krocich.

1. krok: Hledejme metodou separace proménnych ¢(x), jedno nenulové feseni dané
homogenni rovnice.

d 1
y =—— = H=_ T o /—dyz—/ C _dz =
1+ x dz x+1 Y x+1
1 1
= /—dy:—/(l— )d:z: = hlyl=—-x+hnlz+1 =
Y r+1

lyl=e “lz+1 = napt. y=cp(x)=e “(z+1).
Integracéni konstantu jsme nepsali, protoze hleddme jedno feSeni ¢(x). Tedy
y(z) = C(x + 1)e *.

Koeficient u 3y’ (ai1(x) = = + 1) a koeficient u y (ao(x) = =) jsou spojité funkce
na R, ale aj(x) # 0 pro x # —1. Tedy definiéni obor feSeni je interval (—oo, —1)
nebo interval (—1, c0).

2. krok: Ze vsech nalezenych reSeni vybereme jedno, které splnuje pocatecni podminku
y(0) = 10.
10=C(0+1)’ = C=10.

Resenim dané pocateéni tlohy je funkce y(z) = 10(z + 1)e ™%, = € (—1,00),
protoze 0 € (—1, 00).
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Priklad 8.2.3

Naleznéte fedeni diferencidlni rovnice (14 z)y’ + xy = 0, které vyhovuje pocatecni
podmince y(0) = 10.

Maple:
> DR:=((x+1)*diff(y(x),x)+x*y(x)=0);
DR := (z+1) (£ y(z)) +zy(z) =0

> PP:=y(0)=10;
PP :=y(0) = 10
> dsolve( {DR,PP}y(x));

y(z) =10e"%) (z + 1)

Zpét

|
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Priklad 8.2.3

Naleznéte fedeni diferencidlni rovnice (14 z)y’ + xy = 0, které vyhovuje pocatecni

podmince y(0) = 10.

Mathematica:

DR = (1 + z)y’[2] + zy[z] == 0
zylz] + (1 + 2)y'[z] ==

PP = y[0] == 10

y[0] == 10

DSolve[{DR, PP}, y[z], «]

{{y[az] — 10e” *(1 + x)}}

Zpét
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Reseni diferencialnich rovnic 1. radu

¢ Piiklad 8.3.1 Je funkce y(z) = 2x + 3, x € R feSenim diferencidlni rovnice
(v') +ay' =y.

8|~

¢ Priklad 8.3.2 Je funkce y(x) = ez, z > 0 feSenim diferencidlni rovnice

ylny +zy’ =0.
/323
® Piiklad 8.3.3 Je funkce y(z) = %, x € R feSenim diferencialni rovnice
2
x
y' = ? , které vyhovuje pocatec¢ni podmince y(0) = @

@ Zpét

|
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Priklad 8.3.1

Je funkce y(x) = 2x + 3, ¢ € R feSenim diferencidlni rovnice (y/)2 +ay =vy.

®=?%ﬁi Zpét
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Priklad 8.3.1

Je funkce y(x) = 2x + 3, ¢ € R feSenim diferencidlni rovnice (y/)2 +ay =vy.

Vysledek:

Neni resenim.

Zpét

1
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Priklad 8.3.1

Je funkce y(x) = 2x + 3, ¢ € R feSenim diferencidlni rovnice (y/)2 +ay =vy.

Navod:

~ / . ., ’, . , / ,
Vypocteme y'(x) a do diferencidlni rovnice dosadime za y'(x) a y(x). Leva strana
rovnice se musi rovnat pravé pro vSechna realna x.

Zpét
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Priklad 8.3.1

Je funkce y(x) = 2x + 3, ¢ € R feSenim diferencidlni rovnice (y/)2 +ay =vy.
ResSeni:
Spocteme: y’(x) = 2. Leva strava rovnice je

L:=(2)°4z-2=4+42z

a prava strana je
P .= 2x + 3.

Tedy L # P pro vSechna redlnad z, funkce y(z) = 2x + 3 neni feSenim dané rovnice.

Zpét
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Priklad 8.3.1

Je funkce y(x) = 2x + 3, ¢ € R feSenim diferencidlni rovnice (y/)2 +ay =vy.

Maple:

> res:=y(X)=2*x+3;

res :=y(x) =2x+ 3
> DR:=((diff(y(x),x))"2-+x*diff(y(x),x)=y(X));
DR := (£ y(2))* + z (£ y(2)) = y(z)
> odetest(res,DR);

1
Nenulovy vysledek znamenad, Ze testovana funkce neni feSenim dané diferencialni rovnice.

Zpét

|
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Priklad 8.3.1

Je funkce y(x) = 2x + 3, ¢ € R feSenim diferencidlni rovnice (y/)2 +ay =vy.

Mathematica:

DR = (Dl[y[z], 2])"2 + = D[y[z], 2] == ylx]
zy'[2] + y'[2]* == y[z]

res[x_] =2z + 3

3+ 2x

DR/.y — res

4+ 2x == 3 + 2«x

L # P, funkce neni feSenim diferencidlni rovnice.

Zpét
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Priklad 8.3.2

Je funkce y(x) = e

8|~

@ ®& = 7 & %

9

i
»

> 0 fedenim diferencidlni rovnice ylny + zy’ = 0.

Zpét
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Priklad 8.3.2

=

Je funkce y(z) =ex, x > 0 feenim diferencidlni rovnice ylny + zy = 0.

Vysledek:

Je resenim.

Zpét

1
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.86/139



Priklad 8.3.2

=

Je funkce y(x) = ez, x > 0 feSenim diferencidlni rovnice ylny + zy =0.

Navod:

~ / . ., , . , / ,
Vypocteme y'(x) a do diferencidlni rovnice dosaime za y' (z) a y(x). Leva strana
rovnice se musi rovnat nule pro x > 0.

Zpét
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Priklad 8.3.2

8|~

Je funkce y(x) = ez, x > 0 feSenim diferencidlni rovnice ylny + zy =0.

Reseni:

1
~ / , . . , . .
Spocteme: y'(x) =e” <—L2> . Prava strana rovnice je nula a leva strava rovnice je
X

1 1 1
o 1 -1 — 1
L:=e” lne” —I—:I:ew (——) —e” Z —e” 2 =0
T T

l . z / . . 7 e .
pro vSechna redlnd = > 0, funkce y(x) = ez je feSenim dané diferencidlni rovnice.

Zpét
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Priklad 8.3.2

8|~

Je funkce y(x) = e

Maple:
> res:=y(x)=exp(1/x);

res :=y(z) =e
> DR:=(y(X)*In(y(x))+x*diff(y(x),x)=0);

DR := y(z) In(y(x)) + = (d%; y(z)) =0
> odetest(res,DR);
()
() ln(e(%)) -

X
> simplify(%) assuming x:real;

0

Vysledek 0 znamena, ze testovana funkce je resenim dané diferencialni rovnice.

Zpét

~ ~ z . . 7/ z . /
, * > 0 TeSenim diferenciadlni rovnice ylny + zy" = 0.
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Priklad 8.3.2

=

Je funkce y(x) = ez, x > 0 feSenim diferencidlni rovnice ylny + zy =0.

Mathematica:

DR = y[z]Loglyle]] + & Dlyls], z] ==
Logly[z]]y[z] + zy’[x] == 0

res[x_| = Exp[1/z]

Assuming[z > 0, Simplify[DR/.y — res]]
True

Funkce je feSenim diferenciadlni rovnice.

Zpét
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Priklad 8.3.3

V3z3+3

Je funkce y(x) = 3

pocatecni podmince y(0) =

@ © =76 £ B

2

x
~ ~ z . . 7 z . / pd .
, * € R feSenim diferencidlni rovnice y = — , které vyhovuje

V3
=

Zpét
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Priklad 8.3.3

2
/323 %
Je funkce y(x) = %, z € R fesenim diferencidlni rovnice y' = —— , které vyhovuje
~ 7 ~ , , . \/§
pocatecni podmince y(0) = 5=.

Vysledek:
Neni feSenim.

Zpét
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Priklad 8.3.3

2

/323 %
Je funkce y(x) = %, z € R fesenim diferencidlni rovnice y' = —— , které vyhovuje
~ / ~ / e — ‘\/g
pocatecni podmince y(0) = 5=.

Navod:

~ / . . s ’ . ’ / ,
Vypoéteme y' (z) a do diferencidlni rovnice dosadime za y'(z) a y(z). Leva strana
rovnice se musi rovnat pravé pro vSechna redlna x a musi byt splnéna pocatecni
podminka.

Zpét
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Priklad 8.3.3

V3z3+3 z°

Je funkce y(x) = Y~5—=, ¢ € R feSenim diferencialni rovnice y' = Z— , které vyhovuje

V3
=

pocatecni podmince y(0) =
Reseni:
Ovérime, zda je splnéna pocatecni podminka.

V3-03+3 V3
y(0) = 5 ==

Dale zkoumame, zda je dana funkce feSenim prislusné rovnice. Spocteme:

) 1 92 322
y(z) =3 = :
3 2+/3x3 +3 2v3x3 + 3
Leva strava rovnice je
322
L .=
2v3x3 + 3
a prava strana je
p._ z2 B 32
" /Bs343 /323 + 3

3

. 21 o V32343 b o , .
Tedy L # P pro vSechna redlna x, funkce y(x) = ++ neni freSenim dané rovnice.

Zpét
|

|
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Priklad 8.3.3

2
/323 %
Je funkce y(x) = %, z € R fesenim diferencidlni rovnice y' = —— , které vyhovuje
V3

pocatecni podmince y(0) =

Maple:
> fi=x->sqrt(3)/3*(sqrt(x"3+1));

3

= % V3Vz3 +1
> §(0);
V3
3
> res:=y(x)=sqrt(3)/3*(sqrt(x"3+1));
V3Vx3 +1
res := y(x) = 3
> DR:=(diff(y(x),x)=(X"2)/y(X));
d z”
DR := L y(x) = (@)
> odetest(res,DR);
B 3 2
2v3x3 + 3

Zpét

|
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Priklad 8.3.3

2

Je funkce y(x) = —”3‘(’;3—'_3, z € R FeSenim diferencidlni rovnice y' = T , které vyhovuje
pocatecni podmince y(0) = @

Mathematica:

DR = D[y[z], z]==2"2/y[z]

y' o] == 2

res[x_] = Sqrt[3z"3 + 3]/3
1/3¥ 30
res[Sqrt[3]/3]
L \/ 3+ I3
DR/.y — res
2 2

2348 S S8
24/3+323 Vv 3+3zx3

L # P, funkce neni feSenim diferencialnim rovnice.

Zpét
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Vektory a matice

® Linearni (ne-)zavislost vektora z R™
® Matice a operace s nimi
® Hodnost matice

® Determinanty

@ © Zpét
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Linearni (ne-)zavislost vektora z R”

¢ Ptiklad 9.1.1 Rozhodnéte, zda jsou uvedené vektory linedrné zavislé nebo nezivislé:

by = (1,2,3), by = (2, —1,4), bs = (3,—4,6) € R>.

¢ Priklad 9.1.2 Z dané skupiny vektoru vyberte maximalni pocet linedrné nezavislych
vektoru a ostatni vyjadrete jako jejich linearni kombinaci:
U1 = (3,4,5),U2 = (2,3,3),73 = (3,1,8).

L] Zpét
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Priklad 9.1.1

Rozhodnéte, zda jsou uvedené vektory linedrné zavislé nebo nezavislé:
by =(1,2,3), by = (2,—1,4), bs = (3, —4,6) € R>.

®=?6%£!‘ Zpét

1
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Priklad 9.1.1

Rozhodnéte, zda jsou uvedené vektory linedrné zavislé nebo nezavislé:
by =(1,2,3), by = (2,—1,4), bs = (3, —4,6) € R>.

Vysledek:
Vektory gl, 62, 53 jsou linedrné nezavislé.

Zpét
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Priklad 9.1.1

Rozhodnéte, zda jsou uvedené vektory linedrné zavislé nebo nezavislé:
by =(1,2,3), by = (2,—1,4), bs = (3, —4,6) € R>.

Navod:

Hledame podminky, za jakych je linearni kombinace danych vektort rovna nulovému
vektoru.

Zpét
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Priklad 9.1.1

Rozhodnéte, zda jsou uvedené vektory linedrné zavislé nebo nezavislé:
by =(1,2,3), by = (2,—1,4), bs = (3, —4,6) € R>.

Reseni:

Hledejme koeficienty x1, 2, 3 € R tak, aby platilo 33151 + 33252 + 33353 =0, tj.
(rozepsano po slozkéch)

1 + 2T + 3xs3 = 0
2:131 — 2 — 4:133 = 0
3:131 + 4:132 + 6:133 = 0.

Vynésobenim prvni rovnice (—2) a jejim pfi¢tenim k rovnici druhé dostaneme rovnici
xro = —2x3. Dosadime-li tuto podminku do prvni a treti rovnice, obdrzime soustavu dvou
rovnic o dvou neznamych

1 — I3 = 0
3:131 — 2:133 = 0 5
jejimz jedinym feSenim je x1 = 0, x3 = 0 (a tudiz i 2 = 0). Vektory b1, ba, bs jsou
linedrné nezavislé.

Zpét
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Priklad 9.1.1

Rozhodnéte, zda jsou uvedené vektory linedrné zavislé nebo nezavislé:
by =(1,2,3), by = (2,—1,4), bs = (3, —4,6) € R>.

Maple:
> with(linalg):
> bl:=vector([1,2,3]);b2:=vector([2,-1,4]);b3:=vector ([3,-4,6));

b1 :=[1, 2, 3]
b2 = [2, —1, 4]

b3 := [3, —4, 6]
> Iv:=[bl,b2,b3];

lv:=1[bl, b2, b3]
> A:=matrix(3,3,Iv);

1 2 3
A= 2 -1 4
3 —4 6
> rank(A);
3

Zde vidime, ze hodnost matice, jejiz fadky odpovidaji zadanym vektortm, je rovna 3. Z
toho plyne, ze vektory bl, b2,b3 jsou linedrné nezavislé.

Zpét

|
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Priklad 9.1.1

Rozhodnéte, zda jsou uvedené vektory linedrné zavislé nebo nezavislé:
by =(1,2,3), by = (2,—1,4), bs = (3, —4,6) € R>.

Mathematica:

bl = {1,2,3};b2 = {2, —1,4};b3 = {3, —4,6};
A = {bl, b2, b3};

MatrixForm[A]

MatrixRank[A]
3

Zde vidime, ze hodnost matice, jejiz fadky odpovidaji zadanym vektorum, je rovna 3. Z
toho plyne, ze vektory bl, b2,b3 jsou linedrné nezavislé.

Zpét
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Priklad 9.1.2

Z dané skupiny vektoru vyberte maximalni pocet linedrné nezavislych vektort a ostatni
vyjadiete jako jejich linedrni kombinaci: U7 = (3,4,5) ,72 = (2,3,3),793 = (3,1,8).

@®=76~b£‘# Zpét

Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.91/139



Priklad 9.1.2

Z dané skupiny vektoru vyberte maximalni pocet linedrné nezavislych vektort a ostatni
vyjadiete jako jejich linedrni kombinaci: U7 = (3,4,5) ,72 = (2,3,3),793 = (3,1,8).

Vysledek:

Napf. {171,’172}; _’3 = 7_'1 — 9_’2 o

Zpét

|
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Priklad 9.1.2

Z dané skupiny vektoru vyberte maximalni pocet linedrné nezavislych vektort a ostatni
vyjadiete jako jejich linedrni kombinaci: U7 = (3,4,5) ,72 = (2,3,3),793 = (3,1,8).

Navod:

Linearni zavislost zjistime napt. pomoci hodnosti matice, kterou ziskdme tak, ze vektory
zapiSeme coby jeji tddky pod sebe. Vyjadreni vektoru jako linedrni kombinace ostatnich
vektoru je problémem feSeni nehomogenni soustavy linearnich rovnic.

Zpét
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Priklad 9.1.2

Z dané skupiny vektoru vyberte maximalni pocet linedrné nezavislych vektort a ostatni
vyjadiete jako jejich linedrni kombinaci: U7 = (3,4,5) ,72 = (2,3,3),793 = (3,1,8).

Reseni:

ZapiSme si vSechny vektory do radkt matice A, kterou nasledné prevedeme na HT-tvar:

3 4 5 3 4 5)
3 4 5
A = 2 3 3 ~ 0 -1 1 ~
O -1 1
3 1 8 0 3 -3

Je ztejmé, ze h(A) = 2, a tudiz maximalni pocet linedrné nezavislych vektorua je 2.
Oznac¢me tyto vektory v, U2 (vektory jsou LN)) a vektor vs vyjadieme jako jejich
linedrni kombinaci ve tvaru U3 = av; + (U2, tj. (rozepsdno po slozkéch) hledejme FeSeni
soustavy

3=3a+23, 1l=4a+33, 8=5a+33.

Dosazenim 303 z posledni rovnice do druhé dostaneme
l=4a+8—-5a) = a=7T.

Snadno uz dopocitame z kterékoli z rovnic 8 = —9, a tedy U3 = 7v; — 9VUs.

Zpét
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Priklad 9.1.2

Z dané skupiny vektoru vyberte maximalni pocet linedrné nezavislych vektort a ostatni
vyjadiete jako jejich linedrni kombinaci: U7 = (3,4,5) ,72 = (2,3,3),793 = (3,1,8).

Maple:

> with(linalg):
> vl:=vector([3,4,5]);v2:=vector([2,3,3]);v3:=vector( [3,1,8)]);
vl := [3, 4, 5]
v2 = [2, 3, 3]
v8 :=[3, 1, 8]
> Iv:i=[vl,v2,v3]:A:=matrix(3,3,Iv);
3 4 5
A = 2 3 3
3 1 8
> rank(A);
2

Zde vidime, ze hodnost matice, jejiz fadky odpovidaji zadanym vektorum, je rovna 2. Z
toho plyne, ze vektory vy, va, v jsou linearné zavislé. Dale je patrné, ze napt. dvojice
v1, vz je dvojici lin. nezdvislych vektoru (jeden z nich neni ndsobkem druhého);
chceme-li vektor vs zapsat jako lin. kombinaci a vq + B v, pfi hledani koeficientti o a 8
vlastné Fesime nehomogenni soustavu lin. rovnic, jejiz rozsifenou matici je A™:

Dalsi
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Priklad 9.1.2

Z dané skupiny vektoru vyberte maximalni pocet linedrné nezavislych vektort a ostatni
vyjadiete jako jejich linedrni kombinaci: U7 = (3,4,5) ,72 = (2,3,3),793 = (3,1,8).

Maple:

> Ai:=transpose(A);

3 2 3
Ai = 4 3 1
5 3
> redAi:=gausselim(Ai);
[ 3 2 3 ]
. 1
redAi := 0 3 —3
| 0 0 0
> koef:=backsub(redAi):alpha:=koef[1];beta:=koef[2];
a =7
B:=—9

Nasli jsme hledané koeficienty: vektor vs je linedrni kombinaci vektoru vy, va:
V3 = 7’01 —9 V2.

Zpét

|
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Priklad 9.1.2

Z dané skupiny vektoru vyberte maximalni pocet linedrné nezavislych vektort a ostatni
vyjadiete jako jejich linedrni kombinaci: U7 = (3,4,5) ,72 = (2,3,3),793 = (3,1,8).

Mathematica:

vl ={3,4,5};v2 = {2,3,3};v3 = {3,1,8};

A = {vl1,v2,v3};

MatrixForm[A]
3 4 5
2 3 3
3 1 8
MatrixRank|[A]
2
B = RowReduce[Transpose[A]];
MatrixForm|B]
1 0 7
0 1 -9
O O O
a = BJ[1,3]]
7
B = B[[2, 3]]
-9
Zpét
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Matice a operace s nimi

¢ Ptriklad 9.2.1 Vypoctéte soucin matic AB (pfipadné i BA), jsou-li ddny matice A,

B:

A
|

3
0
—2

21} [00 3}
-1 2|, B=| 2 4 0
34J [12—1J

Zpét
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Priklad 9.2.1

Vypoctéte souc¢in matic AB (pfipadné i BA), jsou-li ddny matice A, B:

a=| o 32| m<|21 o
[—2 34J [12—1J

Zpét

I
&

=
&

L]
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Priklad 9.2.1

Vypoctéte soucin

Vysledek:

AB

Zpét

matic AB (ptfipadné i BA), jsou-li didny matice A, B:

10

10

20

21} [003w
1 2|, B= 2 4 0

34J [12—1J

3 —6 9 12
—32 BA = 6 0 10
—10 5 -3 1
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Priklad 9.2.1

Vypoctéte souc¢in matic AB (pfipadné i BA), jsou-li ddny matice A, B:

Navod:

1] [00 3}
2 |, B= 2 4 0

4J [12—1J

Podle pravidla pro nasobeni matic ma vysledny soucin AB na misté prvku 25 hodnotu
skalarniho souc¢inu 7—tého radku matice A s j—tym sloupcem matice B. Peclivé musime
dbat na poradi, v némz matice nasobime.

Zpét
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Priklad 9.2.1

Vypoctéte souc¢in matic AB (pfipadné i BA), jsou-li ddny matice A, B:

[3 21] [00 3}

[—2 34J [12—1J

Resenti:
Matice A i B jsou typu 3 X 3, proto maji oba souciny smysl. Vysledkem nasobeni bude v
obou pripadech matice typu 3 X 3:

3 2 1 0 0 3 O+44+1 04842 940+ (—1)
AB = 0 —1 2 2 4 0| =| 0—242 0—4+14 0+0—2
| -2 3 4 1 2 -1 | | 0+6+4 0+12+8 —-6+0-—4
0 0 3} [ 3 2 1 ] [ 04+0—6 0+04+9 0+0+12w
BA=| 2 4 0 |- 0 —-1 2 | =1| 64+0+0 4440 21840
1 2 —1J [—2 3 4 | | 3+0+2 2_92_3 14+4—4
5 10 8 —6 9 12
AB = 0O 0 —2 BA — 6 0 10
10 20 —10 5 -3 1

Zpét

|
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Priklad 9.2.1

Vypoctéte souc¢in matic AB (pfipadné i BA), jsou-li ddny matice A, B:

[321] [oozﬂ
A = o -1 2|, B=1|2 4 o0

Maple:
> with(linalg):
> A:=matrix(3,3,[3,2,1,0,-1,2,-2,3,4));

3 2 1
A= 0O -1
—2 3 4
> B:=matrix(3,3,[0,0,3,2,4,0,1,2,-1]);
0O O 3
B .= 2 4
1 2 -1
> AB:=evalm(A&*B);
5 10 8
AB := 0 0 —2

10 20 —10
Dalsi
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Priklad 9.2.1

Vypoctéte souc¢in matic AB (pfipadné i BA), jsou-li ddny matice A, B:

Maple:
>  BA:=evalm(B&*A);

Zpét

1} [00 3}
2 |, B= 2 4 0

4J [12—1J
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Priklad 9.2.1

Vypoctéte souc¢in matic AB (pfipadné i BA), jsou-li ddny matice A, B:

[ 3 2 1 ] [ 0 0 3 w
A = 0 -1 2|, B=| 2 4 0

[ —2 3 4 J [ 1 2 -1 J
Mathematica:

A= {{3’ 2, 1}’ {0’ -1, 2}’ {_27 3, 4}};3 = {{Oa 0, 3}’ {2’ 4, O}’ {17 2, _1}};
MatrixForm[A]

3 2 1
(0 -1 2)
-2 3 4

MatrixForm[B]

|
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Priklad 9.2.1

Vypoctéte souc¢in matic AB (pfipadné i BA), jsou-li ddny matice A, B:

[3 21} [00 3}

[—2 34J [12—1J

Mathematica:
MatrixForm[A.B]

5) 10 8
0 0 —2
10 20 -—10

MatrixForm[B. A]

—6 9 12

6 0 10

5 -3 1
Zpét

|
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Hodnost matice

® Piiklad 9.3.1 Uréete hodnost matice

[ 2 3 4
A 1 0 2
3 2 -1
0 0 -7 |

¢ Priklad 9.3.2 Urcete hodnost matice v zavislosti na parametru \ € R:

A — 2—-A —1
2 5— A

@ © Zpét

|
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Priklad 9.3.1

Urcete hodnost matice

L] ? L W

2 3 4
A_| 1 0O 2
3 2 -1

0 0 -7 |

Zpét
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Priklad 9.3.1

Urcete hodnost matice

2 3 4
A_| 1 0O 2
3 2 -1
0 0 -7
Vysledek:
h(A) = 3.
Zpét

1
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Priklad 9.3.1

Urcete hodnost matice

2 3 4
A_| 1 0O 2
3 2 -1

0 0 -7 |

Navod:

Gaussovou eliminaci prevedeme matici A na HT-matici, jejiz hodnost je urcena poctem
jejich radk.

Zpét

|
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Priklad 9.3.1

Urcete hodnost matice

2 3 4
A_| 1 0O 2
3 2 -1

0 0 -7 |

Reseni:

Gaussovou eliminaci prevedeme matici A na HT-matici:

1 0 2 1 0 2
2 3 4 0 3 0 L0 2
3 2 -1 0o 2 -7 o 0 e
| 0 0 -7 | 0 0 -7 |

Pri vypoctu jsme provedli tyto ekvivalentni Gipravy: prvni a druhy radek jsme zameénili,
od druhého tadku jsme odecetli dvojnasobek prvniho, od tretiho radku jsme odecetli
trojnasobek prvniho, ¢tvrty rddek jsme nechali beze zmén. V dalsim kroku jsme druhy
fadek vydélili tfemi a jeho dvojndsobek odecetli od fadku tFetiho. Ctvrty Fadek jsme
vynechali, nebot byl shodny s fadkem tretim. Posledni matice je HT-matice se 3 radky,
jeji hodnost je tedy rovna tifem. Odtud plyne h(A) = 3.

Zpét
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Priklad 9.3.1

Urcete hodnost matice

2 3 4
e 1 0 2
S -
| 0 0 -7 |
Maple:
> with(linalg):
> Ai=matrix(4,3,[2,3,4,1,0,2,3,2,-1,0,0,-7]);
2 g 4 ]
A = Lo °
3 2 -1
| 0 0 -7 |
> gausselim(A);
Ta g 4 ]
-3
0 — 0
2
0 0 —7
| 0 0 0 |
> rank(A);
3
Zpét

|
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Priklad 9.3.1

Urcete hodnost matice

[ 2 3 4 ]
A — 1 0 2
3 2 —1
0 0 -7 |
Mathematica:
A= {{2’ 3’ 4}’ {1’ 0’ 2}’ {3’ 2’ _1}7 {0’ 0’ _7}}’
MatrixForm[A]
2 3 4
1 0 2
3 2 —1
0O O -7
MatrixRank|[A]
3
Zpét
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Priklad 9.3.2

Urcete hodnost matice v zavislosti na parametru A € R:
2 — A —1
A =
2 5— A

@ ® = 7 H &£ = Zpét
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Priklad 9.3.2

Urcete hodnost matice v zavislosti na parametru A € R:

A — 2—A —1
2 5—A

Vysledek:
h(A) =2proA# 3, A\ #4; h(A)=1pro A =3 nebo A = 4.

Zpét

1
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Priklad 9.3.2

Urcete hodnost matice v zavislosti na parametru A € R:

A — 2—A —1
2 5—A

Navod:

Vyuzijeme definice reguldrni/singularni ¢tvercové matice.

Zpét

1
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Priklad 9.3.2

Urcete hodnost matice v zavislosti na parametru A € R:
2 — A —1
A =
2 5— A
Reseni:
Ze zadani je zjevné, ze uvedena matice bude mit vzdy hodnost minimalné jedna, nebot

oba tadky zaroven nelze ekvivalentnimi faddkovymi tpravami prevést na radky nulové.
Vypocitame dale determinant:

2—A —1

det A = det
2 5— A

]:(2—A)(5—>\)—|—2:>\2—7>\+12.

Matice A bude reguldrni, pokud det A # 0, tj. A —7A4+12= (A —=3)(A—4) #0. V
piipadé \ # 3, A # 4 tak bude h(A) = 2. V ptipadech, kdy A\ = 3 nebo A\ = 4, bude
matice singuldarni, a jeji hodnost bude h(A) = 1.

Zpét
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Priklad 9.3.2

Urcete hodnost matice v zavislosti na parametru A € R:

A — 2—A —1
2 5—A

Maple:
> with(linalg):A:=matrix(2,2,[2-lambda,-1,2,5-lambda] );

2 — A —1
A=
=
Ukazeme si dva ruzné zpusoby vypoctu.

1. V prvnim pripadé matici nejprve prevedeme na odstupnovany tvar:

> A:=gausselim(A);
2 5—A
2 2

Tato matice bude mit druhy radek nulovy, a tedy hodnost jedna, pokud bude vyraz
—6+7/2X —1/2 A\ roven nule:

> solve(-6+7/2*lambda-1/2*lambda*lambda=0,lambda);

3, 4
V ptipadé, ze A = 3 nebo A\ = 4, tedy plati h(A) = 1, coz muzeme snadno ovéfit:
> lambda:=3:A:=matrix(2,2,[2-lambda,-1,2,5-lambda]):r ank(A);
1

Dalsi
|

|
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Priklad 9.3.2

Urcete hodnost matice v zavislosti na parametru A € R:

A — 2—A —1
2 5—A

Maple:

> unassign(lambda’):lambda:=4:A:=matrix(2,2,[2-lambd a,-1,2,5-lambdal):
rank(A);

> unassign(lambda’);
V ostatnich ptripadech bude platit h(A) = 2.
2. Druhy zptsob vypoctu vyuziva determinantu matice A:

> det(A);
12 — 7TXA+ \?2

Je-li detA = 0, pak je matice A singularni, a v tomto pfipadé ma hodnost jedna.

> solve(det(A)=0,lambda);

4, 3
Obdrzeli jsme stejny vysledek jako v predchozim pripadé. Pro A rizné od 3,4 je matice A
regularni a ma hodnost 2.

Zpét

|
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Priklad 9.3.2

Urcete hodnost matice v zavislosti na parametru A € R:
A 2 — A —1 .
2 5— A
Mathematica:
Solve[Det[A] == 0, )]
{{x—=3L{N—4}}

Al=A /{) > 3}5A2=A /.{\ — 4};

Pro A rtzné od 3,4 je matice A regularni a ma hodnost 2. Pro hodnoty A =3 a A\ =4 si
hodnost vypocteme.

MatrixRank[A1]
1
MatrixRank[A2]
1

Zpét
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Determinanty

¢ Priklad 9.4.1 Vypoctéte determinanty néasledujicich matic:

3 2 -4 2 3 4 3 8 =2
Aq = 0 2 3 , Agx = 0 2 1 , Az = 6 16 —4
-1 4 0 0O 0 -— -9 —-24 6

® Priklad 9.4.2 Vypoctéte determinant matice

f(x)  g(z)  h(z)
f'l)  g¢'(x) A(z) |,
f'(x) g (x) h'(z)

jestlize jsou dany funkce f(z) = e?*, g(z) =1 —cosz, h(z) ==

A

2

& Zpét

|
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Priklad 9.4.1

Vypoctéte determinanty nasledujicich matic:

3 2 —4

0 2 3
-1 4 0
? G & B

2 3 3 g —2
0 2 1|, As= 6 16 —4
0 0 -1 —9 —24 6

Zpét

Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.98/139



Priklad 9.4.1

Vypoctéte determinanty nasledujicich matic:

3 2 —4 2 3 3 g —2
A, = 0 2 3|, Ax=1| 0 2 1|, As= 6 16 —4
—1 4 0 0 0 -1 —9 —24 6

Vysledek:
detA1 :—50, detAz :—4, detA3:O.

Zpét

|
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Priklad 9.4.1

Vypoctéte determinanty nasledujicich matic:

3 2 —4 2 3 3 g —2
A, = 0 2 3|, Ax=1| 0 2 1|, As= 6 16 —4
—1 4 0 0 0 -1 —9 —24 6

Navod:

Determinant prvni matice pocitdme podle Sarrusova pravidla, pfi vypoc¢tu determinantu
druhé matice vyuzijeme skutecnosti, ze jde o HT-matici, tfeti determinant uré¢ime na
zakladé vlastnosti determinanti.

Zpét

|
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Priklad 9.4.1

Vypoctéte determinanty nasledujicich matic:

3 2 —4 2 3 3 g —2
A, = 0 2 3|, Ax=1| 0 2 1|, As= 6 16 —4
—1 4 0 0 0 -1 —9 —24 6

Reseni:

Determinant det A, ur¢ime pomoci Sarrusova pravidla:

3 2 —4}
detAlzdet[ 0 2 3 | =04+0+4+(—6)—8—36—0=—50.
—1 4 0

U druhého determinantu je vypocet snazsi, nebot matice As je horni trojuhelnikova
ctvercova matice, a tudiz jeji determinant je roven soucinu prvka na hlavni diagonale,

tedy
det Ag =2-2-(—1) = —4.

V pripadé matice Ag si povsimneme faktu, ze druhy a treti radek jsou nasobky prvniho
radku, coz podle vlastnosti determinantt znamena, ze

detA3 =0.

Zpét

|
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Priklad 9.4.1

Vypoctéte determinanty nasledujicich matic:

3 2 -4 2 3 3 8 —2
A = 0 2 3|, As=| 0 2 1 |, Ag= 6 16 —4
-1 4 0 0O 0 -1 -9 -4 6
Maple:
> with(linalg):Al:=matrix(3,3,[3,2,-4,0,2,3,-1,4,0]);
3 2 -4
Al = 0O 2 3
-1 4 0
> det(Al);
—50
> A2:=matrix(3,3,[2,3,4,0,2,1,0,0,-1]);
2 3
A2 = 0o 2
O 0 -—
> det(A2);
—4
Dalsi

|
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Priklad 9.4.1

Vypoctéte determinanty nasledujicich matic:

3 2 —4 2 3 3 8 —2
A, = 0 2 3|, Ax=|0 2 1|, Az= 6 16 —4
-1 4 0 0 0 -1 -9 —24 6
Maple:
> A3:=matrix(3,3,[3,8,-2,6,16,-4,-9,-24,6));
3 8 —2
A3 := 6 16 —4
—9 —24 6
> det(A3):
0
Zpét

|
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Priklad 9.4.1

Vypoctéte determinanty nasledujicich matic:

3 2 —4 2 3 3 g8 —2
A; = 0 2 3|, Az=]| 0 2 1|, Ag= 6 16 —4

-1 4 0 0 0 -1 -9 —-24 6

Mathematica:

Al = {{3,2, —4}, {0,2,3},{-1,4,0}};

Det[A1]

—50

A2 = {{2,3,4},{0,2,1},{0,0, —1}};

Det[A2]

—4

A3 = {{3,8, -2}, {6,16, —4}, {—9, —24, 6} };

Det[A3]

0

Zpét
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Priklad 9.4.2

Vypoctéte determinant matice

flx)  g(z)  h(z)
A=| fl(z) g'(=) K@) |,
(@) g (z) h'(z)

jestlize jsou dany funkce f(z) =e?*, g(z) =1 —cosz, h(x) = z2.

@®=?6~bﬂ# Zpét
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Priklad 9.4.2

Vypoctéte determinant matice

flx)  g(z)  h(z)
A=| fl(z) g'(=) K@) |,
(@) g (z) h'(z)

jestlize jsou dany funkce f(z) =e?*, g(z) =1 —cosz, h(x) = z2.

Vysledek:
(—4x? + 2)e*Tsinx + (222 — 10z + 4)e** cosx + (8x — 4)e?* .

Zpét

|
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Priklad 9.4.2

Vypoctéte determinant matice

flx)  g(z)  h(z)
A=| fl(z) g'(=) K@) |,
(@) g (z) h'(z)

jestlize jsou dany funkce f(z) =e?*, g(z) =1 —cosz, h(x) = z2.
Navod:

Derivace funkci f(x), g(xz), h(x) vypocitadme podle pravidel pro derivovani, po dosazeni

ptislusnych derivaci pak det A (matice typu 3 X 3) uréime napf. pomoci Sarrusova
pravidla.

Zpét
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Priklad 9.4.2

Vypoctéte determinant matice

flx)  g(z)  h(z)
A=| fl(z) g'(=) K@) |,
(@) g (x) h'(z)

jestlize jsou dany funkce f(z) =e?*, g(z) =1 —cosz, h(x) = z2.
Resenti:

Nejprve uré¢ime vSechny potifebné derivace:

fx) = e® = fl(z) =2e*", ["(z)=4e>"
g(x) =1—cosx = g¢'(z)=sinz, g¢"(z)=cosx
h(z) = x? = h'(z) =2z, h'(z) = 2.

Povsimnéme si, ze funkce f(z), f'(z), f”/(x) obsahuji véechny ¢len e*. S vyuzitim
vlastnosti determinantt pak po vytknuti tohoto ¢lenu z prvniho sloupce hledaného
determinantu dostaneme

e 1 —cosxz x° 1 1—cosxz x2
detA = | 2e27 sin x 2 | = e2*| 2 sin 2x | =
4e3% COS T 2 4 CcCos T 2

= e?T{2sinz + 2z% cosx + 8x(1 — cosx) — 4z° sinx — 2x cos x—
—4(1 —cosz)} = (—4z? + 2)e*T sinx + (222 — 10z + 4)e®*” cos z+

+(8x — 4)e** .

7 oot

l_JtJ\./U
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Priklad 9.4.2

Vypoctéte determinant matice

flx)  g(z)  h(z)
A=| fl(z) g'(=) K@) |,
(@) g (x) h'(z)

jestlize jsou dany funkce f(z) =e?*, g(z) =1 —cosz, h(x) = z2.
Maple:

Nejprve urcime vsSechny prislusné derivace. Pozn. pro zjednoduSeni zapisu oznacime f1,
gl, h1l prvni derivace,

analogicky 2, g2, h2 druhé derivace.
> fi=x->exp(2*x);f1(x):=diff(f(x),x);f2(x):=diff (f1(x ). X);
Fimz— ()
f1(z) :=2e(2®)
f2(x) := 4e(2®)
> g:=x->1-cos(X);gl(x):=diff(g(x),x);g2(x):=diff(g1(x ), X);
g:=x — 1 — cos(x)
gl(x) := sin(x)
g2(x) := cos(x)
Dalsi
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Priklad 9.4.2

Vypoctéte determinant matice

flx)  g(z)  h(z)
A=| fl(z) g'(=) K@) |,
(@) g (x) h'(z)

jestlize jsou dany funkce f(z) =e?*, g(z) =1 —cosz, h(x) = z2.

Maple:
> hi=x->x  2:h1(x):=diff(h(x),x);h2(x):=diff(h1(x),x);

h:=x — x2
hl(z) :=2x
h2(xz) := 2
Dale uz staci jen dosadit a vypocitat prislusny determinant.
> Ai=matrix(3,3,[f(x),9(x),h(x),f1(x),g1(x),h1(x),f2( X),92(x),h2(x)]);
e(22) 1 —cos(x) x?
A:=| 222 sin(x) 2x
4el22) cos(x) 2

> det(A);

2e(2®) gin(z) — 102 ®) zcos(z) —4e?®) 4+ 42 cos(z) + 2e2®) 22 cos(x)

+8e2®) g — 4e2%) 42 5in(x)
Zpét

|
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Priklad 9.4.2

Vypoctéte determinant matice

flx)  g(z)  h(z)
A=| fl(z) g'(=) K@) |,
f”(fB) 9" (z) h"(x)

jestlize jsou dany funkce f(z) = e?*, g(z) =1 — cosxz, h(x) = x>

Mathematica:

Nejprve urcime vsSechny prislusné derivace. Pozn. pro zjednoduSeni zapisu oznacime f1,
gl, h1l prvni derivace,analogicky 2, g2, h2 druhé derivace. Potom vypocteme piislusny
determinant.

f[x-] = Exp[2z]; fl[x.] = D[f[z], z]; f2[x.] = DIfl[z], z];
g[x.] =1 — Coslz]; gl[x.] = D[g[z], z]; g2[x-] = D[gl[z], z];
h[x] = 2"2; hl[x] = D[h[z], z]; h2[x.] = D[hl[z], ];
A = {{flz], glz], h[z]}, {f1[z], gl[x], h1[z]},{f2[z], g2[z], h2[=]} }
{{e2*,1 — Cos[x], 22}, {22, Sin[z], 22}, {437, Cos[z], 2}}
det = Det[A]
4€3* 4+ 8e*Tx + 4e** Cos[z] — 10e** xCos[z] + 2e** 2 Cos[z] + 2e?*Sin[z] — 4e®*T2?Sin[x]
Simplify[det]
2¢2* (=2 + 4z + (2 — 5z + 2?)Cos|z] + Sin[z] — 22*Sin[x])

Zpét
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Soustavy linearnich algebraickych rovnic

® Gaussova eliminac¢ni metoda
® Gaussova-Jordanova metoda
® Inverzni matice

¢ Cramerovo pravidlo

@ © Zpét
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Gaussova elimina¢ni metoda

® Piiklad 10.1.1 Reste soustavu rovnic

1 + 2 — X3 — xe = 0,
x1 + 2z - x3 + re = 5,
2r; — x2 + x3 + 2x4 = 1,
—x1 + To + x3 — T4 = 4.
® P#iklad 10.1.2 ReSte soustavu rovnic
d5r1  — xo + 23 = 1,
3x1 -+ 5% ) — T3 = 2.
2:131 — 6:132 —|— 3:133 = 4.
® Piiklad 10.1.3 Reste soustavu rovnic
B ar x2 + 2x3 = 6,
3r1 + Tx2 — 4xz3 = 16,
1 + b5xo — 8x3 = 4.

Vysledek znazornéte graficky.

® Piiklad 10.1.4 Reste soustavu rovnic a provedte diskusi Fesitelnosti pro parametr
A €ER.
Axy  + x2 + r3 = 1
1  +  Az2  + x3 = A,
1 —|— i) —|— )\1133 = )\2.
i Zpét
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

1 + o  — T3z — ry = 0,
x1 + 2z — x3 + x4 = 5,
2x1 — x2 + x3 + 24 = 1,
— X1 -+ o + s — T4 = 4.
B = 7 H 4 - Zpét
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

1 + o  — T3z — ry = 0,
x1 + 2z — x3 + x4 = 5,
2x1 — x2 + x3 + 24 = 1,
— —+ To + x3 — T4 = 4.

Vysledek:

ZE1:0, ZE2:3, $3:2, ZE4:1.

Zpét

1
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

1 + 2 — T3 — ry = 0,
x1 + 2z — x3 + x4 = 5,
2x1 — x2 + x3 + 24 = 1,
— + To + x3 — T4 = 4.

Navod:

Matici soustavy prevedeme pomoci ekvivalentnich iprav na HT-matici, zjistime, kolik ma
dand soustava feSeni, pfipadné zvolime parametry (volitelné proménné) a zpétnym chodem

dopocteme zbyvajici neznamé. Zpét
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

r1 + o — X3 — xqe = 0,

z1 + 22 - x3 + T4 = 95,

2x1 — x2 + x3 + 24 = 1,

— X1 + o -+ s — T4 = 4.

Reseni:

1 1 —1 —1 10 1 1 —1 —110
2 —1 1 5 0 1 0 2 5
—1 1 2 1 0 -3 3 4 1
—1 1 1 —1 | 4 0 2 o —2 1|4

Ke druhému fadku jsme pficetli (—1)—nésobek prvniho fadku (odecetli jsme od druhého
radku prvni), ke tfetimu fadku jsme pficetli (—2)—ndsobek prvniho fadku (od tietiho
radku jsme odecetli dvojnasobek prvniho fadku) a ke ¢tvrtému fadku jsme pficetli prvni
radek ((1)— nasobek prvniho fadku).

1 1 -1 -1 0
0 1 0 2 5
0O O 3 10 | 16
0O O 0O —6| —6

Pricetli jsme ke tretimu fadku trojnasobek druhého a od ¢tvrtého radku jsme odecetli
dvojnasobek druhého radku.

Dalsi

|
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

r1 +
x1 +
2$1 —
—x1 -+

Reseni:

T2
2%2
2

L2

_|_
_|_

L3
L3
I3

3

-

Zq
Lq
2x4
Lg

B~ = Ot O

Vidime, ze h(A) = h(A|b) = 4 soustava ma tedy feseni. Protoze n = h(A) ma soustava
pravé jedno tesSeni. Zbyva provést zpétny chod. Vysledné matici B odpovida soustava

linedrnich rovnic

Gosl by
o

3$3

_|_
_|_

Lq
2x4
10x4
6%4

0,
5,
16,
—6.

Z posledni rovnice soustavy vypocteme x4 = 1, dosadime do tieti rovnice a vypocteme
x3 = 2, dale za x3 i x4 dosadime do druhé rovnice a vypocteme xo = 3 a konecné za

T2, 3 a x4 dosadime do prvni rovnice a vypocteme x1 = 0.
Jedinym freSenim nasi soustavy je vektor

X = (331,:172,:173,:174)T = (0, 3, 2, 1)T.

Poznamenejme jesté, ze linearni prostor Vi je v tomto pripadé tvoren pouze nulovym

vektorem a dim Vg =n — h(A) =4 —4 = 0.

Zpét
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

r1 + o — X3 — xqe = 0,
r1 + 22 — ®3 + x4 = 5,
2:131 — 9 —I— s —|— 2334 == 1,
-1+ r2 + x3 — xse = 4
Maple:

> with(linalg):

>  eqns =

{x1+x2-x3-x4=0,x1+2*x2-x3+x4=5,2*x1-x2+x3+2*x4=1,-x1 +X2+x3-x4=4 };

eqns ;= {zx1 + 22 — 28 — x4 =0, 1 +222 —z8+ x4 =5,2x21 —z24+x23+2x4 =1,
—zl 4+ x2 4+ 8 — x4 = 4}
Ukazeme si na tomto prikladé tfi mozna feSeni v Maplu:
1. Nejjednodussi reSeni:
> solve(egns);
{z1 =0,283 =2, 24 =1, 22 = 3}
2. Nejprve sestavime matici soustavy A a pak fesime:
> A = genmatrix(egns, [x1,x2,x3,x4]);

1 1 -1 -1
1 2 —1 1

Dalsi

|
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

r1 + o — X3 — xqe = 0,
z1 + 22 - x3 + T4 = 95,
2x1 — x2 + x3 + 24 = 1,
— + To + x3 — T4 = 4.

Maple:
> x:=linsolve(A,[0,5,1,4]);
x := [0, 3, 2, 1]

3. Sestavime rozsifenou matici soustavy, provedeme primy chod Gaussovy metody a
vysledek ziskame zpétnym chodem

> b:=vector([0,5,1,4]);
b = [0, 57 17 4]
> Aaug:=augment(A,b);

1 -1 - 0

2 -1 1 5

Aaug := _ 1 |
| =1 1 1 -1 4 |

> B:=gausselim(Aaug);

o O O
S O~ -
w
'_l
()
'_l
(@)

Dalsi
|

|
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

r1 + o — X3 — xqe = 0,
z1 + 22 - x3 + T4 = 95,
2x1 — x2 + x3 + 24 = 1,
— + To + x3 — T4 = 4.
Maple:
> backsub(B);
[0, 3, 2, 1]

Poznamka: Primy chod Gaussovy eliminace lze provadét postupné, zadame-li jako
parametr ¢islo sloupce, ve kterém ma byt Gaussova eliminace zastavena:

> gausselim(Aaug,1);

© O O K
|

w

w
NN
NG

> gausselim(Aaug,?2);

1 1 -1 -1 0
0 1 2 5}
0O O 3 10 16
0O O 0O -6 -6

Zpét

|
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

r1 +
x1 +
2:131 —
—x1 -+

Mathematica:

Uké&zeme si tTi moznosti feseni:
1) feSime pfimo soustavu linedrnich rovnic

T2
2332
2

L2

L3
L3
I3

3

-

Zq
Lq
2:174
Lg

eqns = {x1 + x2 — x3 — x4==0, x1 + 2x2 — x3 + x4==5,
2x1 — x2 + x3 + 2x4==1, —x1 + x2 + x3 — x4==4}

{x14+x2 —x3 —x4 ==0,x1 4+2x2 —x3+ x4 == 5,2x1 — x2 4+ x3 + 2x4 ==

—x1 +x2 4 x3 — x4 == 4}

Solve[eqns]

{{x1 - 0,x2 - 3,x3 — 2,x4 — 1}}

2) TeSeni pfes matici soustavy a pravou stranu

A={{1,1,-1,-1},{1,2,-1,1},{2,-1,1,2},{—1,1,1,—1}}

{{1,1,-1,—-1},{1,2,—-1,1},{2,—-1,1,2},{—1,1,1, —1}}

b= {0,5,1,4}
{0,5,1, 4}

LinearSolve[A, b]
{0,3,2,1}

Dalsi

B~ = Ot O

)
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Priklad 10.1.1

Reste soustavu rovnic

Mathematica:

I
I
2:131
—

_|_

o — s — T4 = 0,
20 — x3 + ry = 5,
x2 + x3 4+ 2x4 = 1,
To + x3 — rge = 4.

3) sestavime rozsifenou matici a feSime pomoci GaussJordanovy eliminace

Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]

({1,1,-1,-1,0},{1,2,-1,1,5},{2,—1,1,2,1},{—1,1,1, —1,4}}
B = RowReduce[AD]
{{1,0,0,0,0}, {0,1,0,0,3}, {0,0,1,0, 2}, {0,0,0,1,1}}

B/ /MatrixForm
1 0 0 O
O 1 0 O
0O 0 1 O
0O 0 0 1

N W O

reseni = Transpose[B][[5]]

{0,3,2,1}

Zpét
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Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

5£E1 — o + 2%3 = 1,
3r;1 + Bz — r3 = 2,
2:171 - 6:172 —|— 3:173 = 4.
@ © = 7 H £ = Zpét

1
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Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

5£C1 — T2 + 2%3 = 1,
3£E1 + 5%2 — T3 = 27
2:171 - 6:172 —|— 3:173 = 4.

Vysledek:

Soustava nema reSeni.

Zpét

Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.103/139



Piiklad 10.1.2 |

Reste soustavu rovnic

51131 — T2 + 2:133 = 1,
3:131 + 5:132 — T3 = 2,
2:13’1 - 6:13’2 —|— 3:13’3 = 4.

Navod:

Matici soustavy prevedeme pomoci ekvivalentnich iprav na HT-matici. Zjistime, ze
matice soustavy ma hodnost h(A) = 2, rozsifend matice soustavy ma hodnost
h(A|b) = 3. Soustava tedy podle Frobeniovy véty nem4 teSeni.

Zpét

|
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Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

St — To + 2x3 = 1,
3x1 + HSxs — r3 = 2,
2:171 - 6:172 —|— 3:173 = 4.
Reseni
5 -1 2 |1 5 —1 2 1 5 -1 2 1
3 5 —1 ~ 0 28 —11 7 ~ 0 28 —11 7
2 —6 3| 4 0O —28 11 | 18 0 0 0| 25

Nejprve jsme od pétinasobku druhého radku odecetli trojnasobek prvniho rddku a od
pétinasobku tretiho fadku jsme odecetli dvojnasobek prvniho. P#i tpravé druhé matice
jsme k tretimu fddku pricetli druhy. Matice soustavy m& hodnost h(A) = 2, rozsifena
matice soustavy ma hodnost h(A|b) = 3. Soustava tedy podle Frobeniovy véty nema
reseni.

Zpét

|
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.103/139



Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

St — To + 2x3 = 1,
3x1 + HSxs — r3 = 2,
2¢¢y — 6x9 + 3x3 = 4.
Maple:
> with(linalg):
> eqns = {5"x1-x2+2*x3=1,3*x1+5*x2-x3=2,2*x1-6*x2+3*x3=4 };

eqns 1= {5:1:1 —xz2+4+2x83=1,3x21 +522 —x8 =2,2xz1 —6x2 +3x3 = 4}
> solve(egns);
Maple nevratil zadné reseni, coz znamenad, zZe soustava zadné reSeni nema. Ovérime si
to naptriklad tak, ze sestavime rozsifenou matici soustavy a provedeme Gaussovu
eliminaci:
> A = genmatrix(egns, [x1,x2,x3]);

5 -1 2
A = 3 5 -1
2 -0 3
> h:=vector([1,2,4]);
b:= [17 27 4]

> Aaug:=augment(A,b);
[ 5 —1 2 1 1
Aaug := 3 5 -1 2
[ 2 -6 3 4 J

Dalsi
|

|
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Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

5ry — ®2 + 2z3 = 1,
3r; + 5Sz2 — =x3 = 2,
2¢;7 — 6z2 + 3z3 = 4.
Maple:
> B:=gausselim(Aaug);
[ 5 —1 2 1]
s |0 3 T
T 5 5 5%
0 0 0 5

Hodnost matice soustavy je 2, hodnost rozsitené matice soustavy je 3. Soustava nema
reseni. Kdybychom se presto pokusili provést zpétny chod, dostali bychom:

> backsub(B);
Error, (in backsub) inconsistent system

Zpét

|
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Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

dr1 — 2 + 23 = 1,
3331 + 5%2 — T3 = 2’
2:171 - 6:172 —|— 3:133 = 4.

Mathematica:

Nejdrive fesime primo soustavu linearnich rovnic:

eqns = {x1 + x2 — x3 — x4==0, x1 + 2x2 — x3 + x4==05,
2x1 — x2 4+ x3 + 2x4==1, —x1 + x2 + x3 — x4==4}

{x1+x2 —-x3 —x4 ==0,x1 +2x2 — x3 + x4 == 5,
2x1 — x2 +x3+4+2x4 ==1, —x1 + x2 4+ x3 — x4 == 4}

Solve[eqns]
{}

Mathematica nevratil zadné reSeni, coz znamena, ze soustava zadné reseni nema.
Oveérime si to napriklad tak, Ze sestavime rozsitenou matici soustavy a provedeme
Gaussovu eliminaci:

A = {{5,-1,2},{3,5,—1},{2,—6,3}}
{{5,-1,2},{3,5,—1},{2,—6,3}}
b=1{1,2,4}

{1,2,4}

Dalsi

|
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Priklad 10.1.2

Reste soustavu rovnic

5CI31 — T2 + 2%3 = 1,
3:131 + 5:132 — T3 = 2’
2:131 - 6:132 —|— 3:133 = 4.

Mathematica:

Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]

{{5,-1,2,1},4{3,5,—1,2},{2,—6,3,4}}

B = RowReduce[AD]

{{1707 %70} 7{07 17 _%70} 7{070707 1}}

B/ /MatrixForm
9
L O 5= 0
11

0 1 —55 O

0O 0 O 1
Hodnost matice soustavy je 2, hodnost rozsitené matice soustavy je 3. Soustava nema
reseni.
Zpét

|
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

1 + x2 + 2x3 = 6,
3%1 + 7%2 — 4%3 = 16,
1 —|— 5:132 — 8:133 = 4.
Vysledek znazornéte graficky.
@0 =7 6% B Zpét

1
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

1 + x2 + 2x3 = 6,
3%1 -+ 7%2 — 4%3 = 16,
1 —|— 5:132 - 8:133 = 4.

Vysledek znazornéte graficky.

Vysledek:

Soustava ma nekonec¢né mnoho reseni
o o
x = (13/2,—-1/2,0)" +s(—9,5,2)", seR.

Grafickym feSenim je primka - viz Maple.

Zpét

|
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

1 + x2 + 2x3 = 6,
3%1 + 7%2 — 4:1:3 = 16,
1 —|— 5:132 - 8:133 = 4.

Vysledek znazornéte graficky.
Navod:

Matici soustavy prevedeme pomoci ekvivalentnich tiprav na HT-matici. Zvolime
parametry (volitelné proménné) a zpétnym chodem dopocéteme zbyvajici neznamé.
Grafické teseni - viz Maple.

Zpét

|
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

1 + x2 + 2x3 = 6,
3331 -+ 7332 — 4333 = 16,
r1 4+ bDxra — 8xz = 4.

Vysledek znazornéte graficky.
Reseni:
1 1 2| 6 1 1 2 6
1 1 2 6
3 7 —4]16 | ~|] O 4 —-10| -2 | ~ :
0O 2 -—-5]| -1
1 5 -8 4 0O 4 —-10 | —2
Nejprve jsme od druhého radku odecetli trojnasobek prvniho a od tretiho radku odecetli

prvni. V dalsi iipravé jsme od tretiho radku odecetli druhy a vynechali jsme nulovy radek.

Vidime, ze h(A) = h(A|b) = 2, n = 3. Soustava ma tedy nekoneéné mnoho feseni,
dimVy = 3 — 2 = 1 = pocet volitelnych nezndmych.

Zpétny chod:

xr3 =1 € R,

2x0 = —1 + 5x3 = 332:—1/2—|—5/2t,

r1 =6 — 2x3 — x2 = :1:1:6—2t-|—1/2—5/2t = 331:13/2—9/2t.

13 _ 94 % 13

2~ 2 —9 2 -9
X —%—%t -1 -|—2t 5) ~-1 + s 5 , s€ER.
t 0 2 0 2
Jednoprvkova béaze prostoru Vi je tvofena napt. vektorem (—9,5, 2)T. Grafické tesSeni -

viz Maple.

Zpét
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

1 + x2 + 2x3 = 6,
3331 -+ 7332 — 4333 = 16,
I + 55132 — 8:133 = 4.
Vysledek znazornéte graficky.
Maple:
> with(linalg): with(plots):
> eqns = {x1+x2+2*x3=6,3*x1+7*x2-4*x3=16,x1+5*x2-8*x3=4 };

eqns ;= {zl1 + 2 +2xz83 =6,3z1 + 722 —428 =16, z1 + 522 — 8x3 = 4}
> sols := solve(egns);

Is = {02 — 1+5:1:3 1_13 9x3 3 = 23}
sos.—a:—2 2,3:—2 2,:1:—:1:

> assign( sols );
> x:=vector([x1,x2,x3]);

13 9z3 1 5 x3

TSl T T2 T2 g
Graficky predstavuje feSeni soustavy tii rovnic o tfech nezndmych hledani prisecnice tii
rovin, které jsou zadany obecnymi rovnicemi odpovidajicimi radkum rozsifené matice
soustavy:
> implicitplot3d( {X+y+2*72=6,3*x+7*y-4*2=16,x+5*y-8*z=4
}.x=-3..5,y=-3..5,2=-3..5, axes=boxed);

, 3

Dalsi
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

1 + x2 + 2x3 = 6,
3331 -+ 7332 — 4333 = 16,
1 —|— 5:132 - 8:133 = 4.

Vysledek znazornéte graficky.

Maple:

Prusecnice je primka, jejiz parametrické rovnice jsou:

1
r= — — 9s, y:—§—|—5s, z = 2s.

Zpét
|

|
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

1 + x2 + 2x3 = 6,
3331 -+ 7332 — 4333 = 16,
r1 4+ bDxra — 8xz = 4.

Vysledek znazornéte graficky.

Mathematica:

Nejdrive resime pfimo soustavu linearnich rovnic:

eqns = {x1 + x2 + 2x3==6, 3x1 + 7x2 — 4x3==16,

x1 + 5x2 — 8x3==4}

{x1 + x2 + 2x3 == 6,3x1 + 7x2 — 4x3 == 16,x1 4+ 5x2 — 8x3 == 4}
Solve[eqns]

Solve::svars :

Equations may not give solutions for all solve variables. More. . .[lmm)]
(1 — % - 22 x2— —} + 52}

Mathematica nam vratil nekone¢né mnoho reseni, zavislych na jednom parametru.
Oveérime si to napriklad tak, Ze sestavime rozsSitenou matici soustavy a provedeme
Gaussovu eliminaci:

A= {{1,1,2},{3,7,—4},{1,5,—8}}
{{1,1,2},{3,7,—4},{1,5, —8}}

b= {6,16,4}

{6,16,4}

Dalsi |

|
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

r1 + T2
3331 -+ 7332
r1 + Ox2

Vysledek znazornéte graficky.

Mathematica:

Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]
{{1,1,2,6},{3,7,—4,16},{1,5,—8,4}}
B = RowReduce[Ab]//MatrixForm
Lo 3 ¥
o 1 - —
0O 0 O 0

N =

S
2

Znazornime si to graficky:

rl = x3/.Solve[eqns][[1]], x3][[1]]
r2 = x3/.Solve[eqns[[2]], x3][[1]]
r3 = x3/.Solve[eqns|[3]], x3][[1]]

(6 —x1 — x2)
(—16 4+ 3x1 + 7x2)
1(—4 +x1 + 5x2)

= N

Dalsi

2333
4333
8:133

16,
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Priklad 10.1.3

Reste soustavu rovnic

1 + x2 + 2x3 = 6,
3331 + 7332 — 4333 = 16,
r1 + bSx2 — 8xz = 4.

Vysledek znazornéte graficky.

Mathematica:

gl = Plot3D|r1, {x1, —2, 2}, {x2, —2, 2} ,DisplayFunction — Identity];
g2 = Plot3D[r2, {x1, —2, 2}, {x2, —2, 2} ,DisplayFunction — Identity];
g3 = Plot3D|[r3, {x1, —2, 2}, {x2, —2, 2} ,DisplayFunction — Identity];

Show[{gl, g2, g3}, DisplayFunction — $DisplayFunction,BoxRatios — {1,1,1}];
2

Reseni soustavy je primka, ktera je prusecnici tii rovin.

Zpét
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi FeSitelnosti pro parametr A € R.

@ ©

? Gy d W

Az1 + T2 + x3 = 1,
1 + Azr2  + T3 = A,
r1 + ra + Axs = M\

Zpét
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi FeSitelnosti pro parametr A € R.

Ar1 + T2 + s
X1 + AT2 + L3
1 + x2 + Azxs

Vysledek:

A= —2 = soustava neméa feSeni;
A=1 = soustava ma nekonecné mnoho tfesSeni,

2E — (17070)T +t(_1707 1)T + S(_17 170)T7 t,s € IR)

AZ{—2,1} = soustava ma pravé jedno feSeni

x:( 1+ 1 _(1+>\)2>T

24072407 24
Zpét
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi FeSitelnosti pro parametr A € R.

Az1 + T2 + x3 = 1
r1 + Ar2  + r3z = A,
r1 + xa 4+ Azs = A2,

Navod:

Rozsitenou matici soustavy prevadime pomoci ekvivalentnich tiprav na horni
trojuhelnikovy tvar. Protoze nulovym cislem nelze délit, musime pro hodnoty parametru,
pri kterém by déleni nulou mohlo nastat, feSit soustavu s touto hodnotou A zvlast.
Provedeme diskusi hodnosti matice a rozsitrené matice soustavy v zavislosti na ruznych
hodnotach parametru A a zpétny chod. Nakonec shrneme ziskané vysledky.

Zpét

|
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi FeSitelnosti pro parametr A € R.

Az1 + T2 + x3 = 1
r1 + Ar2  + r3z = A,
1 + 2 -+ )\%3 = )\2.
Reseni
A1 1 1 A 1 1 1 A 1 1 1
T X 1| X |~ o 1= 1-X [1-X |~ 0 1+ 1 1+ A
1 1 x| A\ 0 1—-X 1-X%|1-=2X° 0 1 L4+ | 1+ A+ 22
A 1 1 1
~ 0O 14+ X 1 14+ A
0 0 AN +2) | =A1+ N3
Pri provadéni ekvivalentnich uprav jsme vyloucili pripad A = 1 a z tvaru vysledné horni
trojuhelnikové matice vidime, ze specialnimi pripady budou i hodnoty A =0, A = —1 a
A = —2 (diagondlni prvky horni trojihelnikové matice musi byt nenulové).
a) Pro A = —2 mé upravend matice tvar

—2 1 1 1
0O -1 1| -1 h(A) =2, h(Alb) =3 = soustava nemd feSeni.
0 0O O 2

Dalsi

|
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi FeSitelnosti pro parametr A € R.

Az1 + T2 + x3 = 1
r1 + Azr2 + r3 = ;
1 + ro 4+ Axzz = M?
Reseni:
b) Pro A = —1 je
—1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1
(Alb) = 1 -1 1] -1 |~ 0 0 20 |~ o 1 o1 |,
1 1 —1 1 0O 2 0| 2 0O O 1 0

kde jsme pti posledni ipravé museli prehodit druhy a treti radek, aby diagonalni prvky
byly nenulové. Tedy pro A = —1 je h(A) = h(A|b) =n =3 = soustava ma pravé jedno
feseni. Zpétny chod: 3 =0, xo =1, =z =x3+x3—1=0, tj x=(0,1,0)T.

c) Pro A =0 je

0 1 1]1 1 0 1 1 0]o0 1 1 oo
(Ab) = | 1 ~ o |~ o0 -1 1]0 |~] 0 -1 1]0
1 00 1 1 o 1 1]1 o 0 2|1

Tedy pro A =0 je h(A) = h(A|b) =n =3 = soustava ma pravé jedno feseni. Zpétny
chod: x5 = 1/2, x2=1/2, z1=-1/2, tj. x= %(—1,1, 1),
Dalsi
|

|
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi FeSitelnosti pro parametr A € R.

Az1 + T2 + x3 = 1
1 + Azr2  + T3 = ;
1 + ro 4+ Axzz = M?
Reseni:
d) Pro A =1 je
1 1 11
Ab)=| 1 1 1]1 ~(111|1).
1 1 11

Tedy pro A =1 je h(A) = h(A|b) =1, n =3 = soustava ma nekone¢né mnoho feseni,
dim Vg = n — h(A) = 2 = pocet volitelnych proménnych. Zpétny chod:

rg=t€eR, xz9=s€eR, xx1=1-—s—1t, t.j.

2E — (17 07 O)T + t(_17 07 1)T + S(_17 17 O)T7 t,s € IR)

baze Vi = {(—1,0,1)T,(—=1,1,0)"}.

e) Jestlize X € {—2, }[}, pak h(A) = h(A|b) = n = 3 a soustava ma pravé jedno feSeni.

Baze Vi = {(0,0,0) " }. Zpétny chod:

(142 1 Iy

2+ A ) (1—|—>\)ZE2 = 1+A—z3 = T2 Ar1 = 1l—xo—2x3 = rg = ———.

z3 = ——
24+ A 24 A

Napiiklad pro A = —1 dostdvame: x = (0,1,0)", coz je feseni, které jsme ziskali v b).
Pro A = 0 dostavdame: x = (—1/2,1/2,1/2)T, coz je feseni, které jsme ziskali v c).

Zpét
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi FeSitelnosti pro parametr A € R.

Az + 2 + T3 = 15
r1 + Ar2  + r3z = A,
1 + 2 -+ )\1133 = )\2.
Maple:
> with(linalg): with(plots):
> eqns =
{lambda*x1+x2+x3=1,x1+lambda*x2+x3=lambda,x1+x2+lamb da*x3=lambda™2 };

eqns == {Azl + 2+ 23 =1, 21 + Az2+ 23 =\, 21 + 22 + X z3 = \?}

> sols := solve(egns, {x1,x2,x3 });
A+1 A+ 1)2 1
sols := {z1 = —L, T8 = u, 2 = ——}
A+ 2 A+ 2 A+ 2

> assign( sols );
> x:=vector([x1,x2,x3]);

A+1 1 (A+1)3
A4+2"A4+2° A42

Pozor, Maple apriori predpoklada, ze lambda je takové, ze soustava ma teSeni, a to
pravé jedno. My ale vime, Ze musime rozlisit hned nékolik pripadnu.

> unassign(’x1’,’x2’,’x3");

Dalsi

|
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi FeSitelnosti pro parametr A € R.

Az + 2 + T3 = 15
r1 + Ar2  + r3z = A,
1 + 2 -+ )\1133 = )\2.
Maple:
a) A= —2:
> egnsai=  {-2*x1+x2+x3=1,x1-2*x2+x3=-2,x1+x2-2*x3=4 };

eqnsa :={—2z1 +z24+ 23 =1, 21 — 2224+ 28 = -2, z1 +z2 — 2z8 = 4}
> solve(egnsa);

Maple nevratil zadné reseni, soustava tedy pro A = —2 feseni nemd. Presvédcte se o tom
pomoci Gaussovy eliminace.
b) A= —-1:

> egnsh:= {-x1+x2+x3=1,x1-x2+x3=-1,x1+x2-x3=1 +;

eqnsb :={—z1 + 22+ 283 =1,21 —z2 + 23 = —1, 21 + 22 — 28 = 1}
> solve(egnsb);
{z8 =0, 21 =0, z2 =1}
c)A=0:
> egnsc:i=  {x2+x3=1,x1+x3=0,x1+x2=0  };

eqnsc :={z2 4+ 28 =1, z1 + 23 =0, 1 + 2 = 0}

Dalsi
|

|
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi FeSitelnosti pro parametr A € R.

Az1 + T2 + x3 = 1
r1 + Ar2  + r3z = A,
1 + 2 -+ )\%3 = )\2.
Maple:
> solve(egnsc);
—1 1 1
1=—,22=—, 28 = —
ol = o= a8 =5, 28 =}

d)y A=1:

> eqnsd:=  {x1+x2+x3=1,x1+x2+x3=1,x1+x2+x3=1 };

eqnsd := {x1 4+ 22 4+ 28 = 1}
> solve(egnsd);
{z1 = —22 — 28+ 1, 22 = z2, 28 = z3}
> A = genmatrix(egnsd, [x1,x2,x3]);
A= [ 1 1 1 }
> nullspace(A);
{[-1, 0, 1], [-1, 1, 0]}

Maple nam vratil bazi prostoru V.

Zpét

|
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi FeSitelnosti pro parametr A € R.

Az1 + T2 + x3 = 1
r1 + Ar2  + r3z = A,
1 + 2 -+ )\%3 = )\2.

Mathematica:

Nejdrive nechdme Mathematicu vyrtesit soustavu:

{X2 4+ x3 4+ x1A==1,x1 + x3 + x2\ == A\, x1 4+ x2 4+ x3\ == >\2}
Solve[eqns, {x1,x2,x3}]

{{Xl — —;i—i,x2 —

%3 — — —1=22—)2 }}

1
2\ 2\

Mathematica nam vypocte pouze feSeni pro takova A, kdy existuje pouze jedno treseni. 7
vysledku ale vidime, ze pro A = —2 feSeni neexistuje. Pokusime se zjistit problematické
hodnoty parametru A. Definujeme si matici soustavy a rozsifenou matici soustavy.

A={{\1,1},{1,) 1}, {1,1,A}}

{{N 1,1}, {1, X, 1}, {1,1, A}
Ab = {{A’ 1’ 1’ 1}’ {1’ >" 17 A}a {1’ 1’ )" )‘A2}}
({011,130, {1, 0, 1,00, {1, 1,0, A%} ]

Vypoctéme hodnoty A, kdy determinant matice soustavy je roven O.
Dalsi

|
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi FeSitelnosti pro parametr A € R.

Az1 + T2 + x3 = 1

r1 + Azr2 + 3 = ;

x1 + ra + Azz = A?
Mathematica:
Solve[Det[A] == 0, )]
H{A— 2 {A =1} {A = 1}}
Problematické body jsou A = —2 a A = —1. VySetiime feSeni pro tyto parametry.
A= -2
—2

RowReduce[Ab]//MatrixForm

1 0 -1 O
O 1 -1 0
0O 0 O 1

Solve[eqns, {x1, x2, x3}]
{
Dalsi

|
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Priklad 10.1.4

Reste soustavu rovnic a provedite diskusi FeSitelnosti pro parametr A € R.

Az1 + T2 + x3 = 1
r1 + Ar2  + r3z = 3
x1 + ra + Azz = A?
Mathematica:
A=1
1
RowReduce[Ab]//MatrixForm
1 1 1 1
O 0 0 O
O 0 O O

Solve[eqns, {x1, x2, x3}]

Solve::svars :
Equations may not give solutions for all solve variables. More. . .

{{x1 — 1 —x2—x3}}

Pro A = —2 neexistuje fesSeni, pro A = —1 existuje nekonecné feSeni (feSeni je zavislé na
dvou parametrech), pro ostatni hodnoty parametru A\ existuje jedno fFeSeni
2
_ 14X _ 1 . —1—2Xx-21)
1= —an»%2 = 33x»%3 = R
Zpét

|
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Gaussova-Jordanova metoda

® Priklad 10.2.1 Reste soustavu rovnic

Z1
2:131
Z1

_|_

+
_|_

o —
x2
2:132 -
T2 +

3
L3
L3

3

_|_
_|_

T4
2%4
Lq

T4

® Piiklad 10.2.2 Gaussovou-Jordanovou metodou feSte soustavu rovnic

r1 +
2¢1 +
7:131 —

r1 +

2:13’2 —
3:132 —
T2 +

9 —

33

x3
4:133
2:13’3

— -

Tq
2:134
3:134

T4

_5’
0,
15,
—3.

Zpét
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Priklad 10.2.1

Reste soustavu rovnic

]

? L d W

I1
2331
L1

To —  x3 — rgy, = 0,
x2 + x3 4+ 2x4 = 1,
202 — x3 + rqeg = 5,
i) —|— s — T4 = 4.

Zpét
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Priklad 10.2.1

Reste soustavu rovnic

1 + R E RS rg = 0,
2xy — x2 + x3 + 2x4 = 1,
x1 + 2x2 — x3 + rqe = 95,
— X1 —|— i) —|— s — T4 = 4.

Vysledek:

ZE1:0, ZE2:3, $3:2, ZE4:1.

Zpét

1
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Priklad 10.2.1

Reste soustavu rovnic

Navod:

Pomoci ekvivalentnich tprav prevedeme rozsitenou matici soustavy na matici

Zpét

I1
2331
L1

T
T
2%

X

o O O

2 - L3
2 + x3
2 - 3
2 + x3

o O + O
o = O O

= O O O

—

L1
L2
L3

Tq

L4
2:13'4
T4

T4

rlkO'()—‘O
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16
14

10

16

10

3
3
3

2
2332
2

—18

/

Reste soustavu rovnic
Senl:

Re

~

Priklad 10.2.1

oS O O

S O MmO

S 4 O O

MmO O O
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Priklad 10.2.1

Reste soustavu rovnic

1 + R E RS rg = 0,
2xy — xo + x3 + 2x4 = 1,
1 + 22 - x3 + r4e = 95,
— X1 —I— i) —I— s — T4 — 4.

Reseni:

Ekvivalentni upravy:

~1: Od druhého fddku jsme odecetli dvojnasobek prvniho, od tietiho fddku jsme odecetli
prvni a ke ¢ctvrtému radku jsme prvni pricetli.

~?: Ke trojndsobku prvniho fddku jsme pfic¢etli druhy fédek, k trojndsobku tietiho jsme
pricetli druhy a k trojnasobku ¢tvrtého jsme pricetli dvojnasobek druhého.

~3: K (-2) nasobku druhého Fadku jsme piicetli tFeti a od &étvrtého jsme odecetli
dvojnasobek tretiho.

~%: Abychom si zjednodusili poéitani, vydeélili jsme druhy fédek ¢islem 3 a posledni
radek c¢islem —18.

~°: Od prvniho Faddku jsme odecetli posledni, od druhého jsme odecetli dvojnisobek
posledniho a od tretiho jsme odecetli desetindsobek posledniho radku.

~%: Nakonec vydélime prvni a treti fddek tFfemi, abychom ziskali na diagondle jednicky.
Poznamenejme, Ze je také mozné provadét upravy tak, aby diagonalni prvky byly rovny
rovnou pfi dpravach jedné, ale v tom pfipadé se nevyhneme pocitani se zlomky (viz.
Maple).

Vidime, ze h(A) = $A|b) =4ak=n—h(A)=4—4 =0 soustava ma tedy pravé jedno
feseni x = (0,3,2,1) .

Zpét
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Priklad 10.2.1

Reste soustavu rovnic

1 + R E RS rg = 0,
2xy — xo + x3 + 2x4 = 1,
1 + 22 - x3 + r4e = 95,
=457 AF By ap @By — rea = 4.
Maple:
> with(linalg): with(plots):
> A:=array([[1,1,-1,-1,0],[2,-1,1,2,1],[1,2,-1,1,5],] -1,1,1,-1,4]));
! i =i =1 O ]
A 2 —1 1 1
1 2 —1 5
4

—1 1 1 -1

> B:=gaussjord(A);

oS O O
o O = O
oS = O O
= O O O
= N W O

> x:=vector(4,[]);

x := array(1..4, [])

Dalsi

|
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Priklad 10.2.1

Reste soustavu rovnic

1 + x> — zx3 — x4 = 0,
2xy — x2 + x3 + 2x4 = 1,
1 + 22 - x3 + r4e = 95,
=457 AF By ap @By — rea = 4.
Maple:
> for i to 4 do X[i] := BJi,5]; end do:
> print(x);
[0, 3, 2, 1]

Také Gausovu-Jordanovu metodu lze provadét postupné po sloupcich, napft.:
> gaussjord(A,3);

— 1 1 =
1 0 0 = =
3 3
0 1 0 2 5
10 16
o 0 1 — =
3 3
| 0 0 0 -6 —6 |

Zpét
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Priklad 10.2.1

Reste soustavu rovnic

Mathematica:

I1
2331
L1

To —  x3 — rgy, = 0,
x2 + x3 4+ 2x4 = 1,
200 — x3 + Ty = 5,
i) —I— s — T4 — 4.

Definujeme rozsifenou matici soustavy a provedeme Gaussovu-Jordanovu eliminaci:

Ab = {{1,1,-1,-1,0},{2,-1,1,2,1},{1,2,—-1,1, 5},

{—1, 1) 1, _17 4}}

{{1,1,—-1,-1,0},{2,—1,1,2,1},
{1,2,—-1,1,5},{—1,1,1, -1, 4}}

B = RowReduce[AD]

{{1,0,0,0,0},{0,1,0,0,3},
{0,0,1,0,2},{0,0,0,1,1}}

N W O

B/ /MatrixForm
1 0 0 O
O 1 0 O
O 0O 1 O
0O 0 0 1
reseni = Transpose[B][[5]]
{0,3,2,1}
Zpét
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Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou reSte soustavu rovnic

I
2:131
7%1

I

@ ® =7 &H & B

_|_
_|_

2%2
3:132
T2
2

— 3%3 + T4 = —5,
— x3 + 2x4 = 0,
+ 4dxs3 — 3xr4y = 15,
—  2x3 — rgy = —3

Zpét
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Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou reSte soustavu rovnic

x1 + 2x2 — 3x3 + x4 = —9,
2:131 —|— 3:132 — s —|— 2:134 = O,
Tx1 — ro + 4xz — 3xy = 15,

1 + To — 2x3 — rqg = —3.

Vysledek:

£E1:1, ZEQZO, $3:2, ZE4:0.

Zpét

1
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Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou reSte soustavu rovnic

x1 + 2x2 — 3x3 + x4 = —9,
2:131 —|— 3:132 — s —|— 2:134 = O,
Tx1 — ro + 4xz — 3xy = 15,

1 -+ To — 2x3 — rqg = —3.

Navod:

Pomoci ekvivalentnich tprav prevedeme rozsitenou matici soustavy na matici

1 0 0 0| =
0O 1 0 O] =2
O 0 1 O] =3
0O 0 0 1| x4

Zpét

|
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Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou reSte soustavu rovnic

x1 + 2x2 — 3x3 + x4 = —9,
2:131 —I— 3:132 — s —I— 2:134 = O,
7331 — o + 4333 — 3334 = 15,
1 + o — 2333 — g = —3.
Reseni
1 2 -3 1| =5 1 2 -3 1| =5
2 3 -1 0 1 0 1, 5 0| 10 5
(Alb) = ~ N
7 - 4 -3 | 15 0 —15 25 —10| 50
1 -2 -1 -3 0 —1 1 —2 2
1 0 7 3 15 1 0 3| 15 1 0O 7 3|15
9 0 -1 5 0 10 3 0 -1 0| 10 4 0O —1 5 0] 10 5
0 3 -5 2 | —10 0 10 2| 20 0 0O 5 11|10
0 -1 1 =2 2 0 0 4 2 8 0 0o 2 1 4
-5 0O 0 —-8| =5 —15 0 0O 0| —15 1 0 0 0|1
5 O —-1 0 -1 0 6 0o -3 0 0 0 - 0O 1 0 010
0 0 5 1 10 0 0 —15 0| =30 0O 0 1 0] 2
0 0 0 3 0 0 0 0 3 0 0O 0 0O 110
Dalsi

|
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Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou reSte soustavu rovnic

x1 + 2x2 — 3x3 + x4 = —9,
2:131 —I— 3:132 — s —I— 2:134 = O,
Tx1 — ro + 4xrs — 34 = 15,

r1 To —  2x3 — re = —3.

Reseni:

Ekvivalentni upravy:

~1: Od druhého f4dku jsme odecetli dvojndsobek prvniho, od tietiho fddku jsme odecetli
sedminasobek prvniho a od ¢tvrtého radku jsme prvni odecetli.

~2: K prvnimu Fddku jsme pricetli dvojndsobek druhého fddku, tieti Fddek jsme vydélili
Cislem —5.

~3: K tfetimu fddku jsme pficetli trojndsobek druhého, k (-1)krat ¢tvrtému fadku jsme
pricetli druhy.

~%: Vydélili jsme tiet{ a étvrty fadek ¢islem 2.

~®: K (-5)tindsobku prvniho fddku jsme pficetli sedmindsobek tietiho, od druhého Fadku
jsme odecetli treti, od pétindsobku ¢tvrtého radku jsme odecetli dvojnasobek tietiho.

~%: K trojndsobku prvniho faddku jsme pricetli osmingsobek ¢tvrtého, k trojndsobku
druhého jsme ptricetli ¢tvrty a k (-3)ndsobku tfetiho jsme pficetli posledni Fadek.

~7: Nakonec vydélime kazdy Fddek diagondlnim prvkem, abychom ziskali na diagondle
jednicky.

Soustava mé pravé jedno fedeni x = (1,0,2,0)".

Zpét
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Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou reSte soustavu rovnic

x1 + 2x2 — 3x3 + x4 = —9,
2:131 —I— 3:132 — s —I— 2:134 = O,
7331 — o + 4333 — 3334 = 15,
1 + o — 2333 — g = —3.
Maple:

> with(linalg):

> A = array(

[[1,2,-3,1,-5],[2,3,-1,2,0],[7,-1,4,-3,15],[1,1,-2, -1,-3]] );

1 2 -3 1 =5
2 3 -1 2 0
7 -1 4 =3 15
1 1 -2 -1 -3

> B:=gaussjord(A);

S O O
o O = O
o = O O
— O O O
S N O

> x:=vector(4,[]);

x := array(1..4, [])

Dalsi
|

|
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Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou reSte soustavu rovnic

1
2:131
7%1
1
Maple:
> for i to 4 do X[ :
> print(x);
Zpét

-|— 2%2 — 3%3 -|— T4 = —5,
4+ 3x2 — x3 + 2x4 = 0,
— o + 4%3 — 3%4 = 15,
-+ o — 2%3 — T4 = -3
B[i,5]; end do:

[1, 0, 2, 0]
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Priklad 10.2.2

Gaussovou-Jordanovou metodou reSte soustavu rovnic

Mathematica:

I
2:131
7331

I

_|_
_|_

_|_

2332
3:132
T2
2

— 3333 + T4 = —5,
— x3 + 2x4 = 0,
+ 4dxs3 — 3xr4y = 15,
—  2x3 — rgy = —3

Definujeme rozsifenou matici soustavy a provedeme Gaussovu-Jordanovu eliminaci:

Ab = {{1,2,-3,1,-5},{2,3,-1,2,0}, {7,—1,4,—3,15},

{1, 1, _2a _]-a —3}}

{{1,2,-3,1,—-5},{2,3,—1,2,0},

{7,—-1,4,-3,15},{1,1, -2, -1, —3}}
B = RowReduce[AD]

{{1,0,0,0,1},{0,1,0,0,0},
{0,0,1,0,2},{0,0,0,1,0}}

N O

B/ /MatrixForm
1 0 0 O
0O 1 0 O
O 0 1 O
0O 0 0 1
reseni = Transpose[B][[5]]
{1,0,2,0}
Zpet
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Inverzni matice

® Priklad 10.3.1 Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic
4r1  + 3x2 + z3 = T,

21+ 2 + 3x3 = 7,

1 — 4%2 — 4%3 = 7.
® Priklad 10.3.2 Pomoc{ inverzni matice feSte soustavu rovnic
2%1 -+ 2 — 3:133 = —4,

x1 + x2 + T — 6,

T + r3 = .

Vysledek znizornéte graficky.
@ © Zpét

|
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Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

4r1 + 3x2 + 3 = 7,
2x1  + x2 + 3xzz = 7,
1 — 4ZE2 — 4ZE3 = 7.
§ = 7 Ly # = Zpét
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Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

4r1 + 3x2 + 3 = 7,
2x1  + x2 + 3xzz = 7,
1 — 4162 — 4ZE3 = 7.

Vysledek:

1131:3, :E2:—2, :L’3:1.

Zpét
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Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

4r1 + 3x2 + 3 = 7,
2x1  + x2 + 3xzz = 7,
1 — 4:132 — 4:133 = 7.

Navod:

Nejprve ovérime, Zze matice soustavy je regularni, pak vypocteme inverzni matici, kterou
zprava vynasobime vektorem pravé strany.

Zpét
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Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

4x1 + 3x2 + r3 = T,
2x1  + x2 + 3xzz = 7,
1 — 4:132 — 4:133 = 7.
Reseni:
4 3 1
Matice A = 2 1 3 je reguldrni, protoze (determinant je pocitdn rozvojem
1 —4 —4
podle prvniho sloupce)
1 3 3 1 1
detA = 4. (—1)'"" 2. (—1)*"" 1. (—1)>*t —
: O e I B SYC Vit IR B B Y .
=4(—4+412) —2(—12+4+4)+1(9 - 1) =56 # 0.
Nyni vypocteme inverzni matici pomoci Gaussovy-Jordanovy metody:
4 3 111 0 O 4 3 1 0 0 4 0 16 —2 6
2 1 3|0 1 0 |~ 0 1 =5 —2 0 |[~*|] 0 1 -5 1 -2
1 -4 —4|0 0 1 0 19 17 0O —4 O 0 112 | —18 38
Dalsi
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Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

4331 -|— 3332 -|— s == 7,
2¢7y + =x2 + 3z3 = T,
1 — 4332 — 4333 = 7.
Resent: 1 1 1
(1 0 o - - =)
—28 0 0| -4 —4 -4 7 7 7
3 4 11 17 5
-~ 0 112 0 22 —34 —20 ~ 0 1 0 % —% _2_8
0 0O 112 | —18 38 —4 9 19 1
L0 0 1| -—— = —=
56 56 28

Ekvivalentni upravy:

~t: (-2)krat 2.¥ddek + 1. fadek, (-4)krat 3. fadek + 1. Fddek; ~?: 1.Fddek + (-3)krat 2.
radek, 3. radek + (-19)krat 2. fadek;

~3: (-7)krat 1.fddek + 3. Fadek, 112krat 2. fadek + 5krat 3. fddek; ~*: vydéleni kazdého
radku diagonalnim prvkem.

Tedy
. 8 8 8
i % 11 —17 —10 a konec¢né

9 19 -2
. 8 8 8 7 . 56 4 56 4 56 3
x=A"1b = = 11 —17 —10 7 | = = 77 — 119 — 70 — —%
—9 19 —2 7 634133 — 14 1

Zpét

|
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Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

4r1  + 3x2 + z3 = T,
211 + T2 + 33 = 7,
1 — 4z - 4dx3 = 7.
Maple:
> with(linalg):
> A := array( [[4,3,1],[2,1,3],[1,-4,-4]] );
4 1
A= 2 1
1 —4 -4
> det(A);
56
> B:=inverse(A);
-1 1 1 7
7 7 7
B E —17 -5
56 56 28
-9 19 —1
. 56 56 28

Dalsi
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Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

4x4 S 32 + L3 - 7,
2¢1 + rz + 3wz = T,
T — 4xo — 43 — 7.
Maple:
> b:=vector([[71,[7].[71D;
>  x:=B&*b;
xz:= B&x*xb
> evalm(x);
3
—2
1

Zpét

|
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Priklad 10.3.1

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

4dry, + 3Bx2 + r3 = 7,
214 + 2 + 3x3 — 7,
1 — 4%2 = 4%3 = 7.
Mathematica:
A= {{4,3,1},{2,1,3}, {1, -4, —4}};
b= {7, 7, 7};

A1l = Inverse[A]
{777 s -5~ {5656 =}

Inverzni matice je tedy tvaru:

o=

A1l//MatrixForm
1 1 1
7 7 7
11 _1ir  _ 5
56 56 28
_ 9 19 L
56 5 28
Resenti:
x = Alb
{3,—2,1}
Zpét
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2:131 -+ o — 3%3 = —4,
x1 + xz2 + T3 = 6,
I + s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2:131 -+ o — 3%3 = —4,
1 + ®x2z + r3 = 6,
I + s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Vysledek:

x1 =2, xo = 1, x3 = 3. Graficky uloha predstavuje prunik tii rovin. V tomto pripadé je
prunikem bod - viz Maple.

Zpét

|
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2:131 -+ o — 3%3 = —4,
x1 + xz2 + T3 = 6,
I + s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Navod:

Nejprve ovérime, ze matice soustavy je regularni, pak vypoc¢teme inverzni matici, kterou
zprava vynasobime vektorem pravé strany.

Zpét
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

227, + z2 — 3xz3 = —4,
1 + T2 + x3 = 6,
a + x3 = 5.
Vysledek znazornéte graficky.
Reseni: 5 1 _3
Matice A = 1 1 1 je regularni (detA # 0).
1 1
—3
detA =1-(—1)°"" 1 e (—1)°F° 1

Nyni vypocteme inverzni matici pomoci Gaussovy-Jordanovy metody:

3|1 0o o 2 1 —-3]|1 0 0 2
o 1 o |~ 0o -1 —5]1 =2 o | ~*1 o
0 0 1 0 1 -5 |1 0 —2 0
1 0 —4 -1 0 5 0 ol1 -1
~31 o -1 =5 —2 ~*l 0o -1 0l0 -1
0 0 -5 1 -1 0 0 —-5|1 =1

Dalsi

|:1(1+3)+1(2—1):57é0.

0 -8 12 =2
—1 -5 |1 =2
O —-10 | 2 =2
4
1 N
—1
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2:131 -+ o — 3333 = —4,
x1 + xz2 + T3 = 6,
I + s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Reseni:

1 1 4

1 0 0 -z -

i 5 5 5

~ 0 1 0 0 1 —1

1 1 1

0o 0 1| —= - -

5 5 5

Ekvivalentni upravy:
L. (-2)krat 2.fddek + 1. fadek, (-2)krat 3. Fddek + 1. Fadek;

~?: 1.fddek + 2. fadek, 3. fadek + 2. fadek;
~3: prvni a tieti Fddek vydélime 2;
~%: 5krat 1.fddek + (-4)krat 3. Fadek, 2. faddek - 3. Fadek;
~%: vydéleni kazdého rfaddku diagondlnim prvkem.
Tedy
1 -1 4
—1 1 S
A " = 5 5 =5 a konec¢né
—1 1 1
Dalsi

|
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2:131 -+ o — 3333 = —4,
x1 + xz2 + T3 = 6,
I + s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Reseni:
. 1 —1 4 4 . —4-64+20 2
x:A‘lb:g 0 5 —5 6 = - 0430 — 25 — 1
—1 1 1 5 44645 3

Graficky uloha predstavuje prunik tii rovin. V tomto pripadé je prunikem bod. Grafické
reseni - viz. Maple.

Zpét

|
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2:131 -+ o — 3333 = —4,
x1 + xz2 + T3 = 6,
I + s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Maple:
> with(linalg): with(plots):

> A = array( [[2,1,-3],[1,1,1],[1,0,1]] );

2 1 -3
A= 1
1 O
> det(A);
5%
> B:=inverse(A);
1 —1 4 7
5 5 5
B = 0 1 -1
—1 1 1
L 5 5 5

Dalsi

|
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2331 -+ o — 3333 = —4,
x1 + xz2 + T3 = 6,
1 + s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Maple:
> b:=array([[-4],[6],[5]]);

—4
b:= 6
5
> x:=evalm(B&*b);
2
T = 1

Graficky predstavuje feSeni soustavy tii rovnic o tfech nezndmych hledani prisecnice tii
rovin, které jsou zadany obecnymi rovnicemi odpovidajicimi fadkum rozsifené matice
soustavy. Protoze soustava ma pravé jedno reseni, maji tyto tfi roviny jeden spolecny
bod.
> implicitplot3d( {2*x+y-3*2=-4 ,x+y+7=6,X+2=5 }.x=1..3,y=0..2,2=2. .4,
axes=boxed);

Dalsi

|
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2:131 -+ o — 3333 = —4,
x1 + xz2 + T3 = 6,
I + s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Maple:

Zpét

|
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2331 -+ o — 3333 = —4,
x1 + xz2 + T3 = 6,
I + s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Mathematica:
A= {{2, 1’ _3}’ {17 1’ 1}’ {1’ 0’ 1}}’
b={4,6,5};

A1l = Inverse[A]
{5 -5.51, {01, -1} {—5.5.5}}

Inverzni matice je tedy tvaru:

A1l//MatrixForm
1 1 4
5 5 5
0 1 —1
1 1 1
5 5 5

Inverzni matice pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace:

AE = {{2,1,-3,1,0,0},{1,1,1,0, 1,0},
{1,0,1,0,0,1}};

Dalsi
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Priklad 10.3.2

Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic

2331 -+ o — 3333 = —4,
r1 + x2 + r3 = 6,
I + s = 5.

Vysledek znazornéte graficky.

Mathematica:
RowReduce[AE]//MatrixForm
1o o0} -}
0 1 0 0 1 —1
0 0 1 -3 3 &
x = Al.b
7
=04

Graficky predstavuje feSeni soustavy tii rovnic o tfech nezndmych hledani prisecnice tii
rovin, které jsou zadany obecnymi rovnicemi odpovidajicimi fadkum rozsitené matice
soustavy. Protoze soustava ma pravé jedno reSeni, maji tyto tfi roviny jeden spolecny
bod.

rl =4 — 2x1 — x2;
r2 =6 — x2 — xl1;
r3 = 5 — x1;

Dalsi

|
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Priklad 10.3.2

te soustavu rovnic

res
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b)

ity]

g3 = Plot3D|[r3, {x1, —2, 2}, {x2, —2, 2},DisplayFunction — Identity];

Show[{gl, g2, g3}, DisplayFunction — $DisplayFunction,

g2 = Plot3D[r2, {x1, —2, 2}, {x2, —2, 2} ,DisplayFunction — Ident
BoxRatios — {1,1,1}, AxesLabel — {x1,x2,x3}]

b

Zpét
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Cramerovo pravidlo

® Priklad 10.4.1 Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

5:131 -+ 6:132 = —3,
4:131 - 3:13’2 = 1.

¢ Prtiklad 10.4.2 Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu rovnic

5:131 — 6:132 -+ 4:133 = 3,
3:131 + 2:133 = 5,
4:131 - 5:13’2 —|— 2:13’3 = 1.
@ ® Zpét

|
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Priklad 10.4.1

Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

5%1 + 6%2 = —3,
4%1 — 3%2 = 1.

> ] ? Gy # W Zpét
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Priklad 10.4.1

Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

5%1 -+ 6%2 = —3,
4%1 — 3%2 = 1.

Vysledek:

1 17
x1 = ——, Tz = ——.
! 13 72 39

Zpét

1
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Priklad 10.4.1

Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

5%1 + 6%2 = —3,
4%1 — 3%2 = 1.

Navod:
Vypocteme prislusné determinanty D, D; a D2 a jednotlivé slozky teSeni

D, Dy
a6 = —, xr = —.
1= D>~ D

Zpét

|
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Priklad 10.4.1

Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

5%1 + 6%2 = —3,
4%1 — 3%2 = 1.
Reseni
6
D:detA:' 3 = —15 — 24 = —39,
-3 6 5 =3
Dy = detA = =9 -6 =3, Dy = detAs = =5+12 =17.
1 etA;q ‘ 1 _3 2 et A2 4 1 ' +
D, 3 1 Do 17
aj]_:—:——:——, 2 = —— = — ——
D 39 13 D 39
Zpét

|
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Priklad 10.4.1

Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

5%1 + 6%2 = —3,
4%1 — 3%2 = 1.
Maple:
> with(linalg):
> xl:=det(array([[-3,6],[1,-3]]))/det(array( [[5,6],[4 =311 ));
xl = I—;
> x2:=det(array([[5,-3],[4,1]]))/det(array( [[5,6],[4, -3]1 ));
—17
W s— ——
39
Zpét
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Priklad 10.4.1

Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

5%1 + 6%2 = —3,
4%1 — 3%2 = 1.

Mathematica:

{{57 6}7 {47 _3}}

Al = {{_37 6}’ {1’ _3}}
{{_37 6}7 {17 _3}}

A2 = {{57 —3}’ {4’ 1}}
{{5a _3}a {4a 1}}

x1 = Det[A1]/Det[A1]

1

x2 = Det[A2]/Det[A1]
17

3
z = {x1,x2}

{15}

Zpét

|
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Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu rovnic

5%1 — 6%2 -+ 4%3 = 3,
3%1 + 2%3 = 5,
4:131 - 5:132 —|— 2:133 = 1.
@ ©& = ? H & = Zpét

1
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Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu rovnic

5%1 — 6%2 -+ 4%3 = 3,
3%1 + 2%3 = 5,
4:131 - 5:132 —|— 2:133 = 1.

Vysledek:
X = (xla x2, x3)T - (17 17 1)T

Zpét

1
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Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu rovnic

5%1 — 6%2 -+ 4%3 = 3,

3%1 + 2%3 = 5,

4:131 - 5:132 —|— 2:133 = 1.
Navod:
Vypocteme prislusné determinanty D, Dy, Do a D3 a jednotlivé slozky reseni

D, Do Ds
ri = —, Tg = —, T3 = —.
T p T p 7T D

Zpét

|
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Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feste soustavu rovnic

5331 — 6332 -+ 4333 = 3,
3331 + 2333 = 5,
4:131 - 5:132 —|— 2:133 = 1.

Reseni:
Vypocteme determinanty D (rozvojem podle 2. fadku), Dy (rozvojem podle 2. fadku),
D2 (rozvojem podle 1. fddku) a D3 (rozvojem podle 2. fadku):

—6 4 5 —6
D =det| 3 0O 2 | =-3 —2 = —3(—12420)—2(—25+4+24) = —22.
-5 2 4 =5
4 =5 2
3 —6 4
—6 4 —6
D; =det| 5 0O 2 |=-5 59 —2 1 £ | = —5(—12420)—2(—1546) = —22.
1 -5 2
5 3 4 p .
Dy =det| 3 5 2 |=5 1 9 — ) +4 ) ' = 5.8—3-(—2)+4-(—17) = —22.
4 1 2
Dalsi

|
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Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu rovnic

5%1 — 6%2 -|— 4%3 — 3,
3%1 -|— 2%3 — 5,
4:131 — 5:132 + 2:133 = 1.
Reseni
o 03 6 5 6
Dg=det| 3 0 5 |=-3 __ [ |=5| = _|=-3(-6+15)—5(-25+24) = —22.
4 —5 1
D4 D» D3
== =1 =—==1 = — =1
S W T W A '
Zpét

|
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Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feste soustavu rovnic

5331 — 6332 -+ 4333 = 3,
3331 + 2333 = 5,
4:131 - 5:132 —|— 2:133 = 1.

Maple:
> with(linalg):
> A := array( [[5,-6,4],[3,0,2],[4,-5,2]] );

[5 —6 4}
A = 3 0o 2
4

L

> Al := array( [[3,-6,4],[5,0,2],[1,-5,2]] ):
[ 3 —6 4 1
5 0 2
[ 1 -5 2 J
> A2 := array( [[5,3,4],[3,5,2],[4,1,2]] );
5 3 4
A2 .= 3 5 2
4 1 2
Dalsi

|
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Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feste soustavu rovnic

511 — 06x2 + 4dx3
31 + 2x3
4xq —  bxso + 2x3
Maple:
> A3 := array( [[5,-6,3],[3,0,5],[4,-5,1]] );
5 —6 3
A8 = 3 0O 5
4 -5 1
> xl:=det(Al)/det(A); x2:=det(A2)/det(A); x3:=det(A3)/d
zl ;=1
x2 =1
z3 =1

Zpét

et(A);
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Priklad 10.4.2

Pomoci Cramerova pravidla feste soustavu rovnic

5331 — 6332 -+ 4333 = 3,
3331 + 2333 = 5,
4:131 - 5:132 —|— 2:133 = 1.

Mathematica:

A = {{5,—6,4}, {3,0,2}, {4,—5,2}}
{{5,—-6,4},{3,0,2}, {4, —-5,2}}

Al = {{3,—-6,4}, {5,0,2}, {1, —5,2}}
{{3,—-6,4},{5,0,2}, {1, —-5,2}}

A2 = {{5,3,4},{3,5,2}, {4,1,2}}
{{5,3,4},{3,5,2},{4,1,2}}

A3 = {{5,—-6,3},{3,0,5}, {4, —-5,1}}
{{5,—-6,3},{3,0,5},{4,—-5,1}}

x1 = Det[A1]/Det[A1];

x2 = Det[A2]/Det[A1l];

x3 = Det[A3]/Det[A1];

z = {x1,x2,x3}

{1,1,1}

Zpét

|
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Geometrie v R™ zvliste v R3

¢ Euklidovsky prostor R™

® Norma, thel vektoru, skaldrni a vektorovy soucin
¢ Parametrické rovnice primky

® Parametrické rovnice roviny

°

Obecné rovnice roviny

@ ® Zpét

Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.115/139



Euklidovsky prostor R™

* P#iklad 11.1.1 Urcete vektor 7= AB = B — A s pocateé¢nim bodem A = (2,3,0) a
koncovym bodem B = (9,9, 1).

® Piiklad 11.1.2 Urcete vzdéalenost boda A = (2,3,0) a B =(9,9,1).

L] Zpét

|
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Priklad 11.1.1

Urcete vektor = AB = B — A s pocatecnim bodem A = (2, 3,0) a koncovym bodem
B =(9,9,1).

g = %ﬁ!‘ Zpét

1
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Priklad 11.1.1

Urcete vektor = AB = B — A s pocatecnim bodem A = (2, 3,0) a koncovym bodem
B =(9,9,1).

Vysledek:
7= (7,6,1).

Zpét

1
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Priklad 11.1.1

Urcete vektor = AB = B — A s pocatecnim bodem A = (2, 3,0) a koncovym bodem
B =(9,9,1).

Reseni:
—_

t=AB=B—A=(9,9,1) — (2,3,0) = (7,6, 1).

1
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Priklad 11.1.1

Urcete vektor = AB = B — A s pocatecnim bodem A = (2, 3,0) a koncovym bodem

B =1(9,9,1).
Maple:
> a=<2,3,0>;
P
a = 3
- 0 -
> p:=<9,9,1>;
P T
e 9
L. 1 -
>  v:=b-a;
P
v i= 6
- 1 -
Zpét

|
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Priklad 11.1.1

Urcete vektor = AB = B — A s pocatecnim bodem A = (2, 3,0) a koncovym bodem
B =(9,9,1).

Mathematica:
a = {2,3,0}
{2,3,0}
b={9,9,1}
{9,9,1}
v=b—a
{7,6,1}

Zpét

|
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Priklad 11.1.2
Urcete vzdélenost bodua A = (2,3,0) a B =(9,9,1).

@ B = G ® W Zpéet

1
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.118/139



Priklad 11.1.2
Urcete vzdélenost bodua A = (2,3,0) a B =(9,9,1).

Vysledek:

Vzdélenost bodu A a B je p(A, B) = v/86 = 9,27.

Zpét

1
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Priklad 11.1.2
Urcete vzdélenost bodua A = (2,3,0) a B =(9,9,1).

Reseni:
p(A,B) =+/(9—2)2+(9—3)2+ (1 —0)2 = /86 = 9,27.
Zpét

1
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Priklad 11.1.2
Urcete vzdélenost bodua A = (2,3,0) a B =(9,9,1).

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> a=<2,3,0>;

2
a = 3
L. O -
> pb:=<9,9,1>;
s
b:= 9
- 1 -
>  v:=b-a;
E
V= 6
L. 1 -
> r:=Norm(v,2);
r:= V86
> evalf(r);
9.273618495
Zpét

|
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Priklad 11.1.2
Urcete vzdélenost bodua A = (2,3,0) a B =(9,9,1).

Mathematica:
a = {2,3,0}
{2,3,0}
b={9,9,1}
{9,9,1}
v=b—a
{7,6,1}

r = Norm][v]
V86

N{r]
9.27362

Zpét

|
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uhel vektoru, skalarni a vektorovy soucin

Piiklad 11.2.1 Spoctéte skaldrni soucin vektora « = (3,2,4) a v = (1, 2,5).
Piiklad 11.2.2 Spoc¢téte normu vektoru v = (2, 3,4).

Piiklad 11.2.3 Spoctéte dhel vektoru @ = (3,2,4) a ¥ = (1, 2,5).

Priklad 12.2.4 Najdéte jednotkovy vektor pfislusny k vektoru v = (6,0, 8).

Piiklad 12.2.5 Najdéte pravoihlou slozku vektoru @ = (1,1,5) ve sméru vektoru
v = (6,0,8).

Priklad 12.2.6 Spoctéte vektorovy soucin vektora u = (3,2,4) a v = (1, 2,5).

Piiklad 12.2.7 Spoctéte smiSeny soucin vektorti @ = (7,4,5), b = (2,8,3) a
g=(1,9,6).

Zpét
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Priklad 11.2.1

Spoctéte skalarni soucin vektora « = (3,2,4) a v = (1, 2, 5).

g = é‘bﬁ‘ Zpét

1
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Priklad 11.2.1

Spoctéte skalarni soucin vektora « = (3,2,4) a v = (1, 2, 5).

Vysledek:

Skalarni soucin vektortu u, U je u - v = 27.

Zpét

1
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Priklad 11.2.1

Spoctéte skalarni soucin vektora « = (3,2,4) a v = (1, 2, 5).
Re
L T=(3,2,4) (1,2,5) =3 x14+2x2+4 x5 =27.

eni:

U<

S|

Zpét
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Priklad 11.2.1

Spoctéte skalarni soucin vektora « = (3,2,4) a v = (1, 2, 5).

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> U=<3,2,4>;
e
U = 2
L 4 -
> v:=<1,2,5>;
T
v i= 2
- 5 =
> UV,
27
Zpét
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Priklad 11.2.1

Spoctéte skalarni soucin vektora « = (3,2,4) a v = (1, 2, 5).

Mathematica:
u={3,2,4}
{3,2,4}

v = {1,2,5}
{1,2,5}

u.v

27

Zpét
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Priklad 11.2.2

Spoctéte normu vektoru v = (2, 3,4).

@ B = G ® W Zpéet

1
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Priklad 11.2.2

Spoctéte normu vektoru v = (2, 3,4).

Vysledek:

Norma vektoru v je ||U]| = v/29 = 5,385.

Zpét
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Priklad 11.2.2

Spoctéte normu vektoru v = (2, 3,4).

Resent:
13]| = V22 + 3% + 42 = v/29.
Zpét
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Piiklad 11.2.2 |

Spoctéte normu vektoru v = (2, 3,4).

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> Vvi=<2,3,4>,

2
v = 3
4
> r:=Norm(v,2);
r = V29
> evalf(r);
5.385164807
Zpét
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Priklad 11.2.2

Spoctéte normu vektoru v = (2, 3,4).

Mathematica:
v={2,3,4}
{2,3,4}

r = Norm|[v]

V29

N{r]

5.38516

Zpét
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Priklad 11.2.3

Spoctéte thel vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).
@ ® = 6 % = Zpét
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Priklad 11.2.3

Spoctéte thel vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).
Vysledek:

Uhel vektora @, ¥ je ¢ = 24°.

Zpét

1
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Priklad 11.2.3

Spoctéte thel vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).

Reseni:
U - U 3X1+2%x2+4%x5
¢ = arccos —————— = arccos —
][ ]9 V32 +22 + 42 /12 + 22 + 52
3 . . .
= arccos(94/ —) = 0,414 rad = 24".
290
Zpét
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Priklad 11.2.3

Spoctéte thel vektora 4 = (3,2,4) a v = (1,2,5).

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> u:=<3,2,4>;
e
U 1= 2
L 4 -
> vi=<1,2,5>;
T
v i= 2
- 5 =
> uhel:=arccos(u.v/( Norm(u,2)*Norm(v,2) ));
9v29+v30
uhel := arccos( )

290
> evalf(uhel);

0.4143312975

Zpét
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Priklad 11.2.3

Spoctéte thel vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).

Mathematica:

u={3,2,4}

{3,2,4}

v = {1,2,5}

{1,2,5}

uhel = ArcCos[u.v/(Norm[u] *+ Norm[v])]

ArcCos[9 \/2—%]
Nuhel]
0.414331

Nuhel * 180/Pi]
23.7394

Zpét
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Priklad 11.2.4

Najdéte jednotkovy vektor pfislusny k vektoru v = (6,0, 8).
@ ® = &H % = Zpét
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Priklad 11.2.4

Najdéte jednotkovy vektor pfislusny k vektoru v = (6,0, 8).

Vysledek:

Jednotkovy vektor ptislusny k vektoru ¥ = (6,0, 8) je vektor vy = (3/5,0,4/5).

Zpét
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Priklad 11.2.4

Najdéte jednotkovy vektor pfislusny k vektoru v = (6,0, 8).

Reseni:

Prislusny jednotkovy vektor je

o

1 1
Vg = ——U = 6,0,8) = —(6,0,8) =(3/5,0,4/5).
o= Te? = s (5:0:8) = 15(6,0.8) = (3/5,0,4/5)

Zpét
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Priklad 11.2.4

Najdéte jednotkovy vektor pfislusny k vektoru v = (6,0, 8).

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> Vv:=<6,0,8>;
6
v = 0
8
> v0:=v/Norm(v,2);
- 3 -
5
v0 = 0
4
| 5

Zpét
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Priklad 11.2.4

Najdéte jednotkovy vektor pfislusny k vektoru v = (6,0, 8).

Mathematica:
v = {6,0, 8}
{6,0,8}

v0 = v/Norm|v]
(204

Zpét
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Priklad 11.2.5

Najdéte pravouhlou slozku vektoru @ = (1,1,5) ve sméru vektoru v = (6,0, 8).

@ B = G ® W Zpéet

1
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Priklad 11.2.5

Najdéte pravouhlou slozku vektoru @ = (1,1,5) ve sméru vektoru v = (6,0, 8).

Vysledek:

Pravouhla slozka vektoru @ ve sméru vektoru v je
p = (69/25,0,92/25).

Zpét
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Priklad 11.2.5

Najdéte pravouhlou slozku vektoru @ = (1,1,5) ve sméru vektoru v = (6,0, 8).

Reseni:
1 xXx6 1 x0+5x8
— i 5 X% 6,0,8) = (69/25,0,92/25).

TR
v
. 62—|—02—|—82

Zpét
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Priklad 11.2.5

Najdéte pravouhlou slozku vektoru @ = (1,1,5) ve sméru vektoru v = (6,0, 8).

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> u=<1,1,5>;

>  Vv:=<6,0,8>;

N = VAY/I (VAY) Vi

Zpét

S

69
25

92
25
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Priklad 11.2.5

Najdéte pravouhlou slozku vektoru @ = (1,1,5) ve sméru vektoru v = (6,0, 8).

Mathematica:
u={1,1,5}
{1,1,5}

v = {6,0, 8}
{6,0,8}
p=uw/(v.v) *v

69 o 92
{25’0’ 25

Zpét
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Priklad 11.2.6

Spoctéte vektorovy soucin vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).

@ B = G ® W Zpéet

1
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Priklad 11.2.6

Spoctéte vektorovy soucin vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).

Vysledek:

Vektorovy soucin vektoru u, ¥ je 4 X ¥ = (2, —11,4).

Zpét

1
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Priklad 11.2.6

Spoctéte vektorovy soucin vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).

Reseni:
T 7k
AxXT=|3 2 4 |=(2x5—-4x2,4x1—-3x5,3x2—-2x1)=(2,—11,4).
1 2 5
Zpét
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Priklad 11.2.6

Spoctéte vektorovy soucin vektoru @ = (3,2,4) a v = (1, 2,5).

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> u:=<3,2,4>;
e
U = 2
L 4 .
> v:=<1,2,5>;
T
v i= 2
L 5 .
> w:=CrossProduct(u,v);
2
w 1= —11
4

Zpét
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Priklad 11.2.6

Spoctéte vektorovy soucin vektoru 4 = (3,2,4) a v = (1,2, 5).

Mathematica:
u={3,2,4}
{3,2,4}

v = {1,2,5}
{1,2,5}

w = Cross|u, v]
{2,—11,4}

Zpét
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Priklad 11.2.7
Spoctéte smiSeny soucin vektora @ = (7,4, 5), b= (2,8,3) ac=(1,9,6).
@ ® = H % = Zpét
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Priklad 11.2.7

Spoctéte smiSeny soucin vektora @ = (7,4, 5), b= (2,8,3) ac=(1,9,6).
Vysledek:

SmiSeny soucin vektora a, b a ¢ je 161.

Zpét
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Priklad 11.2.7

Spoctéte smiSeny soucin vektora @ = (7,4, 5), b= (2,8,3) ac=(1,9,6).

Resenti:
7 4 5
V=ad (bxd= 8§ 3 |=161
1 9 6
Zpét

|
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Priklad 11.2.7

Spoctéte smiSeny soucin vektora @ = (7,4, 5), b= (2,8,3) ac=(1,9,6).

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> ai=<7,4,5>;

>  b:=<2,8,3>:

> €:=<1,9,6>;

> v:=a.CrossProduct(b,c);

Zpét

|
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Priklad 11.2.7

Spoctéte smiSeny soucin vektora @ = (7,4, 5), b= (2,8,3) ac=(1,9,6).

Mathematica:
a={7,4,5}
(7,4,5)
b={2,8,3)}
{2,8,3}
c={1,9,6}
{1,9,6}

v = a.Cross|b, c]
161

Muzeme také pouzit determinant: v = Det[{a, b, c}]
161

Zpét

|
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Parametrické rovnice primky

® Ptiklad 11.3.1 Urcete parametrické rovnice piimky AB, je-li A = (1,2,4),
B = (2,5,3).

¢ Piiklad 11.3.2 Urcete spoleéné body piimek AB a CD, je-li A = (3,4, 3)
B = (4,5,5) C = (8,0,10) D = (12, -2, 16).

® Ptriklad 11.3.3 Urcete vzidjemnou polohu pitimek AB a CD, je-li A = (1,2,4),
B=(2,5,3),C=(89,1) aD=(64,T).

® Piiklad 11.3.4 Urcete soufadnice tézisté T trojuhelniku ABC, kde A = (4, 2,8),
B=(3,7,1),C=(8,9,86).

@ ® Zpét
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Priklad 11.3.1
Urcete parametrické rovnice piimky AB, je-li A = (1,2,4), B = (2,5, 3).

g = é‘bﬁ‘ Zpét
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Priklad 11.3.1
Urcete parametrické rovnice piimky AB, je-li A = (1,2,4), B = (2,5, 3).

Vysledek:

Parametrické rovnice primky jsou

i 1+t
y = 243t
z = 4-1, t €R.

Zpét

1
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Priklad 11.3.1
Urcete parametrické rovnice piimky AB, je-li A = (1,2,4), B = (2,5, 3).

Reseni:
Obecny bod primky AB je
Xt)=A+t(B—A) =(1,2,4)+t(2—-1, 5—2, 3—4) =(1,2,4) +t(1, 3, —1).

Parametrické rovnice primky jsou

R 1+t
y = 243t
z = 41, t € R.

Zpét
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Priklad 11.3.1
Urcete parametrické rovnice piimky AB, je-li A = (1,2,4), B = (2,5, 3).

Maple:

> ar=<1,2,4>:. b:=<2,5,3>: x:=att*(b-a);

Zpét
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Priklad 11.3.1
Urcete parametrické rovnice piimky AB, je-li A = (1,2,4), B = (2,5, 3).

Mathematica:
a={1,2,4};b={2,5,3};z=a+t*(b—a)
{1+4+1¢t,243t,4—t}

Zpét
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Priklad 11.3.2

Urcete spole¢né body piimek AB a CD, je-li A =(3,4,3) B=(4,5,5) C = (8,0,10)
D = (12, -2, 16).

@ B = G ® W Zpéet

1
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.129/139



Priklad 11.3.2

Urcete spole¢né body piimek AB a CD, je-li A =(3,4,3) B=(4,5,5) C = (8,0,10)
D = (12, -2, 16).

Vysledek:

Piimky maji jediny spole¢ny bod P = (2,3,1).

Zpét

1
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Priklad 11.3.2

Urcete spole¢né body piimek AB a CD, je-li A =(3,4,3) B=(4,5,5) C = (8,0,10)
D = (12, -2, 16).

Reseni:
Obecny bod pifimky AB je X(t) = A+ t(B — A) a obecny bod ptimky CD je
Y(s) = C + s(D — C). Soustava tfech linedrnich rovnic o dvou nezndmych t, s

X(t) =Y (s),
tedy
3+t = 8 + 4s
4+t = —2s
3+2t = 10+ 6s

ma jediné feSeni t = —1, s = —3/2, takze pfimky maji jediny spoleény bod P = (2,3, 1).

Zpét
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Priklad 11.3.2

Urcete spole¢né body piimek AB a CD, je-li A =(3,4,3) B=(4,5,5) C = (8,0,10)
D = (12, -2, 16).

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> ai=<3,4,3>. b:=<4,5,5>: ¢:=<8,0,10>: d:=<12,-2,16>:
> m:=<b-a|c-d|c-a>:
> r:=LinearSolve(m);

> p:=a+r[1]*(b-a);

Zpét
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Priklad 11.3.2

Urcete spole¢né body piimek AB a CD, je-li A =(3,4,3) B=(4,5,5) C = (8,0,10)
D = (12, -2, 16).

Mathematica:

a={3,4,3};b={4,5,5};c = {8,0,10};d = {12, —2, 16};
z=a+4tb—a)y=c+s(d—c);

r = Solve[z == y]

{{s—>-3,t—>-1}}

p=z/.r

{{2,3,1}}

p=y/.r

{{2,3,1}}

Zpét

|
Sbirka prikladuMatematika I pro strukturované studium — p.129/139



Priklad 11.3.3

Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A =(1,2,4), B =(2,5,3), C =(8,9,1)
aD=(6,4,7).

@ B = G ® W Zpéet

1
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Priklad 11.3.3

Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A =(1,2,4), B =(2,5,3), C =(8,9,1)
aD=(6,4,7).

Vysledek:

Primky jsou mimobézné, jejich vzdalenost je v = \/%Llo =4.4.

Zpét
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Priklad 11.3.3

Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A =(1,2,4), B =(2,5,3), C =(8,9,1)
aD=(6,4,7).

ResSent:

Nejdtive zjistime, maji-li pfrimky spolecné body. Obecny bod piimky AB je

X(t)=A+t(B— A) a obecny bod ptimky CD je Y(s) = C + s(D — C). Soustava
X(t) =Y(s)

tfech linearnich rovnic o dvou neznamych t, s nema resSeni, protoze hodnost matice

soustavy
1 2
My, = 3 5
-1 -6
je 2, zatimco hodnost rozsifené matice
1 2 7
Mo = 3 5 7
-1 -6 -3

je 3, takze primky nemaji zadny spole¢ny bod, coz je typicky pripad pro dvé prfimky v
prostoru dimenze vétsi nez 2.

Dalsi
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Priklad 11.3.3

Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A =(1,2,4), B =(2,5,3), C =(8,9,1)
aD=(6,4,7).

Reseni:
Mohou byt tedy rovnobézné nebo mimobézné. To rozhodneme porovnanim jejich

— —_—
smérovych vektori AB a C'D. Ty tvori sloupce matice M;. Jeji hodnost je 2, tedy
smérové vektory jsou linearné nezavislé a primky jsou mimobézné. Vzdalenost primek
urcime jako odmocninu z minima funkce dvou proménnych

w(t,s) = (X(¢) = Y(s)) - (X(£) = Y(s)).

Zpét
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Priklad 11.3.3

Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A =(1,2,4), B =(2,5,3), C =(8,9,1)
aD=(6,4,7).

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> ar=<1,2,4>: b:=<2,5,3>: ¢:=<8,9,1>: d:=<6,4,7>:
> x:=a+t*(b-a): y:=c+s*(d-c):
> ml:=<b-alc-d>;

1 2
m1l = 3 5
-1 -6

> m2:=<b-a|c-d|c-a>;

> Rank(ml);
2
> Rank(mz2);
3
Dalsi
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Priklad 11.3.3
Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A =(1,2,4), B =(2,5,3), C =(8,9,1)

aD=(6,4,7).
Maple:
> w:=minimize((x-y).(x-Y));
600
W= ——
31

> v:=evalf(sqrt(w));
v = 4.399413452

Zpét
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Priklad 11.3.3

Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD, je-li A =(1,2,4), B =(2,5,3), C =(8,9,1)
aD=(6,4,7).

Mathematica:

a={1,2,4};b = {2,5,3};c = {8,9,1};d = {6,4,7};
z=a+tx(b—a);y=c+s*(d—c);
ml = {b—a,c—d}
{{1,3,—-1},{2,5,—6}}
m2={b—a,c—d,c—a}
{{1,3,—-1},{2,5,—6},{7,7,—3}}
MatrixRank[m1]

2

MatrixRank[m2]

3

w = Minimize[(z — y).(z — y), {t, s}]

{Sr.{t— 35— 511}

v = N[Sqrt[’w[[1]]]]
4.39941
Zpét
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Priklad 11.3.4

Urcete soufadnice tézisté T trojuhelniku ABC, kde A = (4,2,8), B =(3,7,1),
C = (8,9,6).

@ B = G ® W Zpéet
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Priklad 11.3.4

Urcete soufadnice tézisté T trojuhelniku ABC, kde A = (4,2,8), B =(3,7,1),
C = (8,9,6).

Vysledek:

~ v

Zpét
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Priklad 11.3.4

Urcete soufadnice tézisté T trojuhelniku ABC, kde A = (4,2,8), B =(3,7,1),
C = (8,9,6).

Resent:
T=(A+B+C)/3=((4+3+8)/3,(2+7+9)/3,(84+1+6)/3)=(5,6,5).
Zpét
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Priklad 11.3.4
Urcete soufadnice tézisté T trojuhelniku ABC, kde A = (4,2,8), B =(3,7,1),
C = (8,9,6).

Maple:
>  a:=<4,2,8>: b:=<3,7,1>: ¢:=<8,9,6>:
> t:=(atb+c)/3;

Zpét
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Priklad 11.3.4

Urcete soufadnice tézisté T trojuhelniku ABC, kde A = (4,2,8), B =(3,7,1),
C = (8,9,6).

Mathematica:
a={4,2,8};b={3,7,1};c = {8,9,6};
t=(a+b+¢)/3

{5,6,5}

Zpét
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Parametrické rovnice roviny

® Ptiklad 11.4.1 Urcete parametrické rovnice roviny ABC, je-li A = (1,2,4),
B =(2,53), C=(6,2,8).

® Piiklad 11.4.2 Urcete spoleéné body roviny ABC a ptimky DFE, je-li A = (4,2,7),
B =(1,9,4), C = (2,5,0), D = (3,6,8), E = (9,1,7).

@ ®© Zpét
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Priklad 11.4.1
Urcete parametrické rovnice roviny ABC), je-li A = (1,2,4), B =(2,5,3), C = (6,2,8).

g = é‘bﬁ‘ Zpét
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Priklad 11.4.1
Urcete parametrické rovnice roviny ABC), je-li A = (1,2,4), B =(2,5,3), C = (6,2,8).

Vysledek:

Parametrické rovnice roviny ABC' jsou

r = 1+4+t+ 5s
y = 243t
z = 4—t+4s, t,s € R.

Zpét
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Priklad 11.4.1
Urcete parametrické rovnice roviny ABC), je-li A = (1,2,4), B =(2,5,3), C = (6,2,8).

Reseni:
Obecny bod roviny ABC je X(t) = A+ t(B— A)+s(C —A) =

(1,2,4)+t(2—1, 5—2, 3—4)+s(6—-1, 2—2, 8—4) = (1,2,4)+t(1, 3, —1)+s(5, 0, 4).
Parametrické rovnice roviny ABC' jsou

r = 1+4+t+ 5s
y = 243t
z = 4—-t+44s, t,s € R.

Zpét
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Priklad 11.4.1
Urcete parametrické rovnice roviny ABC), je-li A = (1,2,4), B =(2,5,3), C = (6,2,8).

Maple:
> ar=<1,2,4>: b:=<2,5,3>. c:=<6,2,8>: x:=att*(b-a)+s*(c- a);
14+t+5s
— 2+ 3t
4 —t+4s
Zpét
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Priklad 11.4.1
Urcete parametrické rovnice roviny ABC), je-li A = (1,2,4), B =(2,5,3), C = (6,2,8).

Mathematica:

a={1,2,4};b = {2,5,3};c={6,2,8};x =a+t*x(b—a)+ s*(c—a)
{1+5s+1t,2+3t,4+4s —t}

Zpét
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Priklad 11.4.2

Urcete spole¢né body roviny ABC a piimky DFE, je-li A = (4,2,7), B =(1,9,4),
C =(2,50),D=(3,6,8), E=(9,1,7).

@ B = G ® W Zpéet
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Priklad 11.4.2

Urcete spole¢né body roviny ABC a piimky DFE, je-li A = (4,2,7), B =(1,9,4),
C =(2,50),D=(3,6,8), E=(9,1,7).

Vysledek:
Rovina a pfimka maji jediny spoleény bod P = (42/17, 219/34, 275/34).

Zpét
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Priklad 11.4.2

Urcete spole¢né body roviny ABC a piimky DFE, je-li A = (4,2,7), B =(1,9,4),
C =(2,50),D=(3,6,8), E=(9,1,7).

Reseni:
Obecny bod roviny ABC' je X(t,s) = A4+t(B — A)+ s(C — A) a obecny bod piimky DFE
je Y(u) = D + u(E — D). Soustava tfech linedrnich rovnic o tfech nezndmych ¢, s, u

X(t,s) =Y (u),

tedy
4 —-2s—3t = 3+ 6u
24+3s+7t = 6 —5u
7T—7s—3t = 8 —u

ma jediné teSeni t = 73/85, s = —89/170, u = —3/34, takze rovina a primka maji jediny
spoleény bod P = (42/17, 219/34, 275/34).

Zpét
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Priklad 11.4.2

Urcete spole¢né body roviny ABC a piimky DFE, je-li A = (4,2,7), B =(1,9,4),

C =(2,5,0), D =(3,6,8), E=(9,1,7).

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> ai=<4,2,7>. b:=<1,9,4>: ¢:=<2,5,0>: d:=<3,6,8>: e:=<9,1
> m:=<b-a|c-ald-e|d-a>:
> r:=LinearSolve(m);

Dalsi

pr:=a+r[1]*(b-a)+r[2]*(c-a);

73

85
—89

170

219

34
275

34
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Priklad 11.4.2

Urcete spole¢né body roviny ABC a piimky DFE, je-li A = (4,2,7), B =(1,9,4),
C =(2,50),D=(3,6,8), E=(9,1,7).

Maple:
> pp:=d+r[3]*(e-d);

17
219

34
275

pp =

Zpét
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Priklad 11.4.2

Urcete spole¢né body roviny ABC a piimky DFE, je-li A = (4,2,7), B =(1,9,4),
C =(2,50),D=(3,6,8), E=(9,1,7).

Mathematica:
a={4,2,7};b={1,9,4};c = {2,5,0};d = {3,6,8};e = {9,1, 7};
z=a+tb—a)+ s(c—a);y=d+ u(e — d);

r = Solve[z == y]

y/.r
{42, 22, 28})
Zpét
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Obecnéa rovnice roviny

® Ptriklad 11.5.1 Urcete vzdalenost bodu A = (3,2,7) od roviny o, jejiz obecna rovnice

jedbr +2y —2z+4+9=0.

Priklad 11.5.2 Najdéte obecnou rovnici roviny o prochézejici body A = (3,7, 2),
B =(2,1,0), C = (5,8, 4).

¢ Ptriklad 11.5.3 Vypoctéte vzdalenost bodu A od pifimky BC, je-li A = (0,5,1),
B=(2,3,9), C = (4,7,6).

® Piiklad 11.5.4 Urcete bod S soumérné sdruzeny s bodem P = (3, —1,0) podle
roviny ABC' prochéazejici body A = (—1,5,0), B=(3,-2,1), C = (0,2,4).

@ Zpét
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Priklad 11.5.1

Urcete vzdalenost bodu A = (3,2,7) od roviny o, jejiz obecnd rovnice je
S5r+2y —2z+9=0.

g = é‘bﬁ‘ Zpét
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Priklad 11.5.1

Urcete vzdalenost bodu A = (3,2,7) od roviny o, jejiz obecnd rovnice je
S5r+2y —2z+9=0.

Vysledek:

Vzdalenost bodu A od roviny o je 7\/1—30 = 3,83.

Zpét
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Priklad 11.5.1

Urcete vzdalenost bodu A = (3,2,7) od roviny o, jejiz obecnd rovnice je
S5r+2y —2z+9=0.

Reseni:
Vzdélenost bodu A = (z¢, Yo, 20) od roviny o s obecnou rovnici
n-X +d=0, kde 7 = (a, b, c) je normélovy vektor roviny, je

- A+d|l  |(a,b,c)- (x0,y0,20) +d| _ |azo +byo + czo +d|

v(A, o) = —
(4,9) = ] (@b o)l N R
5X34+2%X2—T7T+9 3
:| rex N |: — = 3,83.
V52 +22 + (—1)2 10
Zpét
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Priklad 11.5.1

Urcete vzdalenost bodu A = (3,2,7) od roviny o, jejiz obecnd rovnice je
S5r+2y —2z+9=0.

Maple:

> with(LinearAlgebra):
> a:=<3,2,7>: n:=<5,2,-1>: d:=9: v:=abs(n.a+d)/Norm(n,2) ;

730
vV =
10
> evalf(v);
3.834057902
Zpét
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Priklad 11.5.1

Urcete vzdalenost bodu A = (3,2,7) od roviny o, jejiz obecnd rovnice je
S5r+2y —2z+9=0.

Mathematica:

a=1{3,2,7};n={5,2,—1};d = 9;v = Abs[n.a + d]/Norm|[n]
7/ 5

N{v]

3.83406

Zpét
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Priklad 11.5.2

Najdéte obecnou rovnici roviny o prochézejici body A = (3,7,2), B = (2,1,0),
C = (5,8,4).

@ ® = &H % = Zpét
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Priklad 11.5.2

Najdéte obecnou rovnici roviny o prochézejici body A = (3,7,2), B = (2,1,0),
C = (5,8,4).

Vysledek:

Obecna rovnice roviny je —10x — 2y + 11z + 22 = 0.

Zpét
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Priklad 11.5.2

Najdéte obecnou rovnici roviny o prochézejici body A = (3,7,2), B = (2,1,0),
C = (5,8,4).

Reseni:

Normalovy vektor roviny je kolny na kazdy vektor roviny, tedy i na vektory

—_— —_—

AB=B - A= (-1,-6,—-2)a AC =C — A= (2,1,2). To spliuje vektorovy soucin

L 7 7] k
ABx AC=| -1 -6 -2 |=(-10,-2,11).
2 1 2

Absolutni ¢len d v rovnici —10x — 2y + 11z + d = 0 uré¢ime dosazenim souradnic
libovolného z bodu A, B nebo C, napt. A:d = —n-A=—(—10,—2,11) - (3,7,2) = 22.
Obecnd rovnice roviny je potom —10x — 2y + 11z 4+ 22 = 0.

Zpét

|
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Priklad 11.5.2

Najdéte obecnou rovnici roviny o prochézejici body A = (3,7,2), B = (2,1,0),
C = (5,8,4).

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> n:=CrossProduct(b-a,c-a);

—10
n = -2
11
> d:i=-n.a;
d:= 22
Zpét

|
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Priklad 11.5.2

Najdéte obecnou rovnici roviny o prochézejici body A = (3,7,2), B = (2,1,0),
C = (5,8,4).

Mathematica:
a={3,7,2};b={2,1,0};c = {5,8,4};
n = Cross[(b — a), (c — a)]

{—10,—-2,11}
d= —n.a

2

Zpét

|
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Priklad 11.5.3

Vypoctéte vzdalenost bodu A od piimky BC, je-li A = (0,5,1), B = (2,3,9),
C =(4,7,6).

@ B = G ® W Zpéet

1
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Priklad 11.5.3

Vypoctéte vzdalenost bodu A od piimky BC, je-li A = (0,5,1), B = (2,3,9),
C =(4,7,6).

Vysledek:

, " . 326 _-
Vzdalenost bodu A od primky BC' je 2\/2—9 = 6,7.

Zpét

1
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Priklad 11.5.3

Vypoctéte vzdalenost bodu A od piimky BC, je-li A = (0,5,1), B = (2,3,9),
C =(4,7,6).

Reseni:
Obecny bod primky BC' je
X(t) = B+ t(C — B).

—
Smérovy vektor BC = C — B této primky je soucasné normalovy vektor roviny kolmé na
primku BC. Tedy obecna rovnice roviny o kolmé na primku BC' jdouci bodem A je

(C—-B)-X = (C - B)- A.

Pozor! Tuto rovnici nelze zavorkou (C' — B) vydélit, protoze nejde o soucin ¢isel, ale o
skalarni souc¢in vektoru. Tato rovnice nerika, ze X se rovna A, ale pouze, ze prumét X do
(C'— B) se rovna prumétu A do (C' — B). V dusledku toho nelze ve zlomcich kratit
vektor, ktery se objevuje ve skalarnim soucinu.

Hodnotu parametru t odpovidajici pruseciku primky BC' s rovninou o najdeme z rovnice

(C—B)-(B+t(C—B))=(C-B) A

(C—B)-B+t(C—-B) - (C—B)=(C—-B)-A

_(C-B)-(A-B)

‘“©=-B ©C-B)

Dalsi
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Priklad 11.5.3

Vypoctéte vzdalenost bodu A od piimky BC, je-li A = (0,5,1), B = (2,3,9),
C =(4,7,6).

Reseni:
Tuto hodnotu parametru t dosadime do parametrické rovnice primky BC a dostaneme
bod P pirimky BC, ktery je nejblize bodu A

B (C—B)-(A-B),
P_B-l—(C_B).(C_B)(C B).

Potom vzdalenost v bodu A od primky BC' je rovna vzdalenosti bodu A od bodu P

(C—-B)-(A—-B)
(C—B)-(C - B)

v=||AP|[=||P - Al| =[|B - A+ (C = B)Il.

Tento obecny vysledek je vhodny pfi pouziti pocitace, protoze potom staci zadat pouze
soufadnice danych bodu a tento vysledny vztah.

Zpét
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Priklad 11.5.3

Vypoctéte vzdalenost bodu A od piimky BC, je-li A = (0,5,1), B = (2,3,9),
C =(4,7,6).

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> ai=<0,51>: b:=<2,3,9>: c:=<4,7,6>:
> p=b+((c-b).(a-b))*(c-b)/((c-b).(c-b));

- 114 7
29
199
29
177

. 29

> v:=Norm(p-a,2);

~ 24/9454
29

U
> evalf(v);
6.705633247

Zpét

|
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Priklad 11.5.3

Vypoctéte vzdalenost bodu A od piimky BC, je-li A = (0,5,1), B = (2,3,9),
C =(4,7,6).

Mathematica:
a={0,5,1};b={2,3,9};¢c = {4,7,6};
p=>b+ ((c—b).(a—b)) *x(c—b)/((c —b).(c — b))

114 199 177
29 » 29 ?* 29

v = Norm[p — a]

2/ %5
N
6.70563

Zpét
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Priklad 11.5.4

Urcete bod S soumérné sdruzeny s bodem P = (3, —1,0) podle roviny ABC' prochézejici
body A = (—1,5,0), B = (3,—2,1), C = (0,2, 4).

@ ® = &H % = Zpét
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Priklad 11.5.4

Urcete bod S soumérné sdruzeny s bodem P = (3, —1,0) podle roviny ABC' prochézejici
body A = (—1,5,0), B = (3,—2,1), C = (0,2, 4).

Vysledek:
Bod S m4& soutadnice S = (17/7, —47/35, —4/35).

Zpét
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Priklad 11.5.4

Urcete bod S soumérné sdruzeny s bodem P = (3, —1,0) podle roviny ABC' prochézejici
body A = (—1,5,0), B = (3,-2,1), C = (0,2, 4).

Reseni:

Nejprve najdeme normaélovy vektor 7 roviny ABC

— —
n=AB x AC.
Obecna rovnice roviny ABC' je
n-X=mn-A.

Bodem P vedeme ptrimku p kolmou k roviné ABC
X(t) = P + tn.
Najdeme hodnotu parametru tr prislusSejici pruseciku R primky p s rovinou ABC

- (P+ti)=7-A

n-(A— P)
biE) = —— .
n -7

Dalsi

|
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Priklad 11.5.4

Urcete bod S soumérné sdruzeny s bodem P = (3, —1,0) podle roviny ABC' prochézejici
body A = (—1,5,0), B = (3,-2,1), C = (0,2, 4).

Reseni:
Hodnota parametru tg prislusejici bodu S bude

ts = 2tR.

Potom bod S bude

. n-(A—-P)
S=P+tsn=P+2 n

- =

n-n

Tento zpusob vypoctu, kdy nejprve najdeme obecny vysledek a teprve potom dosadime
konkrétni ¢iselné hodnoty, je vhodny pfi pouziti pocitace.

Zpét

|
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Priklad 11.5.4

Urcete bod S soumérné sdruzeny s bodem P = (3, —1,0) podle roviny ABC' prochézejici
body A = (—1,5,0), B = (3,—2,1), C = (0,2, 4).

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> p:=<3,-1,0>: a:=<-1,5,0>: b:=<3,-2,1>: ¢:=<0,2,4>:
> n:=CrossProduct(b-a,c-a):
> s:=p+2*(n.(a-p))/(n.n)*n;

1

[

N
1

I

(O8]

ot
1

Zpét
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Priklad 11.5.4

Urcete bod S soumérné sdruzeny s bodem P = (3, —1,0) podle roviny ABC' prochézejici
body A = (—1,5,0), B = (3,—2,1), C = (0,2, 4).

Mathematica:
p={3,—-1,0};a = {—1,5,0}; b = {3, —2,1};c = {0, 2, 4};
n = Cross[b — a, c — al;

s =p+2(n.(a —p))/(n.n)n

B
7 35 35
Zpét
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