
Sb́ırka př́ıklad̊u

Matematika I pro strukturované studium

Kolektiv autor̊u

Ústav matematiky VŠCHT, Praha

Chcete-li ukončit prohlížení stiskněte klávesu Esc.

Chcete-li pokračovat stiskněte klávesu Enter.
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Obsah

• Základńı vlastnosti funkćı jedné a dvou reálných proměnných

• Spojitost a limita funkce, limita posloupnosti

• Derivace funkce a parciálńı derivace

• Pr̊uběh funkce jedné proměnné

• Taylorova formule a diferenciál funkce jedné proměnné

• Parametrické rovnice křivek

• Integrálńı počet funkćı jedné proměnné

• Diferenciálńı rovnice 1. řádu

• Vektory a matice

• Soustavy lineárńıch algebraických rovnic

• Geometrie v Rn zvláště v R3
• Konec
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Základní vlastnosti funkcí jedné a dvou reálných proměnných

• Elementárńı funkce

• Operace s funkcemi

Zpět
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Elementární funkce

• Př́ıklad 1.1.1 Je-li funkce f(x) = sin(x), načrtněte graf funkćı

f1(x) = f(2x) f2(x) = f(x/2) f3(x) = 2f(x)

f4(x) = f(x − 2) f5(x) = |f(x)| f6(x) = f(|x|)
Zpět
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Příklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), načrtněte graf funkćı

f1(x) = f(2x) f2(x) = f(x/2) f3(x) = 2f(x)

f4(x) = f(x − 2) f5(x) = |f(x)| f6(x) = f(|x|)
? Zpět
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Příklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), načrtněte graf funkćı

f1(x) = f(2x) f2(x) = f(x/2) f3(x) = 2f(x)

f4(x) = f(x − 2) f5(x) = |f(x)| f6(x) = f(|x|)
Výsledek:

-2 Π -Π 2
Π 2 Π

-1

1
sin Hx-2L

-2 Π-Π Π 2 Π

1
Èsin HxLÈ

-2 Π -Π Π 2 Π
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1
sin HÈxÈL

-2 Π -Π Π 2 Π

-1

1
sin H2 xL

-2 Π -Π Π 2 Π

-1

1
sin Hx�2L

-2 Π -Π Π 2 Π
-1

-2

1

2
2 sin HxL

Zpět
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Příklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), načrtněte graf funkćı

f1(x) = f(2x) f2(x) = f(x/2) f3(x) = 2f(x)

f4(x) = f(x − 2) f5(x) = |f(x)| f6(x) = f(|x|)
Návod:
Perioda funkce f1(x) je π.
Perioda funkce f2(x) je 4π.
H(f) funkce f3(x) je 〈−2, 2〉.
Graf funkce f4(x) je posunutý o 2 doprava.
Graf funkce f5(x) vznikne převráceńım zaporné části grafu funkce f(x) do kladné části
podle osy x.
Graf funkce f6(x) vznikne převráceńım části grafu funkce f(x) pro x > 0 podle osy y.

Zpět
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Příklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), načrtněte graf funkćı

f1(x) = f(2x) f2(x) = f(x/2) f3(x) = 2f(x)

f4(x) = f(x − 2) f5(x) = |f(x)| f6(x) = f(|x|)
Řešení:
Viz návod a výsledek.

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.5/139



Příklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), načrtněte graf funkćı

f1(x) = f(2x) f2(x) = f(x/2) f3(x) = 2f(x)

f4(x) = f(x − 2) f5(x) = |f(x)| f6(x) = f(|x|)
Maple:

> f:=x->sin(x);

f := x → sin(x)

> plot([f(x),f(2*x)],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x)"," sin(2 x)"]);

sin(x)
sin(2x)
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> plot([f(x),f(x/2)],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x)"," sin(x/2)"]);

sin(x)
sin(x/2)
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Daľśı
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Příklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), načrtněte graf funkćı

f1(x) = f(2x) f2(x) = f(x/2) f3(x) = 2f(x)

f4(x) = f(x − 2) f5(x) = |f(x)| f6(x) = f(|x|)
Maple:

> plot([f(x),2*f(x)],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x)"," 2sin(x)"]);

sin(x)
2sin(x)
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> plot([f(x),f(x-2)],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x)"," sin(x-2)"]);

sin(x)
sin(x–2)
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Daľśı
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Příklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), načrtněte graf funkćı

f1(x) = f(2x) f2(x) = f(x/2) f3(x) = 2f(x)

f4(x) = f(x − 2) f5(x) = |f(x)| f6(x) = f(|x|)
Maple:

> plot([f(x),abs(f(x))],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x) ","|sin(x)|"]);

sin(x)
|sin(x)|
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> plot([f(x),f(abs(x))],x=-2*Pi..2*Pi,legend=["sin(x) ","sin(|x|)"]);

sin(x)
sin(|x|)
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Zpět
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Příklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), načrtněte graf funkćı

f1(x) = f(2x) f2(x) = f(x/2) f3(x) = 2f(x)

f4(x) = f(x − 2) f5(x) = |f(x)| f6(x) = f(|x|)
Mathematica:
<< Graphics̀Legend̀<< Graphics̀Legend̀<< Graphics̀Legend̀
f [x ] = Sin[x]f [x ] = Sin[x]f [x ] = Sin[x]
Sin[x]
Plot[{f [x], f [2x]}, {x,−2Pi, 2Pi},Plot[{f [x], f [2x]}, {x,−2Pi, 2Pi},Plot[{f [x], f [2x]}, {x,−2Pi, 2Pi},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]},{}},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]},{}},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]},{}},
PlotLegend → {" sin(x)" , " sin(2 x)" }, LegendShadow → None]PlotLegend → {" sin(x)" , " sin(2 x)" }, LegendShadow → None]PlotLegend → {" sin(x)" , " sin(2 x)" }, LegendShadow → None]

-6 -4 -2 2 4 6
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sin H2 xL

sin HxL

Plot[{f [x], f [x/2]},{x,−2Pi, 2Pi},Plot[{f [x], f [x/2]}, {x,−2Pi, 2Pi},Plot[{f [x], f [x/2]}, {x,−2Pi, 2Pi},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]}, {}},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]}, {}},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]},{}},
PlotLegend → {" sin(x)" , " sin(x/2)" }, LegendShadow → None]PlotLegend → {" sin(x)" , " sin(x/2)" }, LegendShadow → None]PlotLegend → {" sin(x)" , " sin(x/2)" }, LegendShadow → None]
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Daľśı
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Příklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), načrtněte graf funkćı

f1(x) = f(2x) f2(x) = f(x/2) f3(x) = 2f(x)

f4(x) = f(x − 2) f5(x) = |f(x)| f6(x) = f(|x|)
Mathematica:
Plot[{f [x], 2 f [x]}, {x,−2Pi, 2Pi},Plot[{f [x], 2 f [x]}, {x,−2Pi, 2Pi},Plot[{f [x], 2 f [x]}, {x,−2Pi, 2Pi},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]},{}},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]}, {}},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]}, {}},
PlotLegend → {" sin(x)" , " 2 sin(x)" }, LegendShadow → None]PlotLegend → {" sin(x)" , " 2 sin(x)" }, LegendShadow → None]PlotLegend → {" sin(x)" , " 2 sin(x)" }, LegendShadow → None]

-6 -4 -2 2 4 6
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2 sin HxL

sin HxL

Plot[{f [x], f [x − 2]}, {x,−2Pi, 2Pi},Plot[{f [x], f [x − 2]}, {x,−2Pi, 2Pi},Plot[{f [x], f [x − 2]}, {x,−2Pi, 2Pi},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]}, {}},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]},{}},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]},{}},
PlotLegend → {" sin(x)" , " sin(x-2)" }, LegendShadow → None]PlotLegend → {" sin(x)" , " sin(x-2)" }, LegendShadow → None]PlotLegend → {" sin(x)" , " sin(x-2)" }, LegendShadow → None]
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Daľśı
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Příklad 1.1.1
Je-li funkce f(x) = sin(x), načrtněte graf funkćı

f1(x) = f(2x) f2(x) = f(x/2) f3(x) = 2f(x)

f4(x) = f(x − 2) f5(x) = |f(x)| f6(x) = f(|x|)
Mathematica:
Plot[{f [x], Abs[f [x]]}, {x,−2Pi, 2Pi},Plot[{f [x], Abs[f [x]]}, {x,−2Pi, 2Pi},Plot[{f [x], Abs[f [x]]}, {x,−2Pi, 2Pi},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]},{}},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]},{}},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]},{}},
PlotLegend → {" sin(x)" , " |sin(x)|" }, LegendShadow → None]PlotLegend → {" sin(x)" , " |sin(x)|" }, LegendShadow → None]PlotLegend → {" sin(x)" , " |sin(x)|" }, LegendShadow → None]
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sin HxL

Plot[{f [x], f [Abs[x]]}, {x,−2Pi, 2Pi},Plot[{f [x], f [Abs[x]]}, {x,−2Pi, 2Pi},Plot[{f [x], f [Abs[x]]}, {x,−2Pi, 2Pi},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]},{}},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]},{}},PlotStyle → {{Dashing[{0.02, 0.02, 0.02}]},{}},
PlotLegend → {" sin(x)" , " sin(|x|)" }, LegendShadow → None]PlotLegend → {" sin(x)" , " sin(|x|)" }, LegendShadow → None]PlotLegend → {" sin(x)" , " sin(|x|)" }, LegendShadow → None]
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sin HÈxÈL

sin HxL

Zpět
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Operace s funkcemi

• Př́ıklad 1.2.1 Pro funkce f(x) = x2 a g(x) = ex najděte funkce

f1 = f + g f3 = f ∗ g f5 = f ◦ g

f2 = f − g f4 = f/g f6 = g ◦ f

a spočtěte jejich hodnotu v bodě x = 3.

• Př́ıklad 1.2.2 Pro vektorové funkce dvou proměnných f(x, y) = (x+ y, x y) a
g(x, y) = (−y, x) najděte f1 = f ◦ g a f2 = g ◦ f.

• Př́ıklad 1.2.3 Rozhodněte, která z funkćı

f1(x) = ex + cos x+ e−x

f2(x) = ex + cos x+ e2x

f3(x) = ex + x cos x − e−x

f4(x) = 0

je sudá a která je lichá.

Zpět
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Příklad 1.2.1
Pro funkce f(x) = x2 a g(x) = ex najděte funkce

f1 = f + g f3 = f ∗ g f5 = f ◦ g

f2 = f − g f4 = f/g f6 = g ◦ f

a spočtěte jejich hodnotu v bodě x = 3.

? Zpět
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Příklad 1.2.1
Pro funkce f(x) = x2 a g(x) = ex najděte funkce

f1 = f + g f3 = f ∗ g f5 = f ◦ g

f2 = f − g f4 = f/g f6 = g ◦ f

a spočtěte jejich hodnotu v bodě x = 3.

Výsledek:

f1(x) = x2 + ex

f2(x) = x2 − ex

f3(x) = x2 ∗ ex

f4(x) = x2/ex

f5(x) = e2x

f6(x) = ex2

f1(3) = 9 + e3

f2(3) = 9− e3

f3(3) = 9 ∗ e3

f4(3) = 9/e3

f5(3) = e6

f6(3) = e9.

Zpět
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Příklad 1.2.1
Pro funkce f(x) = x2 a g(x) = ex najděte funkce

f1 = f + g f3 = f ∗ g f5 = f ◦ g

f2 = f − g f4 = f/g f6 = g ◦ f

a spočtěte jejich hodnotu v bodě x = 3.

Návod:
Nejdř́ıve definujeme funkce f a g a potom pomoćı nich definujeme funkce f1 až f6.

Zpět
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Příklad 1.2.1
Pro funkce f(x) = x2 a g(x) = ex najděte funkce

f1 = f + g f3 = f ∗ g f5 = f ◦ g

f2 = f − g f4 = f/g f6 = g ◦ f

a spočtěte jejich hodnotu v bodě x = 3.

Řešení:

f1(x) = f(x) + g(x) = x2 + ex

f2(x) = f(x)− g(x) = x2 − ex

f3(x) = f(x) ∗ g(x) = x2 ∗ ex

f4(x) = f(x)/g(x) = x2/ex

f5(x) = f(g(x)) = f(y) = y2 = (g(x))2 = (ex)2 = e2x

f6(x) = g(f(x)) = g(y) = ey = ex2

f1(3) = 9 + e3

f2(3) = 9− e3

f3(3) = 9 ∗ e3

f4(3) = 9/e3

f5(3) = e6

f6(3) = e9.

Zpět
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Příklad 1.2.1
Pro funkce f(x) = x2 a g(x) = ex najděte funkce

f1 = f + g f3 = f ∗ g f5 = f ◦ g

f2 = f − g f4 = f/g f6 = g ◦ f

a spočtěte jejich hodnotu v bodě x = 3.

Maple:
> f := x -> xˆ2;

f := x → x2

> g := x -> exp(x);

g := x → ex

> f1 := x -> f(x)+g(x);

f1 := x → f(x) + g(x)

> f2 := x -> f(x)-g(x);

f2 := x → f(x)− g(x)
> f3 := x -> f(x)*g(x);

f3 := x → f(x) g(x)

> f4 := x -> f(x)/g(x);

f4 := x → f(x)

g(x)

Daľśı
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Příklad 1.2.1
Pro funkce f(x) = x2 a g(x) = ex najděte funkce

f1 = f + g f3 = f ∗ g f5 = f ◦ g

f2 = f − g f4 = f/g f6 = g ◦ f

a spočtěte jejich hodnotu v bodě x = 3.

Maple:
> f5 := x -> f(g(x));

f5 := x → f(g(x))

> f6 := x -> g(f(x));

f6 := x → g(f(x))

> f1(x);

x2 + ex

> f2(x);

x2 − ex

> f3(x);

x2 ex

> f4(x);

x2

ex

Daľśı
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Příklad 1.2.1
Pro funkce f(x) = x2 a g(x) = ex najděte funkce

f1 = f + g f3 = f ∗ g f5 = f ◦ g

f2 = f − g f4 = f/g f6 = g ◦ f

a spočtěte jejich hodnotu v bodě x = 3.

Maple:
> f5(x);

(ex)2

> f6(x);

e(x
2)

> f1(3);

9 + e3

> f2(3);

9− e3

> f3(3);

9 e3

> f4(3);

9

e3

Daľśı
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Příklad 1.2.1
Pro funkce f(x) = x2 a g(x) = ex najděte funkce

f1 = f + g f3 = f ∗ g f5 = f ◦ g

f2 = f − g f4 = f/g f6 = g ◦ f

a spočtěte jejich hodnotu v bodě x = 3.

Maple:
> f5(3);

(e3)2

> simplify(%);

e6

> f6(3);

e9

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.7/139



Příklad 1.2.1
Pro funkce f(x) = x2 a g(x) = ex najděte funkce

f1 = f + g f3 = f ∗ g f5 = f ◦ g

f2 = f − g f4 = f/g f6 = g ◦ f

a spočtěte jejich hodnotu v bodě x = 3.

Mathematica:
f [x ] = x∧2f [x ] = x∧2f [x ] = x∧2

x2

g[x ] = Exp[x]g[x ] = Exp[x]g[x ] = Exp[x]

ex

f1[x ] = f [x] + g[x]f1[x ] = f [x] + g[x]f1[x ] = f [x] + g[x]

ex + x2

f2[x ] = f [x]− g[x]f2[x ] = f [x]− g[x]f2[x ] = f [x]− g[x]

−ex + x2

f3[x ] = f [x]g[x]f3[x ] = f [x]g[x]f3[x ] = f [x]g[x]

exx2

f4[x ] = f [x]/g[x]f4[x ] = f [x]/g[x]f4[x ] = f [x]/g[x]

e−xx2

Daľśı
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Příklad 1.2.1
Pro funkce f(x) = x2 a g(x) = ex najděte funkce

f1 = f + g f3 = f ∗ g f5 = f ◦ g

f2 = f − g f4 = f/g f6 = g ◦ f

a spočtěte jejich hodnotu v bodě x = 3.

Mathematica:
f5[x ] = f [g[x]]f5[x ] = f [g[x]]f5[x ] = f [g[x]]

e2x

f6[x ] = g[f [x]]f6[x ] = g[f [x]]f6[x ] = g[f [x]]

ex2

f1[3]f1[3]f1[3]

9 + e3

f2[3]f2[3]f2[3]

9− e3

f3[3]f3[3]f3[3]

9e3

f4[3]f4[3]f4[3]
9

e3

Daľśı
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Příklad 1.2.1
Pro funkce f(x) = x2 a g(x) = ex najděte funkce

f1 = f + g f3 = f ∗ g f5 = f ◦ g

f2 = f − g f4 = f/g f6 = g ◦ f

a spočtěte jejich hodnotu v bodě x = 3.

Mathematica:
f5[3]f5[3]f5[3]

e6

f6[3]f6[3]f6[3]

e9

Zpět
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Příklad 1.2.2
Pro vektorové funkce dvou proměnných f(x, y) = (x+ y, x y) a g(x, y) = (−y, x) najděte
f1 = f ◦ g a f2 = g ◦ f.

? Zpět
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Příklad 1.2.2
Pro vektorové funkce dvou proměnných f(x, y) = (x+ y, x y) a g(x, y) = (−y, x) najděte
f1 = f ◦ g a f2 = g ◦ f.

Výsledek:

f1(x, y) = (x − y,−xy) , f2(x, y) = (−xy, x + y) . Zpět
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Příklad 1.2.2
Pro vektorové funkce dvou proměnných f(x, y) = (x+ y, x y) a g(x, y) = (−y, x) najděte
f1 = f ◦ g a f2 = g ◦ f.

Návod:
Nejdř́ıve definujeme funkce f a g a potom pomoćı nich definujeme funkce f1 a f2.

Zpět
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Příklad 1.2.2
Pro vektorové funkce dvou proměnných f(x, y) = (x+ y, x y) a g(x, y) = (−y, x) najděte
f1 = f ◦ g a f2 = g ◦ f.

Řešení:
Označme u = −y a v = x, potom

f1(x, y) = f(u, v) = (u+ v, u v) = (−y + x,−y x) .

Označme a = x+ y a b = x y, potom

f2(x, y) = g(a, b) = (−b, a) = (−x y, x + y) .

Zpět
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Příklad 1.2.2
Pro vektorové funkce dvou proměnných f(x, y) = (x+ y, x y) a g(x, y) = (−y, x) najděte
f1 = f ◦ g a f2 = g ◦ f.

Maple:
> f := (x,y) -> (x+y, x*y);

f := (x, y)→ (x+ y, x y)

> g := (x,y) -> (-y, x);

g := (x, y)→ (−y, x)

> f1 := (x,y) -> f(g(x,y));

f1 := (x, y)→ f(g(x, y))

> f2 := (x,y) -> g(f(x,y));

f2 := (x, y)→ g(f(x, y))

> f1(x,y);

−y + x, −y x

> f2(x,y);

−y x, x+ y

Zpět
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Příklad 1.2.2
Pro vektorové funkce dvou proměnných f(x, y) = (x+ y, x y) a g(x, y) = (−y, x) najděte
f1 = f ◦ g a f2 = g ◦ f.

Mathematica:
f [{x , y }]:={x+ y, x ∗ y}f [{x , y }]:={x+ y, x ∗ y}f [{x , y }]:={x+ y, x ∗ y}
g[{x , y }]:={−y, x}g[{x , y }]:={−y, x}g[{x , y }]:={−y, x}
f1[z ]:=f [g[z]]f1[z ]:=f [g[z]]f1[z ]:=f [g[z]]

f2[z ]:=g[f [z]]f2[z ]:=g[f [z]]f2[z ]:=g[f [z]]

f1[{x, y}]f1[{x, y}]f1[{x, y}]
{x − y,−xy}
f2[{x, y}]f2[{x, y}]f2[{x, y}]
{−xy, x+ y}

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.8/139



Příklad 1.2.3
Rozhodněte, která z funkćı

f1(x) = ex + cos x+ e−x

f2(x) = ex + cos x+ e2x

f3(x) = ex + x cos x − e−x

f4(x) = 0

je sudá a která je lichá.

? Zpět
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Příklad 1.2.3
Rozhodněte, která z funkćı

f1(x) = ex + cos x+ e−x

f2(x) = ex + cos x+ e2x

f3(x) = ex + x cos x − e−x

f4(x) = 0

je sudá a která je lichá.

Výsledek:
Funkce f1 je sudá, neńı lichá.
Funkce f2 neńı sudá, neńı lichá.
Funkce f3 neńı sudá, je lichá.
Funkce f4 je sudá, je lichá .

Zpět
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Příklad 1.2.3
Rozhodněte, která z funkćı

f1(x) = ex + cos x+ e−x

f2(x) = ex + cos x+ e2x

f3(x) = ex + x cos x − e−x

f4(x) = 0

je sudá a která je lichá.

Návod:
Pro všechny funkce plat́ı, D(f) = R, tj. definičńı obor funkce je souměrný podle počátku.
Stač́ı vyšetřit následuj́ıćı podmı́nky:
Funkce f(x) je sudá, jestliže pro všechna x z definičńıho oboru plat́ı

f(x) = f(−x).

Funkce f(x) je lichá, jestliže pro všechna x z definičńıho oboru plat́ı

f(x) = −f(−x).

Zpět
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Příklad 1.2.3
Rozhodněte, která z funkćı

f1(x) = ex + cos x+ e−x

f2(x) = ex + cos x+ e2x

f3(x) = ex + x cos x − e−x

f4(x) = 0

je sudá a která je lichá.

Řešení:
D(f1) = D(f2) = D(f3) = D(f4) = R, tj. definičńı obor funkce je souměrný podle
počátku.
f1(−x) = e−x + cos(−x) + e−(−x) = e−x + cos x + ex = f1(x) (cos x je funkce sudá)
Funkce f1(x) je sudá a neńı lichá.

f2(−x) = e−x + cos(−x) + e2(−x) = e−x + cos x+ e−2x 6= f2(x) ani f2(−x) 6= −f2(x)
Funkce f2(x) neńı sudá a neńı lichá.

f3(−x) = e−x + (−x) cos(−x)− e−(−x) = e−x − x cos x − ex = −f3(−x)
Funkce f3(x) neńı sudá a je lichá.
f4(x) = −f4(−x) i f4(x) = f4(−x).
Funkce f4(x) je sudá i lichá.

Zpět
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Příklad 1.2.3
Rozhodněte, která z funkćı

f1(x) = ex + cos x+ e−x

f2(x) = ex + cos x+ e2x

f3(x) = ex + x cos x − e−x

f4(x) = 0

je sudá a která je lichá.

Maple:
> f1 := x -> exp(x) + cos(x) + exp(-x);

f1 := x → ex + cos(x) + e(−x)

> evalb (f1(x) = f1(-x));

true

> evalb (f1(x) = -f1(-x));

false

> f2 := x -> exp(x) + cos(x) + exp(2*x);

f2 := x → ex + cos(x) + e(2 x)

> evalb (f2(x) = f2(-x));

false

> evalb (f2(x) = -f2(-x));

false

Daľśı
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Příklad 1.2.3
Rozhodněte, která z funkćı

f1(x) = ex + cos x+ e−x

f2(x) = ex + cos x+ e2x

f3(x) = ex + x cos x − e−x

f4(x) = 0

je sudá a která je lichá.

Maple:
> f3 := x -> exp(x) + x * cos(x) - exp(-x);

f3 := x → ex + x cos(x)− e(−x)

> evalb (f3(x) = f3(-x));

false

> evalb (f3(x) = -f3(-x));

true

> f4 := x -> 0;

f4 := x → 0

> evalb (f4(x) = f4(-x));

true

> evalb (f4(x) = -f4(-x));

true

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.9/139



Příklad 1.2.3
Rozhodněte, která z funkćı

f1(x) = ex + cos x+ e−x

f2(x) = ex + cos x+ e2x

f3(x) = ex + x cos x − e−x

f4(x) = 0

je sudá a která je lichá.

Mathematica:
f1[x ]:=Exp[x] + Cos[x] + Exp[−x]f1[x ]:=Exp[x] + Cos[x] + Exp[−x]f1[x ]:=Exp[x] + Cos[x] + Exp[−x]

f1[x]===f1[−x]f1[x]===f1[−x]f1[x]===f1[−x]

True

f1[x]=== − f1[−x]f1[x]=== − f1[−x]f1[x]=== − f1[−x]

False
(Funkce f1 je sudá, neńı lichá.)

f2[x ]:=Exp[x] + Cos[x] + Exp[2 ∗ x]f2[x ]:=Exp[x] + Cos[x] + Exp[2 ∗ x]f2[x ]:=Exp[x] + Cos[x] + Exp[2 ∗ x]

f2[x]===f2[−x]f2[x]===f2[−x]f2[x]===f2[−x]

False

f2[x]=== − f2[−x]f2[x]=== − f2[−x]f2[x]=== − f2[−x]

False
(Funkce f2 neńı sudá, neńı lichá.)

Daľśı
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Příklad 1.2.3
Rozhodněte, která z funkćı

f1(x) = ex + cos x+ e−x

f2(x) = ex + cos x+ e2x

f3(x) = ex + x cos x − e−x

f4(x) = 0

je sudá a která je lichá.

Mathematica:
f3[x ]:=Exp[x] + x ∗ Cos[x]− Exp[−x]f3[x ]:=Exp[x] + x ∗ Cos[x]− Exp[−x]f3[x ]:=Exp[x] + x ∗ Cos[x]− Exp[−x]

f3[x]===f3[−x]f3[x]===f3[−x]f3[x]===f3[−x]

False

f3[x]=== − f3[−x]f3[x]=== − f3[−x]f3[x]=== − f3[−x]

True
(Funkce f3 neńı sudá, je lichá.)

f4[x ] = 0f4[x ] = 0f4[x ] = 0

0

f4[x]===f4[−x]f4[x]===f4[−x]f4[x]===f4[−x]

True

f4[x]=== − f4[−x]f4[x]=== − f4[−x]f4[x]=== − f4[−x]

True
(Funkce f4 je sudá, je lichá.)

Zpět
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Spojitost a limita funkce, limita posloupnosti

• Spojitost funkce

• Limita funkćı

• Limita posloupnost́ı

Zpět
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Spojitost funkce

• Př́ıklad 2.1.1 Vyšetřete spojitost funkce

f(x) =







x sin
1

x
pro x 6= 0,

1 pro x = 0.

• Př́ıklad 2.1.2 Určete č́ıslo a tak, aby funkce f byla spojitá v bodě x = 1,

f(x) =











x2 − 1
x3 − 1

pro x 6= 1,

a pro x = 1.

• Př́ıklad 2.1.3 Vyšetřete spojitost funkce f na jej́ım definičńım oboru,

f(x) =











2 + x2 pro x ∈ (−∞, 0〉,
sin(2x)

x
pro x ∈ (0, 5〉.

Zpět
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Příklad 2.1.1
Vyšetřete spojitost funkce

f(x) =







x sin
1

x
pro x 6= 0,

1 pro x = 0.

? Zpět
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Příklad 2.1.1
Vyšetřete spojitost funkce

f(x) =







x sin
1

x
pro x 6= 0,

1 pro x = 0.

Výsledek:
Funkce f je spojitá ∀x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞) .

Zpět
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Příklad 2.1.1
Vyšetřete spojitost funkce

f(x) =







x sin
1

x
pro x 6= 0,

1 pro x = 0.

Návod:
V bodech x ∈ R\{0} využijte vlastnost́ı elementárńıch funkćı. Nespojitost v bodě 0 plyne
z toho, že lim

x→0
f(x) 6= f(0).

Zpět
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Příklad 2.1.1
Vyšetřete spojitost funkce

f(x) =







x sin
1

x
pro x 6= 0,

1 pro x = 0.

Řešení:

Funkce
1

x
je spojitá na svém definičńım oboru, tedy spojitá ve všech bodech x ∈ R\{0},

jej́ı obor hodnot je R\{0}. Funkce sin t je spojitá ∀t ∈ R, tedy i složená funkce sin
1

x
je

spojitá na R\{0}. Funkce x je spojitá na R a součin dvou spojitých funkćı je funkce
spojitá. Tedy funkce f je spojitá pro všechna x 6= 0. Zbývá vyšetřit spojitost v bodě
x = 0. Vypočteme lim

x→0
f(x). Protože funkce sin t je omezená na svém definičńım oboru,

je

lim
x→0

x sin
1

x
= 0 6= f(0) = 1.

Tedy v bodě x = 0 neńı funkce f spojitá.

Zpět
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Příklad 2.1.1
Vyšetřete spojitost funkce

f(x) =







x sin
1

x
pro x 6= 0,

1 pro x = 0.

Maple:
> discont(x*sin(1/x),x);

{0}
> L:=limit(x*sin(1/x), x=0);

L := 0

> f(0):=1;

f(0) := 1

Funkce neńı spojitá v bodě x=0.
> p1:=plot(x*sin(1/x),x=-1..0): p2:=plot(x*sin(1/x),x= 0..1): p3:=
point([0,1],color=blue): plots[display](p1,p2,p3);
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x

Zpět
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Příklad 2.1.1
Vyšetřete spojitost funkce

f(x) =







x sin
1

x
pro x 6= 0,

1 pro x = 0.

Mathematica:
f [x ]:=Piecewise[{{xSin[1/x], x 6= 0}, {1, x == 0}}]f [x ]:=Piecewise[{{xSin[1/x], x 6= 0}, {1, x == 0}}]f [x ]:=Piecewise[{{xSin[1/x], x 6= 0}, {1, x == 0}}]
Limit[f [x], x → 0]Limit[f [x], x → 0]Limit[f [x], x → 0]

0

Funkce neńı spojitá v bodě x = 0 .

g = Plot[f [x], {x,−1, 1}, PlotRange → {{−1, 1}, {−0.3, 1.1}},g = Plot[f [x], {x,−1, 1}, PlotRange → {{−1, 1}, {−0.3, 1.1}},g = Plot[f [x], {x,−1, 1}, PlotRange → {{−1, 1}, {−0.3, 1.1}},
Epilog → {{Disk[{0, 1}, {0.025, 0.025}]},Epilog → {{Disk[{0, 1}, {0.025, 0.025}]},Epilog → {{Disk[{0, 1}, {0.025, 0.025}]},
{Thickness[0.005], Circle[{0, 0}, {0.025, 0.025}]}}]{Thickness[0.005], Circle[{0, 0}, {0.025, 0.025}]}}]{Thickness[0.005], Circle[{0, 0}, {0.025, 0.025}]}}]
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1

Zpět
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Příklad 2.1.2
Určete č́ıslo a tak, aby funkce f byla spojitá v bodě x = 1,

f(x) =











x2 − 1
x3 − 1

pro x 6= 1,

a pro x = 1.

? Zpět
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Příklad 2.1.2
Určete č́ıslo a tak, aby funkce f byla spojitá v bodě x = 1,

f(x) =











x2 − 1
x3 − 1

pro x 6= 1,

a pro x = 1.

Výsledek:
a = 2/3 .

Zpět
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Příklad 2.1.2
Určete č́ıslo a tak, aby funkce f byla spojitá v bodě x = 1,

f(x) =











x2 − 1
x3 − 1

pro x 6= 1,

a pro x = 1.

Návod:
Využijte větu, že funkce je spojitá v bodě x = 1 právě když
lim
x→1

f(x) = f(1) = a.

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.13/139



Příklad 2.1.2
Určete č́ıslo a tak, aby funkce f byla spojitá v bodě x = 1,

f(x) =











x2 − 1
x3 − 1

pro x 6= 1,

a pro x = 1.

Řešení:
Protože x2 − 1 = (x − 1)(x+ 1) a x3 − 1 = (x − 1)(x2 + x + 1), je

lim
x→1

x2 − 1
x3 − 1 = limx→1

(x − 1)(x+ 1)
(x − 1)(x2 + x + 1)

= lim
x→1

x+ 1

x2 + x + 1
=

1 + 1

1 + 1 + 1
=
2

3
.

Tedy polož́ıme-li a := 2/3, bude funkce f(x) spojitá v bodě x = 1.

Zpět
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Příklad 2.1.2
Určete č́ıslo a tak, aby funkce f byla spojitá v bodě x = 1,

f(x) =











x2 − 1
x3 − 1

pro x 6= 1,

a pro x = 1.

Maple:
> discont((xˆ2-1)/(xˆ3-1),x);

{1}
> a:=limit((xˆ2-1)/(xˆ3-1), x=1);

a :=
2

3
> p1:=plot((xˆ2-1)/(xˆ3-1),x=-1..5): p2:=point([1,a], c olor=blue):
display(p1,p2,axes=normal);
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Zpět
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Příklad 2.1.2
Určete č́ıslo a tak, aby funkce f byla spojitá v bodě x = 1,

f(x) =











x2 − 1
x3 − 1

pro x 6= 1,

a pro x = 1.

Mathematica:
Limit[(x∧2− 1)/(x∧3− 1), x → 1]Limit[(x∧2− 1)/(x∧3− 1), x → 1]Limit[(x∧2− 1)/(x∧3− 1), x → 1]
2
3

Dodefinujeme funkci v bod2 x = 1 hodnotou f(1) = 2/3 .

f [x ]:=Piecewise[{{(x∧2− 1)/(x∧3− 1), x 6= 1}, {2/3, x == 0}}]f [x ]:=Piecewise[{{(x∧2− 1)/(x∧3− 1), x 6= 1}, {2/3, x == 0}}]f [x ]:=Piecewise[{{(x∧2− 1)/(x∧3− 1), x 6= 1}, {2/3, x == 0}}]
g = Plot[f [x], {x,−1, 2}, Epilog → {{Disk[{1, 2/3},{0.03, 0.02}]}}]g = Plot[f [x], {x,−1, 2}, Epilog → {{Disk[{1, 2/3}, {0.03, 0.02}]}}]g = Plot[f [x], {x,−1, 2}, Epilog → {{Disk[{1, 2/3}, {0.03, 0.02}]}}]
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Zpět
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Příklad 2.1.3
Vyšetřete spojitost funkce f na jej́ım definičńım oboru,

f(x) =











2 + x2 pro x ∈ (−∞, 0〉,
sin(2x)

x
pro x ∈ (0, 5〉.

? Zpět
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Příklad 2.1.3
Vyšetřete spojitost funkce f na jej́ım definičńım oboru,

f(x) =











2 + x2 pro x ∈ (−∞, 0〉,
sin(2x)

x
pro x ∈ (0, 5〉.

Výsledek:
f je spojitá v každém bodě x ∈ (−∞, 5) a f je spojitá zleva v bodě x = 5 .

Zpět
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Příklad 2.1.3
Vyšetřete spojitost funkce f na jej́ım definičńım oboru,

f(x) =











2 + x2 pro x ∈ (−∞, 0〉,
sin(2x)

x
pro x ∈ (0, 5〉.

Návod:
Pro x ∈ (−∞, 0) a pro x ∈ (0, 5〉 využijte věty o spojitosti elementárńıch funkćı a o
spojitosti pod́ılu dvou funkćı. V bodě x = 0 vypočtěte lim

x→0+
f(x) a a porovnejte s f(0).

Zpět
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Příklad 2.1.3
Vyšetřete spojitost funkce f na jej́ım definičńım oboru,

f(x) =











2 + x2 pro x ∈ (−∞, 0〉,
sin(2x)

x
pro x ∈ (0, 5〉.

Řešení:
Definičńı obor funkce f je D(f) = (−∞, 5〉. Je-li x ∈ (−∞, 0〉 je f(x) = 2 + x2, a f je
spojitá pro x ∈ (−∞, 0). 0 je pravým krajńım bodem intervalu, funkce f je v bodě x = 0
spojitá zleva a f(0) = 2 + 0 = 2. Funkce sin(2x) a funkce x jsou spojité na (0, 5), x 6= 0
na (0, 5), tedy i jejich pod́ıl je funkce spojitá na (0, 5). Bod x = 5 je pravým krajńım
bodem intervalu (0, 5〉, funkce f je v bodě x = 5 spojitá zleva. Zbývá vyšetřit spojitost v

bodě x = 0. Protože lim
t→0+

sin t

t
= 1, dostaneme

lim
x→0+

sin(2x)

x
= lim

x→0+

2 sin(2x)

2x
= 2 lim

x→0+

sin(2x)

2x
= 2 = f(0).

Funkce f je tedy spojitá na celém svém definičńım oboru (−∞, 5〉 (v bodě x = 5 spojitá
zleva).

Zpět
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Příklad 2.1.3
Vyšetřete spojitost funkce f na jej́ım definičńım oboru,

f(x) =











2 + x2 pro x ∈ (−∞, 0〉,
sin(2x)

x
pro x ∈ (0, 5〉.

Maple:
> discont(2+xˆ2,x);

{}
> discont(sin(2*x)/x,x);

{0}
> f(0):=2;

f(0) := 2

> L:=limit(sin(2*x)/x,x=0);

L := 2

Funkce je spojitá i v bodě x=0.
> p1:=plot(2+xˆ2,x=-2..0, color=red):
p2:=plot(sin(2*x)/x,x=0..5,color=blue): display(p1,p 2);

1

2

3

4

5

6

–2 –1 1 2 3 4 5
xZpět
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Příklad 2.1.3
Vyšetřete spojitost funkce f na jej́ım definičńım oboru,

f(x) =











2 + x2 pro x ∈ (−∞, 0〉,
sin(2x)

x
pro x ∈ (0, 5〉.

Mathematica:
f [x ]:=Piecewise[{{2 + x∧2, x ≤ 0}, {Sin[2x]/x, x > 0}}]f [x ]:=Piecewise[{{2 + x∧2, x ≤ 0}, {Sin[2x]/x, x > 0}}]f [x ]:=Piecewise[{{2 + x∧2, x ≤ 0}, {Sin[2x]/x, x > 0}}]
Limit[f [x], x → 0]Limit[f [x], x → 0]Limit[f [x], x → 0]

2

f [0]f [0]f [0]

2

Funkce je spojitá v bodě x = 0, je tedy spojitá v celém intervalu (∞, 5〉.
g = Plot[f [x], {x,−2, 5}, Epilog → {{Disk[{0, 2}, {0.1, .15}]}}]g = Plot[f [x], {x,−2, 5}, Epilog → {{Disk[{0, 2}, {0.1, .15}]}}]g = Plot[f [x], {x,−2, 5}, Epilog → {{Disk[{0, 2}, {0.1, .15}]}}]

-2 -1 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

Zpět
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Limity

• Př́ıklad 2.2.1 Vypočtěte limitu

lim
x→+∞

ln x+ x

arccotg x
.

• Př́ıklad 2.2.2 Vypočtěte následuj́ıćı limitu:

lim
x→1−

x2

arccos x
.

• Př́ıklad 2.2.3 Vypočtěte limitu

lim
x→1−

x2

arcsin x
.

• Př́ıklad 2.2.4 Vypočtěte limitu

lim
x→−3

√
6− x+ x

3− 2x − x2
.

• Př́ıklad 2.2.5 Vypočtěte limity

a) lim
x→0+

ln x2

x2
b) lim

x→+∞

ln x2

x2
.

Zpět
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Příklad 2.2.1
Vypočtěte limitu

lim
x→+∞

ln x+ x

arccotg x
.

? Zpět
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Příklad 2.2.1
Vypočtěte limitu

lim
x→+∞

ln x+ x

arccotg x
.

Výsledek:
+∞ .

Zpět
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Příklad 2.2.1
Vypočtěte limitu

lim
x→+∞

ln x+ x

arccotg x
.

Návod:
Aplikujeme větu o limitě součtu, o limitě pod́ılu a o limitě součinu.

Zpět
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Příklad 2.2.1
Vypočtěte limitu

lim
x→+∞

ln x+ x

arccotg x
.

Řešení:

lim
x→+∞

ln x + x

arccotg x
= lim

x→+∞

1

arccotg x
(ln x + x).

Protože lim
x→+∞

ln x = +∞, je i lim
x→+∞

(ln x+ x) = +∞.

Protože lim
x→+∞

arccotg x = 0+ (funkce arccotg x je kladná na svém definičńım oboru), je

lim
x→+∞

1

arccotg x
= +∞.

Výsledná limita je tedy ”(+∞) · (+∞)” = +∞.

Zpět
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Příklad 2.2.1
Vypočtěte limitu

lim
x→+∞

ln x+ x

arccotg x
.

Maple:
> limit((ln(x)+x)/arccot(x), x=infinity);

∞

Zpět
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Příklad 2.2.1
Vypočtěte limitu

lim
x→+∞

ln x+ x

arccotg x
.

Mathematica:
Limit[(Log[x] + x)/ArcCot[x], x → Infinity]Limit[(Log[x] + x)/ArcCot[x], x → Infinity]Limit[(Log[x] + x)/ArcCot[x], x → Infinity]

∞

Zpět
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Příklad 2.2.2
Vypočtěte následuj́ıćı limitu:

lim
x→1−

x2

arccos x
.

? Zpět
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Příklad 2.2.2
Vypočtěte následuj́ıćı limitu:

lim
x→1−

x2

arccos x
.

Výsledek:
+∞ .

Zpět
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Příklad 2.2.2
Vypočtěte následuj́ıćı limitu:

lim
x→1−

x2

arccos x
.

Návod:
Využijte spojitost funkce y = x2 v bodě x = 1 a větu o limitě pod́ılu, je-li jmenovatel
kladný a limita jmenovatele je 0.

Zpět
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Příklad 2.2.2
Vypočtěte následuj́ıćı limitu:

lim
x→1−

x2

arccos x
.

Řešení:
Protože funkce y = x2 je spojitá v bodě x = 1, je limita funkce rovna v tomto bodě
funkčńı hodnotě: lim

x→1−
x
2
= 1. Funkce arccos x je nezáporná na svém definičńım oboru

a arccos 1 = 0, tedy lim
x→1−

arccos x = 0 + . Limita pod́ılu je ”1/(0+)” = +∞.

Zpět
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Příklad 2.2.2
Vypočtěte následuj́ıćı limitu:

lim
x→1−

x2

arccos x
.

Maple:
> limit(xˆ2/arccos(x), x=1,left);

∞

Zpět
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Příklad 2.2.2
Vypočtěte následuj́ıćı limitu:

lim
x→1−

x2

arccos x
.

Mathematica:
Limit[x∧2/ArcCos[x], x → 1, Direction → 1]Limit[x∧2/ArcCos[x], x → 1, Direction → 1]Limit[x∧2/ArcCos[x], x → 1, Direction → 1]

∞

Zpět
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Příklad 2.2.3
Vypočtěte limitu

lim
x→1−

x2

arcsin x
.

? Zpět
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Příklad 2.2.3
Vypočtěte limitu

lim
x→1−

x2

arcsin x
.

Výsledek:
2/π .

Zpět
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Příklad 2.2.3
Vypočtěte limitu

lim
x→1−

x2

arcsin x
.

Návod:
Využijte spojitost obou funkćı a větu o limitě pod́ılu.

Zpět
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Příklad 2.2.3
Vypočtěte limitu

lim
x→1−

x2

arcsin x
.

Řešení:
Protože funkce y = x2 je spojitá v bodě x = 1, je limita funkce rovna v tomto bodě
funkčńı hodnotě: lim

x→1−
x
2
= 1. Protože funkce y = arcsin x je spojitá zleva v bodě

x = 1, je lim
x→1−

arcsin x = π/2. Limita pod́ılu je ”1/(π/2)” = 2/π.

Zpět
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Příklad 2.2.3
Vypočtěte limitu

lim
x→1−

x2

arcsin x
.

Maple:
> limit(xˆ2/arcsin(x), x=1,left);

2

π

Zpět
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Příklad 2.2.3
Vypočtěte limitu

lim
x→1−

x2

arcsin x
.

Mathematica:
Limit[x∧2/ArcSin[x], x → 1, Direction → 1]Limit[x∧2/ArcSin[x], x → 1, Direction → 1]Limit[x∧2/ArcSin[x], x → 1, Direction → 1]
2
π

Zpět
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Příklad 2.2.4
Vypočtěte limitu

lim
x→−3

√
6− x+ x

3− 2x − x2
.

? Zpět
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Příklad 2.2.4
Vypočtěte limitu

lim
x→−3

√
6− x+ x

3− 2x − x2
.

Výsledek:
5/24 .

Zpět
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Příklad 2.2.4
Vypočtěte limitu

lim
x→−3

√
6− x+ x

3− 2x − x2
.

Návod:
Zlomek rozš́ı̌ŕıme výrazem

√
6− x − x, vzniklé kvadratické trojčleny rozlož́ıme na

kořenové činitele. Zkrát́ıme-li členy x+ 3, dostaneme funkci, která se na prstencovém
okoĺı bodu −3 rovná funkci, jej́ıž limitu poč́ıtáme, a tedy obě limity se sobě rovnaj́ı.

Zpět
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Příklad 2.2.4
Vypočtěte limitu

lim
x→−3

√
6− x+ x

3− 2x − x2
.

Řešení:

lim
x→−3

√
6− x+ x

3− 2x − x2
= lim

x→−3

√
6− x + x

3− 2x − x2

√
6− x − x√
6− x − x

=

= lim
x→−3

6− x − x2

(3− 2x − x2)(
√
6− x − x)

= lim
x→−3

(x + 3)(2− x)

(x + 3)(1− x)(
√
6− x − x)

=

lim
x→−3

(2− x)

(1− x)(
√
6− x − x)

=
(2− (−3))

(1− (−3))(
√

6− (−3)− (−3))
=

5

4 · 6
=
5

24
,

kde jsme využili spojitosti funkćı 2− x, 1− x a
√
6− x − x v bodě x = −3 a faktu, že

√
6− x+ x

3− 2x − x2
=

(2− x)

(1− x)(
√
6− x − x)

∀x ∈ Pδ(−3), δ > 0,

a tedy limity obou funkćı pro x → −3 se sobě rovnaj́ı.

Zpět
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Příklad 2.2.4
Vypočtěte limitu

lim
x→−3

√
6− x+ x

3− 2x − x2
.

Maple:
> limit((\sqrt(6-x)+x)/(3-2*x-xˆ2), x=-3);

5

24

Zpět
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Příklad 2.2.4
Vypočtěte limitu

lim
x→−3

√
6− x+ x

3− 2x − x2
.

Mathematica:
Limit[(Sqrt[(6− x)] + x)/(3− 2x − x∧2), x → −3]Limit[(Sqrt[(6− x)] + x)/(3− 2x − x∧2), x → −3]Limit[(Sqrt[(6− x)] + x)/(3− 2x − x∧2), x → −3]
5
24

Zpět
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Příklad 2.2.5
Vypočtěte limity

a) lim
x→0+

ln x2

x2
b) lim

x→+∞

ln x2

x2
.

? Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.20/139



Příklad 2.2.5
Vypočtěte limity

a) lim
x→0+

ln x2

x2
b) lim

x→+∞

ln x2

x2
.

Výsledek:
a) −∞, b) 0 .

Zpět
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Příklad 2.2.5
Vypočtěte limity

a) lim
x→0+

ln x2

x2
b) lim

x→+∞

ln x2

x2
.

Návod:

a) Převed’te na součin ”(+∞) · (−∞)”. b) Na výraz ”
+∞
+∞ ” aplikujte L’Hospitalovo

pravidlo.

Zpět
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Příklad 2.2.5
Vypočtěte limity

a) lim
x→0+

ln x2

x2
b) lim

x→+∞

ln x2

x2
.

Řešení:
a)

lim
x→0+

ln x2

x2
= lim

x→0+

1

x2
ln x2 = ”(+∞) · (−∞)” = −∞.

Protože lim
x→0+

x2 = 0+ (funkce je kladná na prstencovém okoĺı bodu 0), je

lim
x→0+

1

x2
= +∞ a lim

x→0+
ln x2 = −∞.

b) Protože lim
x→+∞

x
2
= +∞ a lim

x→+∞
ln x

2
= +∞, poč́ıtáme limitu neurčitého výrazu

”
+∞
+∞

”. Aplikujeme L’Hospitalovo pravidlo a pokud existuje limita pod́ılu derivaćı, obě

limity se rovnaj́ı:

lim
x→+∞

ln x2

x2
= lim

x→+∞

1

x2
2x

2x
= lim

x→+∞

1

x2
= 0.

Zpět
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Příklad 2.2.5
Vypočtěte limity

a) lim
x→0+

ln x2

x2
b) lim

x→+∞

ln x2

x2
.

Maple:
a)

> limit(ln(xˆ2)/xˆ2, x=0,right);

−∞
b)

> limit(ln(xˆ2)/xˆ2, x=infinity);

0

Zpět
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Příklad 2.2.5
Vypočtěte limity

a) lim
x→0+

ln x2

x2
b) lim

x→+∞

ln x2

x2
.

Mathematica:
a)
Limit[Log[x∧2]/x∧2, x → 0, Direction → 1]Limit[Log[x∧2]/x∧2, x → 0, Direction → 1]Limit[Log[x∧2]/x∧2, x → 0, Direction → 1]

−∞
b)
Limit[Log[x∧2]/x∧2, x → Infinity]Limit[Log[x∧2]/x∧2, x → Infinity]Limit[Log[x∧2]/x∧2, x → Infinity]

0

Zpět
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Limita posloupností

• Př́ıklad 2.3.1 Vypočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

2
n − 1
2n + 1

.

• Př́ıklad 2.3.2 Vypočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

(

1 +
1

3n

)6n+5

.

Zpět
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Příklad 2.3.1
Vypočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

2
n − 1
2n + 1

.

? Zpět
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Příklad 2.3.1
Vypočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

2
n − 1
2n + 1

.

Výsledek:
1 .

Zpět
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Příklad 2.3.1
Vypočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

2
n − 1
2n + 1

.

Návod:
Vytkneme v čitateli i ve jmenovateli 2

n
.

Zpět
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Příklad 2.3.1
Vypočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

2
n − 1
2n + 1

.

Řešení:

lim
n→∞

2
n − 1
2n + 1

= lim
n→∞

2
n
(1− 1

2n )

2n (1 +
1

2n )

= lim
n→∞

1− 1

2n

1 +
1

2n

=
1− 0
1 + 0

= 1.

Využili jsme toho, že lim
n→∞

1

2n = 0.

Zpět
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Příklad 2.3.1
Vypočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

2
n − 1
2n + 1

.

Maple:
> limit((2ˆn-1)/(2ˆn+1), n=infinity);

1

Zpět
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Příklad 2.3.1
Vypočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

2
n − 1
2n + 1

.

Mathematica:
Limit[(2∧n − 1)/(2∧n + 1), n → Infinity]Limit[(2∧n − 1)/(2∧n + 1), n → Infinity]Limit[(2∧n − 1)/(2∧n + 1), n → Infinity]

1

Zpět
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Příklad 2.3.2
Vypočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

(

1 +
1

3n

)6n+5

.

? Zpět
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Příklad 2.3.2
Vypočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

(

1 +
1

3n

)6n+5

.

Výsledek:
e2 .

Zpět
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Příklad 2.3.2
Vypočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

(

1 +
1

3n

)6n+5

.

Návod:

Využijte toho, že lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

= e.

Zpět
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Příklad 2.3.2
Vypočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

(

1 +
1

3n

)6n+5

.

Řešení:

Protože lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

= e, dostaneme

lim
n→∞

(

1 +
1

3n

)6n+5

= lim
m→∞

(

1 +
1

m

)2m+5

=

(substituce m := 3n, n → +∞ ⇒ m → +∞)

lim
m→∞

(

1 +
1

m

)2m (

1 +
1

m

)5

= lim
m→∞

((

1 +
1

m

)m)2 (

1 +
1

m

)5

=

= e
2
(1 + 0)

5
= e

2
.

Zpět
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Příklad 2.3.2
Vypočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

(

1 +
1

3n

)6n+5

.

Maple:
> limit((1+(1/(3*n)))ˆ(6*n+5), n=infinity);

e2

Zpět
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Příklad 2.3.2
Vypočtěte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

(

1 +
1

3n

)6n+5

.

Mathematica:
Limit[(1 + (1/(3 ∗ n)))∧(6 ∗ n+ 5), n → Infinity]Limit[(1 + (1/(3 ∗ n)))∧(6 ∗ n+ 5), n → Infinity]Limit[(1 + (1/(3 ∗ n)))∧(6 ∗ n+ 5), n → Infinity]

e2

Zpět
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Derivace funkce a parciální derivace

• Derivace funkce jedné proměnné

• Derivace vyšš́ıch řád̊u

• L’Hospitalovo pravidlo

• Parciálńı derivace

Zpět
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Derivace funkce jedné proměnné

• Př́ıklad 3.1.1 Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 3 .

• Př́ıklad 3.1.2 Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = 1
x2

v bodě x0 = 1 .

• Př́ıklad 3.1.3 Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π .

Zpět
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Příklad 3.1.1
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 3 .

? Zpět
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Příklad 3.1.1
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 3 .

Výsledek:
f ′(3) = 6 .

Zpět
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Příklad 3.1.1
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 3 .

Návod:
Využijete definice derivace

f
′
(x0) = lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x − x0
.

Zpět
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Příklad 3.1.1
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 3 .

Řešení:
K výpočtu využijeme definice derivace

f
′
(x0) = lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x − x0
.

Podle této definice můžeme psát

f ′(3) = lim
x→3

f(x)− f(3)

x − 3
= lim

x→3
x2 − 9
x − 3

= lim
x→3

(x − 3)(x+ 3)
x − 3

= lim
x→3

(x+ 3) = 6 .

Zpět
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Příklad 3.1.1
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 3 .

Maple:
> f:=x->xˆ2;

f := x → x2

> derf3:=limit((f(x)-f(3))/(x-3),x=3);

derf3 := 6

Zpět
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Příklad 3.1.1
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 3 .

Mathematica:
f [x ] = x∧2f [x ] = x∧2f [x ] = x∧2

x2

derf3 = Limit[(f [x]− f [3])/(x − 3), x → 3]derf3 = Limit[(f [x]− f [3])/(x − 3), x → 3]derf3 = Limit[(f [x]− f [3])/(x − 3), x → 3]

6

Zpět
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Příklad 3.1.2
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = 1

x2
v bodě x0 = 1 .

? Zpět
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Příklad 3.1.2
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = 1

x2
v bodě x0 = 1 .

Výsledek:
f ′(1) = −2 .

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.27/139



Příklad 3.1.2
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = 1

x2
v bodě x0 = 1 .

Návod:
Využijete definice derivace

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x − x0
.

Zpět
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Příklad 3.1.2
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = 1

x2
v bodě x0 = 1 .

Řešení:
K výpočtu využijeme definice derivace

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x − x0
.

Podle této definice můžeme psát

f ′(1) = lim
x→1

f(x)− f(1)

x − 1
= lim

x→1

1
x2

− 1
x − 1

= lim
x→1

1−x2

x2

x − 1
=

= lim
x→1

1− x2

x2 (x − 1)
= lim

x→1
(1− x)(1 + x)

x2 (x − 1)
= lim

x→1
−(1 + x)

x2
= −2 .

Zpět
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Příklad 3.1.2
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = 1

x2
v bodě x0 = 1 .

Maple:
> f:=x->1/xˆ2;

f := x → 1

x2
> derf1:=limit((f(x)-f(1))/(x-1),x=1);

derf1 := −2

Zpět
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Příklad 3.1.2
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = 1

x2
v bodě x0 = 1 .

Mathematica:
f [x ] = 1/x∧2f [x ] = 1/x∧2f [x ] = 1/x∧2

1
x2

derf1 = Limit[(f [x]− f [1])/(x − 1), x → 1]derf1 = Limit[(f [x]− f [1])/(x − 1), x → 1]derf1 = Limit[(f [x]− f [1])/(x − 1), x → 1]

−2

Zpět
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Příklad 3.1.3
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π .

? Zpět
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Příklad 3.1.3
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π .

Výsledek:
f ′(π)− 1 .

Zpět
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Příklad 3.1.3
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π .

Návod:
Využijte definici derivace

f
′
(x0) = lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x − x0

a vzorec

sin(x)− sin(y) = 2 sin(x − y

2
) cos(

x+ y

2
) .

Zpět
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Příklad 3.1.3
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π .

Řešení:
K výpočtu využijeme definice derivace

f
′
(x0) = lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x − x0
.

Podle této definice můžeme psát

f
′
(π) = lim

x→π

f(x)− f(π)

x − π
= lim

x→π

sin(x)− sin(π)
x − π

= lim
x→π

2 cos( x+π
2 ) sin(

x−π
2 )

x − π
=

= lim
x→π

cos(
x+ π

2
)
sin( x−π

2 )
x−π
2

= cos(π) = −1 .

Použili jsme vzorec

sin(x)− sin(y) = 2 sin(x − y

2
) cos(

x + y

2
)

Zpět
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Příklad 3.1.3
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π .

Maple:
> f:=x->sin(x);

f := x → sin(x)

> derf1:=limit((f(x)-f(Pi))/(x-Pi),x=Pi);

derf1 := −1

Zpět
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Příklad 3.1.3
Vypočtěte z definice derivaci funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π .

Mathematica:
f [x ] = Sin[x]f [x ] = Sin[x]f [x ] = Sin[x]

Sin[x]

derf1 = Limit[(f [x]− f [Pi])/(x − Pi), x → Pi]derf1 = Limit[(f [x]− f [Pi])/(x − Pi), x → Pi]derf1 = Limit[(f [x]− f [Pi])/(x − Pi), x → Pi]

−1

Zpět
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Derivace vyšších řád̊u

• Př́ıklad 3.2.1 Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) = x2 sin(x) .

• Př́ıklad 3.2.2 Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) =
x2

ln(x)
.

• Př́ıklad 3.2.3 Vypočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = 3
x2+1

v bodě x0 = 1 .

Zpět
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Příklad 3.2.1
Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) = x2 sin(x) .

? Zpět
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Příklad 3.2.1
Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) = x2 sin(x) .

Výsledek:
f ′′(x) = − sin(x)x2 + 4 cos(x)x+ 2 sin(x) .

Zpět
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Příklad 3.2.1
Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) = x2 sin(x) .

Návod:

f ′′(x) =
(

f ′(x)
)′

.

Zpět
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Příklad 3.2.1
Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) = x2 sin(x) .

Řešení:

f
′′
(x) =

(

(x
2
sin(x))

′
) ′
=
(

2x sin(x) + x
2
cos(x)

)′
=

= 2 sin(x) + 2x cos(x) + 2x cos(x)− x
2
sin(x) =

= −x
2
sin(x) + 4x cos(x) + 2 sin(x) .

Zpět
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Příklad 3.2.1
Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) = x2 sin(x) .

Maple:
Definice funkce

> f:=x->xˆ2*sin(x);

f := x → x2 sin(x)

Prvńı derivace:

> f1:=unapply(diff(f(x),x),x);

f1 := x → 2x sin(x) + x2 cos(x)

Druhá derivace:

> f2:=unapply(diff(f1(x),x),x);

f2 := x → 2 sin(x) + 4 x cos(x)− x2 sin(x)

Zpět
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Příklad 3.2.1
Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) = x2 sin(x) .

Mathematica:
f [x ] = x∧2Sin[x]f [x ] = x∧2Sin[x]f [x ] = x∧2Sin[x]

x2Sin[x]

D[f [x], x]D[f [x], x]D[f [x], x]

x2Cos[x] + 2xSin[x]

D[D[f [x], x], x]D[D[f [x], x], x]D[D[f [x], x], x]

4xCos[x] + 2Sin[x]− x2Sin[x]

Zpět
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Příklad 3.2.2

Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) =
x2

ln(x)
.

? Zpět
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Příklad 3.2.2

Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) =
x2

ln(x)
.

Výsledek:

f ′′(x) =
2

ln(x)
− 3

ln2(x)
+

2

ln3(x)
.

Zpět
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Příklad 3.2.2

Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) =
x2

ln(x)
.

Návod:

f ′′(x) =
(

f ′(x)
)′

.

Zpět
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Příklad 3.2.2

Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) =
x2

ln(x)
.

Řešení:

f
′′
(x) =

((

x2

ln(x)

) ′) ′

=

(

2x ln(x)− x2 1x
ln2(x)

) ′

=

(

2x

ln(x)
− x

ln2(x)

) ′
=

=
2 ln(x)− 2x 1x
ln2(x)

−
ln2(x)− x 2 ln(x) 1x

ln4(x)
=

2

ln(x)
− 3

ln2(x)
+

2

ln3(x)
.

Zpět
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Příklad 3.2.2

Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) =
x2

ln(x)
.

Maple:
Definice funkce

> f:=x->xˆ2/ln(x);

f := x → x2

ln(x)
Prvńı derivace:

> f1:=unapply(diff(f(x),x),x);

f1 := x → 2x

ln(x)
− x

ln(x)2

Druhá derivace:

> f2:=unapply(diff(f1(x),x),x);

f2 := x → 2

ln(x)
− 3

ln(x)2
+

2

ln(x)3

Zpět
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Příklad 3.2.2

Vypočtěte druhou derivaci funkce f(x) =
x2

ln(x)
.

Mathematica:
f [x ] = x∧2/Log[x]f [x ] = x∧2/Log[x]f [x ] = x∧2/Log[x]

x2

Log[x]

D[f [x], x]D[f [x], x]D[f [x], x]

− x
Log[x]2

+ 2x
Log[x]

D[D[f [x], x], x]D[D[f [x], x], x]D[D[f [x], x], x]

2
Log[x]3

− 3
Log[x]2

+ 2
Log[x]

Zpět
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Příklad 3.2.3
Vypočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = 3

x2+1
v bodě x0 = 1 .

? Zpět
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Příklad 3.2.3
Vypočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = 3

x2+1
v bodě x0 = 1 .

Výsledek:

f ′′′(x) = −72 x (x2 − 1)
(x2 + 1)4

, f
′′′
(1) = 0 .

Zpět
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Příklad 3.2.3
Vypočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = 3

x2+1
v bodě x0 = 1 .

Návod:
f ′′′(x) = (((f ′(x))′)′ , do vypočtené třet́ı derivace dosad́ıme x = 1 .

Zpět
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Příklad 3.2.3
Vypočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = 3

x2+1
v bodě x0 = 1 .

Řešení:
Nejdř́ıve vypočteme prvńı, druhou a třet́ı derivaci:

f ′(x) = − 6x

(x2 + 1)2

f
′′
(x) = −

(

6x

(x2 + 1)2

) ′
= −6(x

2 + 1)2 − 6x2(x2 + 1)2x
(x2 + 1)4

= −6(x
2 + 1)− 24x2

(x2 + 1)3
=

=
6 (3 x2 − 1)
(x2 + 1)3

f ′′′(x) =

(

6 (3x2 − 1)
(x2 + 1)3

) ′

=
36x(x2 + 1)3 − (6(3x2 − 1)3(x2 + 1)22x

(x2 + 1)6
=

=
36x(x2 + 1)− 36(3x2 − 1)x

(x2 + 1)4
= −72 x (x2 − 1)

(x2 + 1)4

Nyńı dosad́ıme do třet́ı derivace za x jedničku:
f ′′′(1) = 0 .

Zpět
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Příklad 3.2.3
Vypočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = 3

x2+1
v bodě x0 = 1 .

Maple:
> f:=x->3/(xˆ2+1);

f := x → 3

x2 + 1
Prvńı derivace:

> fd1:=diff(f(x),x);

fd1 := − 6x

(x2 + 1)2

Druhá derivace:

> fd2:=simplify(diff(f(x),x$2));

fd2 :=
6 (3 x2 − 1)
(x2 + 1)3

Třet́ı derivace:

> fd3:=unapply(simplify(diff(f(x),x$3)),x);

fd3 := x → − 72x (x2 − 1)
(x2 + 1)4

Dosazeńı hodnoty:

> fd3(1);

0

Zpět
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Příklad 3.2.3
Vypočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = 3

x2+1
v bodě x0 = 1 .

Mathematica:
f [x ] = 3/(x∧2 + 1)f [x ] = 3/(x∧2 + 1)f [x ] = 3/(x∧2 + 1)

3
1+x2

Prvńı derivace:
fd1[x ] = D[f [x], x]fd1[x ] = D[f [x], x]fd1[x ] = D[f [x], x]

− 6x

(1+x2)2

Druhá derivace:
fd2[x ] = Simplify[D[f [x], {x, 2}]]fd2[x ] = Simplify[D[f [x], {x, 2}]]fd2[x ] = Simplify[D[f [x], {x, 2}]]

6
(

−1+3x2
)

(1+x2)3

Třet́ı derivace:
fd3[x ] = Simplify[D[f [x], {x, 3}]]fd3[x ] = Simplify[D[f [x], {x, 3}]]fd3[x ] = Simplify[D[f [x], {x, 3}]]

−
72x

(

−1+x2
)

(1+x2)4

Dosazeńı hodnoty do třet́ı derivace:
fd3[1]fd3[1]fd3[1]

0

Zpět
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L’Hospitalovo pravidlo

• Př́ıklad 3.3.1 Vypočtěte limitu lim
x→1

x4+2x3−21x2−22x+40

x4−5x2+4
.

• Př́ıklad 3.3.2 Vypočtěte limitu lim
x→0

sinx
arcsinx .

• Př́ıklad 3.3.3 Vypočtěte limitu lim
x→1

3√
x2−1

x−1 .

• Př́ıklad 3.3.4 Vypočtěte limitu lim
x→1

lnx
x2−1 .

• Př́ıklad 3.3.5 Vypočtěte limitu lim
x→∞

ln(x2+1)

x2−2x+4
.

Zpět
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Příklad 3.3.1

Vypočtěte limitu lim
x→1

x4+2x3−21x2−22x+40

x4−5x2+4
.

? Zpět
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Příklad 3.3.1

Vypočtěte limitu lim
x→1

x4+2x3−21x2−22x+40

x4−5x2+4
.

Výsledek:

lim
x→1

x4 + 2x3 − 21x2 − 22x+ 40
x4 − 5x2 + 4 = 9 .

Zpět
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Příklad 3.3.1

Vypočtěte limitu lim
x→1

x4+2x3−21x2−22x+40

x4−5x2+4
.

Návod:
Limita je typu ” 00”, použijeme l’Hospitalovo pravidlo

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
,

Zpět
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Příklad 3.3.1

Vypočtěte limitu lim
x→1

x4+2x3−21x2−22x+40

x4−5x2+4
.

Řešení:

lim
x→1

x4 + 2x3 − 21x2 − 22x+ 40
x4 − 5x2 + 4 = ”

0

0
” = lim

x→1
(x4 + 2x3 − 21x2 − 22x+ 40)′

(x4 − 5x2 + 4)′ =

= lim
x→1

4x3 + 6x2 − 42x − 22
4x3 − 10x

=
−54
−6

= 9 .

Zpět
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Příklad 3.3.1

Vypočtěte limitu lim
x→1

x4+2x3−21x2−22x+40

x4−5x2+4
.

Maple:
Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu

> f:=x->(xˆ4 + 2*xˆ3 - 21*xˆ2 - 22*x + 40)/(xˆ4 - 5*xˆ2 + 4);

f := x → x4 + 2x3 − 21x2 − 22 x+ 40

x4 − 5x2 + 4

Maple nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo

> limit(f(x),x=1);

9

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci
> g:=unapply(diff((xˆ4 + 2*xˆ3 - 21*xˆ2 - 22*x + 40),x)/diff( (xˆ4 -
5*xˆ2 + 4),x),x);

g := x → 4x3 + 6x2 − 42 x − 22
4 x3 − 10 x

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele

> limit(g(x),x=1);

9

Zpět
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Příklad 3.3.1

Vypočtěte limitu lim
x→1

x4+2x3−21x2−22x+40

x4−5x2+4
.

Mathematica:
Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu
f [x ] = (x∧4 + 2x∧3− 21x∧2− 22x+ 40)/(x∧4− 5x∧2 + 4);f [x ] = (x∧4 + 2x∧3− 21x∧2− 22x+ 40)/(x∧4− 5x∧2 + 4);f [x ] = (x∧4 + 2x∧3− 21x∧2− 22x+ 40)/(x∧4− 5x∧2 + 4);

Mathematica nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo
Limit[f [x], x → 1]Limit[f [x], x → 1]Limit[f [x], x → 1]

9

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci
g[x ] = D[x∧4 + 2x∧3− 21x∧2− 22x+ 40, x]/g[x ] = D[x∧4 + 2x∧3− 21x∧2− 22x+ 40, x]/g[x ] = D[x∧4 + 2x∧3− 21x∧2− 22x+ 40, x]/D[x∧4− 5x∧2 + 4, x]D[x∧4− 5x∧2 + 4, x]D[x∧4− 5x∧2 + 4, x]

−22−42x+6x2+4x3

−10x+4x3

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele
Limit[g[x], x → 1]Limit[g[x], x → 1]Limit[g[x], x → 1]

9

Zpět
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Příklad 3.3.2
Vypočtěte limitu lim

x→0
sinx
arcsinx .

? Zpět
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Příklad 3.3.2
Vypočtěte limitu lim

x→0
sinx
arcsinx .

Výsledek:

lim
x→0

sinx

arcsinx
= 1 .

Zpět
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Příklad 3.3.2
Vypočtěte limitu lim

x→0
sinx
arcsinx .

Návod:
Limita je typu ” 00”, použijeme l’Hospitalovo pravidlo

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
,

Zpět
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Příklad 3.3.2
Vypočtěte limitu lim

x→0
sinx
arcsinx .

Řešení:
Protože plat́ı lim

x→0
sinx = 0 a lim

x→0
arcsinx = 0, můžeme použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo.

lim
x→0

sinx

arcsinx

l′Hospital
= lim

x→0
(sinx)′

(arcsinx)′
= lim

x→0
cosx
1√
1−x2

=
1
1
1

= 1 .

Zpět
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Příklad 3.3.2
Vypočtěte limitu lim

x→0
sinx
arcsinx .

Maple:
Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu

> f:=x->sin(x)/arcsin(x);

f := x → sin(x)

arcsin(x)

Maple nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo

> limit(f(x),x=0);

1

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci

> g:=unapply(diff(sin(x),x)/diff(arcsin(x),x),x);

g := x → cos(x)
√
1− x2

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele

> limit(g(x),x=0);

1

Zpět
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Příklad 3.3.2
Vypočtěte limitu lim

x→0
sinx
arcsinx .

Mathematica:
Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu
f [x ] = Sin[x]/ArcSin[x];f [x ] = Sin[x]/ArcSin[x];f [x ] = Sin[x]/ArcSin[x];

Mathematica nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo
Limit[f [x], x → 0]Limit[f [x], x → 0]Limit[f [x], x → 0]

1

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci
g[x ] = D[Sin[x], x]/D[ArcSin[x], x]g[x ] = D[Sin[x], x]/D[ArcSin[x], x]g[x ] = D[Sin[x], x]/D[ArcSin[x], x]
√
1− x2Cos[x]

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele
Limit[g[x], x → 0]Limit[g[x], x → 0]Limit[g[x], x → 0]

1

Zpět
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Příklad 3.3.3

Vypočtěte limitu lim
x→1

3√
x2−1

x−1 .

? Zpět
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Příklad 3.3.3

Vypočtěte limitu lim
x→1

3√
x2−1

x−1 .

Výsledek:

lim
x→1

3√
x2 − 1
x − 1

=
2

3
.

Zpět
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Příklad 3.3.3

Vypočtěte limitu lim
x→1

3√
x2−1

x−1 .

Návod:
Limita je typu ” 00”, použijeme l’Hospitalovo pravidlo

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
,

Zpět
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Příklad 3.3.3

Vypočtěte limitu lim
x→1

3√
x2−1

x−1 .

Řešení:
Protože plat́ı lim

x→1
3√

x2 − 1 = 0 a lim
x→1

x − 1 = 0, můžeme použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo.

lim
x→1

3√
x2 − 1
x − 1

l′Hospital
= lim

x→1
(
3√

x2 − 1)′

(x − 1)′
= lim

x→1

2
3

1

x(1/3)

1
=

2
3
1
1

1
=
2

3
.

Zpět
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Příklad 3.3.3

Vypočtěte limitu lim
x→1

3√
x2−1

x−1 .

Maple:
Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu

> f:=x->((xˆ2)ˆ(1/3) - 1)/(x - 1);

f := x → (x2)(1/3) − 1
x − 1

Maple nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo

> limit(f(x),x=1);

2

3

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci

> g:=unapply(diff(((x)ˆ(2/3) - 1),x)/diff((x - 1),x),x);

g := x → 2

3

1

x(1/3)

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele

> limit(g(x),x=1);

2

3

Zpět
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Příklad 3.3.3

Vypočtěte limitu lim
x→1

3√
x2−1

x−1 .

Mathematica:
Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu
f [x ] = ((x∧2)∧(1/3)− 1)/(x − 1);f [x ] = ((x∧2)∧(1/3)− 1)/(x − 1);f [x ] = ((x∧2)∧(1/3)− 1)/(x − 1);

Mathematica nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo
Limit[f [x], x → 1]Limit[f [x], x → 1]Limit[f [x], x → 1]
2
3

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci
g[x ] = Simplify[D[((x∧2)∧(1/3)− 1), x]/D[(x − 1), x]]g[x ] = Simplify[D[((x∧2)∧(1/3)− 1), x]/D[(x − 1), x]]g[x ] = Simplify[D[((x∧2)∧(1/3)− 1), x]/D[(x − 1), x]]

2x

3(x2)2/3

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele
Limit[g[x], x → 1]Limit[g[x], x → 1]Limit[g[x], x → 1]
2
3

Zpět
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Příklad 3.3.4
Vypočtěte limitu lim

x→1
lnx

x2−1 .

? Zpět
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Příklad 3.3.4
Vypočtěte limitu lim

x→1
lnx

x2−1 .

Výsledek:

lim
x→1

ln x

x2 − 1
=
1

2
.

Zpět
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Příklad 3.3.4
Vypočtěte limitu lim

x→1
lnx

x2−1 .

Návod:
Limita je typu ” 00”, použijeme l’Hospitalovo pravidlo

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
,

Zpět
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Příklad 3.3.4
Vypočtěte limitu lim

x→1
lnx

x2−1 .

Řešení:
Protože plat́ı lim

x→1
lnx = 0 a lim

x→1
x2 − 1 = 0, můžeme použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo.

lim
x→1

lnx

x2 − 1
l′Hospital
= lim

x→1
(lnx)′

(x2 − 1)′ = limx→1

1
x

2x
= lim

x→1
1

2x2
=
1

2
.

Zpět
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Příklad 3.3.4
Vypočtěte limitu lim

x→1
lnx

x2−1 .

Maple:
Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu

> f:=x->(ln(x))/(xˆ2 - 1);

f := x → ln(x)

x2 − 1
Maple nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo

> limit(f(x),x=1);

1

2

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci

> g:=unapply(diff(ln(x),x)/diff((xˆ2 - 1),x),x);

g := x → 1

2

1

x2

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele

> limit(g(x),x=1);

1

2

Zpět
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Příklad 3.3.4
Vypočtěte limitu lim

x→1
lnx

x2−1 .

Mathematica:
Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu
f [x ] = Log[x]/(x∧2− 1)f [x ] = Log[x]/(x∧2− 1)f [x ] = Log[x]/(x∧2− 1)
Log[x]

−1+x2

Mathematica nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo
Limit[f [x], x → 1]Limit[f [x], x → 1]Limit[f [x], x → 1]
1
2

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci
g[x ] = Simplify[D[Log[x], x]/D[(x∧2− 1), x]]g[x ] = Simplify[D[Log[x], x]/D[(x∧2− 1), x]]g[x ] = Simplify[D[Log[x], x]/D[(x∧2− 1), x]]
1
2x2

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla derivaćı čitatele a derivaćı jmenovatele
Limit[g[x], x → 1]Limit[g[x], x → 1]Limit[g[x], x → 1]
1
2

Zpět
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Příklad 3.3.5

Vypočtěte limitu lim
x→∞

ln(x2+1)

x2−2x+4
.

? Zpět
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Příklad 3.3.5

Vypočtěte limitu lim
x→∞

ln(x2+1)

x2−2x+4
.

Výsledek:

lim
x→∞

ln(x2 + 1)

x2 − 2x+ 4 = 0 .

Zpět
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Příklad 3.3.5

Vypočtěte limitu lim
x→∞

ln(x2+1)

x2−2x+4
.

Návod:
Limita je typu ”∞

∞ ”, použijeme l’Hospitalovo pravidlo

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
,

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.38/139



Příklad 3.3.5

Vypočtěte limitu lim
x→∞

ln(x2+1)

x2−2x+4
.

Řešení:
Protože plat́ı lim

x→∞
ln(x2 + 1) =∞ a lim

x→∞
x2 − 2x+ 4 =∞, můžeme použ́ıt l’Hospitalovo

pravidlo.

lim
x→∞

ln(x2 + 1)

x2 − 2x+ 4
l′Hospital
= lim

x→∞
(ln(x2 + 1))′

(x2 − 2x+ 4)′
= lim

x→∞

2x
x2+1

2x − 2
=

= lim
x→∞

x

(x2 + 1)(x − 1)
= ”

∞
∞
” =

l′Hospital
= lim

x→∞
(x)′

(x3 − x2 + x − 1)′
= lim

x→∞
1

3x2 − 2x+ 1
= 0 .

Zpět
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Příklad 3.3.5

Vypočtěte limitu lim
x→∞

ln(x2+1)

x2−2x+4
.

Maple:
Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu

> f:=x->(ln(xˆ2+1))/(xˆ2 -2*x + 4);

f := x → ln(x2 + 1)

x2 − 2 x+ 1

Maple nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo

> limit(f(x),x=infty);

0

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci

> g:=unapply(diff(ln(xˆ2+1),x)/diff(xˆ2 -2*x + 4,x),x);

g := x → 2x

(x2 + 1) (2 x − 2)
Na tuto funkci muśıme opět použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo

> g:=unapply(diff(2*x,x)/expand(diff((xˆ2+1)*(2*x-2), x)),x);

g := x → 2

6x2 − 4x + 2

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla dvakrát derivaćı čitatele a dvakrát
derivaćı jmenovatele

> limit(g(x),x=infty);

0
Zpět
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Příklad 3.3.5

Vypočtěte limitu lim
x→∞

ln(x2+1)

x2−2x+4
.

Mathematica:
Nejdř́ıve si definujeme funkci, z které poč́ıtame limitu
f [x ] = Log[x∧2 + 1]/(x∧2− 2x+ 1)f [x ] = Log[x∧2 + 1]/(x∧2− 2x+ 1)f [x ] = Log[x∧2 + 1]/(x∧2− 2x+ 1)
Log

[

1+x2
]

1−2x+x2

Mathematica nám samozřejmě vypočte limitu př́ımo
Limit[f [x], x → Infinity]Limit[f [x], x → Infinity]Limit[f [x], x → Infinity]
0

Chceme-li použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, definujeme si následuj́ıćı funkci
g[x ] = Simplify[D[Log[x∧2 + 1], x]/D[(x∧2− 2x+ 1), x]]g[x ] = Simplify[D[Log[x∧2 + 1], x]/D[(x∧2− 2x+ 1), x]]g[x ] = Simplify[D[Log[x∧2 + 1], x]/D[(x∧2− 2x+ 1), x]]

x
−1+x−x2+x3

g[x ] = Simplify[D[x, x]/D[(x∧3− x∧2 + x − 1), x]]g[x ] = Simplify[D[x, x]/D[(x∧3− x∧2 + x − 1), x]]g[x ] = Simplify[D[x, x]/D[(x∧3− x∧2 + x − 1), x]]
1

1−2x+3x2

Nyńı vypočteme limitu z funkce, která vznikla druhou derivaćı čitatele a druhou derivaćı
jmenovatele
Limit[g[x], x → Infinity]Limit[g[x], x → Infinity]Limit[g[x], x → Infinity]
0

Zpět
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Parciální derivace

• Př́ıklad 3.4.1 Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci

f(x, y) = x2 y3.

• Př́ıklad 3.4.2 Vypočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x (x, y), ∂f

∂y (x, y) pro funkci

f(x, y) = x ln(1 + x2 + y2).

Zpět
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Příklad 3.4.1
Vypočtěte parciálńı derivace ∂f

∂x (x, y), ∂f
∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x2 y3.

? Zpět
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Příklad 3.4.1
Vypočtěte parciálńı derivace ∂f

∂x (x, y), ∂f
∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x2 y3.

Výsledek:
∂f

∂x
(x, y) = 2 x y

3
,

∂f

∂y
(x, y) = 3 x

2
y
2

.

Zpět
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Příklad 3.4.1
Vypočtěte parciálńı derivace ∂f

∂x (x, y), ∂f
∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x2 y3.

Návod:

Derivujeme funkci f(x, y) = F (x), na y se d́ıváme jako na parametr.
∂f

∂x
(x, y) = F ′(x).

Derivujeme funkci f(x, y) = G(y), na x se d́ıváme jako na parametr.
∂f

∂y
(x, y) = G′(y).

Zpět
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Příklad 3.4.1
Vypočtěte parciálńı derivace ∂f

∂x (x, y), ∂f
∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x2 y3.

Řešení:
∂f

∂x
(x, y) = (x2)′ y3 = 2x y3 ,

∂f

∂y
(x, y) = x2 (y3)′ = x2 3 y2 = 3x2 y2 .

Zpět
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Příklad 3.4.1
Vypočtěte parciálńı derivace ∂f

∂x (x, y), ∂f
∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x2 y3.

Maple:
> f:=(x,y)->xˆ2*yˆ3;

f := (x, y)→ x2 y3

> Diff(f(x,y),x)=diff(f(x,y),x);

∂
∂x (x

2 y3) = 2 x y3

> Diff(f(x,y),y)=diff(f(x,y),y);

∂
∂y (x

2 y3) = 3 x2 y2

Zpět
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Příklad 3.4.1
Vypočtěte parciálńı derivace ∂f

∂x (x, y), ∂f
∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x2 y3.

Mathematica:
Nejdř́ıve si definujeme funkci

f [x , y ] = x∧2y∧3f [x , y ] = x∧2y∧3f [x , y ] = x∧2y∧3

x2y3

Nyńı vypočteme parciálńı derivaci ∂f
∂x (x, y)

D[f [x, y], x]D[f [x, y], x]D[f [x, y], x]

2xy3

a parciálńı derivaci ∂f
∂y (x, y)

D[f [x, y], y]D[f [x, y], y]D[f [x, y], y]

3x2y2

Zpět
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Příklad 3.4.2
Vypočtěte parciálńı derivace ∂f

∂x (x, y), ∂f
∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x ln(1 + x2 + y2).

? Zpět
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Příklad 3.4.2
Vypočtěte parciálńı derivace ∂f

∂x (x, y), ∂f
∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x ln(1 + x2 + y2).

Výsledek:

∂f

∂x
(x, y) = ln(1 + x

2
+ y

2
) +

2x2

1 + x2 + y2
,

∂f

∂y
(x, y) =

2x y

1 + x2 + y2
.

Zpět
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Příklad 3.4.2
Vypočtěte parciálńı derivace ∂f

∂x (x, y), ∂f
∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x ln(1 + x2 + y2).

Návod:

Derivujeme funkci f(x, y) = F (x), na y se d́ıváme jako na parametr.
∂f

∂x
(x, y) = F ′(x).

Derivujeme funkci f(x, y) = G(y), na x se d́ıváme jako na parametr.
∂f

∂y
(x, y) = G′(y).

Zpět
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Příklad 3.4.2
Vypočtěte parciálńı derivace ∂f

∂x (x, y), ∂f
∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x ln(1 + x2 + y2).

Řešení:

∂f

∂x
(x, y) = (x)

′
ln(1 + x

2
+ y

2
) + x

∂

∂x
ln(1 + x

2
+ y

2
) =

= 1 ln(1 + x2 + y2) + x
1

1 + x2 + y2
∂

∂x
(1 + x2 + y2)

= ln(1 + x
2
+ y

2
) +

x

1 + x2 + y2
2x = ln(1 + x

2
+ y

2
) +

2x2

1 + x2 + y2
,

∂f

∂y
(x, y) = x

∂

∂y
ln(1 + x

2
+ y

2
) = x

1

1 + x2 + y2
∂

∂y
(1 + x

2
+ y

2
) = x

1

1 + x2 + y2
2 y =

=
2x y

1 + x2 + y2
.

Zpět
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Příklad 3.4.2
Vypočtěte parciálńı derivace ∂f

∂x (x, y), ∂f
∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x ln(1 + x2 + y2).

Maple:
> f:=(x,y)->x*ln(1+xˆ2+yˆ2);

f := (x, y)→ x ln(1 + x2 + y2)

> Diff(f(x,y),x)=diff(f(x,y),x);

∂
∂x (x ln(1 + x2 + y2)) = ln(1 + x2 + y2) +

2x2

1 + x2 + y2

> Diff(f(x,y),y)=diff(f(x,y),y);

∂
∂y (x ln(1 + x2 + y2)) =

2x y

1 + x2 + y2

Zpět
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Příklad 3.4.2
Vypočtěte parciálńı derivace ∂f

∂x (x, y), ∂f
∂y (x, y) pro funkci f(x, y) = x ln(1 + x2 + y2).

Mathematica:
Nejdř́ıve si definujeme funkci

f [x , y ] = xLog[1 + x∧2 + y∧2]f [x , y ] = xLog[1 + x∧2 + y∧2]f [x , y ] = xLog[1 + x∧2 + y∧2]

xLog
[

1 + x2 + y2
]

Nyńı vypočteme parciálńı derivaci ∂f
∂x (x, y)

D[f [x, y], x]D[f [x, y], x]D[f [x, y], x]

2x2

1+x2+y2
+ Log

[

1 + x2 + y2
]

a parciálńı derivaci ∂f
∂y (x, y)

D[f [x, y], y]D[f [x, y], y]D[f [x, y], y]
2xy

1+x2+y2

Zpět
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Pr̊uběh funkce jedné proměnné

• Pr̊uběh funkce

• Newtonova metoda

Zpět
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Pr̊uběh funkce

• Př́ıklad 4.1.1 Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = ln3 x .

• Př́ıklad 4.1.2 Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arctg 1x .

• Př́ıklad 4.1.3 Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

Zpět
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Příklad 4.1.1
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = ln3 x .

? Zpět
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Příklad 4.1.1
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = ln3 x .

Výsledek:
Funkce f(x) = ln3 x .

x 0 (0, 1) 1 (1, e2) e2 (e2,∞) ∞
f(x) −∞ - 0 + 8 + ∞
f ′(x) + 0 + + +

f ′′(x) - 0 + 0 -

f / ⌢ infl. / ⌣ infl. / ⌢

as. x = 0

–10

–8

–6

–4

–2

0

2

4

6

8

10

2 4 6 8

Zpět
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Příklad 4.1.1
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = ln3 x .

Návod:
Pr̊uběh funkce se vyšetřuje v následuj́ıćıch bodech:
1. D(f), sudost, lichost, periodicita, pr̊useč́ıky se souřadnicovými osami,
2. limity v krajńıch bodech interval̊u, které tvoř́ı D(f), spojitost,
3. monotonnost, extrémy,
4. intervaly konkavity a konvexity, inflexńı body,
5. asymptoty,
6. graf funkce.

Zpět
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Příklad 4.1.1
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = ln3 x .

Řešení:
1. Definiční obor: Jelikož je funkce y3 definována pro všechna y ∈ R a vnitřńı funkce

lnx je definována pouze pro x ∈ (0,∞) , je D(f) = (0,∞) .

Množina D(f) neńı symetrická podle počátku a tedy vyšetřovaná funkce neńı ani sudá
ani lichá. Funkce neńı ani periodická.
Pr̊usečík se souřadnicovou osou x :

ln3 x = 0 ⇒ ln x = 0 ⇒ x = 1 ⇒ bod [1, 0] .

Zřejmě je funkce záporná v intervalu (0, 1) a kladná v (1,∞) .
2. Funkce je spojitá na D(f) .

Limity v krajních bodech D(f) : lim
x→0+

ln3 x = −∞ , lim
x→∞

ln3 x =∞ .

3. Vypočteme prvńı derivaci f ′ a pro určeńı monotonnosti funkce stanov́ıme, kdy je f ′

rovna 0, kladná a záporná (přičemž se omeźıme pouze na D(f) ):

f ′(x) =
3 ln2 x

x
,

f
′
(x) = 0 ⇔ x = 1 ,

f ′(x) > 0 , pro ∀x ∈ (0,∞) \ {1} .

Funkce je tedy na celém definičńım oboru rostoućı a nenabývá lokálńıch ani globálńıch
extrémů. Tečnou ke grafu funkce v bodě [1, 0] je osa x (f ′(x) = 0).

Daľśı
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Příklad 4.1.1
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = ln3 x .

Řešení:
4. Vypočteme druhou derivaci f ′′ a uprav́ıme ji na tvar vhodný pro určeńı interval̊u
konvexity, konkavity funkce a pro stanoveńı inflexńıch bod̊u (omeźıme se znovu pouze na
D(f) ):

f
′′
(x) =

3 ln x (2− ln x)

x2
,

f ′′(x) = 0 ⇔ x = 1 ∨ x = e2 .

Snadno zjist́ıme, že

f
′′
(x) < 0 pro x ∈ (0, 1) ∪ (e2,∞) ⇒ f je konkávńı na (0, 1) a na (e

2
,∞) ,

f
′′
(x) > 0 pro x ∈ (1, e2) ⇒ f je konvexńı na (1, e

2
) .

Funkce má v bodech x = 1 a x = e2 inflexi. Body [1, 0] a [e2, 8] jsou tedy inflexními

body funkce.
5. Svislou asymptotou funkce f je př́ımka x = 0 (to plyne z limity zjǐstěné v bodě 2.).
Hledejme šikmou asymptotu pro x → +∞ ve tvaru y = kx + q :

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞
ln3 x

x
= 0 , q = lim

x→∞
(f(x)− kx) = lim

x→∞
ln
3

x =∞

Při výpočtu limity pro výpočet konstanty k jsme použili 3x l’Hospitalova pravidla.
Posledńı limita pro q je nevlastńı (viz 2.), tedy šikmá asymptota neexistuje.

Daľśı
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Příklad 4.1.1
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = ln3 x .

Řešení:
6. Výsledky shrnuté do tabulky :

Funkce f(x) = ln3 x .

x 0 (0, 1) 1 (1, e2) e2 (e2,∞) ∞
f(x) −∞ - 0 + 8 + ∞
f ′(x) + 0 + + +

f ′′(x) - 0 + 0 -

f / ⌢ infl. / ⌣ infl. / ⌢

as. x = 0

Graf funkce: viz řešeni v systému Maple.

Zpět
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Příklad 4.1.1
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = ln3 x .

Maple:
> with(plots):

> f1:=x->(ln(x))ˆ3;

f1 := x → ln(x)3

1. Definičńı obor:

> solve(x>0,x);

RealRange(Open(0), ∞)
Nebylo potřeba řešit, ihned patrné, že D( f1 ) = (0, ∞). Pr̊useč́ıky s osami:
Našel se pr̊useč́ık s osou y, y =0.

> {solve(f1(x)=0,x) };

{1}
Našel se pr̊useč́ık s osou x, x =1.
2. Limity v krajńıch bodech interval̊u, které tvoř́ı D(f):
limx→0 f(x) = −∞, limx→∞ f(x) =∞

> limit(f1(x), x = 0);

−∞
> limit(f1(x), x = infinity);

∞
Fce je spojitá v D( f1 ) = (0, ∞).

Daľśı
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Příklad 4.1.1
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = ln3 x .

Maple:
3. Stacionárńı body, intervaly monotonie, extrémy:

> df1:=D(f1);

df1 := x → 3 ln(x)2

x
> solve(df1(x)>0,x);

RealRange(Open(0), Open(1)), RealRange(Open(1), ∞)
> solve(df1(x)=0,x);

1

Bod ”1” je tzv. stacionárńı bod, muže v něm být extrém. Neńı v něm lokálńı extrém
funkce. Prvńı derivace funkce je kromě bodu ”1” kladná, funkce je všude v definičńım
oboru rostoućı.
4. Intervaly konvexnosti resp. konkávnosti, inflexńı body .

0

> ddf1:=D(df1);

ddf1 := x → 6 ln(x)

x2
− 3 ln(x)

2

x2
> solve(ddf1(x)<0,x);

RealRange(Open(0), Open(1)), RealRange(Open(e2), ∞)

Daľśı
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Příklad 4.1.1
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = ln3 x .

Maple:
Zřejmě v uvedených intervalech je funkce konkávńı , jinde konvexńı. Druhá derivace
funkce f1 v bodě ”1” a ” e2” je rovna 0 a funkce zde má inflexńı body.

> solve(ddf1(x)=0,x);

1, e2

> f1(1);

0

> f1(exp(2));

8

V bodech [1 , 0], [ e2 , 8] se nacházej́ı inflexńı body grafu funkce f1. 5. Asymptoty:

Funkce má svislou asymptotu x=0 , nebot funkce má v ”0” nevlastńı jednostrannou
limitu. Šikmé asymptoty nemá, nebot’

> k:=limit((ln(x))/x,x=infinity); q:=limit(f1(x)-k*x,x =infinity);

k := 0

q :=∞

Daľśı
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Příklad 4.1.1
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = ln3 x .

Maple:
6) Graf funkce, H(f): Zobraźıme graf (červená barva.) spolu s grafem prvńı (modrá
barva) a druhé derivace funkce (zelená barva):

> plot([f1(x),df1(x),ddf1(x)],x = -1..15,y = -10..15, disc ont =
true,color=[red,blue,green]);

–10

–8

–6

–4

–2

0

2

4

6

8

10

y

2 4 6 8

x

Zřejmě H(f)=(- ∞,∞ ).

Zpět
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Příklad 4.1.1
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = ln3 x .

Mathematica:
f [x ] = Log[x]∧3f [x ] = Log[x]∧3f [x ] = Log[x]∧3

Log[x]3

1. Definičńı obor:
Neńı potřeba řešit, ihned patrné, že D( f ) = (0, ∞).
Pr̊useč́ıky s osami:

Solve[f [x] == 0, x]Solve[f [x] == 0, x]Solve[f [x] == 0, x]
{{x → 1}}
Našel se pr̊useč́ık s osou x, x =1.

2. Limity v krajńıch bodech interval̊u, které tvoř́ı D(f):

Limit[f [x], x → 0, Direction → −1]Limit[f [x], x → 0, Direction → −1]Limit[f [x], x → 0, Direction → −1]
−∞
Limit[f [x], x → Infinity]Limit[f [x], x → Infinity]Limit[f [x], x → Infinity]
∞

3. Stacionárńı body, intervaly monotonie, extrémy:

f1[x ] = D[f [x], x]f1[x ] = D[f [x], x]f1[x ] = D[f [x], x]
3Log[x]2

x
Solve[f1[x] == 0, x]Solve[f1[x] == 0, x]Solve[f1[x] == 0, x]
{{x → 1}}

Daľśı
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Příklad 4.1.1
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = ln3 x .

Mathematica:
Simplify[f1[x] > 0]Simplify[f1[x] > 0]Simplify[f1[x] > 0]
Log[x]2

x > 0

Bod ”1” je tzv. stacionárńı bod, muže v něm být extrém. Neńı v něm lokálńı extrém
funkce. Prvńı derivace funkce je kromě bodu ”1” kladná, funkce je všude v definičńım
oboru rostoućı.

4. Intervaly konvexnosti resp. konkávnosti, inflexńı body .

f2[x] = D[f1[x], x]f2[x] = D[f1[x], x]f2[x] = D[f1[x], x]
6Log[x]

x2
− 3Log[x]2

x2

Solve[f2[x] == 0, x]Solve[f2[x] == 0, x]Solve[f2[x] == 0, x]
{

{x → 1},
{

x → e2
}}

Simplify[f2[x] > 0]Simplify[f2[x] > 0]Simplify[f2[x] > 0]
(−2+Log[x])Log[x]

x2
< 0

Simplify[−2 + Log[x] < 0&&Log[x] > 0‖Simplify[−2 + Log[x] < 0&&Log[x] > 0‖Simplify[−2 + Log[x] < 0&&Log[x] > 0‖
−2 + Log[x] > 0&&Log[x] < 0]−2 + Log[x] > 0&&Log[x] < 0]−2 + Log[x] > 0&&Log[x] < 0]
0 < Log[x] < 2
Simplify[f2[x] < 0]Simplify[f2[x] < 0]Simplify[f2[x] < 0]
(−2+Log[x])Log[x]

x2
> 0

Simplify[−2 + Log[x] < 0&&Log[x] < 0‖Simplify[−2 + Log[x] < 0&&Log[x] < 0‖Simplify[−2 + Log[x] < 0&&Log[x] < 0‖
−2 + Log[x] > 0&&Log[x] > 0]−2 + Log[x] > 0&&Log[x] > 0]−2 + Log[x] > 0&&Log[x] > 0]
Log[x] > 2‖Log[x] < 0

Daľśı
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Příklad 4.1.1
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = ln3 x .

Mathematica:
Zřejmě v intervalech (0, 1) a (e2,∞) je funkce konkávńı , jinde konvexńı. V bodech [1 ,
0], [ e2 , 8] se nacházej́ı inflexńı body grafu funkce f.

5. Asymptoty: Funkce má svislou asymptotu x=0 , nebot funkce má v ”0” nevlastńı
jednostrannou limitu. Šikmé asymptoty nemá, nebot’

k = Limit[f [x]/x, x → Infinity]k = Limit[f [x]/x, x → Infinity]k = Limit[f [x]/x, x → Infinity]
0
q = Limit[f [x]− kx, x → Infinity]q = Limit[f [x]− kx, x → Infinity]q = Limit[f [x]− kx, x → Infinity]
∞

6) Graf funkce, H(f):
Plot[f [x], {x, 0, 10}]Plot[f [x], {x, 0, 10}]Plot[f [x], {x, 0, 10}]

2 4 6 8 10

-5

5

10

;

Zřejmě H(f)=(- ∞,∞ ).

Zpět
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Příklad 4.1.2
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arctg 1x .

? Zpět
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Příklad 4.1.2
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arctg 1x .

Výsledek:

x −∞ (−∞, 0) 0− 0+ (0,∞) ∞
f(x) 0 - −π

2
π
2 + 0

f ′(x) - -

f ′′(x) - +

f \ ⌢ \ ⌣

as. y = 0 y = 0

–2

–1

0

1

2

y

–10 –8 –6 –4 –2 2 4 6 8 10

x

Zpět
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Příklad 4.1.2
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arctg 1x .

Návod:
Pr̊uběh funkce se vyšetřuje v následuj́ıćıch bodech:
1. D(f), sudost, lichost, periodicita, pr̊useč́ıky se souřadnicovými osami,
2. limity v krajńıch bodech interval̊u, které tvoř́ı D(f), spojitost,
3. monotonnost, extrémy,
4. intervaly konkavity a konvexity, inflexńı body,
5. asymptoty,
6. graf funkce.

Zpět
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Příklad 4.1.2
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arctg 1x .

Řešení:
1. Definiční obor: Funkce arctg y je definována pro všechna y ∈ R . Vnitřńı funkce
y = 1

x je definována pouze pro x 6= 0 . Tedy

D(f) = (−∞, 0) ∪ (0,∞) .

Množina D(f) je symetrická podle počátku, vyšetř́ıme tedy, zda je funkce sudá,
př́ıpadně lichá. Plat́ı

f(−x) = arctg
1

−x
= arctg

(

− 1
x

)

= −arctg 1
x
= −f(x) ,

tedy funkce je lichá a stač́ı vyšetřovat jej́ı pr̊uběh na intervalu (0,∞) . Funkce neńı
zřejmě periodická.
Pr̊useč́ık se souřadnicovou osou y neexistuje, nebot’ v bodě x = 0 neńı funkce
definována. Pr̊useč́ıky se souřadnicovou osou x nejsou dosud zjistitelné.
2. Funkce je spojitá na D(f) .

Limity v krajních bodech D(f) : lim
x→0+

arctg 1x =
π
2 , lim

x→∞
arctg 1x = 0 .

Jelikož je funkce lichá je lim
x→0−

arctg 1x = −π
2 , lim

x→−∞
arctg 1x = 0 .

3. Vypočteme prvńı derivaci f ′ a pro určeńı monotonnosti funkce stanov́ıme, kdy je f ′

rovna 0, kladná a záporná (přičemž se omeźıme pouze na D(f) ):

Daľśı
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Příklad 4.1.2
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arctg 1x .

Řešení:

f
′
(x) =

− 1
x2

1 +
(

1
x

)2
=

−1
x2 + 1

, f
′
(x) < 0 , pro ∀x ∈ (0,∞) .

Funkce je tedy na intervalu (0,∞) klesaj́ıćı a nenabývá zde lokálńıch extrémů. (Např. z
lichosti funkce usoud́ıme, že je klesaj́ıćı i na intervalu (−∞, 0)) .
Funkce nenabývá na svém definičńım oboru lokálńıch ani globálńıch extrémů.
4. Vypočteme druhou derivaci f ′′ a urč́ıme intervaly konvexity, konkavity funkce
(přičemž se omeźıme pouze na D(f) = D(f ′) ):

f
′′
(x) =

2x

(x2 + 1)2
.

Snadno zjist́ıme, že

f ′′(x) > 0 pro x ∈ (0,∞) ⇒ f je konvexńı na (0,∞)
(f

′′
(x) < 0 pro x ∈ (−∞, 0) ⇒ f je konkávńı na (−∞, 0) ).

Bod x = 0 neńı inflexe funkce!
5. Svislou asymptotu funkce f nemá, nebot’ neexistuje bod z D(f) , kde by funkce měla
nevlastńı limitu.
Neńı třeba hledat šikmou asymptotu pro x → +∞ ve tvaru y = kx + q , nebot’ v 2. jsme
již zjistili, že existuje vlastńı limita lim

x→∞
arctg 1x = 0 . Tedy funkce má vodorovnou

(horizontální) asymptotu y = 0 pro x → +∞ . Z limity pro x → −∞ nebo z toho, že je
funkce lichá, zjist́ıme, že př́ımka y = 0 je vodorovná asymptota funkce i pro x → −∞ .

Daľśı
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Příklad 4.1.2
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arctg 1x .

Řešení:
6. Výsledky shrnuté do tabulky:

x −∞ (−∞, 0) 0− 0+ (0,∞) ∞
f(x) 0 - −π

2
π
2 + 0

f ′(x) - -

f ′′(x) - +

f \ ⌢ \ ⌣

as. y = 0 y = 0

Graf funkce: viz řešeni v systému Maple. Zpět
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Příklad 4.1.2
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arctg 1x .

Maple:
> with(plots):

> f2:= x ->arctan(1/x);

f2 := x → arctan(
1

x
)

1. Definičńı obor: D(f) = R -{0}.
Lichost:

> f2(-x);

−arctan( 1
x
)

tedy f2 je lichá funkce.
Pr̊useč́ık s osami:

> {solve(f2(x)=0,x) };

{}
Maple hledá řešeńı , ale nenacháźı..
2. Limity v krajńıch bodech interval̊u, které tvoř́ı D(f):
limx→∞ f(x) = −(limx→(−∞) f(x)), nebot¡ funkce je lichá.

> limit(f2(x), x = infinity);

0

Totéž pro limitu v ”0” zleva, zprava.

Daľśı
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Příklad 4.1.2
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arctg 1x .

Maple:
> limit(f2(x), x = 0,left);

−π

2
> limit(f2(x), x = 0,right);

π

2
3. Stacionárńı body, intervaly monotonie, extrémy:

> df2:=D(f2);

df2 := x → − 1

x2 (
1

x2
+ 1)

> {solve(df2(x)=0,x) };

{}
f´<0 v ( 0, ∞) tj. funkce je zde klesaj́ıćı. Funkce rovněž klesá v intervalu (- ∞,0) ( to
plyne také z lichosti funkce). 4. Intervaly konvexnosti resp. konkávnosti, inflexńı
body:

> dff2:=D(df2);

dff2 := x → 2

x3 (
1

x2
+ 1)

− 2

x5 (
1

x2
+ 1)2

Daľśı
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Příklad 4.1.2
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arctg 1x .

Maple:
> {solve(dff2(x)=0,x) };

{0}
> {solve(dff2(x)>0,x) };

{RealRange(Open(0), ∞)}
> {solve(dff2(x)<0,x) };

{RealRange(−∞, Open(0))}
5. Asymptoty: Svislé asymptoty funkce nemá. To plyne z neexistence bod̊u na ose x,
kde by funkce měla nevlastńı jednostranné limity.

> k1:=limit(f2(x)/x,x=-infinity); q1:=limit(f2(x)-k1*x ,x=-infinity);

k1 := 0

q1 := 0

> k2:=limit(f2(x)/x,x=infinity); q2:=limit(f2(x)-k2*x, x=infinity);

k2 := 0

q2 := 0

Šikmé asymptoty jsou :

> y1:= x -> 0*x - 0;

y1 := 0

Daľśı
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Příklad 4.1.2
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arctg 1x .

Maple:
Jelikož je funkce lichá, stačilo vyšetřit pouze x → ∞. Dokonce nebylo třeba složitě
poč́ıtat šikmé asymptoty. (Proč??)
6) Graf funkce, H(f): Zobraźıme graf (červená barva) spolu s grafem horizontálńı
asymptoty (modrá barva):

> plot([f2(x),y1(x)], x = -10..10,y = -2..2,discont =
true,color=[red,blue],thickness=[2,2]);

–2

–1

0

1

2

y

–10 –8 –6 –4 –2 2 4 6 8 10

x

Zřejmě H(f) = < - π/2, π/2 >-{0}, pokud funkci dodefinujeme v bodě ”0” limitami
zprava a zleva, jinak H(f) = ( - π/2,π/2 ) -{0}.

Zpět
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Příklad 4.1.2
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arctg 1x .

Mathematica:
1. Definiční obor: D(f) = R \ {0}.

f [x ] = ArcTan[1/x]f [x ] = ArcTan[1/x]f [x ] = ArcTan[1/x]
ArcTan

[

1
x

]

Lichost:

f [x] == f [−x]f [x] == f [−x]f [x] == f [−x]
ArcTan

[

1
x

]

== −ArcTan
[

1
x

]

f [x] == −f [−x]f [x] == −f [−x]f [x] == −f [−x]
True

Funkce je lichá.

Pr̊usečík s osami:

Solve[f [x] == 0, x]Solve[f [x] == 0, x]Solve[f [x] == 0, x]
{{x → ComplexInfinity}}

Funkce nemá pr̊useč́ıky s osami.

2. Limity v krajních bodech interval̊u, které tvoří D(f):

Limit[f [x], x → 0, Direction → −1]Limit[f [x], x → 0, Direction → −1]Limit[f [x], x → 0, Direction → −1]
π
2
Limit[f [x], x → 0, Direction → 1]Limit[f [x], x → 0, Direction → 1]Limit[f [x], x → 0, Direction → 1]
−π
2

Daľśı
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Příklad 4.1.2
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arctg 1x .

Mathematica:
Limit[f [x], x → Infinity]Limit[f [x], x → Infinity]Limit[f [x], x → Infinity]
0

limx→∞ f(x) = −(limx→(−∞) f(x)), nebot’ funkce je lichá.

3. Stacionární body, intervaly monotonie, extrémy:

f1[x ] = Simplify[D[f [x], x]]f1[x ] = Simplify[D[f [x], x]]f1[x ] = Simplify[D[f [x], x]]
− 1
1+x2

Solve[f1[x] == 0, x]Solve[f1[x] == 0, x]Solve[f1[x] == 0, x]
{}
Simplify[f1[x] < 0]Simplify[f1[x] < 0]Simplify[f1[x] < 0]
True

f ′ < 0 v ( 0, ∞ ) tj. funkce je zde klesaj́ıćı. Funkce rovněž klesá v intervalu (- ∞,0) ( to
plyne také z lichosti funkce).

4. Intervaly konvexnosti resp. konkávnosti, inflexní body:

f2[x] = Simplify[D[f1[x], x]]f2[x] = Simplify[D[f1[x], x]]f2[x] = Simplify[D[f1[x], x]]
2x

(1+x2)2

Solve[f2[x] == 0, x]Solve[f2[x] == 0, x]Solve[f2[x] == 0, x]
{{x → 0}}

Daľśı
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Příklad 4.1.2
Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arctg 1x .

Mathematica:
5. Asymptoty:

k = Limit[f [x]/x, x → Infinity]k = Limit[f [x]/x, x → Infinity]k = Limit[f [x]/x, x → Infinity]
0
q = Limit[f [x]− kx, x → Infinity]q = Limit[f [x]− kx, x → Infinity]q = Limit[f [x]− kx, x → Infinity]
0

Svislé asymptoty funkce nemá. To plyne z neexistence bod̊u na ose x, kde by funkce měla
nevlastńı jednostranné limity. Jelikož je funkce lichá, stačilo vyšetřit pouze x → ∞.
Funkce má asymptotu y = 0 .

6) Graf funkce, H(f): Zobraźıme graf spolu s grafem horizontálńı asymptoty:

g = Plot[f [x], {x,−3, 3}]g = Plot[f [x], {x,−3, 3}]g = Plot[f [x], {x,−3, 3}]

-3 -2 -1 1 2 3

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

Zřejmě H(f) = (−π/2, π/2) \ {0}.

Zpět
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Příklad 4.1.3

Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

? Zpět
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Příklad 4.1.3

Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

Výsledek:

x −∞ (−∞, 0) 0 (0,∞) ∞
f(x) π 0 π

f ′(x) - neńı def. +

f ′′(x) - neńı def. -

f \ ⌢ lok.min. / ⌢

as. y = π y = π

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

y

–10 –8 –6 –4 –2 2 4 6 8 10
x

Zpět
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Příklad 4.1.3

Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

Návod:
Pr̊uběh funkce se vyšetřuje v následuj́ıćıch bodech:
1. D(f), sudost, lichost, periodicita, pr̊useč́ıky se souřadnicovými osami,
2. limity v krajńıch bodech interval̊u, které tvoř́ı D(f), spojitost,
3. monotonnost, extrémy,
4. intervaly konkavity a konvexity, inflexńı body,
5. asymptoty,
6. graf funkce.

Zpět
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Příklad 4.1.3

Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

Řešení:
1. Definiční obor: Funkce arccos y je definována pro −1 ≤ y ≤ 1 . Pro vnitřńı funkci

muśı platit −1 ≤ 1− x2

1 + x2
≤ 1 , což je splněno pro ∀x ∈ R . Tedy

D(f) = (−∞,∞) .

Množina D(f) je symetrická podle počátku. Plat́ı

f(−x) = arccos
1− (−x)2

1 + (−x)2
= arccos

1− x2

1 + x2
= f(x) ,

Funkce je zřejmě sudá, stač́ı vyšetřovat jej́ı pr̊uběh na intervalu (0,∞).
Funkce neńı zřejmě periodická.

Pr̊usečík se souřadnicovou osou y je v bodě [0, 0] nebot’ f(0) = 0 . Jelikož je vždy

arccos y ≥ 0 , jedná se o dotykový bod.
Zat́ım nezjist́ıme jiné dotykové body grafu funkce a osy x .
2. Funkce je spojitá na D(f) .

Limity v krajních bodech D(f) : lim
x→∞

arccos 1−x2

1+x2
= arccos (−1) = π .

Jelikož je funkce sudá je

lim
x→±∞

arccos
1− x2

1 + x2
= π .

Daľśı

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.46/139



Příklad 4.1.3

Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

Řešení:
3. Vypočteme prvńı derivaci f ′ a pro určeńı monotonnosti funkce stanov́ıme, kdy je f ′

rovna 0, kladná a záporná:

f
′
(x) = −

−2x(1+x2)−2x(1−x2)

(1+x2)2
√

1−
(

1−x2

1+x2

)2
=

4x

(1 + x2)
√
4x2

=
4x

(1 + x2) |x| =
2 sgnx

1 + x2
, pro x 6= 0 ,

přičemž f ′(0+) = lim
x→0+

2 sgnx

1 + x2
= 2 a f ′(0−) = −2 .

Derivace f ′(x) neńı tedy v bodě ”0” spojitá a nebudeme ji tud́ıž dodefinovávat v tomto
bodě nějakou hodnotou.
Plat́ı: f ′(x) > 0 , pro ∀x ∈ (0,∞) ,
funkce je tedy na intervalu (0,∞) rostoućı.
(Ze sudosti funkce plyne, že je klesaj́ıćı na intervalu (−∞, 0)) .
Funkce je v bodě ”0” spojitá, ale nemá v tomto bodě derivaci. Tedy vzhledem k

monotonnosti funkce, má funkce v bodě x = 0 lokální minimum, které je zároveň

globálním minimem funkce. Jiné lokálńı ani globálńı extrémy funkce nemá.
4. Vypočteme druhou derivaci f ′′ a urč́ıme intervaly konvexity, konkavity funkce
(přičemž se omeźıme pouze na D(f ′) = (−∞, 0) ∪ (0,∞) ):

f
′′
(x) =

(

2 sgnx

1 + x2

) ′
=

−2 sgnx 2x

(1 + x2)2
=

−4|x|
(1 + x2)2

.

Daľśı
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Příklad 4.1.3

Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

Řešení:
Snadno zjist́ıme, že

f
′′
(x) < 0 pro x ∈ (0,∞) ⇒ f je konkávńı na (0,∞)

(f ′′(x) < 0 pro x ∈ (−∞, 0) ⇒ f je konkávńı na (−∞, 0) ).

Bod x = 0 neńı inflexńım bodem funkce, jelikož f ′(x) neńı v bodě ”0” definována.
5. Svislou asymptotu funkce f nemá, nebot’ neexistuje bod z D(f) , kde by funkce měla
nevlastńı limitu.
Neńı třeba hledat šikmou asymptotu pro x → +∞ ve tvaru y = kx + q , nebot’ v 2. jsme
již zjistili, že existuje vlastńı limita lim

x→∞
f(x) = π . Tedy funkce má vodorovnou

(horizontální) asymptotu y = π pro x → +∞ . Z limity pro x → −∞ nebo z toho, že je
funkce sudá, zjist́ıme, že př́ımka y = π je vodorovná asymptota funkce i pro x → −∞ .
6. Výsledky shrnuté do tabulky:

x −∞ (−∞, 0) 0 (0,∞) ∞
f(x) π 0 π

f ′(x) - neńı def. +

f ′′(x) - neńı def. -

f \ ⌢ lok.min. / ⌢

as. y = π y = π

Graf funkce: viz řešeni v systému Maple.

Zpět
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Příklad 4.1.3

Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

Maple:
> with(plots):

> f3:=x->arccos((1-xˆ2)/(1+xˆ2));

f3 := x → arccos(
1− x2

1 + x2
)

1. Definičńı obor:

> solve(((1-xˆ2)/(1+xˆ2))>=-1 and (1-xˆ2)/(1+xˆ2)<=1,x) ;

x

T́ımto př́ıkazem jsme nenalezli hodnoty, ve kterých neńı funkce definována, tedy
D(f) = R . Sudost:

> f3(-x);

arccos(
1− x2

1 + x2
)

tedy f2 je sudá funkce.
Pr̊useč́ıky s osami:

> f3(0);

0

Našel se pr̊useč́ık s osou y, y =0.

> {solve(f3(x)=0,x) };

{0}
Nenašel se jiný pr̊useč́ık s osou x než x = 0.

Daľśı
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Příklad 4.1.3

Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

Maple:
2. Funkce je spojitá v D(f) .
Limity v krajńıch bodech interval̊u, které tvoř́ı D(f):
limx→∞ f(x) = limx→(−∞) f(x), nebot’ funkce je sudá, stač́ı vyšetřit tuto limitu .

> limit(f3(x), x = infinity);

π

a spoč́ıtat hodnotu

> f3(0);

0

3. Stacionárńı body, intervaly monotonie, extrémy:

> df3:=diff(f3(x),x);

df3 := −
− 2x

1 + x2
− 2 (1− x2)x

(1 + x2)2
√

1− (1− x2)2

(1 + x2)2

> df3:=normal(%);

df3 :=
2x

(1 + x2)2

√

x2

(1 + x2)2

Daľśı
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Příklad 4.1.3

Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

Maple:
> df3:=simplify(%,assume=real);

df3 :=
2 signum(x)

1 + x2

Prvńı derivace funkce f3 neńı spojitá v bodě ”0”. Je kladná (f3 je rostoućı ) pro
kladná x a záporná (f3 je klesaj́ıćı) pro záporná x. Tedy f3 nabývá lokálńıho extrému
v ”0”. Funkce nabývá lokálńıho i globálńıho minima v ”0”.

> solve(df3<0);

RealRange(−∞, Open(0))

> solve(df3>0);

RealRange(Open(0), ∞)
4. Intervaly konvexnosti resp. konkavnosti, inflexńı body. Ačkoliv prvńı derivace
funkce f3 neńı spojitá v bodě ”0”, zkuśıme derivovat v systému Maple .

> dff3:=normal(diff(f3(x),x,x));

dff3 := − 4x4

(1 + x2)5 (
x2

(1 + x2)2
)(3/2)

> df33:=simplify(%,assume=real);

df33 := − 4 |x|
(1 + x2)2

Funkce je všude konkávńı. Bod [0,0] však neńı inflexńım bodem funkce, nebot prvńı
derivace v ”0” neexistuje.
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Příklad 4.1.3

Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

Maple:
5. Asymptoty: Svislé asymptoty funkce nemá. To plyne z vyšetřováńı limit v bodě 2.
Horizontálńı asymptoty: funkce y = π pro x → −∞ i pro x → ∞

> k:=limit(f3(x)/x,x=infinity); q:=limit(f3(x)-k*x,x=i nfinity);

k := 0 q := π

To již plyne z vyšetřováńı limit v bodě 2.

> y1:= x -> 0*x +Pi;

y1 := x → 0x + π

6) Graf funkce, H(f):
> plot([f3(x),y1(x)], x = -10..10,y = 0..3.5,discont =
true,color=[red,blue],thickness=[2,2]);

0

0.5
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x

Zřejmě H(f)= < 0, π ).

Zpět
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Příklad 4.1.3

Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

Mathematica:
f [x ] = ArcCos[(1− x∧2)/(1 + x∧2)]f [x ] = ArcCos[(1− x∧2)/(1 + x∧2)]f [x ] = ArcCos[(1− x∧2)/(1 + x∧2)]

ArcCos
[

1−x2

1+x2

]

1. Definičńı obor:

Simplify[−1 < (1− x∧2)/(1 + x∧2) < 1]Simplify[−1 < (1− x∧2)/(1 + x∧2) < 1]Simplify[−1 < (1− x∧2)/(1 + x∧2) < 1]

0 < x2

1+x2
< 1

T́ımto př́ıkazem jsme zjistili, že funkce je definována všude, tedy D(f) = R.

Sudost, lichost:

f [x] == f [−x]f [x] == f [−x]f [x] == f [−x]
True
f [x] == −f [−x]f [x] == −f [−x]f [x] == −f [−x]

ArcCos
[

1−x2

1+x2

]

== −ArcCos
[

1−x2

1+x2

]

Funkce je sudá

Solve[f [x] == 0, x]Solve[f [x] == 0, x]Solve[f [x] == 0, x]
{{x → 0}}

Nenašel se jiný pr̊useč́ık s osou x než x = 0.

Daľśı
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Příklad 4.1.3

Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

Mathematica:
2. Funkce je spojitá v D(f) .
Limity v krajńıch bodech interval̊u, které tvoř́ı D(f):

Limit[f [x], x → Infinity]Limit[f [x], x → Infinity]Limit[f [x], x → Infinity]
π

limx→∞ f(x) = limx→(−∞) f(x), nebot’ funkce je sudá, stač́ı vyšetřit tuto limitu .
3. Stacionárńı body, intervaly monotonie, extrémy:

f1[x ] = Simplify[D[f [x], x]]f1[x ] = Simplify[D[f [x], x]]f1[x ] = Simplify[D[f [x], x]]

2

√

x2

(1+x2)2

x
Assuming[x > 0, Simplify[f1[x]]]Assuming[x > 0, Simplify[f1[x]]]Assuming[x > 0, Simplify[f1[x]]]
2

1+x2

Assuming[x < 0, Simplify[f1[x]]]Assuming[x < 0, Simplify[f1[x]]]Assuming[x < 0, Simplify[f1[x]]]
− 2
1+x2

Prvńı derivace funkce f neńı spojitá v bodě ”0”. Je kladná ( f je rostoućı ) pro kladná x
a záporná ( f je klesaj́ıćı) pro záporná x. Tedy f nabývá lokálńıho extrému v ”0”.
Funkce nabývá lokálńıho i globálńıho minima v ”0”.

4. Intervaly konvexnosti resp. konkavnosti, inflexńı body.
Ačkoliv prvńı derivace funkce f neńı spojitá v bodě ”0”, zkuśıme derivovat v systému
Mathematica .

Daľśı
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Příklad 4.1.3

Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

Mathematica:
f2[x] = Simplify[D[f1[x], x]]f2[x] = Simplify[D[f1[x], x]]f2[x] = Simplify[D[f1[x], x]]

−
4

√

x2

(1+x2)2

1+x2

Solve[f2[x] == 0, x]Solve[f2[x] == 0, x]Solve[f2[x] == 0, x]
{{x → 0}}
Assuming[x > 0, Simplify[f2[x]]]Assuming[x > 0, Simplify[f2[x]]]Assuming[x > 0, Simplify[f2[x]]]
− 4x

(1+x2)2

Assuming[x < 0, Simplify[f2[x]]]Assuming[x < 0, Simplify[f2[x]]]Assuming[x < 0, Simplify[f2[x]]]
4x

(1+x2)2

Funkce je všude konkávńı. Bod [0,0] však neńı inflexńım bodem funkce, nebot prvńı
derivace v ”0” neexistuje.

5. Asymptoty:

k = Limit[f [x]/x, x → Infinity]k = Limit[f [x]/x, x → Infinity]k = Limit[f [x]/x, x → Infinity]
0
q = Limit[f [x]− kx, x → Infinity]q = Limit[f [x]− kx, x → Infinity]q = Limit[f [x]− kx, x → Infinity]
π

Svislé asymptoty funkce nemá. To plyne z vyšetřováńı limit. Horizontálńı asymptoty:
y = π pro x → ±∞.

Daľśı
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Příklad 4.1.3

Vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = arccos 1−x2

1+x2
.

Mathematica:
6) Graf funkce, H(f):

g = Plot[{f [x], Pi}, {x,−5, 5},g = Plot[{f [x], Pi}, {x,−5, 5},g = Plot[{f [x], Pi}, {x,−5, 5},
PlotStyle → {{}, {Dashing[{0.05, 0.05, 0.05}]}}]PlotStyle → {{}, {Dashing[{0.05, 0.05, 0.05}]}}]PlotStyle → {{}, {Dashing[{0.05, 0.05, 0.05}]}}]

-4 -2 2 4

0.5

1

1.5

2

2.5

3

−Graphics−

Zřejmě H(f) = 〈0, π).

Zpět
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Newtonova metoda

• Př́ıklad 4.2.1 Určete počet kořen̊u rovnice

lnx + sinx = 0 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně
alespoň jeden kořen.

• Př́ıklad 4.2.2 Určete počet kořen̊u rovnice

2x − ln x − 4 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně
alespoň jeden kořen.

Zpět
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Příklad 4.2.1
Určete počet kořen̊u rovnice

lnx + sinx = 0 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

? Zpět
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Příklad 4.2.1
Určete počet kořen̊u rovnice

lnx + sinx = 0 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Výsledek:

Funkce f(x) = ln x+ sinx nabývá v D(f) = (0,∞) jak kladných tak záporných

hodnot. Rovnice má v D(f) právě jedno řešeńı. Vhodným separačńım intervalem je

např. 〈0, 1; 1〉 a volba počátečńı aproximace x0 = 0, 1 . Hodnota x = 0.57871 je

přibližné řešeńı rovnice.

Výpočet čtyř iterací Newtonovou metodou

x0 0, 1

x1 0, 30034

x2 0, 51202

x3 0, 57555

x4 0, 57871

Zpět
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Příklad 4.2.1
Určete počet kořen̊u rovnice

lnx + sinx = 0 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Návod:
Graficky urč́ıme (pokud to lze) počet kořen̊u rovnice.
Hledáme-li kořen funkce f(x) = 0 Newtonovou metodou, je podstatné stanovit separačńı
interval 〈a, b〉, kde existuje pouze jeden kořen, a v něm vhodně zvolit počátečńı
aproximaci x0. V intervalu 〈a, b〉 ověř́ıme:
(i) f(a) · f(b) < 0,
(ii) f ′(x) 6= 0 v (a, b),
(iii) f ′′(x) 6= 0 v 〈a, b〉.
(iv) Za x0 voĺıme ten z krajńıch bod̊u 〈a, b〉, kde f(x0) · f ′′(x0) > 0.

Postupné aproximace kořene vypočteme z rekurentńıho vzorce

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, ...

Zpět
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Příklad 4.2.1
Určete počet kořen̊u rovnice

lnx + sinx = 0 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Řešení:
Grafické znázornění pro určení počtu kořen̊u:
Rovnici přeṕı̌seme do tvaru

lnx = − sinx .

V tomto př́ıpadě jsme ihned schopni nakreslit obě funkce vlevo i vpravo od rovńıtka.
Je patrné, že existuje pouze jeden pr̊useč́ık graf̊u funkćı, tedy p̊uvodńı rovnice má pouze
jeden kořen a to v intervalu (0, 1〉.
Označíme

f(x) = lnx + sinx

funkci, pro kterou hledáme bod, kde se funkce anuluje. D(f) = (0,∞) . Funkce nabývá
jak kladných tak záporných hodnot.
Nalezneme separační interval. Vyjdeme při tom z předchoźıho grafického znázorněńı.
Zvoĺıme např́ıklad interval 〈0, 1; 1〉 a ověř́ıme, zda je to skutečně separačńı interval:
(i) f(0, 1) · f(1) =
= (ln(0, 1) + sin(0, 1)) · (ln 1 + sin 1) = (−2, 20275) · (0, 84147) < 0

(ii) f ′(x) =
1

x
+ cos x > 0 pro ∀x ∈ (0, 1; 1),

(iii) f ′′(x) = − 1

x2
− sinx < 0 pro ∀x ∈ 〈0, 1; 1〉.

Daľśı
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Příklad 4.2.1
Určete počet kořen̊u rovnice

lnx + sinx = 0 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Řešení:
(iv) Za x0 voĺıme ten z krajńıch bod̊u 0, 1 nebo 1, kde f(x0) · f ′′(x0) > 0. To je splněno
pro x0 = 0, 1 , nebot’ f(0, 1) · f ′′(0, 1) = (−2, 20275) · f ′′(0, 1) > 0

Prvńı aproximaci kořene vypočteme pomoćı počátečńı aproximace x0 z rekurentńıho
vzorce

x1 = x0 − f(x0)

f ′(x0)
= 0, 1− −2, 20275

1
0,1 + cos(0, 1)

= 0, 30034

Daľśı aproximace kořene dostaneme opět dosazeńım do rekurentńıho vzorce

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, ...

Tedy

x2 = x1 − f(x1)

f ′(x1)
= 0, 51202 ,

atd.

Zpět
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Příklad 4.2.1
Určete počet kořen̊u rovnice

lnx + sinx = 0 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Maple:
Grafické znázorněńı pro určeńı počtu kořen̊u:
Rovnici přeṕı̌seme do tvaru ln x = -sin x. Obě funkce vlevo i vpravo od rovńıtka
nakreslime.

> f1:=x->-sin(x);

f1 := x → −sin(x)
> f2:=x->ln(x);

f2 := x → ln(x)

> plot([f1(x),f2(x)],x=0..8,discont=true,color=[blue, red]);
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Daľśı
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Příklad 4.2.1
Určete počet kořen̊u rovnice

lnx + sinx = 0 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Maple:
Je patrné, že existuje pouze jeden pr̊useč́ık graf̊u funkćı, tedy p̊uvodńı rovnice má
pouze jeden kořen a to v intervalu <0,1 ;1 >. Cyklus pro výpočet Newtonovou
metodou:

> f:=x->ln(x) +sin(x);

f := x → ln(x) + sin(x)

Nejdř́ıve jeden krok Newtonovy metody.

> g:=x->x-f(x)/D(f)(x);

g := x → x − f(x)

D(f)(x)
> nmax:=5;

nmax := 5

Nyńı naṕı̌seme cyklus

> x[0]:=0.1;

x0 := 0.1

> for n from 0 to nmax do x[n+1]:=evalf(g(x[n])) end do;

Daľśı
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Příklad 4.2.1
Určete počet kořen̊u rovnice

lnx + sinx = 0 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Maple: x1 := 0.3003411406

x2 := 0.5120181992

x3 := 0.5755471765

x4 := 0.5787067299

x5 := 0.5787136435

x6 := 0.5787136435

Posledńı aproximaci budeme považovat za přibližné řešeńı rovnice.
Ověřeńı systémem Maple:
Na závěr z grafu funkce f(x) na intervalu (0,7) ověř́ıme, že pr̊useč́ıku fce s osou x
skutečně odpov́ıdá jediná hodnota, přibližně x=0,57871.

> plot([f(x)],x = 0..7, discont = true);
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Zpět
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Příklad 4.2.1
Určete počet kořen̊u rovnice

lnx + sinx = 0 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Mathematica:
Grafické znázorněńı pro určeńı počtu kořen̊u:
Rovnici přeṕı̌seme do tvaru ln x = − sinx. Obě funkce vlevo i vpravo od rovńıtka
nakreslime.

f1[x ] = −Sin[x]f1[x ] = −Sin[x]f1[x ] = −Sin[x]

−Sin[x]

f2[x ] = Log[x]f2[x ] = Log[x]f2[x ] = Log[x]

Log[x]

Plot[{f1[x], f2[x]}, {x, 0.1, 8},Plot[{f1[x], f2[x]}, {x, 0.1, 8},Plot[{f1[x], f2[x]}, {x, 0.1, 8},
PlotStyle → {{Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]},PlotStyle → {{Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]},PlotStyle → {{Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]},
{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0, 1]}}]{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0, 1]}}]{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0, 1]}}]

2 4 6 8
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Daľśı
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Příklad 4.2.1
Určete počet kořen̊u rovnice

lnx + sinx = 0 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Mathematica:
Je patrné, že existuje pouze jeden pr̊useč́ık graf̊u funkćı, tedy p̊uvodńı rovnice má pouze
jeden kořen a to v intervalu 〈0, 1; 1〉.
Cyklus pro výpočet Newtonovou metodou:

f [x ] = Log[x] + Sin[x]f [x ] = Log[x] + Sin[x]f [x ] = Log[x] + Sin[x]

Log[x] + Sin[x]

g[x ] = x − f [x]/D[f [x], x]g[x ] = x − f [x]/D[f [x], x]g[x ] = x − f [x]/D[f [x], x]

x − Log[x]+Sin[x]
1
x
+Cos[x]

nmax = 5;nmax = 5;nmax = 5;
x0 = 0.1;x0 = 0.1;x0 = 0.1;
xn = Table[0, {i, 1, nmax}];xn = Table[0, {i, 1, nmax}];xn = Table[0, {i, 1, nmax}];
xn[[1]] = x0;xn[[1]] = x0;xn[[1]] = x0;

For[i = 1, i < nmax, xn[[i+ 1]] = N [g[xn[[i]]]]; i++]For[i = 1, i < nmax, xn[[i+ 1]] = N [g[xn[[i]]]]; i++]For[i = 1, i < nmax, xn[[i+ 1]] = N [g[xn[[i]]]]; i++]

Daľśı
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Příklad 4.2.1
Určete počet kořen̊u rovnice

lnx + sinx = 0 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Mathematica:
xnxnxn

{0.1, 0.300341, 0.512018, 0.575547, 0.578707}
Posledńı aproximaci budeme považovat za přibližné řešeńı rovnice.
Ověřeńı systémem Mathematica (nakresĺıme graf funkce):

Plot[f [x], {x, 0.1, 8},Plot[f [x], {x, 0.1, 8},Plot[f [x], {x, 0.1, 8},
PlotStyle → {Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]}]PlotStyle → {Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]}]PlotStyle → {Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]}]

2 4 6 8
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Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.48/139



Příklad 4.2.2
Určete počet kořen̊u rovnice

2x − ln x − 4 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

? Zpět
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Příklad 4.2.2
Určete počet kořen̊u rovnice

2x − ln x − 4 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Výsledek:

Funkce f(x) = 2x − ln x − 4 nabývá v D(f) = (0,∞) jak kladných, tak záporných

hodnot. Rovnice má v D(f) právě dvě řešeńı. Vhodným separačńım intervalem pro

větš́ı kořen je např. 〈2, 3〉 a volba počátečńı aproximace x0 = 3 . Hodnota

x = 2, 44754 je přibližné řešeńı rovnice v intervalu 〈2, 3〉 .

Výpočet čtyř iteraćı Newtonovou metodou

x0 3

x1 2, 45917

x2 2, 44755

x3 2.44754

x4 2.44754

Zpět
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Příklad 4.2.2
Určete počet kořen̊u rovnice

2x − ln x − 4 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Návod:
Graficky urč́ıme (pokud to lze) počet kořen̊u rovnice.
Hledáme-li kořen funkce f(x) = 0 Newtonovou metodou, je podstatné stanovit separačńı
interval 〈a, b〉, kde existuje pouze jeden kořen, a v něm vhodně zvolit počátečńı
aproximaci x0. V intervalu 〈a, b〉 ověř́ıme:
(i) f(a) · f(b) < 0,
(ii) f ′(x) 6= 0 v (a, b),
(iii) f ′′(x) 6= 0 v 〈a, b〉.
(iv) Za x0 voĺıme ten z krajńıch bod̊u 〈a, b〉, kde f(x0) · f ′′(x0) > 0.

Postupné aproximace kořene vypočteme z rekurentńıho vzorce

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, ...

Zpět
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Příklad 4.2.2
Určete počet kořen̊u rovnice

2x − ln x − 4 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Řešení:
Grafické znázornění pro určení počtu kořen̊u:
Rovnici přeṕı̌seme do tvaru

ln x = 2x − 4 .

V tomto př́ıpadě jsme ihned schopni nakreslit obě funkce vlevo i vpravo od rovńıtka.
Neńı ihned patrné, že existuj́ı dva pr̊useč́ıky graf̊u funkćı, systémem Maple (zmenšováńım
interval̊u) lze však oba kořeny velmi dobře separovat. Tedy p̊uvodńı rovnice má právě dva
kořeny a to v intervalu (0, 1〉 a 〈2, 3〉.
Označíme

f(x) = 2x − lnx − 4

funkci, pro kterou hledáme body, kde se tato funkce anuluje. D(f) = (0,∞) . Funkce
nabývá jak kladných tak záporných hodnot.
Nalezneme separační interval pro větš́ı ze dvou kořen̊u. Vyjdeme při tom z předchoźıho
grafického znázorněńı. Ověř́ıme, zda je 〈2, 3〉 skutečně separačńı interval:
(i) f(2) · f(3) =
= (2 · 2− ln(2)− 4) · (2 · 3− ln(3)− 4) = (−0, 693147) · (0, 901388) < 0

(ii) f ′(x) = 2− 1
x

> 0 pro ∀x ∈ (2, 3),

Daľśı
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Příklad 4.2.2
Určete počet kořen̊u rovnice

2x − ln x − 4 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Řešení:

(iii) f ′′(x) =
1

x2
> 0 pro ∀x ∈ 〈2, 3〉.

(iv) Za x0 voĺıme ten z krajńıch bod̊u 2 nebo 3, kde f(x0) · f ′′(x0) > 0. To je splněno

pro x0 = 3 , nebot’ f(3) · f
′′
(3) = 0, 901388 · 1

9
> 0

Prvńı aproximaci kořene vypočteme pomoćı počátečńı aproximace x0 z rekurentńıho
vzorce

x1 = x0 − f(x0)

f ′(x0)
= 3− 0, 901388

2− 1
3

= 2, 45917

Daľśı aproximace kořene dostaneme opět dosazeńım do rekurentńıho vzorce

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, ...

Tedy

x2 = x1 − f(x1)

f ′(x1)
= 2, 44755 ,

atd.

Zpět
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Příklad 4.2.2
Určete počet kořen̊u rovnice

2x − ln x − 4 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Maple:
Grafické znázorněńı pro určeńı počtu kořen̊u:
Rovnici přeṕı̌seme do tvaru ln x = 2x - 4. Obě funkce vlevo i vpravo od rovńıtka
nakreslime.

> f1:=x->ln(x);

f1 := x → ln(x)

> f2:=x->2*x-4;

f2 := x → 2x − 4
> plot([f1(x),f2(x)],x=0..3,discont=true,color=[blue, red]);

–6

–4

–2

0

2

0.5 1 1.5 2 2.5 3
x

Daľśı
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Příklad 4.2.2
Určete počet kořen̊u rovnice

2x − ln x − 4 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Maple:
Je patrné, že existuj́ı právě dva pr̊useč́ıky graf̊u funkćı, tedy p̊uvodńı rovnice má dva
kořeny a to v intervalu (0,3 >. V intervalu <2,,3 > existuje právě jeden kořen rovnice.
Druhý kořen, který se nalézá v intervalu (0 ; 0,3 > zde hledat nebudeme. (Pro tento
kořen doporučujeme systémem Maple graficky odhadnout separačńı interval a Newtonovu
metodu na něm použ́ıt samostatně.)
Cyklus pro výpočet Newtonovou metodou:

> f:=x->2*x-ln(x) -4;

f := x → 2x − ln(x)− 4
Nejdř́ıve jeden krok Newtonovy metody.

> g:=x->x-f(x)/D(f)(x);

g := x → x − f(x)

D(f)(x)
> nmax:=5;

nmax := 5

Nyńı naṕı̌seme cyklus

> x[0]:=3;

x0 := 3

> for n from 0 to nmax do x[n+1]:=evalf(g(x[n])) end do;
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Příklad 4.2.2
Určete počet kořen̊u rovnice

2x − ln x − 4 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Maple: x1 := 2.459167373

x2 := 2.447549195

x3 := 2.447542160

x4 := 2.447542161

x5 := 2.447542160

x6 := 2.447542161

Posledńı aproximaci budeme považovat za přibližné řešeńı rovnice.
Ověřeńı systémem Maple:
Na závěr z grafu funkce f(x) ověř́ıme, že pr̊useč́ıku fce s osou x na intervalu 〈2, 3〉
skutečně odpov́ıdá jediná hodnota, přibližně x = 2, 44754.

> plot([f(x)],x = 0..3, discont = true);

–2

–1.5

–1

–0.5

0

0.5

0.5 1 1.5 2 2.5 3
x

Zpět
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Příklad 4.2.2
Určete počet kořen̊u rovnice

2x − ln x − 4 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Mathematica:
Grafické znázorněńı pro určeńı počtu kořen̊u:
Rovnici přeṕı̌seme do tvaru ln x = 2x − 4. Obě funkce vlevo i vpravo od rovńıtka
nakresĺıme.

f1[x ] = Log[x]f1[x ] = Log[x]f1[x ] = Log[x]

Log[x]

f2[x ] = 2x − 4f2[x ] = 2x − 4f2[x ] = 2x − 4
−4 + 2x
Plot[{f1[x], f2[x]}, {x, 0.01, 3},Plot[{f1[x], f2[x]}, {x, 0.01, 3},Plot[{f1[x], f2[x]}, {x, 0.01, 3},
PlotStyle → {{Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]},PlotStyle → {{Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]},PlotStyle → {{Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]},
{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0, 1]}}]{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0, 1]}}]{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0, 1]}}]

0.5 1 1.5 2 2.5 3

-4

-3

-2

-1

1

2

Daľśı
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Příklad 4.2.2
Určete počet kořen̊u rovnice

2x − ln x − 4 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Mathematica:
Je patrné, že existuj́ı právě dva pr̊useč́ıky graf̊u funkćı, tedy p̊uvodńı rovnice má dva
kořeny a to v intervalu (0, 3〉. V intervalu 〈2, 3〉 existuje právě jeden kořen rovnice.
Druhý kořen, který se nalézá v intervalu (0; 0, 3〉 zde hledat nebudeme. (Pro tento kořen
doporučujeme systémem Maple graficky odhadnout separačńı interval a Newtonovu
metodu na něm použ́ıt samostatně.)

Cyklus pro výpočet Newtonovou metodou:

f [x ] = 2x − Log[x]− 4f [x ] = 2x − Log[x]− 4f [x ] = 2x − Log[x]− 4
−4 + 2x − Log[x]

g[x ] = x − f [x]/D[f [x], x]g[x ] = x − f [x]/D[f [x], x]g[x ] = x − f [x]/D[f [x], x]

x − −4+2x−Log[x]

2− 1
x

nmax = 5;nmax = 5;nmax = 5;
x0 = 3;x0 = 3;x0 = 3;
xn = Table[0, {i, 1, nmax}];xn = Table[0, {i, 1, nmax}];xn = Table[0, {i, 1, nmax}];
xn[[1]] = x0;xn[[1]] = x0;xn[[1]] = x0;

For[i = 1, i < nmax, xn[[i+ 1]] = N [g[xn[[i]]]]; i++]For[i = 1, i < nmax, xn[[i+ 1]] = N [g[xn[[i]]]]; i++]For[i = 1, i < nmax, xn[[i+ 1]] = N [g[xn[[i]]]]; i++]

Daľśı
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Příklad 4.2.2
Určete počet kořen̊u rovnice

2x − ln x − 4 .

Zvolte vhodný separačńı interval a Newtonovou metodou spoč́ıtejte přibližně alespoň
jeden kořen.

Mathematica:
xnxnxn

{3, 2.45917, 2.44755, 2.44754, 2.44754}
Posledńı aproximaci budeme považovat za přibližné řešeńı rovnice.
Ověřeńı systémem Mathematica:
Na závěr z grafu funkce f(x) ověř́ıme, že pr̊useč́ıku fce s osou x na intervalu 〈2, 3〉
skutečně odpov́ıdá jediná hodnota, přibližně x = 2, 44754.

Plot[f [x], {x, 0.01, 3},Plot[f [x], {x, 0.01, 3},Plot[f [x], {x, 0.01, 3},
PlotStyle → {Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]}]PlotStyle → {Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]}]PlotStyle → {Thickness[0.01], RGBColor[1, 0, 0]}]

0.5 1 1.5 2 2.5 3
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0.5

Zpět
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Taylorova formule

• Taylorova formule

Zpět
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Taylorova formule

• Př́ıklad 5.1.1 Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = ln (2x − 1) ,
který aproximuje funkci f v okoĺı bodu x0 = 1 .

• Př́ıklad 5.1.2 Napǐste Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v bodě
x0 = 0 a pomoćı něho vypočtěte přibližně hodnotu f(0, 1) .

• Př́ıklad 5.1.3 Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2.
stupně. Odhadněte shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

Zpět
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Příklad 5.1.1
Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = ln (2x − 1) , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu x0 = 1 .

? Zpět
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Příklad 5.1.1
Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = ln (2x − 1) , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu x0 = 1 .

Výsledek:

T3(x) = 2(x − 1)− 2(x − 1)2 + 8
3
(x − 1)3.

Zpět
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Příklad 5.1.1
Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = ln (2x − 1) , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu x0 = 1 .

Návod:
Taylor̊uv polynom n -tého stupně Tn v okoĺı bodu x0 je definovaný vztahem

Tn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) +

f ′′(x0)

2!
(x − x0)

2 + . . .+
f(n)(x0)

n!
(x − x0)

n .

Zpět
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Příklad 5.1.1
Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = ln (2x − 1) , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu x0 = 1 .

Řešení:
Do vzorce pro T3(x) dosad́ıme funkčńı hodnotu f(x0) a hodnoty prvńı, druhé a třet́ı
derivace funkce f v bodě x0 = 1 :

f(1) = 0 ,

f ′(x) =
2

2x − 1
⇒ f ′(1) = 2 ,

f ′′(x) = − 4

(2x − 1)2
⇒ f ′′(1) = −4 ,

f(3)(x) =
16

(2x − 1)3
⇒ f(3)(1) = 16 .

Taylor̊uv polynom

T3(x) = 0 +
2

1!
(x − 1) + −4

2!
(x − 1)2 + 16

3!
(x − 1)3 = 2(x − 1)− 2(x − 1)2 + 8

3
(x − 1)3

bude dobře aproximovat funkci f na nějakém okoĺı I bodu x0 = 1 . ( Toto okoĺı I muśı
nutně splňovat podmı́nku I ⊂ D(f) = ( 12 ,∞) .)

Zpět
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Příklad 5.1.1
Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = ln (2x − 1) , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu x0 = 1 .

Maple:
> f1 := x->ln(2*x-1);

f1 := x → ln(2 x − 1)
V Maplu existuje př́ıkaz taylor( expr, eq, n ) , který vytvoř́ı Taylor̊uv rozvoj ((n-1)-ńıho)
stupně funkce expr v bodě, který je zadán rovnost́ı eq.

> T3 := taylor(f1(x),x=1,3+1);

T3 := 2 (x − 1)− 2 (x − 1)2 + 8
3
(x − 1)3 +O((x − 1)4)

Pokud chceme spoč́ıtat Taylor̊uv polynom (n-1)ńıho stupně funkce expr v bodě eq/nm
použijeme př́ıkaz, který převád́ı rozvoj na polynom:.

> T3 := convert(taylor(f1(x),x=1,3+1),polynom);

T3 := 2 x − 2− 2 (x − 1)2 + 8 (x − 1)3

3

Zpět
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Příklad 5.1.1
Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = ln (2x − 1) , který aproximuje
funkci f v okoĺı bodu x0 = 1 .

Mathematica:
f1[x ] = Log[2x − 1]f1[x ] = Log[2x − 1]f1[x ] = Log[2x − 1]

Log[−1 + 2x]

R = Series[f1[x], {x, 1, 3}]R = Series[f1[x], {x, 1, 3}]R = Series[f1[x], {x, 1, 3}]

2(x − 1)− 2(x − 1)2 + 8
3 (x − 1)3 +O[x − 1]4

T3 = Normal[R]T3 = Normal[R]T3 = Normal[R]

2(−1 + x)− 2(−1 + x)2 + 8
3 (−1 + x)3

Zpět
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Příklad 5.1.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v bodě x0 = 0 a pomoćı
něho vypočtěte přibližně hodnotu f(0, 1) .

? Zpět
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Příklad 5.1.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v bodě x0 = 0 a pomoćı
něho vypočtěte přibližně hodnotu f(0, 1) .

Výsledek:
T4(x) = 1− x2 + 1

2x4 , f(0, 1)
.
= T4(0, 1) = 0, 99005 .

Zpět
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Příklad 5.1.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v bodě x0 = 0 a pomoćı
něho vypočtěte přibližně hodnotu f(0, 1) .

Návod:
Bud’ lze klasicky spoč́ıtat hodnoty funkce f(x) = e−x2 a daľśıch čtyř derivaćı v bodě
x0 = 0 a źıskané hodnoty dosadit do vzorce (viz předchoźı př́ıklad):

T4(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2
+

f(3)(x0)

3!
(x−x0)

3
+

f(4)(x0)

4!
(x−x0)

4
.

Přibližnou hodnotu funkce dostaneme ze vztahu

f(0, 1)
.
= T4(0, 1) .

Zpět
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Příklad 5.1.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v bodě x0 = 0 a pomoćı
něho vypočtěte přibližně hodnotu f(0, 1) .

Řešení:
Taylor̊uv polynom 2. stupně pro funkci f(y) = ey v bodě y0 = 0 (snadno
zapamatovatelný) je roven

T2(y) = 1 +
1

1!
y +

1

2!
y
2
= 1 + y +

1

2
y
2
.

Polož́ıme-li y = −x2 , dostáváme Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v
bodě x0 = 0 :

T4(x) = 1 + (−x
2
) +

1

2
(−x

2
)
2
= 1− x

2
+
1

2
x
4

.

Pro přibližný výpočet hodnoty funkce f(x) = e−x2 v bodě x = 0, 1 stač́ı položit

f(0, 1)
.
= T4(0, 1) = 1− 0, 12 +

0, 14

2
= 0, 99005 .

Tedy e−0,12 .
= 0, 99005 .

Zpět
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Příklad 5.1.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v bodě x0 = 0 a pomoćı
něho vypočtěte přibližně hodnotu f(0, 1) .

Maple:
> fe2:=x->exp(-xˆ2);

fe2 := x → e(−x2)

> T4 := convert(taylor(fe2(x),x=0,4+1),polynom);

T4 := 1− x2 +
1

2
x4

Do źıskaného polynomu 4. stupně T4 dosad́ıme zadaný bod a dostaneme přibližnou
hodnotu funkce fe2 v tomto bodě.

> subs(x=0.1,T4);

0.9900500000

Pro porovnáńı spoč́ıtáme přesnou hodnotu zadané funkce fe2 v zadaném bodě.

> evalf(fe2(0.1));

0.9900498337

Zpět
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Příklad 5.1.2

Napǐste Taylor̊uv polynom 4. stupně pro funkci f(x) = e−x2 v bodě x0 = 0 a pomoćı
něho vypočtěte přibližně hodnotu f(0, 1) .

Mathematica:
f2[x ] = Exp[−x∧2]f2[x ] = Exp[−x∧2]f2[x ] = Exp[−x∧2]

e−x2

Taylor̊uv vzorec:
R = Series[f2[x], {x, 0, 4}]R = Series[f2[x], {x, 0, 4}]R = Series[f2[x], {x, 0, 4}]

1− x2 + x4

2 +O[x]5

Taylor̊uv polynom:
T4 = Normal[R]T4 = Normal[R]T4 = Normal[R]

1− x2 + x4

2

hodpriplizna = InputForm[T4/.{x → 0.1}]hodpriplizna = InputForm[T4/.{x → 0.1}]hodpriplizna = InputForm[T4/.{x → 0.1}]

0.99005

hodpresna = InputForm[fe2[0.1]]hodpresna = InputForm[fe2[0.1]]hodpresna = InputForm[fe2[0.1]]

0.9900498337491681

Zpět
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Příklad 5.1.3
Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně. Odhadněte
shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

? Zpět
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Příklad 5.1.3
Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně. Odhadněte
shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

Výsledek:
3√30 .

= 3, 106996 , |R2(30)| ≤ 0, 000254 .

Zpět
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Příklad 5.1.3
Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně. Odhadněte
shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

Návod:
Zvoĺıme vhodně bod x0 . Taylor̊uv polynom druhého stupně T2 v okoĺı bodu x0 je
definovaný vztahem

T2(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) +

f ′′(x0)

2!
(x − x0)

2
.

Chybu aproximace, které se dopust́ıme, lze vyjádřit pomoćı vzorce:

R2(x) =
f(3)(ξ)

3!
(x − x0)

3 , kde ξ ∈ (x0, x) ( nebo ξ ∈ (x, x0) ) .

Zpět
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Příklad 5.1.3
Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně. Odhadněte
shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

Řešení:
Zvoĺıme bod x0 = 27 (lež́ı ”bĺızko” bodu x = 30), nebot’ funkčńı hodnotu

f(27) = 3√27 = 3 a hodnoty prvńıch dvou derivaćı funkce f v bodě x0 = 27 dokážeme
snadno spoč́ıtat:

f ′(x) =
1

3
x− 2

3 ⇒ f ′(27) =
1

3
· 1
9

.
= 0, 037037 ,

f ′′(x) = −2
9

x− 5
3 ⇒ f ′′(27) = −2

9
· 1
243

.
= −0, 000457 .

Dostáváme Taylor̊uv polynom a hledanou přibližnou funkčńı hodnotu:

T2(x) = 3 +
1
27 (x − 27)− 1

2187 (x − 27)2 ,

3√30 .
= T2(30)

.
= 3 + 0, 037037(30− 27)− 0, 0009144(30− 27)2 .

= 3, 1069963 .

K vyjádřeńı chyby aproximace potřebujeme třet́ı derivaci funkce:

f(3)(x) =
10

27
x− 8

3 .

Daľśı
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Příklad 5.1.3
Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně. Odhadněte
shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

Řešení:
Chyba, které jsme se dopustili při aproximaci hodnoty 3√30 , je

R2(30) =
f(3)(ξ)

3!
(30− 27)3 = 10

3! 27 3
√

ξ8
(30− 27)3 = 5

3 3
√

ξ8
, kde ξ ∈ (27 , 30) .

Provedeme horńı odhad velikosti chyby. Můžeme využ́ıt toho, že funkce x− 8
3 je na

intervalu 〈27 , 30〉 klesaj́ıćı (zjist́ıme záporné znaménko čtvrté derivace). Nebo lze použ́ıt
úvahy, že z nerovnosti ξ8 ≥ (27)8 , plyne 1

ξ8
≤ ( 127 )

8 . Odhad chyby, které jsme se

dopustili, tedy je:

|R2(30)| ≤ 5

3 3
√
27
8

.
= 0, 000254 .

Zpět
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Příklad 5.1.3
Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně. Odhadněte
shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

Maple:
> fs := x -> surd(x, 3); fce t řet ı́ odmocnina z x

fs := x → surd(x, 3)

> T2 := convert(taylor(fs(x),x=27,2+1),polynom);

T2 := 27(1/3) +
27(1/3) (x − 27)

81
− 27

(1/3) (x − 27)2

6561
> T2 := evalf(convert(taylor(fs(x),x=27,2+1),polynom));

T2 := 2.000000000 + 0.03703703703x − 0.0004572473709 (x − 27.)2
> subs(x=30,T2);

3.106995885

následuje vypočet třet́ı derivace funkce fs v bodě 27:

> treti d:= (D@@3)(fs);

treti d := x → 10

27

surd(x, 3)

x3
> odhad chyby=abs(evalf(treti d(27))/3! *(30-27)ˆ3);

odhad chyby = 0.0002540263171

V systému Maple samozřejmě dokážeme vypoč́ıtat př́ımo třet́ı odmocninu z č́ısla 30.

> evalf(fs(30));

3.107232506

Zpět
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Příklad 5.1.3
Spočtěte přibližně hodnotu 3√30 pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně. Odhadněte
shora absolutńı hodnotu chyby, které se při výpočtu dopust́ıte.

Mathematica:
f3[x ] = x∧{1/3}f3[x ] = x∧{1/3}f3[x ] = x∧{1/3}
{

x1/3
}

R = Series[f3[x], {x, 27, 2}]R = Series[f3[x], {x, 27, 2}]R = Series[f3[x], {x, 27, 2}]
{

3 + x−27
27 − (x−27)2

2187 +O[x − 27]3
}

T2 = Normal[R]T2 = Normal[R]T2 = Normal[R]
{

3 + 1
27 (−27 + x)− (−27+x)2

2187

}

hodpriblizna = N [InputForm[T4/.{x → 30}]]hodpriblizna = N [InputForm[T4/.{x → 30}]]hodpriblizna = N [InputForm[T4/.{x → 30}]]
{3.1069958847736627}
dddf3 = D[f3[x], {x, 3}][[1]]dddf3 = D[f3[x], {x, 3}][[1]]dddf3 = D[f3[x], {x, 3}][[1]]
10

27x8/3

chyba = N [Abs[(dddf3/.{x → 27})(3∧3)/3!]]chyba = N [Abs[(dddf3/.{x → 27})(3∧3)/3!]]chyba = N [Abs[(dddf3/.{x → 27})(3∧3)/3!]]
0.000254026

hodpresna = N [InputForm[f3[30]]]hodpresna = N [InputForm[f3[30]]]hodpresna = N [InputForm[f3[30]]]

{3.1072325059538586}

Zpět
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Parametrické rovnice křivek

• Kresleńı křivek a tečný vektor

• Parametrizace křivek, tečna ke křivce

Zpět
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Kreslení křivek a tečný vektor

• Př́ıklad 6.1.1 Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1 + t

y = 2− t , t ∈ R.

a) Nakreslete tuto křivku.

b) Určete tečný vektor ke křivce K v každém jej́ım bodě.

• Př́ıklad 6.1.2 Máme dvě křivky K1, K2 zadané parametrickými rovnicemi

K1 : x = −1 + t K2 : x = −1− 2s
y = 3− 2t , t ∈ R y = 3 + 4s , s ∈ R.

a) Ukažte, že tyto dvě parametrizace zadávaj́ı tutéž křivku.

b) Určete, jakou rychlost́ı se pohybuj́ı body po obou křivkách, chápeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

• Př́ıklad 6.1.3 Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1
t

y = 1
t2

, t ∈ (0,∞).
a) Nakreslete křivku, určete a nakreslete tečný vektor v bodě křivky K, který

odpov́ıdá hodnotě parametru t = 3
2 .

b) Určete bod na křivce K, ve kterém je tečna ke křivce K rovnoběžná s př́ımkou
y = x.

Zpět
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Příklad 6.1.1
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1 + t

y = 2− t , t ∈ R.

a) Nakreslete tuto křivku.

b) Určete tečný vektor ke křivce K v každém jej́ım bodě.

? Zpět
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Příklad 6.1.1
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1 + t

y = 2− t , t ∈ R.

a) Nakreslete tuto křivku.

b) Určete tečný vektor ke křivce K v každém jej́ım bodě.

Výsledek:
a)

-1 1 2 3

1

2

3

4

b) ~v = (1,−1).

Zpět
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Příklad 6.1.1
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1 + t

y = 2− t , t ∈ R.

a) Nakreslete tuto křivku.

b) Určete tečný vektor ke křivce K v každém jej́ım bodě.

Návod:
a) Parametrickými rovnicemi je dána př́ımka se směrovým vektorem (1,−1)

procházej́ıćı bodem [1, 2].

b) Souřadnice tečného vektoru v libovolném bodě spočteme takto: ~v(t) = (x′(t), y′(t)).

Zpět
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Příklad 6.1.1
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1 + t

y = 2− t , t ∈ R.

a) Nakreslete tuto křivku.

b) Určete tečný vektor ke křivce K v každém jej́ım bodě.

Řešení:
a) Muśıme vědět, že parametrické rovnice zadávaj́ı př́ımku. Př́ımo z rovnic je vidět, že

procháźı bodem [1, 2] (bod odpov́ıdá parametru t = 0) a dále např. bodem [2, 1]
(t = 1).

b) Souřadnice tečného vektoru v libovolném bodě [x, y], který odpov́ıdá parametru t,
spočteme takto: ~v(t) = (x′(t), y′(t)) = (1,−1). V tomto př́ıpadě má tečný vektor
v každém bodě křivky stejné souřadnice.

Zpět
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Příklad 6.1.1
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1 + t

y = 2− t , t ∈ R.

a) Nakreslete tuto křivku.

b) Určete tečný vektor ke křivce K v každém jej́ım bodě.

Maple:
> x:=t->1+t;

x := t → 1 + t

> y:=t->2-t;

y := t → 2− t

> plot([x(t),y(t),t=-2..3]);

–1

0

1

2

3

4

–1 1 2 3 4

Daľśı
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Příklad 6.1.1
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1 + t

y = 2− t , t ∈ R.

a) Nakreslete tuto křivku.

b) Určete tečný vektor ke křivce K v každém jej́ım bodě.

Maple:
Tečný vektor:

> v:=[diff(x(t),t),diff(y(t),t)];

v := [1, −1]

Zpět
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Příklad 6.1.1
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1 + t

y = 2− t , t ∈ R.

a) Nakreslete tuto křivku.

b) Určete tečný vektor ke křivce K v každém jej́ım bodě.

Mathematica:
x[t ] = 1 + t;x[t ] = 1 + t;x[t ] = 1 + t;
y[t ] = 2− t;y[t ] = 2− t;y[t ] = 2− t;
ParametricPlot[{x[t], y[t]}, {t,−2, 2}, PlotStyle → Thickness[0.01]]ParametricPlot[{x[t], y[t]}, {t,−2, 2}, PlotStyle → Thickness[0.01]]ParametricPlot[{x[t], y[t]}, {t,−2, 2}, PlotStyle → Thickness[0.01]]

-1 1 2 3

1

2

3

4

Tečný vektor:

v = {D[x[t], t], D[y[t], t]}v = {D[x[t], t], D[y[t], t]}v = {D[x[t], t], D[y[t], t]}
{1,−1}

Zpět
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Příklad 6.1.2
Máme dvě křivky K1, K2 zadané parametrickými rovnicemi

K1 : x = −1 + t K2 : x = −1− 2s
y = 3− 2t , t ∈ R y = 3 + 4s , s ∈ R.

a) Ukažte, že tyto dvě parametrizace zadávaj́ı tutéž křivku.

b) Určete, jakou rychlost́ı se pohybuj́ı body po obou křivkách, chápeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

? Zpět
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Příklad 6.1.2
Máme dvě křivky K1, K2 zadané parametrickými rovnicemi

K1 : x = −1 + t K2 : x = −1− 2s
y = 3− 2t , t ∈ R y = 3 + 4s , s ∈ R.

a) Ukažte, že tyto dvě parametrizace zadávaj́ı tutéž křivku.

b) Určete, jakou rychlost́ı se pohybuj́ı body po obou křivkách, chápeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

Výsledek:
a) Obě parametrizace dávaj́ı př́ımku se směrovým vektorem (1,−2) procházej́ıćı bodem
[−1, 3].

b) |~v1| =
√
5, |~v2| = 2

√
5.

Zpět
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Příklad 6.1.2
Máme dvě křivky K1, K2 zadané parametrickými rovnicemi

K1 : x = −1 + t K2 : x = −1− 2s
y = 3− 2t , t ∈ R y = 3 + 4s , s ∈ R.

a) Ukažte, že tyto dvě parametrizace zadávaj́ı tutéž křivku.

b) Určete, jakou rychlost́ı se pohybuj́ı body po obou křivkách, chápeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

Návod:
a) Parametrické rovnice př́ımky lze převést na obecnou rovnici. Obecná rovnice př́ımky

je jednoznačně dána až na jej́ı nenulový násobek.

b) Rychlost hmotného bodu vyč́ısĺıme jako velikost tečného vektoru. Souřadnice
tečného vektoru v libovolném bodě spočteme takto: ~v(t) = (x′(t), y′(t)).

Zpět
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Příklad 6.1.2
Máme dvě křivky K1, K2 zadané parametrickými rovnicemi

K1 : x = −1 + t K2 : x = −1− 2s
y = 3− 2t , t ∈ R y = 3 + 4s , s ∈ R.

a) Ukažte, že tyto dvě parametrizace zadávaj́ı tutéž křivku.

b) Určete, jakou rychlost́ı se pohybuj́ı body po obou křivkách, chápeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

Řešení:
a) Muśıme vědět, že dané parametrické rovnice zadávaj́ı dvě př́ımky. Př́ımo z rovnic je

vidět, že jak př́ımka K1, tak př́ımka K2 procházej́ı bodem [−1, 3] a že jejich směrové
vektory (1,−2), (−2, 4) určuj́ı tentýž směr, nebot’ jeden je násobkem druhého.

b) Souřadnice tečného vektoru v libovolném bodě [x, y], který odpov́ıdá parametru t
(resp. s), spočteme takto: ~v1(t) = (x

′(t), y′(t)) = (1,−2) a

~v2(s) = (x
′(s), y′(s)) = (−2, 4). Jejich velikost je: |~v1(t)| =

√

(1)2 + (−2)2 =
√
5 a

|~v2(s)| =
√

(−2)2 + (4)2 = 2
√
5. Hmotný bod se po př́ımce K1 pohybuje rychlost́ı√

5 a po př́ımce K2 rychlost́ı 2
√
5.

Zpět
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Příklad 6.1.2
Máme dvě křivky K1, K2 zadané parametrickými rovnicemi

K1 : x = −1 + t K2 : x = −1− 2s
y = 3− 2t , t ∈ R y = 3 + 4s , s ∈ R.

a) Ukažte, že tyto dvě parametrizace zadávaj́ı tutéž křivku.

b) Určete, jakou rychlost́ı se pohybuj́ı body po obou křivkách, chápeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

Maple:
> x1:=t->-1+t;

x1 := t → −1 + t

> y1:=t->3-2*t;

y1 := t → 3− 2 t

> x2:=t->-1-2*t;

x2 := t → −1− 2 t

> y2:=t->3+4*t;

y2 := t → 3 + 4 t

> solve(x2(t)=-1);

0

Křivky jsou totožné.

> [x2(0),y2(0)],[x1(0),y1(0)];

[−1, 3], [−1, 3]

Daľśı
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Příklad 6.1.2
Máme dvě křivky K1, K2 zadané parametrickými rovnicemi

K1 : x = −1 + t K2 : x = −1− 2s
y = 3− 2t , t ∈ R y = 3 + 4s , s ∈ R.

a) Ukažte, že tyto dvě parametrizace zadávaj́ı tutéž křivku.

b) Určete, jakou rychlost́ı se pohybuj́ı body po obou křivkách, chápeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

Maple:
Rychlost křivky K1:

> v1:=linalg[norm]([diff(x1(t),t),diff(y1(t),t)],2);

v1 :=
√
5

Rychlost křivky K2:
> v2:=linalg[norm]([diff(x2(t),t),diff(y2(t),t)],2);

v2 := 2
√
5

Zpět
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Příklad 6.1.2
Máme dvě křivky K1, K2 zadané parametrickými rovnicemi

K1 : x = −1 + t K2 : x = −1− 2s
y = 3− 2t , t ∈ R y = 3 + 4s , s ∈ R.

a) Ukažte, že tyto dvě parametrizace zadávaj́ı tutéž křivku.

b) Určete, jakou rychlost́ı se pohybuj́ı body po obou křivkách, chápeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

Mathematica:
x1[t ] = −1 + t;x1[t ] = −1 + t;x1[t ] = −1 + t;
y1[t ] = 3− 2t;y1[t ] = 3− 2t;y1[t ] = 3− 2t;
x2[t ] = −1− 2t;x2[t ] = −1− 2t;x2[t ] = −1− 2t;
y2[t ] = 3 + 4t;y2[t ] = 3 + 4t;y2[t ] = 3 + 4t;

Př́ımky jsou stejné:

Solve[x1[t] == x2[s], t]Solve[x1[t] == x2[s], t]Solve[x1[t] == x2[s], t]
{{t → −2s}}
Solve[y1[t] == y2[s], t]Solve[y1[t] == y2[s], t]Solve[y1[t] == y2[s], t]
{{t → −2s}}
Tečné vektory:

v1 = {D[x1[t], t], D[y1[t], t]}v1 = {D[x1[t], t], D[y1[t], t]}v1 = {D[x1[t], t], D[y1[t], t]}
{1,−2}
v2 = {D[x2[t], t], D[y2[t], t]}v2 = {D[x2[t], t], D[y2[t], t]}v2 = {D[x2[t], t], D[y2[t], t]}
{−2, 4}

Daľśı
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Příklad 6.1.2
Máme dvě křivky K1, K2 zadané parametrickými rovnicemi

K1 : x = −1 + t K2 : x = −1− 2s
y = 3− 2t , t ∈ R y = 3 + 4s , s ∈ R.

a) Ukažte, že tyto dvě parametrizace zadávaj́ı tutéž křivku.

b) Určete, jakou rychlost́ı se pohybuj́ı body po obou křivkách, chápeme-li jejich
parametrické rovnice jako pohybové rovnice hmotného bodu.

Mathematica:
Rychlost křivky K1:
Norm[v1]Norm[v1]Norm[v1]√
5

Rychlost křivky K2:
Norm[v2]Norm[v2]Norm[v2]
2
√
5

Zpět
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Příklad 6.1.3
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1
t

y = 1
t2

, t ∈ (0,∞).
a) Nakreslete křivku, určete a nakreslete tečný vektor v bodě křivky K, který odpov́ıdá

hodnotě parametru t = 3
2 .

b) Určete bod na křivce K, ve kterém je tečna ke křivce K rovnoběžná s př́ımkou y = x.

? Zpět
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Příklad 6.1.3
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1
t

y = 1
t2

, t ∈ (0,∞).
a) Nakreslete křivku, určete a nakreslete tečný vektor v bodě křivky K, který odpov́ıdá

hodnotě parametru t = 3
2 .

b) Určete bod na křivce K, ve kterém je tečna ke křivce K rovnoběžná s př́ımkou y = x.

Výsledek:
a) ~v = (− 4

9 ,− 16
27 ),

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

b) [ 12 , 14 ]

Zpět
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Příklad 6.1.3
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1
t

y = 1
t2

, t ∈ (0,∞).
a) Nakreslete křivku, určete a nakreslete tečný vektor v bodě křivky K, který odpov́ıdá

hodnotě parametru t = 3
2 .

b) Určete bod na křivce K, ve kterém je tečna ke křivce K rovnoběžná s př́ımkou y = x.

Návod:
a) Parametrickými rovnicemi je dán graf funkce proměnné x. Souřadnice tečného

vektoru v libovolném bodě spočteme takto: ~v(t) = (x′(t), y′(t)). Tečný vektor
umı́st́ıme do bodu křivky, který odpov́ıdá danému parametru.

b) V daném bodě muśı být tečný vektor násobkem směrového vektoru př́ımky y = x.

Zpět
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Příklad 6.1.3
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1
t

y = 1
t2

, t ∈ (0,∞).
a) Nakreslete křivku, určete a nakreslete tečný vektor v bodě křivky K, který odpov́ıdá

hodnotě parametru t = 3
2 .

b) Určete bod na křivce K, ve kterém je tečna ke křivce K rovnoběžná s př́ımkou y = x.

Řešení:
a) Funkce x = 1

t , t > 0 je prostá, existuje k ńı inverzńı t = 1
x , x > 0. Pak

y = 1
t2
= x2, x > 0. Křivka je část paraboly. Souřadnice tečného vektoru v

libovolném bodě [x, y], který odpov́ıdá parametru t, spočteme takto:
~v(t) = (x′(t), y′(t)) = (− 1

t2
,− 2

t3
). Tedy ~v( 32 ) = (− 4

9 ,− 16
27 ). Tečný vektor umı́st́ıme

do bodu [ 23 , 49 ] (dosad́ıme do rovnic t = 3
2 ) a pak jeho koncový bod je

[ 23 , 49 ] + (− 4
9 ,− 16

27 ) = [
2
9 ,− 4

27 ].

b) Tečný vektor muśı být násobkem směrového vektoru př́ımky y = x, tj. vektoru
(1, 1). Tedy ~v(t) = (− 1

t2
,− 2

t3
) = (k, k). Odtud − 1

t2
= − 2

t3
⇒ t = 2. Př́ıslušný

bod má souřadnice [ 12 , 14 ].

Zpět
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Příklad 6.1.3
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1
t

y = 1
t2

, t ∈ (0,∞).
a) Nakreslete křivku, určete a nakreslete tečný vektor v bodě křivky K, který odpov́ıdá

hodnotě parametru t = 3
2 .

b) Určete bod na křivce K, ve kterém je tečna ke křivce K rovnoběžná s př́ımkou y = x.

Maple:
> x:=t->1/t;

x := t → 1

t
> y:=t->1/tˆ2;

y := t → 1

t2

Tečný vektor:

> v:=[diff(x(t),t),diff(y(t),t)];

v := [− 1
t2

, − 2
t3
]

Tečný vektor pro t = 3/2:

> v1:=subs(t=3/2,v);

v1 := [
−4
9

,
−16
27
]

Daľśı
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Příklad 6.1.3
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1
t

y = 1
t2

, t ∈ (0,∞).
a) Nakreslete křivku, určete a nakreslete tečný vektor v bodě křivky K, který odpov́ıdá

hodnotě parametru t = 3
2 .

b) Určete bod na křivce K, ve kterém je tečna ke křivce K rovnoběžná s př́ımkou y = x.

Maple:
Graf křivky a zobrazeńı tečného vektoru:

> g1:=plot([x(t),y(t),t=1..500]):
> g2:=plots[arrow]([x(3/2),y(3/2)],[v1[1],v1[2]],widt h=0.005,head width
=0.07,head length=0.07):

> plots[display](g1,g2);

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Daľśı
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Příklad 6.1.3
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1
t

y = 1
t2

, t ∈ (0,∞).
a) Nakreslete křivku, určete a nakreslete tečný vektor v bodě křivky K, který odpov́ıdá

hodnotě parametru t = 3
2 .

b) Určete bod na křivce K, ve kterém je tečna ke křivce K rovnoběžná s př́ımkou y = x.

Maple:
Bod A, ve kterém je tečný vektor rovnoběžný s př́ımkou y = x:

> solve( {v[1]=k,v[2]=k });

{t = 2, k =
−1
4

}
> A:=[x(2),y(2)];

A := [
1

2
,
1

4
]

Zpět
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Příklad 6.1.3
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1
t

y = 1
t2

, t ∈ (0,∞).
a) Nakreslete křivku, určete a nakreslete tečný vektor v bodě křivky K, který odpov́ıdá

hodnotě parametru t = 3
2 .

b) Určete bod na křivce K, ve kterém je tečna ke křivce K rovnoběžná s př́ımkou y = x.

Mathematica:
x[t ] = 1/t;x[t ] = 1/t;x[t ] = 1/t;
y[t ] = 1/t∧2;y[t ] = 1/t∧2;y[t ] = 1/t∧2;

Tečný vektor:

v = {D[x[t], t], D[y[t], t]}v = {D[x[t], t], D[y[t], t]}v = {D[x[t], t], D[y[t], t]}
{

− 1
t2

,− 2
t3

}

Tečný vektor pro t = 3/2:

v1 = v/.t → 3/2v1 = v/.t → 3/2v1 = v/.t → 3/2
{

− 4
9 ,− 16

27

}

<< Graphics̀Arroẁ<< Graphics̀Arroẁ<< Graphics̀Arroẁ

Daľśı
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Příklad 6.1.3
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1
t

y = 1
t2

, t ∈ (0,∞).
a) Nakreslete křivku, určete a nakreslete tečný vektor v bodě křivky K, který odpov́ıdá

hodnotě parametru t = 3
2 .

b) Určete bod na křivce K, ve kterém je tečna ke křivce K rovnoběžná s př́ımkou y = x.

Mathematica:
g1 = ParametricPlot[{x[t], y[t]}, {t, 1, 400},PlotPoints → 50,g1 = ParametricPlot[{x[t], y[t]}, {t, 1, 400}, PlotPoints → 50,g1 = ParametricPlot[{x[t], y[t]}, {t, 1, 400}, PlotPoints → 50,
PlotRange → {{−0.05, 1.0}, {−0.2, 1.0}}, PlotStyle → Thickness[0.005],PlotRange → {{−0.05, 1.0}, {−0.2, 1.0}}, PlotStyle → Thickness[0.005],PlotRange → {{−0.05, 1.0}, {−0.2, 1.0}}, PlotStyle → Thickness[0.005],
Epilog → {Thickness[0.005],Epilog → {Thickness[0.005],Epilog → {Thickness[0.005],
Arrow[{x[3/2], y[3/2]}, {x[3/2] + v1[[1]], y[3/2] + v1[[2]]}, HeadLength → .05],Arrow[{x[3/2], y[3/2]}, {x[3/2] + v1[[1]], y[3/2] + v1[[2]]}, HeadLength → .05],Arrow[{x[3/2], y[3/2]},{x[3/2] + v1[[1]], y[3/2] + v1[[2]]}, HeadLength → .05],
PointSize[0.02], Point[{x[3/2], y[3/2]}]}]PointSize[0.02], Point[{x[3/2], y[3/2]}]}]PointSize[0.02], Point[{x[3/2], y[3/2]}]}]

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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0.2

0.4

0.6

0.8

1

Daľśı
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Příklad 6.1.3
Máme křivku K zadanou parametrickými rovnicemi

K : x = 1
t

y = 1
t2

, t ∈ (0,∞).
a) Nakreslete křivku, určete a nakreslete tečný vektor v bodě křivky K, který odpov́ıdá

hodnotě parametru t = 3
2 .

b) Určete bod na křivce K, ve kterém je tečna ke křivce K rovnoběžná s př́ımkou y = x.

Mathematica:
Bod A, ve kterém je tečný vektor rovnoběžný s př́ımkou y = x:

Solve[{v[[1]] == k, v[[2]] == k}, {t, k}]Solve[{v[[1]] == k, v[[2]] == k}, {t, k}]Solve[{v[[1]] == k, v[[2]] == k}, {t, k}]
{{

k → − 1
4 , t → 2

}}

A = v/.t → 2A = v/.t → 2A = v/.t → 2
{

− 1
4 ,− 1

4

}

Zpět
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Parametrizace křivek, tečna ke křivce

• Př́ıklad 6.2.1 Parametrizujte křivku, která je pr̊unikem kulové plochy K
K : (x − 3)2 + (y − 4)2 + (z − 8)2 = 20

a roviny ̺ : z = 10.

• Př́ıklad 6.2.2 Napǐste rovnice tečen k elipse o rovnici 4x2 + 9y2 = 36, jejichž
směrnice je rovna 1.

Zpět
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Příklad 6.2.1
Parametrizujte křivku, která je pr̊unikem kulové plochy K

K : (x − 3)2 + (y − 4)2 + (z − 8)2 = 20
a roviny ̺ : z = 10.

? Zpět
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Příklad 6.2.1
Parametrizujte křivku, která je pr̊unikem kulové plochy K

K : (x − 3)2 + (y − 4)2 + (z − 8)2 = 20
a roviny ̺ : z = 10.

Výsledek:
Kružnice k: x(t) = 3 + 4 cos t, y(t) = 4 + 4 sin t, z(t) = 10, t ∈ 〈0, 2π〉.

Zpět
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Příklad 6.2.1
Parametrizujte křivku, která je pr̊unikem kulové plochy K

K : (x − 3)2 + (y − 4)2 + (z − 8)2 = 20
a roviny ̺ : z = 10.

Návod:
Nejprve vypočteme pr̊unik K⋂ ̺, poté provedeme parametrizaci vzniklé křivky s
využit́ım polárńıch (resp. válcových) souřadnic.

Zpět
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Příklad 6.2.1
Parametrizujte křivku, která je pr̊unikem kulové plochy K

K : (x − 3)2 + (y − 4)2 + (z − 8)2 = 20
a roviny ̺ : z = 10.

Řešení:
Pr̊unik K⋂ ̺ urč́ıme dosazeńım z = 10 do rovnice kulové plochy:

(x − 3)2 + (y − 4)2 + (10− 8)2 = 20 , tj. (x − 3)2 + (y − 4)2 = 16 .

Je zřejmé, že se jedná o kružnici se středem v bodě S = [3; 4] a poloměrem r = 4, která
lež́ı v rovině z = 10. Parametrické vyjádřeńı kružnice se středem v bodě S = [s1, s2] a
poloměrem R, lež́ıćı v rovině z = 0 je

x(t) = s1 + R cos t

y(t) = s2 + R sin t

}

t ∈ 〈0, 2π〉 .

V našem př́ıpadě stač́ı dosadit a přidat třet́ı souřadnici z = 10. Hledaná parametrizace
má tedy tvar

x(t) = 3 + 4 cos t

y(t) = 4 + 4 sin t

z(t) = 10











t ∈ 〈0, 2π〉 .

Zpět
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Příklad 6.2.1
Parametrizujte křivku, která je pr̊unikem kulové plochy K

K : (x − 3)2 + (y − 4)2 + (z − 8)2 = 20
a roviny ̺ : z = 10.

Maple:
> koule:=(x-3)ˆ2+(y-4)ˆ2+(z-8)ˆ2=20;

koule := (x − 3)2 + (y − 4)2 + (z − 8)2 = 20
> kruznice:=subs(z=10,koule);

kruznice := (x − 3)2 + (y − 4)2 + 4 = 20
Parametrizaci kružnice muśıme udělat sami. Můžeme se jen přesvědčit dosazeńım do
rovnice kružnice, že jsme parametrizaci udělali správně.

> x:=t->3+4*cos(t);

x := t → 3 + 4 cos(t)

> y:=t->4+4*sin(t);

y := t → 4 + 4 sin(t)

> k:=subs(x=x(t),y=y(t),kruznice);

k := 16 cos(t)2 + 16 sin(t)2 + 4 = 20

> simplify(k);

20 = 20

Zpět
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Příklad 6.2.1
Parametrizujte křivku, která je pr̊unikem kulové plochy K

K : (x − 3)2 + (y − 4)2 + (z − 8)2 = 20
a roviny ̺ : z = 10.

Mathematica:
koule = (x − 3)∧2 + (y − 4)∧2 + (z − 8)∧2==20koule = (x − 3)∧2 + (y − 4)∧2 + (z − 8)∧2==20koule = (x − 3)∧2 + (y − 4)∧2 + (z − 8)∧2==20

(−3 + x)2 + (−4 + y)2 + (−8 + z)2 == 20

kruznice = koule/.z → 10kruznice = koule/.z → 10kruznice = koule/.z → 10

4 + (−3 + x)2 + (−4 + y)2 == 20

Parametrizaci kružnice muśıme udělat sami. Můžeme se jen přesvědčit dosazeńım do
rovnice kružnice, že jsme parametrizaci udělali správně.

x[t ] = 3 + 4Cos[t]x[t ] = 3 + 4Cos[t]x[t ] = 3 + 4Cos[t]

3 + 4Cos[t]

y[t ] = 4 + 4Sin[t]y[t ] = 4 + 4Sin[t]y[t ] = 4 + 4Sin[t]

4 + 4Sin[t]

dosazeni = kruznice/.{x → x[t], y → y[t]}dosazeni = kruznice/.{x → x[t], y → y[t]}dosazeni = kruznice/.{x → x[t], y → y[t]}
4 + 16Cos[t]2 + 16Sin[t]2 == 20

Simplify[dosazeni]Simplify[dosazeni]Simplify[dosazeni]

True

Zpět
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Příklad 6.2.2
Napǐste rovnice tečen k elipse o rovnici 4x2 + 9y2 = 36, jejichž směrnice je rovna 1.

? Zpět
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Příklad 6.2.2
Napǐste rovnice tečen k elipse o rovnici 4x2 + 9y2 = 36, jejichž směrnice je rovna 1.

Výsledek:

Tečna t1 : y = x+
√
13, t2 : y = x −

√
13.

Zpět
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Příklad 6.2.2
Napǐste rovnice tečen k elipse o rovnici 4x2 + 9y2 = 36, jejichž směrnice je rovna 1.

Návod:
Rovnice hledané tečny bude y = x + q (q ∈ R), nebot’ jej́ı směrnice k = 1. Hledáme tedy
společný bod této př́ımky a elipsy.

Zpět
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Příklad 6.2.2
Napǐste rovnice tečen k elipse o rovnici 4x2 + 9y2 = 36, jejichž směrnice je rovna 1.

Řešení:
Ze zadáńı plyne, že rovnice hledané tečny bude y = x+ q (q ∈ R), nebot’ jej́ı směrnice
k = 1. Řeš́ıme tedy soustavu

4x2 + 9y2 = 36

y = x+ q .

za předpokladu, že má právě jedno řešeńı (pr̊unik tečny a elipsy je jednobodový - bod
dotyku). Dosazeńım y z druhé rovnice do prvńı źıskáme kvadratickou rovnici

4x2 + 9(x+ q)2 = 36 ,

po upraveńı
13x

2
+ 18qx+ 9q

2 − 36 = 0

s diskriminantem D = (18q)2 − 52(9q2 − 36) = −144q2 + 1872. Podmı́nkou pro jeden
dvojnásobný kořen je D = 0, tj. q2 = 13. Zadáńı úlohy tedy splňuj́ı tečny
t1 : y = x +

√
13, t2 : y = x −

√
13.

Zpět
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Příklad 6.2.2
Napǐste rovnice tečen k elipse o rovnici 4x2 + 9y2 = 36, jejichž směrnice je rovna 1.

Maple:
> elipsa:=4*xˆ2+9*yˆ2-36=0;

elipsa := 4 x2 + 9 y2 − 36 = 0
> rovnice:=subs(y=x+q,elipsa);

rovnice := 4 x2 + 9 (x + q)2 − 36 = 0
Nyńı jsme provedli dosazeńı z rovnice tečny do rovnice elipsy a budeme hledat
podmı́nku, kdy je diskriminant této kvadratické rovnice roven 0, tj. kdy daná př́ımka
bude tečnou elipsy:

> expand(rovnice);

13x2 + 18 x q + 9 q2 − 36 = 0
> diskriminant:=discrim(lhs(rovnice),x);

diskriminant := 1872− 144 q2

> q:=solve(diskriminant=0);

q := −
√
13,

√
13

Vid́ıme, že jsme dostali dvě možnosti - zadáńı budou vyhovovat dvě tečny s požadovanou
směrnićı k=1 a kvocientem q.

Daľśı
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Příklad 6.2.2
Napǐste rovnice tečen k elipse o rovnici 4x2 + 9y2 = 36, jejichž směrnice je rovna 1.

Maple:
> q1:=q[1];

q1 := −
√
13

> q2:=q[2];

q2 :=
√
13

Rovnice tečny t1 bude:

> t1:=y=x+q2;

t1 := y = x +
√
13

Rovnice tečny t2 bude:

> t2:=y=x+q1;

t2 := y = x −
√
13

Zpět
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Příklad 6.2.2
Napǐste rovnice tečen k elipse o rovnici 4x2 + 9y2 = 36, jejichž směrnice je rovna 1.

Mathematica:
elipsa = 4 ∗ x∧2 + 9 ∗ y∧2− 36 == 0elipsa = 4 ∗ x∧2 + 9 ∗ y∧2− 36 == 0elipsa = 4 ∗ x∧2 + 9 ∗ y∧2− 36 == 0
−36 + 4x2 + 9y2 == 0
rovnice = elipsa/.y → x + qrovnice = elipsa/.y → x+ qrovnice = elipsa/.y → x+ q

−36 + 4x2 + 9(q + x)2 == 0

r = Solve[rovnice, x]r = Solve[rovnice, x]r = Solve[rovnice, x]
{{

x → 3
13

(

−3q − 2
√

13− q2
)}

,
{

x → 3
13

(

−3q + 2
√

13− q2
)}}

Najdeme hodnotu q, pro kterou má elipsa a rovnice př́ımky y = x + q právě jeden
společný bod.

lr = r[[1, 1, 2]]lr = r[[1, 1, 2]]lr = r[[1, 1, 2]]

3
13

(

−3q − 2
√

13− q2
)

pr = r[[2, 1, 2]]pr = r[[2, 1, 2]]pr = r[[2, 1, 2]]

3
13

(

−3q + 2
√

13− q2
)

qq = Solve[lr == pr, q]qq = Solve[lr == pr, q]qq = Solve[lr == pr, q]
{{

q → −
√
13
}

,
{

q →
√
13
}}

Daľśı
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Příklad 6.2.2
Napǐste rovnice tečen k elipse o rovnici 4x2 + 9y2 = 36, jejichž směrnice je rovna 1.

Mathematica:
t1 = x + qq[[1, 1, 2]]t1 = x+ qq[[1, 1, 2]]t1 = x+ qq[[1, 1, 2]]
t2 = x + qq[[2, 1, 2]]t2 = x+ qq[[2, 1, 2]]t2 = x+ qq[[2, 1, 2]]

−
√
13 + x

√
13 + x

Zobraźıme si elipsu a obě tečny graficky

<< Graphics̀ImplicitPlot̀<< Graphics̀ImplicitPlot̀<< Graphics̀ImplicitPlot̀

g1 = ImplicitPlot[elipsa, {x,−3, 3}, DisplayFunction → Identity];g1 = ImplicitPlot[elipsa, {x,−3, 3}, DisplayFunction → Identity];g1 = ImplicitPlot[elipsa, {x,−3, 3}, DisplayFunction → Identity];
g2 = Plot[t1, {x, 1, 4}, DisplayFunction → Identity];g2 = Plot[t1, {x, 1, 4}, DisplayFunction → Identity];g2 = Plot[t1, {x, 1, 4}, DisplayFunction → Identity];
g3 = Plot[t2, {x,−4,−1}, DisplayFunction → Identity];g3 = Plot[t2, {x,−4,−1}, DisplayFunction → Identity];g3 = Plot[t2, {x,−4,−1}, DisplayFunction → Identity];
Show[{g1, g2, g3}, DisplayFunction → $DisplayFunction,Show[{g1, g2, g3}, DisplayFunction → $DisplayFunction,Show[{g1, g2, g3}, DisplayFunction → $DisplayFunction,
PlotRange → {{−4, 4}, {−3, 3}}];PlotRange → {{−4, 4}, {−3, 3}}];PlotRange → {{−4, 4}, {−3, 3}}];

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

Zpět
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Integrální počet funkcí jedné proměnné

• Neurčité integrály

• Určité a nevlastńı integrály

• Geometrické aplikace určitého integrálu

Zpět
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Určité a nevlastní integrály

• Př́ıklad 7.1.1 Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

cos(lnx) dx.

• Př́ıklad 7.1.2 Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

cos x
√
sinx

dx.

• Př́ıklad 7.1.3 Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

x2
√
1− x6

dx.

Zpět
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Příklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

cos(ln x) dx.

? Zpět
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Příklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

cos(ln x) dx.

Výsledek:
∫

cos(ln x) dx =
x

2
(cos(lnx) + sin(ln x)) .

Zpět
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Příklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

cos(ln x) dx.

Návod:
Dvakrát po sobě použijte metodu per partes, přičemž v 1. kroku položte:
u′(x) = 1 , v(x) = cos(lnx) . Hledaný integrál pak vypočtěte ze vzniklé rovnice.

Zpět
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Příklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

cos(ln x) dx.

Řešení:
∫

cos(lnx) dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u′(x) = 1 u(x) =

∫

1 dx = x

v(x) = cos(lnx) v′(x) = − sin(ln x) · 1
x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x cos(lnx) +

∫

sin(lnx) dx =

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u′(x) = 1 u(x) =

∫

1 dx = x

v(x) = sin(lnx) v′(x) = cos(ln x) · 1
x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x cos(lnx) +

(

x sin(lnx)−
∫

cos(lnx) dx

)

=

= x cos(lnx) + x sin(lnx)−
∫

cos(ln x) dx

Vypust́ıme-li z uvedeného řetězce rovnost́ı
”
vnitřńı“ členy, můžeme psát:

∫

cos(lnx) dx = x cos(lnx) + x sin(ln x)−
∫

cos(ln x) dx

Převedeńım posledńıho členu z pravé strany na stranu levou dostaneme:

2

∫

cos(lnx) dx = x cos(lnx) + x sin(ln x)

Odtud pak plyne:
∫

cos(lnx) dx =
x cos(lnx) + x sin(lnx)

2
=

x

2
(cos(lnx) + sin(lnx)) .

Zpět
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Příklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

cos(ln x) dx.

Maple:
> Int(cos(ln(x)),x)=int(cos(ln(x)),x);

∫

cos(ln(x)) dx =
1

2
cos(ln(x))x +

1

2
sin(ln(x))x

Zpět
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Příklad 7.1.1

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

cos(ln x) dx.

Mathematica:
Integrate[Sin[Log[x]], x]Integrate[Sin[Log[x]], x]Integrate[Sin[Log[x]], x]

− 1
2xCos[Log[x]] + 1

2xSin[Log[x]]

Zpět
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Příklad 7.1.2

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

cos x
√
sinx

dx.

? Zpět
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Příklad 7.1.2

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

cos x
√
sinx

dx.

Výsledek:
∫

cos x
√
sinx

dx = 2
√
sinx .

Zpět
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Příklad 7.1.2

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

cos x
√
sinx

dx.

Návod:
Integrál vypoč́ıtejte pomoćı substituce sinx = t.

Zpět
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Příklad 7.1.2

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

cos x
√
sinx

dx.

Řešení:

∫

cos x√
sinx

dx =

∣

∣

∣

∣

∣

sinx = t

cos x dx = dt

∣

∣

∣

∣

∣

=

∫

1√
t
dt =

=

∫

t
− 1
2 dt =

t
1
2

1
2

= 2
√

t = 2
√
sinx

Zpět
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Příklad 7.1.2

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

cos x
√
sinx

dx.

Maple:
> Int(cos(x)/sqrt(sin(x)),x)=int(cos(x)/sqrt(sin(x)), x);

∫

cos(x)
√

sin(x)
dx = 2

√

sin(x)

Zpět
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Příklad 7.1.2

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

cos x
√
sinx

dx.

Mathematica:
Integrate[Cos[x]/Sqrt[Sin[x]], x]Integrate[Cos[x]/Sqrt[Sin[x]], x]Integrate[Cos[x]/Sqrt[Sin[x]], x]

2
√

Sin[x]

Zpět
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Příklad 7.1.3

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

x2√
1− x6

dx.

? Zpět
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Příklad 7.1.3

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

x2√
1− x6

dx.

Výsledek:
∫

x2√
1− x6

dx =
1

3
arcsinx

3
.

Zpět
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Příklad 7.1.3

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

x2√
1− x6

dx.

Návod:
Integrand nejprve upravte, a to tak, abyste mohli použ́ıt substituci x3 = t.

Zpět
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Příklad 7.1.3

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

x2√
1− x6

dx.

Řešení:

∫

x2√
1− x6

dx =

∫

x2
√

1− (x3)2
dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x3 = t

3x2 dx = dt

x2 dx = 1
3 dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
1

3

∫

1√
1− t2

dt =
1

3
arcsin t =

1

3
arcsinx

3

Zpět
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Příklad 7.1.3

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

x2√
1− x6

dx.

Maple:
> Int(xˆ2/sqrt(1-xˆ6),x)=int(xˆ2/sqrt(1-xˆ6),x);

∫

x2√
1− x6

dx =
1

3
arcsin(x3)

Zpět
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Příklad 7.1.3

Vhodnou metodou vypoč́ıtejte neurčitý integrál

∫

x2√
1− x6

dx.

Mathematica:
Integrate[x∧2/Sqrt[1− x∧6], x]Integrate[x∧2/Sqrt[1− x∧6], x]Integrate[x∧2/Sqrt[1− x∧6], x]

ArcSin
[

x3
]

3

Zpět
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Určité integrály

• Př́ıklad 7.2.1 Vypočtěte určitý integrál

3
∫

−1

x · e3−x2
dx.

• Př́ıklad 7.2.2 Vypočtěte určitý integrál

e2
∫

e

3x · lnx dx.

• Př́ıklad 7.2.3 Vypočtěte nevlastńı integrál

1
∫

0

e
√

x

√
x
dx .

Zpět
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Příklad 7.2.1

Vypočtěte určitý integrál

3
∫

−1

x · e3−x2
dx.

? Zpět
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Příklad 7.2.1

Vypočtěte určitý integrál

3
∫

−1

x · e3−x2
dx.

Výsledek:
3
∫

−1

x · e3−x2
dx =

1

2

(

e
2 − 1

e6

)

.

Zpět
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Příklad 7.2.1

Vypočtěte určitý integrál

3
∫

−1

x · e3−x2
dx.

Návod:
Integrovaná funkce f(x) = x · e3−x2 je definovaná na množině D(f) = R, na ńıž je nav́ıc
spojitá. Protože plat́ı, že 〈−1; 3〉 ⊂ D(f), je t́ım sṕı̌se spojitá na intervalu 〈−1; 3〉. T́ım je
zaručena existence primitivńı funkce F (x) k funkci f(x) na intervalu 〈−1; 3〉. Zadaný
integrál tud́ıž existuje. Primitivńı funkce F (x) se vypoč́ıtá pomoćı substituce 3− x2 = t.

Zpět
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Příklad 7.2.1

Vypočtěte určitý integrál

3
∫

−1

x · e3−x2
dx.

Řešení:

3
∫

−1

x · e3−x2
dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3− x2 = t

−2x dx = dt

x dx = − 1
2 dt

x = −1 ⇒ t = 2

x = 3 ⇒ t = −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
−1
2

−6
∫

2

e
t
dt =

−1
2

[

e
t
]−6

2
=

=
−1
2

(

e
−6 − e2

)

=
1

2

(

e
2 − 1

e6

)

Zpět
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Příklad 7.2.1

Vypočtěte určitý integrál

3
∫

−1

x · e3−x2
dx.

Maple:
> Int(x*exp(3-xˆ2),x=-1..3)=int(x*exp(3-xˆ2),x=-1..3) ;

∫ 3

−1
x e(3−x2) dx =

1

2
e2 − 1

2
e(−6)

Zpět
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Příklad 7.2.1

Vypočtěte určitý integrál

3
∫

−1

x · e3−x2
dx.

Mathematica:
Integrate[x ∗ Exp[3− x∧2], {x,−1, 3}]Integrate[x ∗ Exp[3− x∧2], {x,−1, 3}]Integrate[x ∗ Exp[3− x∧2], {x,−1, 3}]
−1+e8

2e6

Zpět
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Příklad 7.2.2

Vypočtěte určitý integrál

e2
∫

e

3x · lnx dx.

? Zpět
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Příklad 7.2.2

Vypočtěte určitý integrál

e2
∫

e

3x · lnx dx.

Výsledek:

e2
∫

e

3x · ln x dx =
9

4
e4 − 3

4
e2 .

Zpět
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Příklad 7.2.2

Vypočtěte určitý integrál

e2
∫

e

3x · lnx dx.

Návod:
Integrovaná funkce f(x) = 3x · ln x je definovaná na množině D(f) = (0,∞), na ńıž je
nav́ıc spojitá. Protože plat́ı, že 〈e, e2〉 ⊂ D(f), je t́ım sṕı̌se spojitá na intervalu 〈e, e2〉.
T́ım je zaručena existence primitivńı funkce F (x) k funkci f(x) na intervalu 〈e, e2〉.
Zadaný integrál tud́ıž existuje. Vypoč́ıtáme jej pomoćı metody per partes, a to tak, že
polož́ıme: u′ = 3x , v = ln x.

Zpět
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Příklad 7.2.2

Vypočtěte určitý integrál

e2
∫

e

3x · lnx dx.

Řešení:

e2
∫

e

3x · lnx dx =

∣

∣

∣

∣

∣

u′ = 3x ⇒ u = 3x2

2

v = ln x ⇒ v′ = 1
x

∣

∣

∣

∣

∣

=

[

3x2

2
· ln x

]e2

e

−
e2
∫

e

3x2

2
· 1

x
dx =

=

[

3x2

2
· ln x

]e2

e

− 3
2

e2
∫

e

x dx =

[

3x2

2
· lnx

]e2

e

− 3
2

[

x2

2

]e2

e

=

=

[

3x2

2
·
(

ln x − 1
2

)

]e2

e

=
3e4

2

(

ln e
2 − 1

2

)

− 3e
2

2

(

ln e− 1
2

)

=

=
9

4
e
4 − 3

4
e
2

Zpět
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Příklad 7.2.2

Vypočtěte určitý integrál

e2
∫

e

3x · lnx dx.

Maple:
> Int(3*x*ln(x),x=exp(1)..exp(2))=int(3*x*ln(x),x=exp (1)..exp(2));

∫ e2

e

3x ln(x) dx = −3
4

e2 +
9

4
e4

Zpět
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Příklad 7.2.2

Vypočtěte určitý integrál

e2
∫

e

3x · lnx dx.

Mathematica:
Integrate[3xLog[x], {x, Exp[1], Exp[2]}]Integrate[3xLog[x], {x, Exp[1], Exp[2]}]Integrate[3xLog[x], {x, Exp[1], Exp[2]}]
3
4 e2

(

−1 + 3e2
)

Zpět
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Příklad 7.2.3

Vypočtěte nevlastńı integrál

1
∫

0

e
√

x

√
x
dx .

? Zpět
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Příklad 7.2.3

Vypočtěte nevlastńı integrál

1
∫

0

e
√

x

√
x
dx .

Výsledek:
1
∫

0

e
√

x

√
x
dx = 2(e− 1) .

Zpět
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Příklad 7.2.3

Vypočtěte nevlastńı integrál

1
∫

0

e
√

x

√
x
dx .

Návod:

Integrovaná funkce f(x) = e
√

x
√

x
je definovaná na množině D(f) = (0,∞). Protože

uzavřený interval 〈0, 1〉 neńı podmnožinou D(f), funkce f(x) nemůže mı́t na intervalu
〈0, 1〉 primitivńı funkci. Zadaný integrál tud́ıž neexistuje.
Plat́ı však, že (0, 1〉 ⊂ D(f) a protože funkce f(x) je na D(f) spojitá, je t́ım sṕı̌se spojitá
na intervalu (0, 1〉. T́ım je zaručena existence primitivńı funkce F (x) k funkci f(x)

”
alespoň“ na intervalu (0, 1〉. Jedná se tedy o nevlastńı integrál, který se vypoč́ıtá takto:

1
∫

0

e
√

x

√
x
dx = [F (x)]10 = F (1)− lim

x→0+
F (x),

pokud ovšem bude uvedená limita vlastńı. Primitivńı funkci F (x) vypoč́ıtáme pomoćı
substituce t =

√
x.

Zpět
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Příklad 7.2.3

Vypočtěte nevlastńı integrál

1
∫

0

e
√

x

√
x
dx .

Řešení:
Nejprve si přečtěte Návod.

F (x) =

∫

e
√

x

√
x
dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√
x = t

1
2
√

x
dx = dt

1√
x
dx = 2dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2

∫

e
t
dt = 2e

t
= 2 e

√
x

1
∫

0

e
√

x

√
x
dx =

[

2 e
√

x
]1

0
= 2 e

√
1 − lim

x→0+
2 e

√
x
= 2e− 2e0 = 2e− 2 = 2(e− 1)

Zpět
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Příklad 7.2.3

Vypočtěte nevlastńı integrál

1
∫

0

e
√

x

√
x
dx .

Maple:
> Int(exp(sqrt(x))/sqrt(x),x=0..1)=int(exp(sqrt(x))/s qrt(x),x=0..1);

∫ 1

0

e(
√

x)

√
x

dx = 2 e − 2

Zpět
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Příklad 7.2.3

Vypočtěte nevlastńı integrál

1
∫

0

e
√

x

√
x
dx .

Mathematica:
Př́ımý výpočet pomoćı programu Mathematica:
Integrate[Exp[Sqrt[x]]/Sqrt[x], {x, 0, 1}]Integrate[Exp[Sqrt[x]]/Sqrt[x], {x, 0, 1}]Integrate[Exp[Sqrt[x]]/Sqrt[x], {x, 0, 1}]
2(−1 + e)

nebo vypočteme neurčitý integrál a spočteme nevlastńı integrál pomoćı limit:
v = Integrate[Exp[Sqrt[x]]/Sqrt[x], x]v = Integrate[Exp[Sqrt[x]]/Sqrt[x], x]v = Integrate[Exp[Sqrt[x]]/Sqrt[x], x]

2e
√

x

integral = Limit[v, x → 1]− Limit[v, x → 0, Direction → −1]integral = Limit[v, x → 1]− Limit[v, x → 0, Direction → −1]integral = Limit[v, x → 1]− Limit[v, x → 0, Direction → −1]
−2 + 2e

Zpět
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Geometrické aplikace určitého integrálu

• Př́ıklad 7.3.1 Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafem funkce

f(x) = x
√

x + 4 , x ∈ 〈−4, 0〉
a osou x.

• Př́ıklad 7.3.2 Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafy funkćı

f(x) = sin
2

x , g(x) = sin
3

x , x ∈ 〈−π, 0〉.

Zpět
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Příklad 7.3.1
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafem funkce

f(x) = x
√

x + 4 , x ∈ 〈−4, 0〉
a osou x.

? Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.73/139



Příklad 7.3.1
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafem funkce

f(x) = x
√

x + 4 , x ∈ 〈−4, 0〉
a osou x.

Výsledek:
P = 128

15 .

Zpět
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Příklad 7.3.1
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafem funkce

f(x) = x
√

x + 4 , x ∈ 〈−4, 0〉
a osou x.

Návod:

Vypočtěte určitý integrál −
0
∫

−4

x
√

x + 4 dx . Zpět
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Příklad 7.3.1
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafem funkce

f(x) = x
√

x + 4 , x ∈ 〈−4, 0〉
a osou x.

Řešení:
Nejprve budeme hledat pr̊useč́ıky grafu funkce f(x) s osou x. Jejich x-ové souřadnice
źıskáme jako řešeńı rovnice f(x) = 0, tj. x

√
x+ 4 = 0.

Tedy:
x
√

x + 4 = 0 ⇔ x = 0 ∨
√

x+ 4 = 0 ,

přičemž:
√

x+ 4 = 0 ⇔ x+ 4 = 0 ⇔ x = −4 .
Rovnice x

√
x+ 4 = 0 má tedy 2 řešeńı: x1 = 0 a x2 = −4 , což jsou právě krajńı body

uvažovaného intervalu 〈−4, 0〉. Vzhledem k tomu, že spojitá funkce nemůže mezi dvěma
sousedńımi nulovými body stř́ıdat znaménko, je jasné, že bude platit bud’to
f(x) > 0 ∀x ∈ (−4, 0), nebo naopak
f(x) < 0 ∀x ∈ (−4, 0). Zda plat́ı prvńı, či druhá alternativa, zjist́ıme např. tak, že urč́ıme
znaménko funkčńı hodnoty funkce f v některém (zcela libovolně zvoleném) bodě lež́ıćım v
intervalu (−4, 0). Protože např. −2 ∈ (−4, 0) a f(−2) < 0 , plat́ı: f(x) < 0 ∀x ∈ (−4, 0).

Obrazec jehož obsah poč́ıtáme:

0-4

-3

0-4

-3

Daľśı
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Příklad 7.3.1
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafem funkce

f(x) = x
√

x + 4 , x ∈ 〈−4, 0〉
a osou x.

Řešení:
Plošný obsah P zadaného obrazce tedy spočteme takto:

P = −
0
∫

−4

x
√

x+ 4 dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x+ 4 = t

x = t − 4
dx = dt

x = −4 ⇒ t = 0

x = 0 ⇒ t = 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −
4
∫

0

(t − 4)
√

t dt =

= −
4
∫

0

(

t
√

t − 4
√

t
)

dx =

4
∫

0

(

−t
3
2 + 4t

1
2

)

dx =

=

[

−2
5

√
t5 + 4 · 2

3

√
t3
]4

0

=

(

−2
5

√
45 + 4 · 2

3

√
43
)

− 0 =

=
−64
5
+
64

3
=
128

15

Zpět
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Příklad 7.3.1
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafem funkce

f(x) = x
√

x + 4 , x ∈ 〈−4, 0〉
a osou x.

Maple:
> Int(-x*sqrt(x+4),x=-4..0)=int(-x*sqrt(x+4),x=-4..0) ;

∫ 0

−4
− x

√
x + 4 dx =

128

15

Zpět
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Příklad 7.3.1
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafem funkce

f(x) = x
√

x + 4 , x ∈ 〈−4, 0〉
a osou x.

Mathematica:
Nejdř́ıve si nakresĺıme graf dané funkce:
g = Plot[xSqrt[x+ 4], {x,−4, 0}]g = Plot[xSqrt[x+ 4], {x,−4, 0}]g = Plot[xSqrt[x+ 4], {x,−4, 0}]
-4 -3 -2 -1

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

−Graphics−
Nyńı vypočteme plochu obrazce:
P = Integrate[−xSqrt[x + 4], {x,−4, 0}]P = Integrate[−xSqrt[x + 4], {x,−4, 0}]P = Integrate[−xSqrt[x + 4], {x,−4, 0}]
128
15

Zpět
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Příklad 7.3.2
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafy funkćı

f(x) = sin
2

x , g(x) = sin
3

x , x ∈ 〈−π, 0〉.

? Zpět
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Příklad 7.3.2
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafy funkćı

f(x) = sin
2

x , g(x) = sin
3

x , x ∈ 〈−π, 0〉.

Výsledek:
P = π

2 +
4
3 .

Zpět
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Příklad 7.3.2
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafy funkćı

f(x) = sin
2

x , g(x) = sin
3

x , x ∈ 〈−π, 0〉.

Návod:
Pro plošný obsah obrazce plat́ı

P =

0
∫

−π

(sin
2

x − sin3 x) dx.

Zpět
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Příklad 7.3.2
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafy funkćı

f(x) = sin
2

x , g(x) = sin
3

x , x ∈ 〈−π, 0〉.

Řešení:
Nejprve budeme hledat pr̊useč́ıky graf̊u funkćı f(x) a g(x). Jejich x-ové souřadnice
źıskáme jako řešeńı rovnice f(x) = g(x), tj. sin2 x = sin3 x.
Tedy:

sin2 x = sin3 x ⇔ sin2 x − sin3 x = 0 ⇔ sin2 x · (1− sinx) = 0 ⇔

⇔ sin
2

x = 0 ∨ 1− sinx = 0 ,

přičemž:
sin2 x = 0 ⇔ sinx = 0 ⇔ x = kπ , k ∈ Z

a
1− sinx = 0 ⇔ sinx = 1 ⇔ x =

π

2
+ 2kπ , k ∈ Z.

Z bod̊u tvaru kπ, kde k ∈ Z, lež́ı v intervalu 〈−π, 0〉 dva body, a to: x = −π a x = 0. Z
bod̊u tvaru π

2 + 2kπ, kde k ∈ Z, nelež́ı v intervalu 〈−π, 0〉 žádný z nich. Rovnice

sin2 x = sin3 x má tedy v intervalu 〈−π, 0〉 2 řešeńı: x1 = −π a x2 = 0 , což jsou právě
krajńı body uvažovaného intervalu 〈−π, 0〉. Vzhledem k tomu, že je funkce
f(x)− g(x) = sin2 x − sin3 x spojitá, nemůže mezi dvěma sousedńımi nulovými body
stř́ıdat znaménko.

Daľśı
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Příklad 7.3.2
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafy funkćı

f(x) = sin
2

x , g(x) = sin
3

x , x ∈ 〈−π, 0〉.

Řešení:
Muśı tud́ıž platit bud’to sin2 x − sin3 x > 0 ∀x ∈ (−π, 0), neboli
sin2 x > sin3 x ∀x ∈ (−π, 0), nebo naopak sin2 x − sin3 x < 0 ∀x ∈ (−π, 0), neboli
sin2 x < sin3 x ∀x ∈ (−π, 0). Zda plat́ı prvńı, či druhá alternativa, zjist́ıme např. tak, že
urč́ıme znaménko funkčńı hodnoty funkce f − g v některém (zcela libovolně zvoleném)
bodě lež́ıćım v intervalu (−π, 0). Protože např. −π

2 ∈ (−π, 0) a

f(−π
2 )− g(−π

2 ) = sin
2(−π

2 )− sin
3(−π

2 ) = (−1)
2 − (−1)3 = 1 + 1 = 2 > 0 , plat́ı:

sin2 x − sin3 x > 0 ∀x ∈ (−π, 0), neboli sin2 x > sin3 x ∀x ∈ (−π, 0).
Plošný obsah P zadaného obrazce tedy spočteme takto:

P =

0
∫

−π

(sin2 x − sin3 x) dx.

Nejprve si spočteme primitivńı funkci k funkci sin2 x − sin3 x :

∫

(sin
2

x − sin3 x) dx =

∫

sin
2

x dx −
∫

sin
3

x dx ,

přičemž každý z posledńıch dvou integrál̊u vypočteme samostatně:

Daľśı
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Příklad 7.3.2
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafy funkćı

f(x) = sin
2

x , g(x) = sin
3

x , x ∈ 〈−π, 0〉.

Řešení:

∫

sin
2

x dx =

∫

1− cos 2x
2

dx =
1

2

∫

(1− cos 2x) dx =

=
1

2

∫

dx − 1
2

∫

cos 2x dx =
1

2
x − 1

4

∫

2 cos 2x dx =

=

∣

∣

∣

∣

∣

2x = t

2 dx = dt

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

2
x − 1

4

∫

cos t dt =

=
1

2
x − 1

4
sin t =

1

2
x − 1

4
sin 2x

∫

sin3 x dx =

∫

sinx · sin2 x dx =

∫

sinx · (1− cos2 x) dx =

=

∣

∣

∣

∣

∣

cos x = t

− sinx dx = dt

∣

∣

∣

∣

∣

= −
∫

(1− t
2
) dt =

= −t+
t3

3
= − cos x + cos

3 x

3

Daľśı
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Příklad 7.3.2
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafy funkćı

f(x) = sin
2

x , g(x) = sin
3

x , x ∈ 〈−π, 0〉.

Řešení:
Tedy:

∫

(sin
2

x − sin3 x) dx =
1

2
x − 1

4
sin 2x+ cos x − cos

3 x

3

Tud́ıž:

P =

0
∫

−π

(sin
2

x − sin3 x) dx =

[

1

2
x − 1

4
sin 2x+ cos x − cos

3 x

3

]0

−π

=

=

(

1− 1
3

)

−
(

−π

2
− 1 + 1

3

)

= 2− 2
3
+

π

2
=

π

2
+
4

3

Zpět
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Příklad 7.3.2
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafy funkćı

f(x) = sin
2

x , g(x) = sin
3

x , x ∈ 〈−π, 0〉.

Maple:
> Int((sin(x))ˆ2-(sin(x))ˆ3,x=-Pi..0)=int((sin(x))ˆ2- (sin(x))ˆ3,x=-Pi..
0);

∫ 0

−π

sin(x)2 − sin(x)3 dx =
π

2
+
4

3

Zpět
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Příklad 7.3.2
Vypočtěte plošný obsah rovinného obrazce ohraničeného grafy funkćı

f(x) = sin
2

x , g(x) = sin
3

x , x ∈ 〈−π, 0〉.

Mathematica:
P = Integrate[Sin[x]∧2− Sin[x]∧3, {x,−Pi, 0}]P = Integrate[Sin[x]∧2− Sin[x]∧3, {x,−Pi, 0}]P = Integrate[Sin[x]∧2− Sin[x]∧3, {x,−Pi, 0}]
1
6 (8 + 3π)

Zpět
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Diferenciální rovnice 1. řádu

• Metoda separace proměnných

• Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu

• Řešeńı diferenciálńıch rovnic 1. řádu

Zpět
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Metoda separace proměnných

• Př́ıklad 8.1.1 Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=

xy2 − x

x2y − y
, které vyhovuje

počátečńı podmı́nce y( 12 ) = −2 .

• Př́ıklad 8.1.2 Nalezněte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice y′ = 6x2
√

y .

• Př́ıklad 8.1.3 Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=

x

2y + 1
, které vyhovuje

počátečńı podmı́nce y(0) = −1 .

Zpět
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Příklad 8.1.1

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y′ =
xy2 − x

x2y − y
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y( 12 ) = −2 .

? Zpět
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Příklad 8.1.1

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y′ =
xy2 − x

x2y − y
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y( 12 ) = −2 .

Výsledek:

y(x) = −
√
5− 4x2 , x ∈ (−1, 1) .

Zpět
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Příklad 8.1.1

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y′ =
xy2 − x

x2y − y
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y( 12 ) = −2 .

Návod:
Použijeme metodu separace proměnných.

Zpět
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Příklad 8.1.1

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y′ =
xy2 − x

x2y − y
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y( 12 ) = −2 .

Řešení:
Postup rozděĺıme do čtyř krok̊u.

1. krok: Z úpravy

y
′
=

xy2 − x

x2y − y
⇒ y

′
=

x(y2 − 1)
(x2 − 1)y

plyne:

g(x) =
x

x2 − 1 , x 6= ±1 ,

h(y) =
y2 − 1

y
, y 6= 0 .

2. krok: Nalezneme všechna konstantńı řešeńı. Hledejme kořeny rovnice h(y) = 0 .

y2 − 1
y

= 0 ⇒ y2 − 1 = 0 ⇒ (y − 1)(y + 1) = 0 ⇒ y = ±1

Rovnice má konstantńı řešeńı y(x) = −1 a y(x) = 1 . Ani jedno ovšem nesplňuje
počátečńı podmı́nku y( 12 ) = −2 .

Daľśı
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Příklad 8.1.1

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y′ =
xy2 − x

x2y − y
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y( 12 ) = −2 .

Řešení:
3. krok: Najdeme obdélńık, kde je h(y) 6= 0 a kde lež́ı bod ( 12 ,−2) . Tedy 1

2 ∈ (−1, 1) a
−2 ∈ (−∞,−1) . Graf hledaného řešeńı lež́ı v obdélńıku (−1, 1)× (−∞,−1) .
Hledejme toto řešeńı.

dy

dx
=

x(y2 − 1)
(x2 − 1)y ⇒

∫

y

y2 − 1 dy =
∫

x

x2 − 1 dx ⇒

⇒
∫

2y

y2 − 1
dy =

∫

2x

x2 − 1
dx ⇒ ln |y2 − 1| = ln |x2 − 1|+ C

Spočteme hodnotu integračńı konstanty:

ln |(−2)2 − 1| = ln |( 12 )
2 − 1|+ C ⇒ ln 3− ln( 34 ) = C ⇒ C = ln 4 .

Hledejme dál funkčńı předpis řešeńı.

ln |y2−1| = ln |x2−1|+ln4 ⇒ ln |y2−1| = ln 4|x2−1| ⇒ |y2−1| = 4|x2−1|

Pro x ∈ (−1, 1) je x2 − 1 < 0 a |x2 − 1| = −(x2 − 1) . Pro y ∈ (−∞,−1) je
y2 − 1 > 0 a |y2 − 1| = y2 − 1 .

y
2 − 1 = −4(x2 − 1) ⇒ y

2
= 1− 4(x2 − 1) ⇒ |y| =

√

5− 4x2

Daľśı
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Příklad 8.1.1

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y′ =
xy2 − x

x2y − y
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y( 12 ) = −2 .

Řešení:
Funkčńı hodnoty hledané funkce lež́ı v intervalu (−∞,−1) , tedy y < 0 . Proto

y(x) = −
√

5− 4x2 .

4. krok: Urč́ıme definičńı obor řešeńı. Výraz −
√
5− 4x2 má smysl, pokud

5− 4x2 ≥ 0 ⇒ (
√
5− 2x)(

√
5 + 2x) ≥ 0 .

Nerovnici řeš́ı x ∈ 〈−
√
5
2 ,

√
5
2 〉 ⊃ (−1, 1) . Definičńım oborem řešeńı bude celý

interval (−1, 1) , pokud pro každé x ∈ (−1, 1) je y(x) < −1 .

−
√

5− 4x2 < −1 ⇒ 5− 4x2 > 1 ⇒ x
2 − 1 < 0

Posledńı nerovnost je splněna právě na intervalu (−1, 1) . Funkce

y(x) = −
√

5− 4x2 , x ∈ (−1, 1)

je řešeńım rovnice y′ =
xy2 − x

x2y − y
vyhovuj́ıćım počátečńı podmı́nce y( 12 ) = −2 .

Zpět
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Příklad 8.1.1

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y′ =
xy2 − x

x2y − y
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y( 12 ) = −2 .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x)=(x*(y(x))ˆ2-x)/(xˆ2*y(x)-y(x)));

DR := d
dx y(x) =

x y(x)2 − x

x2 y(x)− y(x)
> PP:=y(0.5)=-2;

PP := y(0.5) = −2
> dsolve( {DR,PP},y(x));

y(x) = −
√
5− 4x2

Zpět
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Příklad 8.1.1

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y′ =
xy2 − x

x2y − y
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y( 12 ) = −2 .

Mathematica:
DR = y′[x]==(x(y[x])∧2− x)/(x∧2 ∗ y[x]− y[x])DR = y′[x]==(x(y[x])∧2− x)/(x∧2 ∗ y[x]− y[x])DR = y′[x]==(x(y[x])∧2− x)/(x∧2 ∗ y[x]− y[x])

y′[x] == −x+xy[x]2

−y[x]+x2y[x]

PP = y[1/2] == −2PP = y[1/2] == −2PP = y[1/2] == −2
y
[

1
2

]

== −2
DSolve[{DR, PP}, y[x], x]DSolve[{DR, PP}, y[x], x]DSolve[{DR, PP}, y[x], x]

Solve::ifun : Inverse functions are being
used by Solve, so some solutions may not be found;
use Reduce for complete solution information. More. . .

Solve::ifun : Inverse functions are being
used by Solve, so some solutions may not be found;
use Reduce for complete solution information. More. . .

DSolve::bvnul :
For some branches of the general solution, the given
boundary conditions lead to an empty solution. More. . .
{{

y[x]→ −
√
5− 4x2

}}

Zpět
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Příklad 8.1.2
Nalezněte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice y′ = 6x2

√
y .

? Zpět
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Příklad 8.1.2
Nalezněte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice y′ = 6x2

√
y .

Výsledek:
y(x) = 0 , x ∈ R ,

y
K
(x) =

(

x3 +K
)2

, K ∈ R , x ∈ (− 3√
K,∞) .

Zpět
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Příklad 8.1.2
Nalezněte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice y′ = 6x2

√
y .

Návod:
Použijeme metodu separace proměnných.

Zpět
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Příklad 8.1.2
Nalezněte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice y′ = 6x2

√
y .

Řešení:
Postup rozděĺıme do čtyř krok̊u.

1. krok: g(x) = 6x2 , x ∈ R , h(y) =
√

y , y ∈ 〈0,∞).

2. krok: Kořeny rovnice h(y) = 0 odpov́ıdaj́ı konstantńım řešeńım.
√

y = 0 ⇒ y = 0

Rovnice má jedno konstantńı řešeńı y(x) = 0 , x ∈ R .

3. krok: V obdélńıku (−∞,∞)× (0,∞) je h(y) 6= 0 . Tam lež́ı grafy hledaných řešeńı.
Najděme je.

dy

dx
= 6x

2√
y ⇒

∫

1
√

y
dy =

∫

6x
2
dx ⇒

∫

y
− 1
2 dy =

∫

6x
2
dx ⇒

⇒ 2y
1
2 = 2x3 + C ⇒ y

1
2 = x3 +

C

2
Integračńı konstantu C

2 označme K . Z posledńı rovnosti vyjádř́ıme y . Umocněńı
na druhou je ekvivalentńı úprava pouze tehdy, když obě strany rovnice jsou kladné

nebo záporné. Protože y
1
2 > 0 , muśı být x3 +K > 0 . Tedy

y
K
(x) =

(

x3 +K
)2

, x3 +K > 0 , K ∈ R .

4. krok: Řešeńı existuje pro všechna reálná x , pro která x3 +K > 0 , tedy pro x > − 3√K .

Nav́ıc muśı platit nerovnost y > 0 a zároveň plat́ı
(

x3 +K
)2

> 0 . Obecným

řešeńım rovnice je množina funkćı y
K
(x) =

(

x3 +K
)2

, x ∈ (− 3√
K,∞) plus

konstantńı řešeńı y(x) = 0 , x ∈ R .

Zpět
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Příklad 8.1.2
Nalezněte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice y′ = 6x2

√
y .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x)=6*xˆ2*sqrt(y(x)));

DR := d
dx y(x) = 6 x2

√

y(x)

> dsolve(DR,y(x));
√

y(x)− x3 − C1 = 0

Zpět
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Příklad 8.1.2
Nalezněte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice y′ = 6x2

√
y .

Mathematica:
DR = y′[x] == 6x∧2Sqrt[y[x]]DR = y′[x] == 6x∧2Sqrt[y[x]]DR = y′[x] == 6x∧2Sqrt[y[x]]

y′[x] == 6x2
√

y[x]

DSolve[DR, y[x], x]DSolve[DR, y[x], x]DSolve[DR, y[x], x]
{{

y[x]→ 1
4

(

4x6 + 4x3C[1] + C[1]2
)}}

Simplify[%]Simplify[%]Simplify[%]
{{

y[x]→ 1
4

(

2x3 + C[1]
)2
}}

Lehce se můžete přesvědčit, že řešeńı je stejné jako v našem výpočtu.

Zpět
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Příklad 8.1.3

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=

x

2y + 1
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y(0) = −1 .

? Zpět
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Příklad 8.1.3

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=

x

2y + 1
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y(0) = −1 .

Výsledek:

y(x) = −1 +
√
2x2 + 1

2
, x ∈ R .

Zpět
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Příklad 8.1.3

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=

x

2y + 1
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y(0) = −1 .

Návod:
Použijeme metodu separace proměnných.

Zpět
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Příklad 8.1.3

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=

x

2y + 1
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y(0) = −1 .

Řešení:
Postup rozděĺıme do tř́ı krok̊u.

1. krok: Pravá strana rovnice je ve tvaru g(x) · h(y), kde

g(x) = x , x ∈ R ,

h(y) =
1

2y + 1
, y 6= −1

2
.

2. krok: Protože vždy h(y) 6= 0 , rovnice nemá žádné konstantńı řešeńı.

3. krok: Najdeme obdélńık, kde je h(y) 6= 0 a kde lež́ı bod (0,−1) . Protože
−1 ∈ (−∞,− 1

2 ) , lež́ı graf hledaného řešeńı v obdélńıku (−∞,∞)× (−∞,− 1
2 ) .

Hledejme toto řešeńı.

dy

dx
=

x

2y + 1
⇒

∫

(2y + 1) dy =

∫

x dx ⇒ y2 + y =
x2

2
+ C

Spočteme hodnotu integračńı konstanty:

(−1)2 − 1 = 0
2

2
+ C ⇒ C = 0 .

Daľśı
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Příklad 8.1.3

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=

x

2y + 1
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y(0) = −1 .

Řešení:
Hledejme dál funkčńı předpis řešeńı. Muśıme vyřešit kvadratickou rovnici pro neznámou
y.

y
2
+ y − x2

2
= 0 ⇒ D = 1− 4

(

−x2

2

)

= 1 + 2x
2 ⇒ y1,2 =

−1±
√
1 + 2x2

2

Pro všechna reálná x je diskriminat kladný ( D = 1 + 2x2 > 0 ). Otázkou z̊ustává, které
y je řešeńı. Funkčńı hodnoty hledané funkce lež́ı v intervalu (−∞,− 1

2 ) , tedy chceme,

aby y1,2 < − 1
2 , tj.

−1±
√
1 + 2x2

2
< − 1

2
⇒ ±

√

1 + 2x2 < 0 .

Posledńı nerovnost je splněna pouze pro znaménko mı́nus. Řešeńım je tedy funkce

y(x) =
−1−

√
1 + 2x2

2
, x ∈ R .

Zpět
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Příklad 8.1.3

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=

x

2y + 1
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y(0) = −1 .

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x)=(x)/(2*y(x)+1));

DR := d
dx y(x) =

x

2 y(x) + 1
> PP:=y(0)=-1;

PP := y(0) = −1
> dsolve( {DR,PP},y(x));

y(x) = −1
2

−
√
1 + 2 x2

2

Zpět
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Příklad 8.1.3

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=

x

2y + 1
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce

y(0) = −1 .

Mathematica:
{{

y[x]→ 1
4

(

2x3 + C[1]
)2
}}

DR = y′[x] == x/(2y[x] + 1)DR = y′[x] == x/(2y[x] + 1)DR = y′[x] == x/(2y[x] + 1)

y′[x] == x
1+2y[x]

PP = y[0] == −1PP = y[0] == −1PP = y[0] == −1
y[0] == −1
DSolve[{DR, PP}, y[x], x]DSolve[{DR, PP}, y[x], x]DSolve[{DR, PP}, y[x], x]

DSolve::bvnul :
For some branches of the general solution, the given
boundary conditions lead to an empty solution. More. . .
{{

y[x]→ 1
2

(

−1−
√
1 + 2x2

)}}

Zpět
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Lineární diferenciální rovnice 1. řádu

• Př́ıklad 8.2.1 Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice 1
2 y′ − xy = x , které vyhovuje

počátečńı podmı́nce y(0) = 7 .

• Př́ıklad 8.2.2 Nalezněte všechna řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=
2y + x

x
.

• Př́ıklad 8.2.3 Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice (1 + x) y
′
+ xy = 0 , které

vyhovuje počátečńı podmı́nce y(0) = 10 .

Zpět
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Příklad 8.2.1
Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice 1

2 y′ − xy = x , které vyhovuje počátečńı podmı́nce
y(0) = 7 .

? Zpět
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Příklad 8.2.1
Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice 1

2 y′ − xy = x , které vyhovuje počátečńı podmı́nce
y(0) = 7 .

Výsledek:

y(x) = 8e x2 − 1 , x ∈ R .

Zpět
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Příklad 8.2.1
Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice 1

2 y′ − xy = x , které vyhovuje počátečńı podmı́nce
y(0) = 7 .

Návod:
a) Řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice y′ + a(x)y = b(x) má tvar
y(x) = y

H
(x) + y

P
(x) , kde y

H
(x) je obecné řešeńı přǐrazené homogenńı diferenciálńı

rovnice a y
P
(x) je partikulárńı (jedno) řešeńı dané rovnice. Obecné řešeńı y

H
(x)

hledáme metodou separace proměnných a v́ıme, že y
H
(x) = Cϕ(x) , kde ϕ(x) je jedno

řešeńı přǐrazené homogenńı rovnice. Partikulárńı řešeńı y
P
(x) hledáme ve tvaru

y
P
(x) = C(x)ϕ(x) tzv. metodou variace konstanty.

b) V tomto př́ıpadě lze také použ́ıt metodu separace proměnných.

Zpět
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Příklad 8.2.1
Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice 1

2 y′ − xy = x , které vyhovuje počátečńı podmı́nce
y(0) = 7 .

Řešení:
Postupujeme ve čtyřech kroćıch. Zadenou NLDR (Nehomogenńı Lineárńı Diferenciálńı
Rovnici) převedeme na tvar

y′ − 2xy = 2x ,

k ńı přǐrazená homogenńı rovnice je

y′ − 2xy = 0 .

1. krok: Hledejme metodou separace proměnných ϕ(x) , jedno nenulové řešeńı přǐrazené
homogenńı rovnice.

dy

dx
= 2xy ⇒

∫

1

y
dy =

∫

2x dx ⇒ ln |y| = x
2 ⇒ |y| = e x2 ⇒

⇒ např. y = ϕ(x) = e x2 .
Integračńı konstantu jsme nepsali, protože hledáme jedno řešeńı ϕ(x) . Tedy

y
H
(x) = Ce

x2
.

2. krok: Partikulárńı řešeńı dané nehomogenńı lineárńı rovnice hledáme ve tvaru součinu

y
P
(x) = C(x)ϕ(x) = C(x)e x2 ,

kde C(x) je neznámá funkce, tj. v y
H
(x) nahrad́ıme konstantu C funkćı.

Hledejme ji. Chceme, aby y
P
(x) bylo řešeńı NLDR. Spočteme y′

P
(x) :

Daľśı
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Příklad 8.2.1
Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice 1

2 y′ − xy = x , které vyhovuje počátečńı podmı́nce
y(0) = 7 .

Řešení:
y′

P
(x) = C′(x)e x2 + C(x)2xe x2 a dosad́ıme y′

P
(x) a y

P
(x) do rovnice.

y
′ − 2xy = 2x ⇒ C

′
(x)e

x2
+ C(x)2xe

x2 − 2xC(x)e
x2
= 2x ⇒

⇒ C′(x) = 2xe−x2 ⇒ C(x) =

∫

2xe−x2 dx ⇒ C(x) = −e−x2

Integračńı konstantu neṕı̌seme, nebot’ hledáme jedno řešeńı y
P
(x) , tedy jednu

funkci C(x) . Dosad́ıme za C(x) . Partikulárńı řešeńı je

y
P
(x) = −e−x2

e
x2
= −1 .

3. krok: Výsledky kroku jedna a dva dávaj́ı obecné řešeńı zadané rovnice

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x) = Ce

x2 − 1 .

Pravá strana NLDR ( b(x) = 2x ) a koeficient u y ( a(x) = 2x ) jsou spojité funkce
na R . Tedy definičńı obor řešeńı je R .

4. krok: Ze všech nalezených řešeńı (obecného řešeńı NLDR) vybereme jedno, které splňuje
počátečńı podmı́nku y(0) = 7 .

7 = Ce
0 − 1 ⇒ C = 8 .

Řešeńım dané počátečńı úlohy je funkce y(x) = 8e x2 − 1 , x ∈ R .

Zpět
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Příklad 8.2.1
Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice 1

2 y′ − xy = x , které vyhovuje počátečńı podmı́nce
y(0) = 7 .

Maple:
> DR:=(0.5*diff(y(x),x)-x*y(x)=x);

DR := 0.5 ( d
dx y(x))− x y(x) = x

> PP:=y(0)=7;

PP := y(0) = 7

> dsolve( {DR,PP},y(x));

y(x) = −1 + 8 e(x
2)

Zpět
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Příklad 8.2.1
Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice 1

2 y′ − xy = x , které vyhovuje počátečńı podmı́nce
y(0) = 7 .

Mathematica:
DR = y′[x]/2− xy[x] == xDR = y′[x]/2− xy[x] == xDR = y′[x]/2− xy[x] == x

−xy[x] + y′[x]
2 == x

PP = y[0] == 7PP = y[0] == 7PP = y[0] == 7

y[0] == 7

DSolve[{DR, PP}, y[x], x]DSolve[{DR, PP}, y[x], x]DSolve[{DR, PP}, y[x], x]
{{

y[x]→ −1 + 8ex2
}}

Zpět
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Příklad 8.2.2

Nalezněte všechna řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=
2y + x

x
.

? Zpět
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Příklad 8.2.2

Nalezněte všechna řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=
2y + x

x
.

Výsledek:
y(x) = −x+ Cx2, x < 0 nebo y(x) = −x+ Cx2, x > 0, kde C je libovolná reálná
konstanta.

Zpět
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Příklad 8.2.2

Nalezněte všechna řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=
2y + x

x
.

Návod:
Rovnice je lineárńı diferenciálńı rovnice tvaru y′ + a(x)y = b(x) a jej́ı řešeńı hledáme
podle návodu v předchoźım př́ıkladě.

Zpět
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Příklad 8.2.2

Nalezněte všechna řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=
2y + x

x
.

Řešení:
Postupujeme ve třech kroćıch. Danou NLDR převedeme na tvar

y
′ − 2

x
y = 1 ,

k ńı přǐrazená homogenńı rovnice je

y′ − 2
x

y = 0 .

1. krok: Hledejme metodou separace proměnných ϕ(x) , jedno nenulové řešeńı přǐrazené
homogenńı rovnice.

dy

dx
=
2

x
y ⇒

∫

1

y
dy =

∫

2

x
dx ⇒ ln |y| = 2 ln |x| ⇒ |y| = |x|2

např. y = ϕ(x) = x2.

Integračńı konstantu jsme nepsali, protože hledáme jedno řešeńı ϕ(x) . Tedy

y
H
(x) = C x2.

Daľśı
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Příklad 8.2.2

Nalezněte všechna řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=
2y + x

x
.

Řešení:
2. krok: Partikulárńı řešeńı dané nehomogenńı lineárńı rovnice hledáme ve tvaru součinu

y
P
(x) = C(x)ϕ(x) = C(x)x2,

kde C(x) je neznámá funkce, tj. v y
H
(x) nahrad́ıme konstantu C funkćı.

Hledejme ji. Chceme, aby y
P
(x) bylo řešeńı zadané NLDR. Spočteme y′

P
(x) :

y′
P
(x) = C′(x)x2 + C(x)2x a dosad́ıme y′

P
(x) a y

P
(x) do rovnice.

y′ − 2
x

y = 1 ⇒ C′(x)x2 + C(x)2x − 2
x

C(x)x2 = 1 ⇒

⇒ C′(x) =
1

x2
⇒ C(x) =

∫

1

x2
dx ⇒ C(x) = − 1

x

Integračńı konstantu neṕı̌seme, nebot’ hledáme jedno řešeńı y
P
(x) , tedy jednu

funkci C(x) . Dosad́ıme za C(x) . Partikulárńı řešeńı je

y
P
(x) = − 1

x
x
2
= −x .

Daľśı
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Příklad 8.2.2

Nalezněte všechna řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=
2y + x

x
.

Řešení:
3. krok: Výsledky kroku jedna a dva dávaj́ı obecné řešeńı zadané rovnice

y(x) = y
H
(x) + y

P
(x) = Cx2 − x .

Pravá strana NLDR ( b(x) = 1 ) a koeficient u y ( a(x) = − 2
x ) jsou spojité funkce

na R \ {0} . Tedy definičńı obor řešeńı je bud’ interval (−∞, 0) nebo interval (0,∞).

Zpět
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Příklad 8.2.2

Nalezněte všechna řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=
2y + x

x
.

Maple:
> DR:=(diff(y(x),x)=(2*y(x)+x)/(x));

DR := d
dx y(x) =

2 y(x) + x

x
> dsolve(DR,y(x));

y(x) = −x+ x2 C1

Zpět
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Příklad 8.2.2

Nalezněte všechna řešeńı diferenciálńı rovnice y
′
=
2y + x

x
.

Mathematica:
DR = y′[x] == (2y[x] + x)/xDR = y′[x] == (2y[x] + x)/xDR = y′[x] == (2y[x] + x)/x

y′[x] == x+2y[x]
x

DSolve[DR, y[x], x]DSolve[DR, y[x], x]DSolve[DR, y[x], x]
{{

y[x]→ −x+ x2C[1]
}}

Zpět
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Příklad 8.2.3
Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice (1 + x) y

′
+ xy = 0 , které vyhovuje počátečńı

podmı́nce y(0) = 10 .

? Zpět
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Příklad 8.2.3
Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice (1 + x) y

′
+ xy = 0 , které vyhovuje počátečńı

podmı́nce y(0) = 10 .

Výsledek:

y(x) = 10(x+ 1)e−x , x > −1 .

Zpět
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Příklad 8.2.3
Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice (1 + x) y

′
+ xy = 0 , které vyhovuje počátečńı

podmı́nce y(0) = 10 .

Návod:
Řešeńı homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice a1(x)y

′ + a0(x)y = 0 , kde a1(x) 6= 0, má
tvar y(x) = Cϕ(x) , kde ϕ(x) je jedno řešeńı dané homogenńı rovnice. Funkci ϕ(x)
hledáme metodou separace proměnných.

Zpět
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Příklad 8.2.3
Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice (1 + x) y

′
+ xy = 0 , které vyhovuje počátečńı

podmı́nce y(0) = 10 .

Řešení:
Postupujeme ve dvou kroćıch.

1. krok: Hledejme metodou separace proměnných ϕ(x) , jedno nenulové řešeńı dané
homogenńı rovnice.

y′ = − xy

1 + x
⇒ dy

dx
= − xy

x+ 1
⇒

∫

1

y
dy = −

∫

x

x + 1
dx ⇒

⇒
∫

1

y
dy = −

∫ (

1− 1

x+ 1

)

dx ⇒ ln |y| = −x+ ln |x+ 1| ⇒

|y| = e−x|x+ 1| ⇒ např. y = ϕ(x) = e−x(x + 1).

Integračńı konstantu jsme nepsali, protože hledáme jedno řešeńı ϕ(x) . Tedy

y(x) = C(x+ 1)e−x.

Koeficient u y′ ( a1(x) = x+ 1 ) a koeficient u y ( a0(x) = x ) jsou spojité funkce
na R , ale a1(x) 6= 0 pro x 6= −1. Tedy definičńı obor řešeńı je interval (−∞,−1)
nebo interval (−1,∞).

2. krok: Ze všech nalezených řešeńı vybereme jedno, které splňuje počátečńı podmı́nku
y(0) = 10 .

10 = C(0 + 1)e
0 ⇒ C = 10 .

Řešeńım dané počátečńı úlohy je funkce y(x) = 10(x+ 1)e−x , x ∈ (−1,∞) ,
protože 0 ∈ (−1,∞) .

Zpět Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.83/139



Příklad 8.2.3
Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice (1 + x) y

′
+ xy = 0 , které vyhovuje počátečńı

podmı́nce y(0) = 10 .

Maple:
> DR:=((x+1)*diff(y(x),x)+x*y(x)=0);

DR := (x+ 1) ( d
dx y(x)) + x y(x) = 0

> PP:=y(0)=10;

PP := y(0) = 10

> dsolve( {DR,PP},y(x));

y(x) = 10 e(−x) (x+ 1)

Zpět
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Příklad 8.2.3
Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice (1 + x) y

′
+ xy = 0 , které vyhovuje počátečńı

podmı́nce y(0) = 10 .

Mathematica:
DR = (1 + x)y′[x] + xy[x] == 0DR = (1 + x)y′[x] + xy[x] == 0DR = (1 + x)y′[x] + xy[x] == 0

xy[x] + (1 + x)y′[x] == 0

PP = y[0] == 10PP = y[0] == 10PP = y[0] == 10

y[0] == 10

DSolve[{DR, PP}, y[x], x]DSolve[{DR, PP}, y[x], x]DSolve[{DR, PP}, y[x], x]
{{

y[x]→ 10e−x(1 + x)
}}

Zpět
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Řešení diferenciálních rovnic 1. řádu
• Př́ıklad 8.3.1 Je funkce y(x) = 2x+ 3, x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice

(y
′
)
2
+ xy

′
= y .

• Př́ıklad 8.3.2 Je funkce y(x) = e
1
x , x > 0 řešeńım diferenciálńı rovnice

y ln y + xy′ = 0 .

• Př́ıklad 8.3.3 Je funkce y(x) =

√
3x3+3
3 , x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice

y
′
=

x2

y
, které vyhovuje počátečńı podmı́nce y(0) =

√
3
3 .

Zpět
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Příklad 8.3.1
Je funkce y(x) = 2x+ 3, x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice (y

′
)
2
+ xy

′
= y .

? Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.85/139



Příklad 8.3.1
Je funkce y(x) = 2x+ 3, x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice (y

′
)
2
+ xy

′
= y .

Výsledek:
Neńı řešeńım.

Zpět
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Příklad 8.3.1
Je funkce y(x) = 2x+ 3, x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice (y

′
)
2
+ xy

′
= y .

Návod:
Vypočteme y′(x) a do diferenciálńı rovnice dosad́ıme za y′(x) a y(x) . Levá strana
rovnice se muśı rovnat pravé pro všechna reálná x.

Zpět
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Příklad 8.3.1
Je funkce y(x) = 2x+ 3, x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice (y

′
)
2
+ xy

′
= y .

Řešení:
Spočteme: y′(x) = 2. Levá strava rovnice je

L := (2)
2
+ x · 2 = 4 + 2x

a pravá strana je
P := 2x+ 3.

Tedy L 6= P pro všechna reálná x, funkce y(x) = 2x + 3 neńı řešeńım dané rovnice.

Zpět
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Příklad 8.3.1
Je funkce y(x) = 2x+ 3, x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice (y

′
)
2
+ xy

′
= y .

Maple:
> res:=y(x)=2*x+3;

res := y(x) = 2 x+ 3

> DR:=((diff(y(x),x))ˆ2+x*diff(y(x),x)=y(x));

DR := ( d
dx y(x))

2 + x ( d
dx y(x)) = y(x)

> odetest(res,DR);

1

Nenulový výsledek znamená, že testovaná funkce neńı řešeńım dané diferenciálńı rovnice.

Zpět
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Příklad 8.3.1
Je funkce y(x) = 2x+ 3, x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice (y

′
)
2
+ xy

′
= y .

Mathematica:
DR = (D[y[x], x])∧2 + x D[y[x], x] == y[x]DR = (D[y[x], x])∧2 + x D[y[x], x] == y[x]DR = (D[y[x], x])∧2 + x D[y[x], x] == y[x]

xy′[x] + y′[x]2 == y[x]

res[x ] = 2x+ 3res[x ] = 2x + 3res[x ] = 2x+ 3

3 + 2x

DR/.y → resDR/.y → resDR/.y → res

4 + 2x == 3 + 2x

L 6= P , funkce neńı řešeńım diferenciálńı rovnice.

Zpět
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Příklad 8.3.2

Je funkce y(x) = e
1
x , x > 0 řešeńım diferenciálńı rovnice y ln y + xy′ = 0 .

? Zpět
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Příklad 8.3.2

Je funkce y(x) = e
1
x , x > 0 řešeńım diferenciálńı rovnice y ln y + xy′ = 0 .

Výsledek:
Je řešeńım.

Zpět
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Příklad 8.3.2

Je funkce y(x) = e
1
x , x > 0 řešeńım diferenciálńı rovnice y ln y + xy′ = 0 .

Návod:
Vypočteme y′(x) a do diferenciálńı rovnice dosáıme za y′(x) a y(x) . Levá strana
rovnice se muśı rovnat nule pro x > 0.

Zpět
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Příklad 8.3.2

Je funkce y(x) = e
1
x , x > 0 řešeńım diferenciálńı rovnice y ln y + xy′ = 0 .

Řešení:

Spočteme: y′(x) = e
1
x
(

− 1
x2

)

. Pravá strana rovnice je nula a levá strava rovnice je

L := e

1
x
ln e

1
x
+ xe

1
x
(

− 1

x2

)

= e

1
x 1

x
− e

1
x 1

x
= 0

pro všechna reálná x > 0, funkce y(x) = e
1
x je řešeńım dané diferenciálńı rovnice.

Zpět
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Příklad 8.3.2

Je funkce y(x) = e
1
x , x > 0 řešeńım diferenciálńı rovnice y ln y + xy′ = 0 .

Maple:
> res:=y(x)=exp(1/x);

res := y(x) = e(
1
x
)

> DR:=(y(x)*ln(y(x))+x*diff(y(x),x)=0);

DR := y(x) ln(y(x)) + x ( d
dx y(x)) = 0

> odetest(res,DR);

e(
1
x
) ln(e(

1
x
))− e(

1
x
)

x
> simplify(%) assuming x::real;

0

Výsledek 0 znamená, že testovaná funkce je řešeńım dané diferenciálńı rovnice.

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.86/139



Příklad 8.3.2

Je funkce y(x) = e
1
x , x > 0 řešeńım diferenciálńı rovnice y ln y + xy′ = 0 .

Mathematica:
DR = y[x]Log[y[x]] + x D[y[x], x] == 0DR = y[x]Log[y[x]] + x D[y[x], x] == 0DR = y[x]Log[y[x]] + x D[y[x], x] == 0

Log[y[x]]y[x] + xy′[x] == 0

res[x ] = Exp[1/x]res[x ] = Exp[1/x]res[x ] = Exp[1/x]

e
1
x

Assuming[x > 0, Simplify[DR/.y → res]]Assuming[x > 0, Simplify[DR/.y → res]]Assuming[x > 0, Simplify[DR/.y → res]]

True

Funkce je řešeńım diferenciálńı rovnice.

Zpět
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Příklad 8.3.3

Je funkce y(x) =

√
3x3+3
3 , x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice y′ =

x2

y
, které vyhovuje

počátečńı podmı́nce y(0) =
√
3
3 .

? Zpět
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Příklad 8.3.3

Je funkce y(x) =

√
3x3+3
3 , x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice y′ =

x2

y
, které vyhovuje

počátečńı podmı́nce y(0) =
√
3
3 .

Výsledek:
Neńı řešeńım.

Zpět
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Příklad 8.3.3

Je funkce y(x) =

√
3x3+3
3 , x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice y′ =

x2

y
, které vyhovuje

počátečńı podmı́nce y(0) =
√
3
3 .

Návod:
Vypočt’eme y′(x) a do diferenciálńı rovnice dosad́ıme za y′(x) a y(x) . Levá strana
rovnice se muśı rovnat pravé pro všechna reálná x a muśı být splněna počátečńı
podmı́nka.

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.87/139



Příklad 8.3.3

Je funkce y(x) =

√
3x3+3
3 , x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice y′ =

x2

y
, které vyhovuje

počátečńı podmı́nce y(0) =
√
3
3 .

Řešení:
Ověř́ıme, zda je splněna počátečńı podmı́nka.

y(0) =

√
3 · 03 + 3
3

=

√
3

3

Dále zkoumáme, zda je daná funkce řešeńım př́ıslušné rovnice. Spočteme:

y
′
(x) =

1

3

9x2

2
√
3x3 + 3

=
3x2

2
√
3x3 + 3

.

Levá strava rovnice je

L :=
3x2

2
√
3x3 + 3

a pravá strana je

P :=
x2√
3x3+3
3

=
3x2√
3x3 + 3

.

Tedy L 6= P pro všechna reálná x, funkce y(x) =

√
3x3+3
3 neńı řešeńım dané rovnice.

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.87/139



Příklad 8.3.3

Je funkce y(x) =

√
3x3+3
3 , x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice y′ =

x2

y
, které vyhovuje

počátečńı podmı́nce y(0) =
√
3
3 .

Maple:
> f:=x->sqrt(3)/3*(sqrt(xˆ3+1));

f := x → 1

3

√
3
√

x3 + 1

> f(0);
√
3

3
> res:=y(x)=sqrt(3)/3*(sqrt(xˆ3+1));

res := y(x) =

√
3
√

x3 + 1

3
> DR:=(diff(y(x),x)=(xˆ2)/y(x));

DR := d
dx y(x) =

x2

y(x)
> odetest(res,DR);

− 3x2

2
√
3x3 + 3

Zpět
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Příklad 8.3.3

Je funkce y(x) =

√
3x3+3
3 , x ∈ R řešeńım diferenciálńı rovnice y′ =

x2

y
, které vyhovuje

počátečńı podmı́nce y(0) =
√
3
3 .

Mathematica:
DR = D[y[x], x]==x∧2/y[x]DR = D[y[x], x]==x∧2/y[x]DR = D[y[x], x]==x∧2/y[x]

y′[x] == x2

y[x]

res[x ] = Sqrt[3x∧3 + 3]/3res[x ] = Sqrt[3x∧3 + 3]/3res[x ] = Sqrt[3x∧3 + 3]/3
1
3

√
3 + 3x3

res[Sqrt[3]/3]res[Sqrt[3]/3]res[Sqrt[3]/3]

1
3

√

3 + 1√
3

DR/.y → resDR/.y → resDR/.y → res

3x2

2
√
3+3x3

== 3x2√
3+3x3

L 6= P , funkce neńı řešeńım diferenciálńım rovnice.

Zpět
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Vektory a matice

• Lineárńı (ne-)závislost vektor̊u z Rn

• Matice a operace s nimi

• Hodnost matice

• Determinanty

Zpět
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Lineární (ne-)závislost vektor̊u z Rn

• Př́ıklad 9.1.1 Rozhodněte, zda jsou uvedené vektory lineárně závislé nebo nezávislé:
~b1 = (1, 2, 3) , ~b2 = (2,−1, 4) , ~b3 = (3,−4, 6) ∈ R3 .

• Př́ıklad 9.1.2 Z dané skupiny vektor̊u vyberte maximálńı počet lineárně nezávislých
vektor̊u a ostatńı vyjádřete jako jejich lineárńı kombinaci:
~v1 = (3, 4, 5) , ~v2 = (2, 3, 3) , ~v3 = (3, 1, 8) .

Zpět
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Příklad 9.1.1
Rozhodněte, zda jsou uvedené vektory lineárně závislé nebo nezávislé:
~b1 = (1, 2, 3) , ~b2 = (2,−1, 4) , ~b3 = (3,−4, 6) ∈ R3 .

? Zpět
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Příklad 9.1.1
Rozhodněte, zda jsou uvedené vektory lineárně závislé nebo nezávislé:
~b1 = (1, 2, 3) , ~b2 = (2,−1, 4) , ~b3 = (3,−4, 6) ∈ R3 .

Výsledek:

Vektory ~b1, ~b2, ~b3 jsou lineárně nezávislé.

Zpět
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Příklad 9.1.1
Rozhodněte, zda jsou uvedené vektory lineárně závislé nebo nezávislé:
~b1 = (1, 2, 3) , ~b2 = (2,−1, 4) , ~b3 = (3,−4, 6) ∈ R3 .

Návod:
Hledáme podmı́nky, za jakých je lineárńı kombinace daných vektor̊u rovna nulovému
vektoru.

Zpět
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Příklad 9.1.1
Rozhodněte, zda jsou uvedené vektory lineárně závislé nebo nezávislé:
~b1 = (1, 2, 3) , ~b2 = (2,−1, 4) , ~b3 = (3,−4, 6) ∈ R3 .

Řešení:
Hledejme koeficienty x1, x2, x3 ∈ R tak, aby platilo x1~b1 + x2~b2 + x3~b3 = ~o , tj.
(rozepsáno po složkách)

x1 + 2x2 + 3x3 = 0

2x1 − x2 − 4x3 = 0

3x1 + 4x2 + 6x3 = 0 .

Vynásobeńım prvńı rovnice (−2) a jej́ım přičteńım k rovnici druhé dostaneme rovnici
x2 = −2x3. Dosad́ıme-li tuto podmı́nku do prvńı a třet́ı rovnice, obdrž́ıme soustavu dvou
rovnic o dvou neznámých

x1 − x3 = 0

3x1 − 2x3 = 0 ,

jej́ımž jediným řešeńım je x1 = 0, x3 = 0 (a tud́ıž i x2 = 0). Vektory ~b1, ~b2, ~b3 jsou
lineárně nezávislé.

Zpět
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Příklad 9.1.1
Rozhodněte, zda jsou uvedené vektory lineárně závislé nebo nezávislé:
~b1 = (1, 2, 3) , ~b2 = (2,−1, 4) , ~b3 = (3,−4, 6) ∈ R3 .

Maple:
> with(linalg):

> b1:=vector([1,2,3]);b2:=vector([2,-1,4]);b3:=vector ([3,-4,6]);

b1 := [1, 2, 3]

b2 := [2, −1, 4]
b3 := [3, −4, 6]

> lv:=[b1,b2,b3];

lv := [b1 , b2 , b3 ]

> A:=matrix(3,3,lv);

A :=







1 2 3

2 −1 4

3 −4 6







> rank(A);

3

Zde vid́ıme, že hodnost matice, jej́ıž řádky odpov́ıdaj́ı zadaným vektor̊um, je rovna 3. Z
toho plyne, že vektory b1, b2,b3 jsou lineárně nezávislé.

Zpět
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Příklad 9.1.1
Rozhodněte, zda jsou uvedené vektory lineárně závislé nebo nezávislé:
~b1 = (1, 2, 3) , ~b2 = (2,−1, 4) , ~b3 = (3,−4, 6) ∈ R3 .

Mathematica:
b1 = {1, 2, 3}; b2 = {2,−1, 4}; b3 = {3,−4, 6};b1 = {1, 2, 3};b2 = {2,−1, 4}; b3 = {3,−4, 6};b1 = {1, 2, 3};b2 = {2,−1, 4}; b3 = {3,−4, 6};

A = {b1, b2, b3};A = {b1, b2, b3};A = {b1, b2, b3};

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]







1 2 3

2 −1 4

3 −4 6







MatrixRank[A]MatrixRank[A]MatrixRank[A]

3

Zde vid́ıme, že hodnost matice, jej́ıž řádky odpov́ıdaj́ı zadaným vektor̊um, je rovna 3. Z
toho plyne, že vektory b1, b2,b3 jsou lineárně nezávislé.

Zpět
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Příklad 9.1.2
Z dané skupiny vektor̊u vyberte maximálńı počet lineárně nezávislých vektor̊u a ostatńı
vyjádřete jako jejich lineárńı kombinaci: ~v1 = (3, 4, 5) , ~v2 = (2, 3, 3) , ~v3 = (3, 1, 8) .

? Zpět
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Příklad 9.1.2
Z dané skupiny vektor̊u vyberte maximálńı počet lineárně nezávislých vektor̊u a ostatńı
vyjádřete jako jejich lineárńı kombinaci: ~v1 = (3, 4, 5) , ~v2 = (2, 3, 3) , ~v3 = (3, 1, 8) .

Výsledek:
Např. {~v1, ~v2} ; ~v3 = 7~v1 − 9~v2 .

Zpět
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Příklad 9.1.2
Z dané skupiny vektor̊u vyberte maximálńı počet lineárně nezávislých vektor̊u a ostatńı
vyjádřete jako jejich lineárńı kombinaci: ~v1 = (3, 4, 5) , ~v2 = (2, 3, 3) , ~v3 = (3, 1, 8) .

Návod:
Lineárńı závislost zjist́ıme např. pomoćı hodnosti matice, kterou źıskáme tak, že vektory
zaṕı̌seme coby jej́ı řádky pod sebe. Vyjádřeńı vektoru jako lineárńı kombinace ostatńıch
vektor̊u je problémem řešeńı nehomogenńı soustavy lineárńıch rovnic.

Zpět
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Příklad 9.1.2
Z dané skupiny vektor̊u vyberte maximálńı počet lineárně nezávislých vektor̊u a ostatńı
vyjádřete jako jejich lineárńı kombinaci: ~v1 = (3, 4, 5) , ~v2 = (2, 3, 3) , ~v3 = (3, 1, 8) .

Řešení:
Zapǐsme si všechny vektory do řádk̊u matice A, kterou následně převedeme na HT-tvar:

A =







3 4 5

2 3 3

3 1 8






∼







3 4 5

0 −1 1

0 3 −3






∼
[

3 4 5

0 −1 1

]

.

Je zřejmé, že h(A) = 2, a tud́ıž maximálńı počet lineárně nezávislých vektor̊u je 2.
Označme tyto vektory ~v1, ~v2 (vektory jsou LN)) a vektor ~v3 vyjádřeme jako jejich
lineárńı kombinaci ve tvaru ~v3 = α~v1 + β~v2, tj. (rozepsáno po složkách) hledejme řešeńı
soustavy

3 = 3α+ 2β , 1 = 4α+ 3β , 8 = 5α+ 3β .

Dosazeńım 3β z posledńı rovnice do druhé dostaneme

1 = 4α+ (8− 5α) ⇒ α = 7 .

Snadno už dopoč́ıtáme z kterékoli z rovnic β = −9 , a tedy ~v3 = 7~v1 − 9~v2.

Zpět
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Příklad 9.1.2
Z dané skupiny vektor̊u vyberte maximálńı počet lineárně nezávislých vektor̊u a ostatńı
vyjádřete jako jejich lineárńı kombinaci: ~v1 = (3, 4, 5) , ~v2 = (2, 3, 3) , ~v3 = (3, 1, 8) .

Maple:
> with(linalg):

> v1:=vector([3,4,5]);v2:=vector([2,3,3]);v3:=vector( [3,1,8]);

v1 := [3, 4, 5]

v2 := [2, 3, 3]

v3 := [3, 1, 8]

> lv:=[v1,v2,v3]:A:=matrix(3,3,lv);

A :=







3 4 5

2 3 3

3 1 8







> rank(A);

2

Zde vid́ıme, že hodnost matice, jej́ıž řádky odpov́ıdaj́ı zadaným vektor̊um, je rovna 2. Z
toho plyne, že vektory v1, v2, v3 jsou lineárně závislé. Dále je patrné, že např. dvojice
v1, v2 je dvojićı lin. nezávislých vektor̊u (jeden z nich neńı násobkem druhého);
chceme-li vektor v3 zapsat jako lin. kombinaci α v1 + β v2, při hledáńı koeficient̊u α a β
vlastně řeš́ıme nehomogenńı soustavu lin. rovnic, jej́ıž rozš́ı̌renou matićı je AT:

Daľśı
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Příklad 9.1.2
Z dané skupiny vektor̊u vyberte maximálńı počet lineárně nezávislých vektor̊u a ostatńı
vyjádřete jako jejich lineárńı kombinaci: ~v1 = (3, 4, 5) , ~v2 = (2, 3, 3) , ~v3 = (3, 1, 8) .

Maple:
> Ai:=transpose(A);

Ai :=







3 2 3

4 3 1

5 3 8







> redAi:=gausselim(Ai);

redAi :=











3 2 3

0
1

3
−3

0 0 0











> koef:=backsub(redAi):alpha:=koef[1];beta:=koef[2];

α := 7

β := −9
Našli jsme hledané koeficienty: vektor v3 je lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, v2:
v3 = 7 v1 − 9 v2.

Zpět
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Příklad 9.1.2
Z dané skupiny vektor̊u vyberte maximálńı počet lineárně nezávislých vektor̊u a ostatńı
vyjádřete jako jejich lineárńı kombinaci: ~v1 = (3, 4, 5) , ~v2 = (2, 3, 3) , ~v3 = (3, 1, 8) .

Mathematica:
v1 = {3, 4, 5}; v2 = {2, 3, 3}; v3 = {3, 1, 8};v1 = {3, 4, 5}; v2 = {2, 3, 3}; v3 = {3, 1, 8};v1 = {3, 4, 5}; v2 = {2, 3, 3}; v3 = {3, 1, 8};
A = {v1, v2, v3};A = {v1, v2, v3};A = {v1, v2, v3};
MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]






3 4 5

2 3 3

3 1 8







MatrixRank[A]MatrixRank[A]MatrixRank[A]

2

B = RowReduce[Transpose[A]];B = RowReduce[Transpose[A]];B = RowReduce[Transpose[A]];

MatrixForm[B]MatrixForm[B]MatrixForm[B]






1 0 7

0 1 −9
0 0 0







α = B[[1, 3]]α = B[[1, 3]]α = B[[1, 3]]

7

β = B[[2, 3]]β = B[[2, 3]]β = B[[2, 3]]

−9

Zpět
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Matice a operace s nimi

• Př́ıklad 9.2.1 Vypočtěte součin matic AB (př́ıpadně i BA), jsou-li dány matice A,
B:

A =







3 2 1

0 −1 2

−2 3 4






, B =







0 0 3

2 4 0

1 2 −1






.

Zpět
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Příklad 9.2.1
Vypočtěte součin matic AB (př́ıpadně i BA), jsou-li dány matice A, B:

A =







3 2 1

0 −1 2

−2 3 4






, B =







0 0 3

2 4 0

1 2 −1






.

? Zpět
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Příklad 9.2.1
Vypočtěte součin matic AB (př́ıpadně i BA), jsou-li dány matice A, B:

A =







3 2 1

0 −1 2

−2 3 4






, B =







0 0 3

2 4 0

1 2 −1






.

Výsledek:

AB =







5 10 8

0 0 −2
10 20 −10






BA =







−6 9 12

6 0 10

5 −3 1






.

Zpět
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Příklad 9.2.1
Vypočtěte součin matic AB (př́ıpadně i BA), jsou-li dány matice A, B:

A =







3 2 1

0 −1 2

−2 3 4






, B =







0 0 3

2 4 0

1 2 −1






.

Návod:
Podle pravidla pro násobeńı matic má výsledný součin AB na mı́stě prvku ij hodnotu
skalárńıho součinu i−tého řádku matice A s j−tým sloupcem matice B. Pečlivě muśıme
dbát na pořad́ı, v němž matice násob́ıme.

Zpět
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Příklad 9.2.1
Vypočtěte součin matic AB (př́ıpadně i BA), jsou-li dány matice A, B:

A =







3 2 1

0 −1 2

−2 3 4






, B =







0 0 3

2 4 0

1 2 −1






.

Řešení:
Matice A i B jsou typu 3× 3, proto maj́ı oba součiny smysl. Výsledkem násobeńı bude v
obou př́ıpadech matice typu 3× 3:

AB =







3 2 1

0 −1 2

−2 3 4






·







0 0 3

2 4 0

1 2 −1






=







0 + 4 + 1 0 + 8 + 2 9 + 0 + (−1)
0− 2 + 2 0− 4 + 4 0 + 0− 2
0 + 6 + 4 0 + 12 + 8 −6 + 0− 4







BA =







0 0 3

2 4 0

1 2 −1






·







3 2 1

0 −1 2

−2 3 4






=







0 + 0− 6 0 + 0 + 9 0 + 0 + 12

6 + 0 + 0 4− 4 + 0 2 + 8 + 0

3 + 0 + 2 2− 2− 3 1 + 4− 4







AB =







5 10 8

0 0 −2
10 20 −10






BA =







−6 9 12

6 0 10

5 −3 1






.

Zpět
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Příklad 9.2.1
Vypočtěte součin matic AB (př́ıpadně i BA), jsou-li dány matice A, B:

A =







3 2 1

0 −1 2

−2 3 4






, B =







0 0 3

2 4 0

1 2 −1






.

Maple:
> with(linalg):

> A:=matrix(3,3,[3,2,1,0,-1,2,-2,3,4]);

A :=







3 2 1

0 −1 2

−2 3 4







> B:=matrix(3,3,[0,0,3,2,4,0,1,2,-1]);

B :=







0 0 3

2 4 0

1 2 −1







> AB:=evalm(A&*B);

AB :=







5 10 8

0 0 −2
10 20 −10







Daľśı
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Příklad 9.2.1
Vypočtěte součin matic AB (př́ıpadně i BA), jsou-li dány matice A, B:

A =







3 2 1

0 −1 2

−2 3 4






, B =







0 0 3

2 4 0

1 2 −1






.

Maple:
> BA:=evalm(B&*A);

BA :=







−6 9 12

6 0 10

5 −3 1







Zpět
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Příklad 9.2.1
Vypočtěte součin matic AB (př́ıpadně i BA), jsou-li dány matice A, B:

A =







3 2 1

0 −1 2

−2 3 4






, B =







0 0 3

2 4 0

1 2 −1






.

Mathematica:
A = {{3, 2, 1}, {0,−1, 2}, {−2, 3, 4}};A = {{3, 2, 1}, {0,−1, 2}, {−2, 3, 4}};A = {{3, 2, 1}, {0,−1, 2}, {−2, 3, 4}};B = {{0, 0, 3}, {2, 4, 0}, {1, 2,−1}};B = {{0, 0, 3}, {2, 4, 0}, {1, 2,−1}};B = {{0, 0, 3}, {2, 4, 0}, {1, 2,−1}};

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]

(

3 2 1

0 −1 2

−2 3 4

)

MatrixForm[B]MatrixForm[B]MatrixForm[B]







0 0 3

2 4 0

1 2 −1







Daľśı

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.93/139



Příklad 9.2.1
Vypočtěte součin matic AB (př́ıpadně i BA), jsou-li dány matice A, B:

A =







3 2 1

0 −1 2

−2 3 4






, B =







0 0 3

2 4 0

1 2 −1






.

Mathematica:
MatrixForm[A.B]MatrixForm[A.B]MatrixForm[A.B]







5 10 8

0 0 −2
10 20 −10







MatrixForm[B.A]MatrixForm[B.A]MatrixForm[B.A]







−6 9 12

6 0 10

5 −3 1







Zpět
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Hodnost matice

• Př́ıklad 9.3.1 Určete hodnost matice

A =











2 3 4

1 0 2

3 2 −1
0 0 −7











.

• Př́ıklad 9.3.2 Určete hodnost matice v závislosti na parametru λ ∈ R:

A =

[

2− λ −1
2 5− λ

]

.

Zpět
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Příklad 9.3.1
Určete hodnost matice

A =











2 3 4

1 0 2

3 2 −1
0 0 −7











.

? Zpět
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Příklad 9.3.1
Určete hodnost matice

A =











2 3 4

1 0 2

3 2 −1
0 0 −7











.

Výsledek:
h(A) = 3 .

Zpět
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Příklad 9.3.1
Určete hodnost matice

A =











2 3 4

1 0 2

3 2 −1
0 0 −7











.

Návod:
Gaussovou eliminaćı převedeme matici A na HT-matici, jej́ıž hodnost je určena počtem
jej́ıch řádk̊u.

Zpět
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Příklad 9.3.1
Určete hodnost matice

A =











2 3 4

1 0 2

3 2 −1
0 0 −7











.

Řešení:
Gaussovou eliminaćı převedeme matici A na HT-matici:

A ∼











1 0 2

2 3 4

3 2 −1
0 0 −7











∼











1 0 2

0 3 0

0 2 −7
0 0 −7











∼







1 0 2

0 1 0

0 0 −7






.

Při výpočtu jsme provedli tyto ekvivalentńı úpravy: prvńı a druhý řádek jsme zaměnili,
od druhého řádku jsme odečetli dvojnásobek prvńıho, od třet́ıho řádku jsme odečetli
trojnásobek prvńıho, čtvrtý řádek jsme nechali beze změn. V daľśım kroku jsme druhý
řádek vydělili třemi a jeho dvojnásobek odečetli od řádku třet́ıho. Čtvrtý řádek jsme
vynechali, nebot’ byl shodný s řádkem třet́ım. Posledńı matice je HT-matice se 3 řádky,
jej́ı hodnost je tedy rovna třem. Odtud plyne h(A) = 3.

Zpět
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Příklad 9.3.1
Určete hodnost matice

A =











2 3 4

1 0 2

3 2 −1
0 0 −7











.

Maple:
> with(linalg):

> A:=matrix(4,3,[2,3,4,1,0,2,3,2,-1,0,0,-7]);

A :=











2 3 4

1 0 2

3 2 −1
0 0 −7











> gausselim(A);














2 3 4

0
−3
2

0

0 0 −7
0 0 0















> rank(A);

3

Zpět
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Příklad 9.3.1
Určete hodnost matice

A =











2 3 4

1 0 2

3 2 −1
0 0 −7











.

Mathematica:
A = {{2, 3, 4}, {1, 0, 2}, {3, 2,−1}, {0, 0,−7}};A = {{2, 3, 4}, {1, 0, 2}, {3, 2,−1}, {0, 0,−7}};A = {{2, 3, 4}, {1, 0, 2}, {3, 2,−1}, {0, 0,−7}};

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]











2 3 4

1 0 2

3 2 −1
0 0 −7











MatrixRank[A]MatrixRank[A]MatrixRank[A]

3

Zpět
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Příklad 9.3.2
Určete hodnost matice v závislosti na parametru λ ∈ R:

A =

[

2− λ −1
2 5− λ

]

.

? Zpět
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Příklad 9.3.2
Určete hodnost matice v závislosti na parametru λ ∈ R:

A =

[

2− λ −1
2 5− λ

]

.

Výsledek:
h(A) = 2 pro λ 6= 3, λ 6= 4; h(A) = 1 pro λ = 3 nebo λ = 4.

Zpět
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Příklad 9.3.2
Určete hodnost matice v závislosti na parametru λ ∈ R:

A =

[

2− λ −1
2 5− λ

]

.

Návod:
Využijeme definice regulárńı/singulárńı čtvercové matice.

Zpět
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Příklad 9.3.2
Určete hodnost matice v závislosti na parametru λ ∈ R:

A =

[

2− λ −1
2 5− λ

]

.

Řešení:
Ze zadáńı je zjevné, že uvedená matice bude mı́t vždy hodnost minimálně jedna, nebot’
oba řádky zároveň nelze ekvivalentńımi řádkovými úpravami převést na řádky nulové.
Vypoč́ıtáme dále determinant:

detA = det

[

2− λ −1
2 5− λ

]

= (2− λ)(5− λ) + 2 = λ2 − 7λ+ 12 .

Matice A bude regulárńı, pokud detA 6= 0 , tj. λ2 − 7λ+ 12 = (λ − 3)(λ − 4) 6= 0. V
př́ıpadě λ 6= 3 , λ 6= 4 tak bude h(A) = 2. V př́ıpadech, kdy λ = 3 nebo λ = 4, bude
matice singulárńı, a jej́ı hodnost bude h(A) = 1.

Zpět
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Příklad 9.3.2
Určete hodnost matice v závislosti na parametru λ ∈ R:

A =

[

2− λ −1
2 5− λ

]

.

Maple:
> with(linalg):A:=matrix(2,2,[2-lambda,-1,2,5-lambda] );

A :=

[

2− λ −1
2 5− λ

]

Ukážeme si dva r̊uzné zp̊usoby výpočtu.
1. V prvńım př́ıpadě matici nejprve převedeme na odstupňovaný tvar:

> A:=gausselim(A);

A :=





2 5− λ

0 −6 + 7
2

λ − 1
2

λ2





Tato matice bude mı́t druhý řádek nulový, a tedy hodnost jedna, pokud bude výraz
−6 + 7/2λ − 1/2λ λ roven nule:

> solve(-6+7/2*lambda-1/2*lambda*lambda=0,lambda);

3, 4

V př́ıpadě, že λ = 3 nebo λ = 4, tedy plat́ı h(A) = 1, což můžeme snadno ověřit:

> lambda:=3:A:=matrix(2,2,[2-lambda,-1,2,5-lambda]):r ank(A);

1

Daľśı
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Příklad 9.3.2
Určete hodnost matice v závislosti na parametru λ ∈ R:

A =

[

2− λ −1
2 5− λ

]

.

Maple:
> unassign(’lambda’):lambda:=4:A:=matrix(2,2,[2-lambd a,-1,2,5-lambda]):
rank(A);

1

> unassign(’lambda’);

V ostatńıch př́ıpadech bude platit h(A) = 2.
2. Druhý zp̊usob výpočtu využ́ıvá determinantu matice A:

> det(A);

12− 7λ+ λ2

Je-li detA = 0, pak je matice A singulárńı, a v tomto př́ıpadě má hodnost jedna.

> solve(det(A)=0,lambda);

4, 3

Obdrželi jsme stejný výsledek jako v předchoźım př́ıpadě. Pro λ r̊uzné od 3,4 je matice A
regulárńı a má hodnost 2.

Zpět
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Příklad 9.3.2
Určete hodnost matice v závislosti na parametru λ ∈ R:

A =

[

2− λ −1
2 5− λ

]

.

Mathematica:
A = {{2− λ,−1}, {2, 5− λ}}A = {{2− λ,−1}, {2, 5− λ}}A = {{2− λ,−1}, {2, 5− λ}}

{{2− λ,−1}, {2, 5− λ}}

Solve[Det[A] == 0, λ]Solve[Det[A] == 0, λ]Solve[Det[A] == 0, λ]

{{λ → 3}, {λ → 4}}

A1 = A /.{λ → 3};A2 = A /.{λ → 4};A1 = A /.{λ → 3};A2 = A /.{λ → 4};A1 = A /.{λ → 3};A2 = A /.{λ → 4};

Pro λ r̊uzné od 3,4 je matice A regulárńı a má hodnost 2. Pro hodnoty λ = 3 a λ = 4 si
hodnost vypočteme.

MatrixRank[A1]MatrixRank[A1]MatrixRank[A1]

1

MatrixRank[A2]MatrixRank[A2]MatrixRank[A2]

1

Zpět
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Determinanty

• Př́ıklad 9.4.1 Vypočtěte determinanty následuj́ıćıch matic:

A1 =







3 2 −4
0 2 3

−1 4 0






, A2 =







2 3 4

0 2 1

0 0 −1






, A3 =







3 8 −2
6 16 −4

−9 −24 6






.

• Př́ıklad 9.4.2 Vypočtěte determinant matice

A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) g(x) h(x)

f ′(x) g′(x) h′(x)

f ′′(x) g′′(x) h′′(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

jestliže jsou dány funkce f(x) = e2x , g(x) = 1− cos x , h(x) = x2 .

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.97/139



Příklad 9.4.1
Vypočtěte determinanty následuj́ıćıch matic:

A1 =







3 2 −4
0 2 3

−1 4 0






, A2 =







2 3 4

0 2 1

0 0 −1






, A3 =







3 8 −2
6 16 −4

−9 −24 6






.

? Zpět
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Příklad 9.4.1
Vypočtěte determinanty následuj́ıćıch matic:

A1 =







3 2 −4
0 2 3

−1 4 0






, A2 =







2 3 4

0 2 1

0 0 −1






, A3 =







3 8 −2
6 16 −4

−9 −24 6






.

Výsledek:
detA1 = −50 , detA2 = −4 , detA3 = 0 .

Zpět
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Příklad 9.4.1
Vypočtěte determinanty následuj́ıćıch matic:

A1 =







3 2 −4
0 2 3

−1 4 0






, A2 =







2 3 4

0 2 1

0 0 −1






, A3 =







3 8 −2
6 16 −4

−9 −24 6






.

Návod:
Determinant prvńı matice poč́ıtáme podle Sarrusova pravidla, při výpočtu determinantu
druhé matice využijeme skutečnosti, že jde o HT-matici, třet́ı determinant urč́ıme na
základě vlastnost́ı determinant̊u.

Zpět
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Příklad 9.4.1
Vypočtěte determinanty následuj́ıćıch matic:

A1 =







3 2 −4
0 2 3

−1 4 0






, A2 =







2 3 4

0 2 1

0 0 −1






, A3 =







3 8 −2
6 16 −4

−9 −24 6






.

Řešení:
Determinant detA1 urč́ıme pomoćı Sarrusova pravidla:

detA1 = det







3 2 −4
0 2 3

−1 4 0






= 0 + 0 + (−6)− 8− 36− 0 = −50 .

U druhého determinantu je výpočet snazš́ı, nebot’ matice A2 je horńı trojúhelńıková
čtvercová matice, a tud́ıž jej́ı determinant je roven součinu prvk̊u na hlavńı diagonále,
tedy

detA2 = 2 · 2 · (−1) = −4 .

V př́ıpadě matice A3 si povšimneme faktu, že druhý a třet́ı řádek jsou násobky prvńıho
řádku, což podle vlastnost́ı determinant̊u znamená, že

detA3 = 0 .

Zpět
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Příklad 9.4.1
Vypočtěte determinanty následuj́ıćıch matic:

A1 =







3 2 −4
0 2 3

−1 4 0






, A2 =







2 3 4

0 2 1

0 0 −1






, A3 =







3 8 −2
6 16 −4

−9 −24 6






.

Maple:
> with(linalg):A1:=matrix(3,3,[3,2,-4,0,2,3,-1,4,0]);

A1 :=







3 2 −4
0 2 3

−1 4 0







> det(A1);

−50
> A2:=matrix(3,3,[2,3,4,0,2,1,0,0,-1]);

A2 :=







2 3 4

0 2 1

0 0 −1







> det(A2);

−4

Daľśı
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Příklad 9.4.1
Vypočtěte determinanty následuj́ıćıch matic:

A1 =







3 2 −4
0 2 3

−1 4 0






, A2 =







2 3 4

0 2 1

0 0 −1






, A3 =







3 8 −2
6 16 −4

−9 −24 6






.

Maple:
> A3:=matrix(3,3,[3,8,-2,6,16,-4,-9,-24,6]);

A3 :=







3 8 −2
6 16 −4

−9 −24 6







> det(A3);

0

Zpět
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Příklad 9.4.1
Vypočtěte determinanty následuj́ıćıch matic:

A1 =







3 2 −4
0 2 3

−1 4 0






, A2 =







2 3 4

0 2 1

0 0 −1






, A3 =







3 8 −2
6 16 −4

−9 −24 6






.

Mathematica:
A1 = {{3, 2,−4}, {0, 2, 3}, {−1, 4, 0}};A1 = {{3, 2,−4}, {0, 2, 3}, {−1, 4, 0}};A1 = {{3, 2,−4}, {0, 2, 3}, {−1, 4, 0}};

Det[A1]Det[A1]Det[A1]

−50

A2 = {{2, 3, 4}, {0, 2, 1}, {0, 0,−1}};A2 = {{2, 3, 4}, {0, 2, 1}, {0, 0,−1}};A2 = {{2, 3, 4}, {0, 2, 1}, {0, 0,−1}};

Det[A2]Det[A2]Det[A2]

−4

A3 = {{3, 8,−2}, {6, 16,−4}, {−9,−24, 6}};A3 = {{3, 8,−2}, {6, 16,−4}, {−9,−24, 6}};A3 = {{3, 8,−2}, {6, 16,−4}, {−9,−24, 6}};

Det[A3]Det[A3]Det[A3]

0

Zpět
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Příklad 9.4.2
Vypočtěte determinant matice

A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) g(x) h(x)

f ′(x) g′(x) h′(x)

f ′′(x) g′′(x) h′′(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

jestliže jsou dány funkce f(x) = e2x , g(x) = 1− cos x , h(x) = x2 .

? Zpět
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Příklad 9.4.2
Vypočtěte determinant matice

A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) g(x) h(x)

f ′(x) g′(x) h′(x)

f ′′(x) g′′(x) h′′(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

jestliže jsou dány funkce f(x) = e2x , g(x) = 1− cos x , h(x) = x2 .

Výsledek:
(−4x2 + 2)e2x sinx+ (2x2 − 10x+ 4)e2x cos x + (8x − 4)e2x .

Zpět
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Příklad 9.4.2
Vypočtěte determinant matice

A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) g(x) h(x)

f ′(x) g′(x) h′(x)

f ′′(x) g′′(x) h′′(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

jestliže jsou dány funkce f(x) = e2x , g(x) = 1− cos x , h(x) = x2 .

Návod:
Derivace funkćı f(x), g(x), h(x) vypoč́ıtáme podle pravidel pro derivováńı, po dosazeńı
př́ıslušných derivaćı pak detA (matice typu 3× 3) urč́ıme např. pomoćı Sarrusova
pravidla.

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.99/139



Příklad 9.4.2
Vypočtěte determinant matice

A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) g(x) h(x)

f ′(x) g′(x) h′(x)

f ′′(x) g′′(x) h′′(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

jestliže jsou dány funkce f(x) = e2x , g(x) = 1− cos x , h(x) = x2 .

Řešení:
Nejprve urč́ıme všechny potřebné derivace:

f(x) = e2x ⇒ f ′(x) = 2e2x , f ′′(x) = 4e2x

g(x) = 1− cos x ⇒ g′(x) = sinx , g′′(x) = cos x

h(x) = x2 ⇒ h′(x) = 2x , h′′(x) = 2 .

Povšimněme si, že funkce f(x), f ′(x), f ′′(x) obsahuj́ı všechny člen e2x. S využit́ım
vlastnost́ı determinant̊u pak po vytknut́ı tohoto členu z prvńıho sloupce hledaného
determinantu dostaneme

detA =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e2x 1− cos x x2

2e2x sinx 2x

4e2x cos x 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= e2x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1− cos x x2

2 sinx 2x

4 cos x 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= e2x{2 sinx + 2x2 cos x + 8x(1− cos x)− 4x2 sinx − 2x cos x−

−4(1− cos x)} = (−4x2 + 2)e2x sinx+ (2x2 − 10x+ 4)e2x cos x+

+(8x − 4)e2x .

Zpět
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Příklad 9.4.2
Vypočtěte determinant matice

A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) g(x) h(x)

f ′(x) g′(x) h′(x)

f ′′(x) g′′(x) h′′(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

jestliže jsou dány funkce f(x) = e2x , g(x) = 1− cos x , h(x) = x2 .

Maple:
Nejprve urč́ıme všechny př́ıslušné derivace. Pozn. pro zjednodušeńı zápisu označ́ıme f1,
g1, h1 prvńı derivace,

analogicky f2, g2, h2 druhé derivace.

> f:=x->exp(2*x);f1(x):=diff(f(x),x);f2(x):=diff(f1(x ),x);

f := x → e(2x)

f1(x) := 2 e(2 x)

f2(x) := 4 e(2 x)

> g:=x->1-cos(x);g1(x):=diff(g(x),x);g2(x):=diff(g1(x ),x);

g := x → 1− cos(x)
g1(x) := sin(x)

g2(x) := cos(x)

Daľśı
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Příklad 9.4.2
Vypočtěte determinant matice

A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) g(x) h(x)

f ′(x) g′(x) h′(x)

f ′′(x) g′′(x) h′′(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

jestliže jsou dány funkce f(x) = e2x , g(x) = 1− cos x , h(x) = x2 .

Maple:
> h:=x->x 2̂;h1(x):=diff(h(x),x);h2(x):=diff(h1(x),x);

h := x → x2

h1(x) := 2 x

h2(x) := 2

Dále už stač́ı jen dosadit a vypoč́ıtat př́ıslušný determinant.

> A:=matrix(3,3,[f(x),g(x),h(x),f1(x),g1(x),h1(x),f2( x),g2(x),h2(x)]);

A :=







e(2x) 1− cos(x) x2

2 e(2x) sin(x) 2 x

4 e(2x) cos(x) 2







> det(A);

2 e(2 x) sin(x)− 10 e(2 x) x cos(x)− 4 e(2x) + 4 e(2 x) cos(x) + 2 e(2x) x2 cos(x)

+ 8 e(2 x) x − 4 e(2x) x2 sin(x)
Zpět
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Příklad 9.4.2
Vypočtěte determinant matice

A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) g(x) h(x)

f ′(x) g′(x) h′(x)

f ′′(x) g′′(x) h′′(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

jestliže jsou dány funkce f(x) = e2x , g(x) = 1− cos x , h(x) = x2 .

Mathematica:
Nejprve urč́ıme všechny př́ıslušné derivace. Pozn. pro zjednodušeńı zápisu označ́ıme f1,
g1, h1 prvńı derivace,analogicky f2, g2, h2 druhé derivace. Potom vypočteme př́ıslušný
determinant.

f [x ] = Exp[2x]; f1[x ] = D[f [x], x]; f2[x ] = D[f1[x], x];f [x ] = Exp[2x]; f1[x ] = D[f [x], x]; f2[x ] = D[f1[x], x];f [x ] = Exp[2x]; f1[x ] = D[f [x], x]; f2[x ] = D[f1[x], x];

g[x ] = 1− Cos[x]; g1[x ] = D[g[x], x]; g2[x ] = D[g1[x], x];g[x ] = 1− Cos[x]; g1[x ] = D[g[x], x]; g2[x ] = D[g1[x], x];g[x ] = 1− Cos[x]; g1[x ] = D[g[x], x]; g2[x ] = D[g1[x], x];

h[x ] = x∧2; h1[x ] = D[h[x], x]; h2[x ] = D[h1[x], x];h[x ] = x∧2; h1[x ] = D[h[x], x]; h2[x ] = D[h1[x], x];h[x ] = x∧2; h1[x ] = D[h[x], x]; h2[x ] = D[h1[x], x];

A = {{f [x], g[x], h[x]}, {f1[x], g1[x], h1[x]},A = {{f [x], g[x], h[x]}, {f1[x], g1[x], h1[x]},A = {{f [x], g[x], h[x]}, {f1[x], g1[x], h1[x]},{f2[x], g2[x], h2[x]}}{f2[x], g2[x], h2[x]}}{f2[x], g2[x], h2[x]}}

{{e2x, 1− Cos[x], x2}, {2e2x, Sin[x], 2x}, {4e2x, Cos[x], 2}}

det = Det[A]det = Det[A]det = Det[A]

−4e2x + 8e2xx+ 4e2xCos[x]− 10e2xxCos[x] + 2e2xx2Cos[x] + 2e2xSin[x]− 4e2xx2Sin[x]

Simplify[det]Simplify[det]Simplify[det]

2e2x(−2 + 4x+ (2− 5x+ x2)Cos[x] + Sin[x]− 2x2Sin[x])

Zpět
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Soustavy lineárních algebraických rovnic

• Gaussova eliminačńı metoda

• Gaussova-Jordanova metoda

• Inverzńı matice

• Cramerovo pravidlo

Zpět
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Gaussova eliminační metoda

• Př́ıklad 10.1.1 Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

• Př́ıklad 10.1.2 Řešte soustavu rovnic

5x1 − x2 + 2x3 = 1,

3x1 + 5x2 − x3 = 2,

2x1 − 6x2 + 3x3 = 4.

• Př́ıklad 10.1.3 Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 + 2x3 = 6,

3x1 + 7x2 − 4x3 = 16,

x1 + 5x2 − 8x3 = 4.
Výsledek znázorněte graficky.

• Př́ıklad 10.1.4 Řešte soustavu rovnic a proved’te diskusi řešitelnosti pro parametr
λ ∈ R.

λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2.

Zpět
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Příklad 10.1.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.
? Zpět
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Příklad 10.1.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Výsledek:
x1 = 0, x2 = 3, x3 = 2, x4 = 1 .

Zpět
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Příklad 10.1.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Návod:

Matici soustavy převedeme pomoćı ekvivalentńıch úprav na HT-matici, zjist́ıme, kolik má

daná soustava řešeńı, př́ıpadně zvoĺıme parametry (volitelné proměnné) a zpětným chodem

dopočteme zbývaj́ıćı neznámé. Zpět
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Příklad 10.1.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Řešení:

(A|b) =











1 1 −1 −1 0

1 2 −1 1 5

2 −1 1 2 1

−1 1 1 −1 4











∼











1 1 −1 −1 0

0 1 0 2 5

0 −3 3 4 1

0 2 0 −2 4











∼ . . .

Ke druhému řádku jsme přičetli (−1)−násobek prvńıho řádku (odečetli jsme od druhého
řádku prvńı), ke třet́ımu řádku jsme přičetli (−2)−násobek prvńıho řádku (od třet́ıho
řádku jsme odečetli dvojnásobek prvńıho řádku) a ke čtvrtému řádku jsme přičetli prvńı
řádek ((1)− násobek prvńıho řádku).

· · · ∼











1 1 −1 −1 0

0 1 0 2 5

0 0 3 10 16

0 0 0 −6 −6











= B.

Přičetli jsme ke třet́ımu řádku trojnásobek druhého a od čtvrtého řádku jsme odečetli
dvojnásobek druhého řádku.

Daľśı
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Příklad 10.1.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Řešení:
Vid́ıme, že h(A) = h(A|b) = 4 soustava má tedy řešeńı. Protože n = h(A) má soustava
právě jedno řešeńı. Zbývá provést zpětný chod. Výsledné matici B odpov́ıdá soustava
lineárńıch rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

x2 + 2x4 = 5,

3x3 + 10x4 = 16,

− 6x4 = −6.

Z posledńı rovnice soustavy vypočteme x4 = 1, dosad́ıme do třet́ı rovnice a vypočteme
x3 = 2, dále za x3 i x4 dosad́ıme do druhé rovnice a vypočteme x2 = 3 a konečně za
x2, x3 a x4 dosad́ıme do prvńı rovnice a vypočteme x1 = 0.
Jediným řešeńım naš́ı soustavy je vektor

x = (x1, x2, x3, x4)
T
= (0, 3, 2, 1)

T
.

Poznamenejme ještě, že lineárńı prostor VH je v tomto př́ıpadě tvořen pouze nulovým
vektorem a dimVH = n − h(A) = 4− 4 = 0.

Zpět
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Příklad 10.1.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Maple:
> with(linalg):
> eqns :=
{x1+x2-x3-x4=0,x1+2*x2-x3+x4=5,2*x1-x2+x3+2*x4=1,-x1 +x2+x3-x4=4 };

eqns := {x1 + x2 − x3 − x4 = 0, x1 + 2 x2 − x3 + x4 = 5, 2 x1 − x2 + x3 + 2 x4 = 1,
−x1 + x2 + x3 − x4 = 4}

Ukážeme si na tomto př́ıkladě tři možná řešeńı v Maplu:
1. Nejjednodušš́ı řešeńı:

> solve(eqns);

{x1 = 0, x3 = 2, x4 = 1, x2 = 3}
2. Nejprve sestav́ıme matici soustavy A a pak řeš́ıme:

> A := genmatrix(eqns, [x1,x2,x3,x4]);

A :=











1 1 −1 −1
1 2 −1 1

2 −1 1 2

−1 1 1 −1











Daľśı
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Příklad 10.1.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Maple:
> x:=linsolve(A,[0,5,1,4]);

x := [0, 3, 2, 1]

3. Sestav́ıme rozš́ı̌renou matici soustavy, provedeme př́ımý chod Gaussovy metody a
výsledek źıskáme zpětným chodem

> b:=vector([0,5,1,4]);

b := [0, 5, 1, 4]

> Aaug:=augment(A,b);

Aaug :=











1 1 −1 −1 0

1 2 −1 1 5

2 −1 1 2 1

−1 1 1 −1 4











> B:=gausselim(Aaug);

B :=











1 1 −1 −1 0

0 1 0 2 5

0 0 3 10 16

0 0 0 −6 −6











Daľśı
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Příklad 10.1.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Maple:
> backsub(B);

[0, 3, 2, 1]

Poznámka: Př́ımý chod Gaussovy eliminace lze provádět postupně, zadáme-li jako
parametr č́ıslo sloupce, ve kterém má být Gaussova eliminace zastavena:

> gausselim(Aaug,1);










1 1 −1 −1 0

0 1 0 2 5

0 −3 3 4 1

0 2 0 −2 4











> gausselim(Aaug,2);










1 1 −1 −1 0

0 1 0 2 5

0 0 3 10 16

0 0 0 −6 −6











Zpět
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Příklad 10.1.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Mathematica:
Ukážeme si tři možnosti řešeńı:
1) řeš́ıme př́ımo soustavu lineárńıch rovnic
eqns = {x1+ x2 − x3 − x4==0, x1 + 2x2 − x3+ x4==5,eqns = {x1+ x2 − x3 − x4==0, x1 + 2x2 − x3+ x4==5,eqns = {x1+ x2 − x3 − x4==0, x1 + 2x2 − x3+ x4==5,
2x1 − x2+ x3 + 2x4==1,−x1+ x2+ x3 − x4==4}2x1 − x2+ x3 + 2x4==1,−x1+ x2+ x3 − x4==4}2x1 − x2 + x3+ 2x4==1,−x1+ x2+ x3 − x4==4}
{x1+ x2 − x3 − x4 == 0, x1+ 2x2 − x3+ x4 == 5, 2x1 − x2+ x3+ 2x4 == 1,
− x1 + x2+ x3 − x4 == 4}
Solve[eqns]Solve[eqns]Solve[eqns]

{{x1 → 0, x2 → 3, x3 → 2, x4 → 1}}
2) řešeńı přes matici soustavy a pravou stranu
A = {{1, 1,−1,−1}, {1, 2,−1, 1}, {2,−1, 1, 2},A = {{1, 1,−1,−1}, {1, 2,−1, 1}, {2,−1, 1, 2},A = {{1, 1,−1,−1}, {1, 2,−1, 1}, {2,−1, 1, 2},{−1, 1, 1,−1}}{−1, 1, 1,−1}}{−1, 1, 1,−1}}
{{1, 1,−1,−1}, {1, 2,−1, 1}, {2,−1, 1, 2}, {−1, 1, 1,−1}}
b = {0, 5, 1, 4}b = {0, 5, 1, 4}b = {0, 5, 1, 4}
{0, 5, 1, 4}

LinearSolve[A, b]LinearSolve[A, b]LinearSolve[A, b]

{0, 3, 2, 1}

Daľśı
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Příklad 10.1.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Mathematica:
3) sestav́ıme rozš́ı̌renou matici a řeš́ıme pomoćı GaussJordanovy eliminace
Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]
{{1, 1,−1,−1, 0}, {1, 2,−1, 1, 5}, {2,−1, 1, 2, 1}, {−1, 1, 1,−1, 4}}
B = RowReduce[Ab]B = RowReduce[Ab]B = RowReduce[Ab]

{{1, 0, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0, 3}, {0, 0, 1, 0, 2}, {0, 0, 0, 1, 1}}

B//MatrixFormB//MatrixFormB//MatrixForm










1 0 0 0 0

0 1 0 0 3

0 0 1 0 2

0 0 0 1 1











reseni = Transpose[B][[5]]reseni = Transpose[B][[5]]reseni = Transpose[B][[5]]

{0, 3, 2, 1}

Zpět
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Příklad 10.1.2
Řešte soustavu rovnic

5x1 − x2 + 2x3 = 1,

3x1 + 5x2 − x3 = 2,

2x1 − 6x2 + 3x3 = 4.
? Zpět
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Příklad 10.1.2
Řešte soustavu rovnic

5x1 − x2 + 2x3 = 1,

3x1 + 5x2 − x3 = 2,

2x1 − 6x2 + 3x3 = 4.

Výsledek:
Soustava nemá řešeńı.

Zpět
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Příklad 10.1.2
Řešte soustavu rovnic

5x1 − x2 + 2x3 = 1,

3x1 + 5x2 − x3 = 2,

2x1 − 6x2 + 3x3 = 4.

Návod:
Matici soustavy převedeme pomoćı ekvivalentńıch úprav na HT-matici. Zjist́ıme, že
matice soustavy má hodnost h(A) = 2, rozš́ı̌rená matice soustavy má hodnost
h(A|b) = 3. Soustava tedy podle Frobeniovy věty nemá řešeńı.

Zpět
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Příklad 10.1.2
Řešte soustavu rovnic

5x1 − x2 + 2x3 = 1,

3x1 + 5x2 − x3 = 2,

2x1 − 6x2 + 3x3 = 4.

Řešení:







5 −1 2 1

3 5 −1 2

2 −6 3 4






∼







5 −1 2 1

0 28 −11 7

0 −28 11 18






∼







5 −1 2 1

0 28 −11 7

0 0 0 25






.

Nejprve jsme od pětinásobku druhého řádku odečetli trojnásobek prvńıho řádku a od
pětinásobku třet́ıho řádku jsme odečetli dvojnásobek prvńıho. Při úpravě druhé matice
jsme k třet́ımu řádku přičetli druhý. Matice soustavy má hodnost h(A) = 2, rozš́ı̌rená
matice soustavy má hodnost h(A|b) = 3. Soustava tedy podle Frobeniovy věty nemá
řešeńı.

Zpět
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Příklad 10.1.2
Řešte soustavu rovnic

5x1 − x2 + 2x3 = 1,

3x1 + 5x2 − x3 = 2,

2x1 − 6x2 + 3x3 = 4.

Maple:
> with(linalg):

> eqns := {5*x1-x2+2*x3=1,3*x1+5*x2-x3=2,2*x1-6*x2+3*x3=4 };

eqns := {5 x1 − x2 + 2 x3 = 1, 3 x1 + 5 x2 − x3 = 2, 2 x1 − 6 x2 + 3 x3 = 4}
> solve(eqns);

Maple nevrátil žádné řešeńı, což znamená, že soustava žádné řešeńı nemá. Ověř́ıme si
to např́ıklad tak, že sestav́ıme rozš́ı̌renou matici soustavy a provedeme Gaussovu
eliminaci:

> A := genmatrix(eqns, [x1,x2,x3]);

A :=







5 −1 2

3 5 −1
2 −6 3







> b:=vector([1,2,4]);

b := [1, 2, 4]

> Aaug:=augment(A,b);

Aaug :=







5 −1 2 1

3 5 −1 2

2 −6 3 4







Daľśı
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Příklad 10.1.2
Řešte soustavu rovnic

5x1 − x2 + 2x3 = 1,

3x1 + 5x2 − x3 = 2,

2x1 − 6x2 + 3x3 = 4.

Maple:
> B:=gausselim(Aaug);

B :=











5 −1 2 1

0
28

5

−11
5

7

5

0 0 0 5











Hodnost matice soustavy je 2, hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy je 3. Soustava nemá
řešeńı. Kdybychom se přesto pokusili provést zpětný chod, dostali bychom:

> backsub(B);

Error, (in backsub) inconsistent system

Zpět
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Příklad 10.1.2
Řešte soustavu rovnic

5x1 − x2 + 2x3 = 1,

3x1 + 5x2 − x3 = 2,

2x1 − 6x2 + 3x3 = 4.

Mathematica:
Nejdř́ıve řeš́ıme př́ımo soustavu lineárńıch rovnic:

eqns = {x1+ x2 − x3 − x4==0, x1 + 2x2 − x3+ x4==5,eqns = {x1+ x2 − x3 − x4==0, x1 + 2x2 − x3+ x4==5,eqns = {x1+ x2 − x3 − x4==0, x1 + 2x2 − x3+ x4==5,
2x1 − x2+ x3 + 2x4==1,−x1+ x2+ x3 − x4==4}2x1 − x2+ x3 + 2x4==1,−x1+ x2+ x3 − x4==4}2x1 − x2 + x3+ 2x4==1,−x1+ x2+ x3 − x4==4}
{x1+ x2 − x3 − x4 == 0, x1+ 2x2 − x3+ x4 == 5,
2x1 − x2 + x3+ 2x4 == 1,−x1+ x2 + x3 − x4 == 4}
Solve[eqns]Solve[eqns]Solve[eqns]

{}

Mathematica nevrátil žádné řešeńı, což znamená, že soustava žádné řešeńı nemá.
Ověř́ıme si to např́ıklad tak, že sestav́ıme rozš́ı̌renou matici soustavy a provedeme
Gaussovu eliminaci:

A = {{5,−1, 2}, {3, 5,−1}, {2,−6, 3}}A = {{5,−1, 2}, {3, 5,−1}, {2,−6, 3}}A = {{5,−1, 2}, {3, 5,−1}, {2,−6, 3}}
{{5,−1, 2}, {3, 5,−1}, {2,−6, 3}}
b = {1, 2, 4}b = {1, 2, 4}b = {1, 2, 4}
{1, 2, 4}

Daľśı
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Příklad 10.1.2
Řešte soustavu rovnic

5x1 − x2 + 2x3 = 1,

3x1 + 5x2 − x3 = 2,

2x1 − 6x2 + 3x3 = 4.

Mathematica:
Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]
{{5,−1, 2, 1}, {3, 5,−1, 2}, {2,−6, 3, 4}}
B = RowReduce[Ab]B = RowReduce[Ab]B = RowReduce[Ab]
{{

1, 0, 928 , 0
}

,
{

0, 1,− 11
28 , 0

}

, {0, 0, 0, 1}
}

B//MatrixFormB//MatrixFormB//MatrixForm






1 0 9
28 0

0 1 − 11
28 0

0 0 0 1







Hodnost matice soustavy je 2, hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy je 3. Soustava nemá
řešeńı.

Zpět
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Příklad 10.1.3
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 + 2x3 = 6,

3x1 + 7x2 − 4x3 = 16,

x1 + 5x2 − 8x3 = 4.
Výsledek znázorněte graficky.

? Zpět
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Příklad 10.1.3
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 + 2x3 = 6,

3x1 + 7x2 − 4x3 = 16,

x1 + 5x2 − 8x3 = 4.
Výsledek znázorněte graficky.

Výsledek:
Soustava má nekonečně mnoho řešeńı

x = (13/2,−1/2, 0)T + s(−9, 5, 2)T, s ∈ R.

Grafickým řešeńım je př́ımka - viz Maple.

Zpět
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Příklad 10.1.3
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 + 2x3 = 6,

3x1 + 7x2 − 4x3 = 16,

x1 + 5x2 − 8x3 = 4.
Výsledek znázorněte graficky.

Návod:
Matici soustavy převedeme pomoćı ekvivalentńıch úprav na HT-matici. Zvoĺıme
parametry (volitelné proměnné) a zpětným chodem dopočteme zbývaj́ıćı neznámé.
Grafické řešeńı - viz Maple.

Zpět
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Příklad 10.1.3
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 + 2x3 = 6,

3x1 + 7x2 − 4x3 = 16,

x1 + 5x2 − 8x3 = 4.
Výsledek znázorněte graficky.

Řešení:






1 1 2 6

3 7 −4 16

1 5 −8 4






∼







1 1 2 6

0 4 −10 −2
0 4 −10 −2






∼
(

1 1 2 6

0 2 −5 −1

)

.

Nejprve jsme od druhého řádku odečetli trojnásobek prvńıho a od třet́ıho řádku odečetli
prvńı. V daľśı úpravě jsme od třet́ıho řádku odečetli druhý a vynechali jsme nulový řádek.
Vid́ıme, že h(A) = h(A|b) = 2, n = 3. Soustava má tedy nekonečně mnoho řešeńı,
dimVH = 3− 2 = 1 = počet volitelných neznámých.
Zpětný chod:
x3 := t ∈ R,
2x2 = −1 + 5x3 ⇒ x2 = −1/2 + 5/2t,
x1 = 6− 2x3 − x2 ⇒ x1 = 6− 2t+ 1/2− 5/2t ⇒ x1 = 13/2− 9/2t.

x =









13
2 − 9

2 t

− 1
2 − 5

2 t

t









=











13
2

− 1
2

0











+
1

2
t







−9
5

2






=











13
2

− 1
2

0











+ s







−9
5

2






, s ∈ R.

Jednoprvková báze prostoru VH je tvořena např. vektorem (−9, 5, 2)T. Grafické řešeńı -
viz Maple.

Zpět
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Příklad 10.1.3
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 + 2x3 = 6,

3x1 + 7x2 − 4x3 = 16,

x1 + 5x2 − 8x3 = 4.
Výsledek znázorněte graficky.

Maple:
> with(linalg): with(plots):

> eqns := {x1+x2+2*x3=6,3*x1+7*x2-4*x3=16,x1+5*x2-8*x3=4 };

eqns := {x1 + x2 + 2 x3 = 6, 3 x1 + 7 x2 − 4 x3 = 16, x1 + 5 x2 − 8 x3 = 4}
> sols := solve(eqns);

sols := {x2 = −1
2
+
5 x3

2
, x1 =

13

2
− 9 x3

2
, x3 = x3}

> assign( sols );

> x:=vector([x1,x2,x3]);

x :=

[

13

2
− 9 x3

2
, −1
2
+
5 x3

2
, x3

]

Graficky představuje řešeńı soustavy tř́ı rovnic o třech neznámých hledáńı pr̊usečnice tř́ı
rovin, které jsou zadány obecnými rovnicemi odpov́ıdaj́ıćımi řádk̊um rozš́ı̌rené matice
soustavy:

> implicitplot3d( {x+y+2*z=6,3*x+7*y-4*z=16,x+5*y-8*z=4
},x=-3..5,y=-3..5,z=-3..5, axes=boxed);

Daľśı
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Příklad 10.1.3
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 + 2x3 = 6,

3x1 + 7x2 − 4x3 = 16,

x1 + 5x2 − 8x3 = 4.
Výsledek znázorněte graficky.

Maple:

–2
0

2
4

x

–2
0

2
4

y

–2

0

2

4

z

Pr̊usečnice je př́ımka, jej́ıž parametrické rovnice jsou:

x =
13

2
− 9s, y = −1

2
+ 5s, z = 2s.

Zpět
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Příklad 10.1.3
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 + 2x3 = 6,

3x1 + 7x2 − 4x3 = 16,

x1 + 5x2 − 8x3 = 4.
Výsledek znázorněte graficky.

Mathematica:
Nejdř́ıve řeš́ıme př́ımo soustavu lineárńıch rovnic:

eqns = {x1+ x2+ 2x3==6, 3x1+ 7x2 − 4x3==16,eqns = {x1+ x2 + 2x3==6, 3x1+ 7x2 − 4x3==16,eqns = {x1+ x2 + 2x3==6, 3x1+ 7x2 − 4x3==16,
x1+ 5x2 − 8x3==4}x1+ 5x2 − 8x3==4}x1+ 5x2 − 8x3==4}
{x1+ x2 + 2x3 == 6, 3x1+ 7x2 − 4x3 == 16, x1+ 5x2 − 8x3 == 4}
Solve[eqns]Solve[eqns]Solve[eqns]

Solve::svars :
Equations may not give solutions for all solve variables. More. . .[1mm]
{{

x1 → 13
2 − 9x3

2 , x2 → − 1
2 +

5x3
2

}}

Mathematica nám vrátil nekonečně mnoho řešeńı, závislých na jednom parametru.
Ověř́ıme si to např́ıklad tak, že sestav́ıme rozš́ı̌renou matici soustavy a provedeme
Gaussovu eliminaci:

A = {{1, 1, 2}, {3, 7,−4}, {1, 5,−8}}A = {{1, 1, 2}, {3, 7,−4}, {1, 5,−8}}A = {{1, 1, 2}, {3, 7,−4}, {1, 5,−8}}
{{1, 1, 2}, {3, 7,−4}, {1, 5,−8}}
b = {6, 16, 4}b = {6, 16, 4}b = {6, 16, 4}
{6, 16, 4}

Daľśı
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Příklad 10.1.3
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 + 2x3 = 6,

3x1 + 7x2 − 4x3 = 16,

x1 + 5x2 − 8x3 = 4.
Výsledek znázorněte graficky.

Mathematica:
Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]Ab = Transpose[Join[Transpose[A], {b}]]
{{1, 1, 2, 6}, {3, 7,−4, 16}, {1, 5,−8, 4}}
B = RowReduce[Ab]//MatrixFormB = RowReduce[Ab]//MatrixFormB = RowReduce[Ab]//MatrixForm






1 0 9
2

13
2

0 1 − 5
2 − 1

2

0 0 0 0







Znázorńıme si to graficky:

r1 = x3/.Solve[eqns[[1]], x3][[1]]r1 = x3/.Solve[eqns[[1]], x3][[1]]r1 = x3/.Solve[eqns[[1]], x3][[1]]
r2 = x3/.Solve[eqns[[2]], x3][[1]]r2 = x3/.Solve[eqns[[2]], x3][[1]]r2 = x3/.Solve[eqns[[2]], x3][[1]]
r3 = x3/.Solve[eqns[[3]], x3][[1]]r3 = x3/.Solve[eqns[[3]], x3][[1]]r3 = x3/.Solve[eqns[[3]], x3][[1]]
1
2 (6− x1 − x2)

1
4 (−16 + 3x1+ 7x2)

1
8 (−4 + x1+ 5x2)

Daľśı

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.104/139



Příklad 10.1.3
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 + 2x3 = 6,

3x1 + 7x2 − 4x3 = 16,

x1 + 5x2 − 8x3 = 4.
Výsledek znázorněte graficky.

Mathematica:
g1 = Plot3D[r1, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},g1 = Plot3D[r1, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},g1 = Plot3D[r1, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];
g2 = Plot3D[r2, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},g2 = Plot3D[r2, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},g2 = Plot3D[r2, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];
g3 = Plot3D[r3, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},g3 = Plot3D[r3, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},g3 = Plot3D[r3, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];

Show[{g1, g2, g3}, DisplayFunction → $DisplayFunction,Show[{g1, g2, g3}, DisplayFunction → $DisplayFunction,Show[{g1, g2, g3}, DisplayFunction → $DisplayFunction,BoxRatios → {1, 1, 1}];BoxRatios → {1, 1, 1}];BoxRatios → {1, 1, 1}];

-2
-1

0
1

2

-2

-1

0
1

2

-5

0

5

-2
-1

0
1

2

-2

-1

0
1

2

Řešeńı soustavy je př́ımka, která je pr̊usečnićı tř́ı rovin.

Zpět
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Příklad 10.1.4
Řešte soustavu rovnic a proved’te diskusi řešitelnosti pro parametr λ ∈ R.

λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2.

? Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.105/139



Příklad 10.1.4
Řešte soustavu rovnic a proved’te diskusi řešitelnosti pro parametr λ ∈ R.

λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2.

Výsledek:
λ = −2 ⇒ soustava nemá řešeńı;
λ = 1 ⇒ soustava má nekonečně mnoho řešeńı,

x = (1, 0, 0)T + t(−1, 0, 1)T + s(−1, 1, 0)T, t, s ∈ R;
λ 6∈ {−2, 1} ⇒ soustava má právě jedno řešeńı

x =

(

− 1 + λ

2 + λ
,
1

2 + λ
,− (1 + λ)2

2 + λ

)T

.

Zpět
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Příklad 10.1.4
Řešte soustavu rovnic a proved’te diskusi řešitelnosti pro parametr λ ∈ R.

λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2.

Návod:
Rozš́ı̌renou matici soustavy převád́ıme pomoćı ekvivalentńıch úprav na horńı
trojúhelńıkový tvar. Protože nulovým č́ıslem nelze dělit, muśıme pro hodnoty parametru,
při kterém by děleńı nulou mohlo nastat, řešit soustavu s touto hodnotou λ zvlášt’.
Provedeme diskusi hodnosti matice a rozš́ı̌rené matice soustavy v závislosti na r̊uzných
hodnotách parametru λ a zpětný chod. Nakonec shrneme źıskané výsledky.

Zpět
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Příklad 10.1.4
Řešte soustavu rovnic a proved’te diskusi řešitelnosti pro parametr λ ∈ R.

λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2.

Řešení:






λ 1 1 1

1 λ 1 λ

1 1 λ λ2






∼







λ 1 1 1

0 1− λ2 1− λ 1− λ2

0 1− λ 1− λ2 1− λ3






∼







λ 1 1 1

0 1 + λ 1 1 + λ

0 1 1 + λ 1 + λ+ λ2






∼

∼







λ 1 1 1

0 1 + λ 1 1 + λ

0 0 −λ(λ+ 2) −λ(1 + λ)2






.

Při prováděńı ekvivalentńıch úprav jsme vyloučili př́ıpad λ = 1 a z tvaru výsledné horńı
trojúhelńıkové matice vid́ıme, že speciálńımi př́ıpady budou i hodnoty λ = 0, λ = −1 a
λ = −2 (diagonálńı prvky horńı trojúhelńıkové matice muśı být nenulové).
a) Pro λ = −2 má upravená matice tvar







−2 1 1 1

0 −1 1 −1
0 0 0 2






h(A) = 2, h(A|b) = 3 ⇒ soustava nemá řešeńı.

Daľśı
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Příklad 10.1.4
Řešte soustavu rovnic a proved’te diskusi řešitelnosti pro parametr λ ∈ R.

λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2.

Řešení:
b) Pro λ = −1 je

(A|b) =







−1 1 1 1

1 −1 1 −1
1 1 −1 1






∼







−1 1 1 1

0 0 2 0

0 2 0 2






∼







−1 1 1 1

0 1 0 1

0 0 1 0






,

kde jsme při posledńı úpravě museli přehodit druhý a třet́ı řádek, aby diagonálńı prvky
byly nenulové. Tedy pro λ = −1 je h(A) = h(A|b) = n = 3 ⇒ soustava má právě jedno
řešeńı. Zpětný chod: x3 = 0, x2 = 1, x1 = x2 + x3 − 1 = 0, t.j. x = (0, 1, 0)T.
c) Pro λ = 0 je

(A|b) =







0 1 1 1

1 0 1 0

1 1 0 0






∼







1 1 0 0

1 0 1 0

0 1 1 1






∼







1 1 0 0

0 −1 1 0

0 1 1 1






∼







1 1 0 0

0 −1 1 0

0 0 2 1







Tedy pro λ = 0 je h(A) = h(A|b) = n = 3 ⇒ soustava má právě jedno řešeńı. Zpětný

chod: x3 = 1/2, x2 = 1/2, x1 = −1/2, t.j. x =
1

2
(−1, 1, 1)T.

Daľśı

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.105/139



Příklad 10.1.4
Řešte soustavu rovnic a proved’te diskusi řešitelnosti pro parametr λ ∈ R.

λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2.

Řešení:
d) Pro λ = 1 je

(A|b) =







1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1






∼
(

1 1 1 1
)

.

Tedy pro λ = 1 je h(A) = h(A|b) = 1, n = 3 ⇒ soustava má nekonečně mnoho řešeńı,
dim VH = n − h(A) = 2 = počet volitelných proměnných. Zpětný chod:

x3 = t ∈ R, x2 = s ∈ R, x1 = 1− s − t, t.j.

x = (1, 0, 0)T + t(−1, 0, 1)T + s(−1, 1, 0)T, t, s ∈ R;
báze VH = {(−1, 0, 1)T, (−1, 1, 0)T}.
e) Jestliže λ 6∈ {−2, 1}, pak h(A) = h(A|b) = n = 3 a soustava má právě jedno řešeńı.
Báze VH = {(0, 0, 0)T}. Zpětný chod:

x3 =
(1 + λ)2

2 + λ
, (1+λ)x2 = 1+λ−x3 ⇒ x2 =

1

2 + λ
, λx1 = 1−x2−x3 ⇒ x1 = − 1 + λ

2 + λ
.

Např́ıklad pro λ = −1 dostáváme: x = (0, 1, 0)T, což je řešeńı, které jsme źıskali v b).
Pro λ = 0 dostáváme: x = (−1/2, 1/2, 1/2)T, což je řešeńı, které jsme źıskali v c).

Zpět
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Příklad 10.1.4
Řešte soustavu rovnic a proved’te diskusi řešitelnosti pro parametr λ ∈ R.

λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2.

Maple:
> with(linalg): with(plots):
> eqns :=
{lambda*x1+x2+x3=1,x1+lambda*x2+x3=lambda,x1+x2+lamb da*x3=lambdaˆ2 };

eqns := {λ x1 + x2 + x3 = 1, x1 + λ x2 + x3 = λ, x1 + x2 + λ x3 = λ2}
> sols := solve(eqns, {x1,x2,x3 });

sols := {x1 = −λ+ 1

λ+ 2
, x3 =

(λ+ 1)2

λ+ 2
, x2 =

1

λ+ 2
}

> assign( sols );

> x:=vector([x1,x2,x3]);

x :=

[

−λ+ 1

λ+ 2
,
1

λ+ 2
,
(λ+ 1)2

λ+ 2

]

Pozor, Maple apriori předpokládá, že lambda je takové, že soustava má řešeńı, a to
právě jedno. My ale v́ıme, že muśıme rozlǐsit hned několik př́ıpad̊u.

> unassign(’x1’,’x2’,’x3’);

Daľśı
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Příklad 10.1.4
Řešte soustavu rovnic a proved’te diskusi řešitelnosti pro parametr λ ∈ R.

λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2.

Maple:
a) λ = −2 :

> eqnsa:= {-2*x1+x2+x3=1,x1-2*x2+x3=-2,x1+x2-2*x3=4 };

eqnsa := {−2 x1 + x2 + x3 = 1, x1 − 2 x2 + x3 = −2, x1 + x2 − 2 x3 = 4}
> solve(eqnsa);

Maple nevrátil žádné řešeńı, soustava tedy pro λ = −2 řešeńı nemá. Přesvědčte se o tom
pomoćı Gaussovy eliminace.
b) λ = −1 :

> eqnsb:= {-x1+x2+x3=1,x1-x2+x3=-1,x1+x2-x3=1 };

eqnsb := {−x1 + x2 + x3 = 1, x1 − x2 + x3 = −1, x1 + x2 − x3 = 1}
> solve(eqnsb);

{x3 = 0, x1 = 0, x2 = 1}
c) λ = 0 :

> eqnsc:= {x2+x3=1,x1+x3=0,x1+x2=0 };

eqnsc := {x2 + x3 = 1, x1 + x3 = 0, x1 + x2 = 0}

Daľśı
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Příklad 10.1.4
Řešte soustavu rovnic a proved’te diskusi řešitelnosti pro parametr λ ∈ R.

λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2.

Maple:
> solve(eqnsc);

{x1 = −1
2

, x2 =
1

2
, x3 =

1

2
}

d) λ = 1 :

> eqnsd:= {x1+x2+x3=1,x1+x2+x3=1,x1+x2+x3=1 };

eqnsd := {x1 + x2 + x3 = 1}
> solve(eqnsd);

{x1 = −x2 − x3 + 1, x2 = x2 , x3 = x3}
> A := genmatrix(eqnsd, [x1,x2,x3]);

A :=
[

1 1 1
]

> nullspace(A);

{[−1, 0, 1], [−1, 1, 0]}
Maple nám vrátil bázi prostoru VH .

Zpět
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Příklad 10.1.4
Řešte soustavu rovnic a proved’te diskusi řešitelnosti pro parametr λ ∈ R.

λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2.

Mathematica:
Nejdř́ıve necháme Mathematicu vyřešit soustavu:
{

x2+ x3 + x1λ == 1, x1 + x3+ x2λ == λ, x1 + x2+ x3λ == λ2
}

Solve[eqns, {x1, x2, x3}]Solve[eqns, {x1, x2, x3}]Solve[eqns, {x1, x2, x3}]
{{

x1 → − 1+λ
2+λ , x2 → 1

2+λ , x3 → −−1−2λ−λ2

2+λ

}}

Mathematica nám vypočte pouze řešeńı pro taková λ, kdy existuje pouze jedno řešeńı. Z
výsledku ale vid́ıme, že pro λ = −2 řešeńı neexistuje. Pokuśıme se zjistit problematické
hodnoty parametru λ. Definujeme si matici soustavy a rozš́ı̌renou matici soustavy.

A = {{λ, 1, 1}, {1, λ, 1}, {1, 1, λ}}A = {{λ, 1, 1}, {1, λ, 1}, {1, 1, λ}}A = {{λ, 1, 1}, {1, λ, 1}, {1, 1, λ}}
{{λ, 1, 1}, {1, λ, 1}, {1, 1, λ}}
Ab = {{λ, 1, 1, 1}, {1, λ, 1, λ}, {1, 1, λ, λ∧2}}Ab = {{λ, 1, 1, 1}, {1, λ, 1, λ}, {1, 1, λ, λ∧2}}Ab = {{λ, 1, 1, 1}, {1, λ, 1, λ}, {1, 1, λ, λ∧2}}
{

{λ, 1, 1, 1}, {1, λ, 1, λ},
{

1, 1, λ, λ2
}}

Vypočtěme hodnoty λ, kdy determinant matice soustavy je roven 0.

Daľśı
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Příklad 10.1.4
Řešte soustavu rovnic a proved’te diskusi řešitelnosti pro parametr λ ∈ R.

λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2.

Mathematica:
Solve[Det[A] == 0, λ]Solve[Det[A] == 0, λ]Solve[Det[A] == 0, λ]

{{λ → −2}, {λ → 1}, {λ → 1}}

Problematické body jsou λ = −2 a λ = −1. Vyšetř́ıme řešeńı pro tyto parametry.

λ = −2λ = −2λ = −2
−2
RowReduce[Ab]//MatrixFormRowReduce[Ab]//MatrixFormRowReduce[Ab]//MatrixForm






1 0 −1 0

0 1 −1 0

0 0 0 1







Solve[eqns, {x1, x2, x3}]Solve[eqns, {x1, x2, x3}]Solve[eqns, {x1, x2, x3}]
{}

Daľśı
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Příklad 10.1.4
Řešte soustavu rovnic a proved’te diskusi řešitelnosti pro parametr λ ∈ R.

λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2.

Mathematica:
λ = 1λ = 1λ = 1

1

RowReduce[Ab]//MatrixFormRowReduce[Ab]//MatrixFormRowReduce[Ab]//MatrixForm






1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0







Solve[eqns, {x1, x2, x3}]Solve[eqns, {x1, x2, x3}]Solve[eqns, {x1, x2, x3}]
Solve::svars :
Equations may not give solutions for all solve variables. More. . .

{{x1 → 1− x2 − x3}}

Pro λ = −2 neexistuje řešeńı, pro λ = −1 existuje nekonečně řešeńı (řešeńı je závislé na
dvou parametrech), pro ostatńı hodnoty parametru λ existuje jedno řešeńı

x1 = − 1+λ
2+λ , x2 =

1
2+λ , x3 = −−1−2λ−λ2

2+λ .

Zpět
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Gaussova-Jordanova metoda

• Př́ıklad 10.2.1 Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

• Př́ıklad 10.2.2 Gaussovou-Jordanovou metodou řešte soustavu rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = −5,
2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 0,

7x1 − x2 + 4x3 − 3x4 = 15,

x1 + x2 − 2x3 − x4 = −3.

Zpět
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Příklad 10.2.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

? Zpět
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Příklad 10.2.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Výsledek:
x1 = 0, x2 = 3, x3 = 2, x4 = 1.

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.107/139



Příklad 10.2.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Návod:
Pomoćı ekvivalentńıch úprav převedeme rozš́ı̌renou matici soustavy na matici











1 0 0 0 x1

0 1 0 0 x2

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 x4











.

Zpět
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Příklad 10.2.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Řešení:

(A|b) =











1 1 −1 −1 0

2 −1 1 2 1

1 2 −1 1 5

−1 1 1 −1 4











∼1











1 1 −1 −1 0

0 −3 3 4 1

0 1 0 2 5

0 2 0 −2 4











∼2











3 0 0 1 1

0 −3 3 4 1

0 0 3 10 16

0 0 6 2 14











∼3 .

· · · ∼3











3 0 0 1 1

0 3 0 6 15

0 0 3 10 16

0 0 0 −18 −18











∼4











3 0 0 1 1

0 1 0 2 5

0 0 3 10 16

0 0 0 1 1











∼5 . . .

· · · ∼5











3 0 0 0 0

0 1 0 0 3

0 0 3 0 6

0 0 0 1 1











∼6











1 0 0 0 0

0 1 0 0 3

0 0 1 0 2

0 0 0 1 1











.

Daľśı
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Příklad 10.2.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Řešení:
Ekvivalentńı úpravy:
∼1: Od druhého řádku jsme odečetli dvojnásobek prvńıho, od třet́ıho řádku jsme odečetli
prvńı a ke čtvrtému řádku jsme prvńı přičetli.
∼2: Ke trojnásobku prvńıho řádku jsme přičetli druhý řádek, k trojnásobku třet́ıho jsme
přičetli druhý a k trojnásobku čtvrtého jsme přičetli dvojnásobek druhého.
∼3: K (-2) násobku druhého řádku jsme přičetli třet́ı a od čtvrtého jsme odečetli
dvojnásobek třet́ıho.
∼4: Abychom si zjednodušili poč́ıtáńı, vydělili jsme druhý řádek č́ıslem 3 a posledńı
řádek č́ıslem −18.
∼5: Od prvńıho řádku jsme odečetli posledńı, od druhého jsme odečetli dvojnásobek
posledńıho a od třet́ıho jsme odečetli desetinásobek posledńıho řádku.
∼6: Nakonec vyděĺıme prvńı a třet́ı řádek třemi, abychom źıskali na diagonále jedničky.
Poznamenejme, že je také možné provádět úpravy tak, aby diagonálńı prvky byly rovny
rovnou při úpravách jedné, ale v tom př́ıpadě se nevyhneme poč́ıtáńı se zlomky (viz.
Maple).
Vid́ıme, že h(A) = h(A|b) = 4 a k = n − h(A) = 4− 4 = 0 soustava má tedy právě jedno
řešeńı x = (0, 3, 2, 1)T.

Zpět
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Příklad 10.2.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Maple:
> with(linalg): with(plots):

> A:=array([[1,1,-1,-1,0],[2,-1,1,2,1],[1,2,-1,1,5],[ -1,1,1,-1,4]]);

A :=











1 1 −1 −1 0

2 −1 1 2 1

1 2 −1 1 5

−1 1 1 −1 4











> B:=gaussjord(A);

B :=











1 0 0 0 0

0 1 0 0 3

0 0 1 0 2

0 0 0 1 1











> x:=vector(4,[]);

x := array(1..4, [])

Daľśı
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Příklad 10.2.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Maple:
> for i to 4 do x[i] := B[i,5]; end do:

> print(x);

[0, 3, 2, 1]

Také Gausovu-Jordanovu metodu lze provádět postupně po sloupćıch, např.:

> gaussjord(A,3);


















1 0 0
1

3

1

3

0 1 0 2 5

0 0 1
10

3

16

3

0 0 0 −6 −6



















Zpět
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Příklad 10.2.1
Řešte soustavu rovnic

x1 + x2 − x3 − x4 = 0,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 5,

−x1 + x2 + x3 − x4 = 4.

Mathematica:
Definujeme rozš́ı̌renou matici soustavy a provedeme Gaussovu-Jordanovu eliminaci:

Ab = {{1, 1,−1,−1, 0}, {2,−1, 1, 2, 1}, {1, 2,−1, 1, 5},Ab = {{1, 1,−1,−1, 0}, {2,−1, 1, 2, 1}, {1, 2,−1, 1, 5},Ab = {{1, 1,−1,−1, 0}, {2,−1, 1, 2, 1}, {1, 2,−1, 1, 5},
{−1, 1, 1,−1, 4}}{−1, 1, 1,−1, 4}}{−1, 1, 1,−1, 4}}
{{1, 1,−1,−1, 0}, {2,−1, 1, 2, 1},
{1, 2,−1, 1, 5}, {−1, 1, 1,−1, 4}}
B = RowReduce[Ab]B = RowReduce[Ab]B = RowReduce[Ab]

{{1, 0, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0, 3},
{0, 0, 1, 0, 2}, {0, 0, 0, 1, 1}}
B//MatrixFormB//MatrixFormB//MatrixForm










1 0 0 0 0

0 1 0 0 3

0 0 1 0 2

0 0 0 1 1











reseni = Transpose[B][[5]]reseni = Transpose[B][[5]]reseni = Transpose[B][[5]]

{0, 3, 2, 1}

Zpět
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Příklad 10.2.2
Gaussovou-Jordanovou metodou řešte soustavu rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = −5,
2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 0,

7x1 − x2 + 4x3 − 3x4 = 15,

x1 + x2 − 2x3 − x4 = −3.

? Zpět
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Příklad 10.2.2
Gaussovou-Jordanovou metodou řešte soustavu rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = −5,
2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 0,

7x1 − x2 + 4x3 − 3x4 = 15,

x1 + x2 − 2x3 − x4 = −3.

Výsledek:
x1 = 1, x2 = 0, x3 = 2, x4 = 0.

Zpět
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Příklad 10.2.2
Gaussovou-Jordanovou metodou řešte soustavu rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = −5,
2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 0,

7x1 − x2 + 4x3 − 3x4 = 15,

x1 + x2 − 2x3 − x4 = −3.

Návod:
Pomoćı ekvivalentńıch úprav převedeme rozš́ı̌renou matici soustavy na matici











1 0 0 0 x1

0 1 0 0 x2

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 x4











.

Zpět
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Příklad 10.2.2
Gaussovou-Jordanovou metodou řešte soustavu rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = −5,
2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 0,

7x1 − x2 + 4x3 − 3x4 = 15,

x1 + x2 − 2x3 − x4 = −3.

Řešení:

(A|b) =











1 2 −3 1 −5
2 3 −1 2 0

7 −1 4 −3 15

1 1 −2 −1 −3











∼1











1 2 −3 1 −5
0 −1 5 0 10

0 −15 25 −10 50

0 −1 1 −2 2











∼2 . . .

· · · ∼2











1 0 7 3 15

0 −1 5 0 10

0 3 −5 2 −10
0 −1 1 −2 2











∼3











1 0 7 3 15

0 −1 5 0 10

0 0 10 2 20

0 0 4 2 8











∼4











1 0 7 3 15

0 −1 5 0 10

0 0 5 1 10

0 0 2 1 4











∼5 . . .

· · · ∼5











−5 0 0 −8 −5
0 −1 0 −1 0

0 0 5 1 10

0 0 0 3 0











∼6











−15 0 0 0 −15
0 −3 0 0 0

0 0 −15 0 −30
0 0 0 3 0











∼7











1 0 0 0 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 2

0 0 0 1 0











.

Daľśı
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Příklad 10.2.2
Gaussovou-Jordanovou metodou řešte soustavu rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = −5,
2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 0,

7x1 − x2 + 4x3 − 3x4 = 15,

x1 + x2 − 2x3 − x4 = −3.

Řešení:
Ekvivalentńı úpravy:
∼1: Od druhého řádku jsme odečetli dvojnásobek prvńıho, od třet́ıho řádku jsme odečetli
sedminásobek prvńıho a od čtvrtého řádku jsme prvńı odečetli.
∼2: K prvńımu řádku jsme přičetli dvojnásobek druhého řádku, třet́ı řádek jsme vydělili
č́ıslem −5.
∼3: K třet́ımu řádku jsme přičetli trojnásobek druhého, k (-1)krát čtvrtému řádku jsme
přičetli druhý.
∼4: Vydělili jsme třet́ı a čtvrtý řádek č́ıslem 2.
∼5: K (-5)tinásobku prvńıho řádku jsme přičetli sedminásobek třet́ıho, od druhého řádku
jsme odečetli třet́ı, od pětinásobku čtvrtého řádku jsme odečetli dvojnásobek třet́ıho.
∼6: K trojnásobku prvńıho řádku jsme přičetli osminásobek čtvrtého, k trojnásobku
druhého jsme přičetli čtvrtý a k (-3)násobku třet́ıho jsme přičetli posledńı řádek.
∼7: Nakonec vyděĺıme každý řádek diagonálńım prvkem, abychom źıskali na diagonále
jedničky.
Soustava má právě jedno řešeńı x = (1, 0, 2, 0)T.

Zpět
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Příklad 10.2.2
Gaussovou-Jordanovou metodou řešte soustavu rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = −5,
2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 0,

7x1 − x2 + 4x3 − 3x4 = 15,

x1 + x2 − 2x3 − x4 = −3.

Maple:
> with(linalg):
> A := array(
[[1,2,-3,1,-5],[2,3,-1,2,0],[7,-1,4,-3,15],[1,1,-2, -1,-3]] );

A :=











1 2 −3 1 −5
2 3 −1 2 0

7 −1 4 −3 15

1 1 −2 −1 −3











> B:=gaussjord(A);

B :=











1 0 0 0 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 2

0 0 0 1 0











> x:=vector(4,[]);

x := array(1..4, [])

Daľśı
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Příklad 10.2.2
Gaussovou-Jordanovou metodou řešte soustavu rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = −5,
2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 0,

7x1 − x2 + 4x3 − 3x4 = 15,

x1 + x2 − 2x3 − x4 = −3.

Maple:
> for i to 4 do x[i] := B[i,5]; end do:

> print(x);

[1, 0, 2, 0]

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.108/139



Příklad 10.2.2
Gaussovou-Jordanovou metodou řešte soustavu rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = −5,
2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 0,

7x1 − x2 + 4x3 − 3x4 = 15,

x1 + x2 − 2x3 − x4 = −3.

Mathematica:
Definujeme rozš́ı̌renou matici soustavy a provedeme Gaussovu-Jordanovu eliminaci:

Ab = {{1, 2,−3, 1,−5}, {2, 3,−1, 2, 0}, {7,−1, 4,−3, 15},Ab = {{1, 2,−3, 1,−5}, {2, 3,−1, 2, 0}, {7,−1, 4,−3, 15},Ab = {{1, 2,−3, 1,−5}, {2, 3,−1, 2, 0}, {7,−1, 4,−3, 15},
{1, 1,−2,−1,−3}}{1, 1,−2,−1,−3}}{1, 1,−2,−1,−3}}
{{1, 2,−3, 1,−5}, {2, 3,−1, 2, 0},
{7,−1, 4,−3, 15}, {1, 1,−2,−1,−3}}
B = RowReduce[Ab]B = RowReduce[Ab]B = RowReduce[Ab]

{{1, 0, 0, 0, 1}, {0, 1, 0, 0, 0},
{0, 0, 1, 0, 2}, {0, 0, 0, 1, 0}}
B//MatrixFormB//MatrixFormB//MatrixForm










1 0 0 0 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 2

0 0 0 1 0











reseni = Transpose[B][[5]]reseni = Transpose[B][[5]]reseni = Transpose[B][[5]]

{1, 0, 2, 0}

Zpět
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Inverzní matice

• Př́ıklad 10.3.1 Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

4x1 + 3x2 + x3 = 7,

2x1 + x2 + 3x3 = 7,

x1 − 4x2 − 4x3 = 7.

• Př́ıklad 10.3.2 Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

2x1 + x2 − 3x3 = −4,
x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + x3 = 5.

Výsledek znázorněte graficky.

Zpět
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Příklad 10.3.1
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

4x1 + 3x2 + x3 = 7,

2x1 + x2 + 3x3 = 7,

x1 − 4x2 − 4x3 = 7.

? Zpět
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Příklad 10.3.1
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

4x1 + 3x2 + x3 = 7,

2x1 + x2 + 3x3 = 7,

x1 − 4x2 − 4x3 = 7.

Výsledek:
x1 = 3, x2 = −2, x3 = 1 .

Zpět
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Příklad 10.3.1
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

4x1 + 3x2 + x3 = 7,

2x1 + x2 + 3x3 = 7,

x1 − 4x2 − 4x3 = 7.

Návod:
Nejprve ověř́ıme, že matice soustavy je regulárńı, pak vypočteme inverzńı matici, kterou
zprava vynásob́ıme vektorem pravé strany.

Zpět
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Příklad 10.3.1
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

4x1 + 3x2 + x3 = 7,

2x1 + x2 + 3x3 = 7,

x1 − 4x2 − 4x3 = 7.

Řešení:

Matice A =







4 3 1

2 1 3

1 −4 −4






je regulárńı, protože (determinant je poč́ıtán rozvojem

podle prvńıho sloupce)

detA = 4 · (−1)1+1
∣

∣

∣

∣

∣

1 3

−4 −4

∣

∣

∣

∣

∣

+ 2 · (−1)2+1
∣

∣

∣

∣

∣

3 1

−4 −4

∣

∣

∣

∣

∣

+ 1 · (−1)3+1
∣

∣

∣

∣

∣

3 1

1 3

∣

∣

∣

∣

∣

=

= 4(−4 + 12)− 2(−12 + 4) + 1(9− 1) = 56 6= 0.

Nyńı vypočteme inverzńı matici pomoćı Gaussovy-Jordanovy metody:







4 3 1 1 0 0

2 1 3 0 1 0

1 −4 −4 0 0 1






∼1






4 3 1 1 0 0

0 1 −5 1 −2 0

0 19 17 1 0 −4






∼2






4 0 16 −2 6 0

0 1 −5 1 −2 0

0 0 112 −18 38 −4






. . .

Daľśı
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Příklad 10.3.1
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

4x1 + 3x2 + x3 = 7,

2x1 + x2 + 3x3 = 7,

x1 − 4x2 − 4x3 = 7.

Řešení:

· · · ∼3






−28 0 0 −4 −4 −4
0 112 0 22 −34 −20
0 0 112 −18 38 −4






∼4

















1 0 0
1

7

1

7

1

7

0 1 0
11

56
−17
56

− 5
28

0 0 1 − 9
56

19

56
− 1
28

















.

Ekvivalentńı úpravy:
∼1: (-2)krát 2.̌rádek + 1. řádek, (-4)krát 3. řádek + 1. řádek; ∼2: 1.̌rádek + (-3)krát 2.
řádek, 3. řádek + (-19)krát 2. řádek;
∼3: (-7)krát 1.̌rádek + 3. řádek, 112krát 2. řádek + 5krát 3. řádek; ∼4: vyděleńı každého
řádku diagonálńım prvkem.
Tedy

A
−1
=
1

56







8 8 8

11 −17 −10
−9 19 −2






a konečně

x = A−1
b =

1

56







8 8 8

11 −17 −10
−9 19 −2













7

7

7






=
1

56







56 + 56 + 56

77− 119− 70
−63 + 133− 14






=







3

−2
1






.

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.110/139



Příklad 10.3.1
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

4x1 + 3x2 + x3 = 7,

2x1 + x2 + 3x3 = 7,

x1 − 4x2 − 4x3 = 7.

Maple:
> with(linalg):

> A := array( [[4,3,1],[2,1,3],[1,-4,-4]] );

A :=







4 3 1

2 1 3

1 −4 −4







> det(A);

56

> B:=inverse(A);

B :=

















1

7

1

7

1

7
11

56

−17
56

−5
28

−9
56

19

56

−1
28

















Daľśı
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Příklad 10.3.1
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

4x1 + 3x2 + x3 = 7,

2x1 + x2 + 3x3 = 7,

x1 − 4x2 − 4x3 = 7.

Maple:
> b:=vector([[7],[7],[7]]);

b := [[7], [7], [7]]

> x:=B&*b;

x := B&∗ b

> evalm(x);






3

−2
1







Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.110/139



Příklad 10.3.1
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

4x1 + 3x2 + x3 = 7,

2x1 + x2 + 3x3 = 7,

x1 − 4x2 − 4x3 = 7.

Mathematica:
A = {{4, 3, 1}, {2, 1, 3}, {1,−4,−4}};A = {{4, 3, 1}, {2, 1, 3}, {1,−4,−4}};A = {{4, 3, 1}, {2, 1, 3}, {1,−4,−4}};
b = {7, 7, 7};b = {7, 7, 7};b = {7, 7, 7};
A1 = Inverse[A]A1 = Inverse[A]A1 = Inverse[A]
{{

1
7 , 17 , 17

}

,
{

11
56 ,− 17

56 ,− 5
28

}

,
{

− 9
56 , 1956 ,− 1

28

}}

Inverzńı matice je tedy tvaru:

A1//MatrixFormA1//MatrixFormA1//MatrixForm






1
7

1
7

1
7

11
56 − 17

56 − 5
28

− 9
56

19
56 − 1

28







Řešeńı:

x = A1.bx = A1.bx = A1.b

{3,−2, 1}

Zpět
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Příklad 10.3.2
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

2x1 + x2 − 3x3 = −4,
x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + x3 = 5.

Výsledek znázorněte graficky.

? Zpět
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Příklad 10.3.2
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

2x1 + x2 − 3x3 = −4,
x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + x3 = 5.

Výsledek znázorněte graficky.

Výsledek:
x1 = 2, x2 = 1, x3 = 3 . Graficky úloha představuje pr̊unik tř́ı rovin. V tomto př́ıpadě je
pr̊unikem bod - viz Maple.

Zpět
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Příklad 10.3.2
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

2x1 + x2 − 3x3 = −4,
x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + x3 = 5.

Výsledek znázorněte graficky.

Návod:
Nejprve ověř́ıme, že matice soustavy je regulárńı, pak vypočteme inverzńı matici, kterou
zprava vynásob́ıme vektorem pravé strany.

Zpět
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Příklad 10.3.2
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

2x1 + x2 − 3x3 = −4,
x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + x3 = 5.

Výsledek znázorněte graficky.

Řešení:
Matice A =







2 1 −3
1 1 1

1 0 1






je regulárńı (detA 6= 0).

detA = 1 · (−1)3+1
∣

∣

∣

∣

∣

1 −3
1 1

∣

∣

∣

∣

∣

+ 1 · (−1)3+3
∣

∣

∣

∣

∣

2 1

1 1

∣

∣

∣

∣

∣

= 1(1 + 3) + 1(2− 1) = 5 6= 0.

Nyńı vypočteme inverzńı matici pomoćı Gaussovy-Jordanovy metody:







2 1 −3 1 0 0

1 1 1 0 1 0

1 0 1 0 0 1






∼1







2 1 −3 1 0 0

0 −1 −5 1 −2 0

0 1 −5 1 0 −2






∼2







2 0 −8 2 −2 0

0 −1 −5 1 −2 0

0 0 −10 2 −2 −2







· · · ∼3






1 0 −4 1 −1 0

0 −1 −5 1 −2 0

0 0 −5 1 −1 −1






∼4







5 0 0 1 −1 4

0 −1 0 0 −1 1

0 0 −5 1 −1 −1






∼5 . . .

Daľśı
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Příklad 10.3.2
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

2x1 + x2 − 3x3 = −4,
x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + x3 = 5.

Výsledek znázorněte graficky.

Řešení:

· · · ∼5













1 0 0
1

5
−1
5

4

5

0 1 0 0 1 −1
0 0 1 − 1

5

1

5

1

5













.

Ekvivalentńı úpravy:
∼1: (-2)krát 2.̌rádek + 1. řádek, (-2)krát 3. řádek + 1. řádek;
∼2: 1.̌rádek + 2. řádek, 3. řádek + 2. řádek;
∼3: prvńı a třet́ı řádek vyděĺıme 2;
∼4: 5krát 1.̌rádek + (-4)krát 3. řádek, 2. řádek - 3. řádek;
∼5: vyděleńı každého řádku diagonálńım prvkem.
Tedy

A
−1 =

1

5







1 −1 4

0 5 −5
−1 1 1






a konečně

Daľśı
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Příklad 10.3.2
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

2x1 + x2 − 3x3 = −4,
x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + x3 = 5.

Výsledek znázorněte graficky.

Řešení:

x = A
−1
b =

1

5







1 −1 4

0 5 −5
−1 1 1













−4
6

5






=
1

5







−4− 6 + 20
0 + 30− 25
4 + 6 + 5






=







2

1

3






.

Graficky úloha představuje pr̊unik tř́ı rovin. V tomto př́ıpadě je pr̊unikem bod. Grafické
řešeńı - viz. Maple.

Zpět
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Příklad 10.3.2
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

2x1 + x2 − 3x3 = −4,
x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + x3 = 5.

Výsledek znázorněte graficky.

Maple:
> with(linalg): with(plots):

> A := array( [[2,1,-3],[1,1,1],[1,0,1]] );

A :=







2 1 −3
1 1 1

1 0 1







> det(A);

5

> B:=inverse(A);

B :=













1

5

−1
5

4

5

0 1 −1
−1
5

1

5

1

5













Daľśı
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Příklad 10.3.2
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

2x1 + x2 − 3x3 = −4,
x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + x3 = 5.

Výsledek znázorněte graficky.

Maple:
> b:=array([[-4],[6],[5]]);

b :=







−4
6

5







> x:=evalm(B&*b);

x :=







2

1

3







Graficky představuje řešeńı soustavy tř́ı rovnic o třech neznámých hledáńı pr̊usečnice tř́ı
rovin, které jsou zadány obecnými rovnicemi odpov́ıdaj́ıćımi řádk̊um rozš́ı̌rené matice
soustavy. Protože soustava má právě jedno řešeńı, maj́ı tyto tři roviny jeden společný
bod.

> implicitplot3d( {2*x+y-3*z=-4,x+y+z=6,x+z=5 },x=1..3,y=0..2,z=2..4,
axes=boxed);

Daľśı
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Příklad 10.3.2
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

2x1 + x2 − 3x3 = −4,
x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + x3 = 5.

Výsledek znázorněte graficky.

Maple:

1
1.5

2
2.5

3

x

0
0.5

1
1.5

2

y

2

2.5

3

3.5

4

z

Zpět
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Příklad 10.3.2
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

2x1 + x2 − 3x3 = −4,
x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + x3 = 5.

Výsledek znázorněte graficky.

Mathematica:
A = {{2, 1,−3}, {1, 1, 1}, {1, 0, 1}};A = {{2, 1,−3}, {1, 1, 1}, {1, 0, 1}};A = {{2, 1,−3}, {1, 1, 1}, {1, 0, 1}};
b = {4, 6, 5};b = {4, 6, 5};b = {4, 6, 5};
A1 = Inverse[A]A1 = Inverse[A]A1 = Inverse[A]
{{

1
5 ,− 1

5 , 45
}

, {0, 1,−1},
{

− 1
5 , 15 , 15

}}

Inverzńı matice je tedy tvaru:

A1//MatrixFormA1//MatrixFormA1//MatrixForm






1
5 − 1

5
4
5

0 1 −1
− 1
5

1
5

1
5







Inverzńı matice pomoćı Gaussovy-Jordánovy eliminace:

AE = {{2, 1,−3, 1, 0, 0}, {1, 1, 1, 0, 1, 0},AE = {{2, 1,−3, 1, 0, 0}, {1, 1, 1, 0, 1, 0},AE = {{2, 1,−3, 1, 0, 0}, {1, 1, 1, 0, 1, 0},
{1, 0, 1, 0, 0, 1}};{1, 0, 1, 0, 0, 1}};{1, 0, 1, 0, 0, 1}};

Daľśı
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Příklad 10.3.2
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

2x1 + x2 − 3x3 = −4,
x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + x3 = 5.

Výsledek znázorněte graficky.

Mathematica:
RowReduce[AE]//MatrixFormRowReduce[AE]//MatrixFormRowReduce[AE]//MatrixForm






1 0 0 1
5 − 1

5
4
5

0 1 0 0 1 −1
0 0 1 − 1

5
1
5

1
5







x = A1.bx = A1.bx = A1.b
{

18
5 , 1, 75

}

Graficky představuje řešeńı soustavy tř́ı rovnic o třech neznámých hledáńı pr̊usečnice tř́ı
rovin, které jsou zadány obecnými rovnicemi odpov́ıdaj́ıćımi řádk̊um rozš́ı̌rené matice
soustavy. Protože soustava má právě jedno řešeńı, maj́ı tyto tři roviny jeden společný
bod.

r1 = 4− 2x1 − x2;r1 = 4− 2x1 − x2;r1 = 4− 2x1 − x2;
r2 = 6− x2 − x1;r2 = 6− x2 − x1;r2 = 6− x2 − x1;
r3 = 5− x1;r3 = 5− x1;r3 = 5− x1;

Daľśı
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Příklad 10.3.2
Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu rovnic

2x1 + x2 − 3x3 = −4,
x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + x3 = 5.

Výsledek znázorněte graficky.

Mathematica:
g1 = Plot3D[r1, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},g1 = Plot3D[r1, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},g1 = Plot3D[r1, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];
g2 = Plot3D[r2, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},g2 = Plot3D[r2, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},g2 = Plot3D[r2, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];
g3 = Plot3D[r3, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},g3 = Plot3D[r3, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},g3 = Plot3D[r3, {x1,−2, 2}, {x2,−2, 2},DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];

Show[{g1, g2, g3}, DisplayFunction → $DisplayFunction,Show[{g1, g2, g3}, DisplayFunction → $DisplayFunction,Show[{g1, g2, g3}, DisplayFunction → $DisplayFunction,
BoxRatios → {1, 1, 1}, AxesLabel → {x1, x2, x3}];BoxRatios → {1, 1, 1}, AxesLabel → {x1, x2, x3}];BoxRatios → {1, 1, 1}, AxesLabel → {x1, x2, x3}];

-2
-1

0
1

2
x1

-2

-1

0
1

2
x2

0

5

10

x3

-2
-1

0
1

2
x1

-2

-1

0
1

2
x2

Zpět
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Cramerovo pravidlo

• Př́ıklad 10.4.1 Cramerovým pravidlem řešte soustavu rovnic

5x1 + 6x2 = −3,
4x1 − 3x2 = 1.

• Př́ıklad 10.4.2 Pomoćı Cramerova pravidla řešte soustavu rovnic

5x1 − 6x2 + 4x3 = 3,

3x1 + 2x3 = 5,

4x1 − 5x2 + 2x3 = 1.

Zpět
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Příklad 10.4.1
Cramerovým pravidlem řešte soustavu rovnic

5x1 + 6x2 = −3,
4x1 − 3x2 = 1.

? Zpět
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Příklad 10.4.1
Cramerovým pravidlem řešte soustavu rovnic

5x1 + 6x2 = −3,
4x1 − 3x2 = 1.

Výsledek:

x1 = − 1
13

, x2 = −17
39

.

Zpět
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Příklad 10.4.1
Cramerovým pravidlem řešte soustavu rovnic

5x1 + 6x2 = −3,
4x1 − 3x2 = 1.

Návod:
Vypočteme př́ıslušné determinanty D, D1 a D2 a jednotlivé složky řešeńı

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
.

Zpět
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Příklad 10.4.1
Cramerovým pravidlem řešte soustavu rovnic

5x1 + 6x2 = −3,
4x1 − 3x2 = 1.

Řešení:

D = detA =

∣

∣

∣

∣

∣

5 6

4 −3

∣

∣

∣

∣

∣

= −15− 24 = −39,

D1 = detA1 =

∣

∣

∣

∣

∣

−3 6

1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

= 9− 6 = 3, D2 = detA2 =

∣

∣

∣

∣

∣

5 −3
4 1

∣

∣

∣

∣

∣

= 5 + 12 = 17.

x1 =
D1

D
= − 3

39
= − 1

13
, x2 =

D2

D
= −17

39
.

Zpět
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Příklad 10.4.1
Cramerovým pravidlem řešte soustavu rovnic

5x1 + 6x2 = −3,
4x1 − 3x2 = 1.

Maple:
> with(linalg):

> x1:=det(array([[-3,6],[1,-3]]))/det(array( [[5,6],[4 ,-3]] ));

x1 :=
−1
13

> x2:=det(array([[5,-3],[4,1]]))/det(array( [[5,6],[4, -3]] ));

x2 :=
−17
39

Zpět
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Příklad 10.4.1
Cramerovým pravidlem řešte soustavu rovnic

5x1 + 6x2 = −3,
4x1 − 3x2 = 1.

Mathematica:
A = {{5, 6}, {4,−3}}A = {{5, 6}, {4,−3}}A = {{5, 6}, {4,−3}}
{{5, 6}, {4,−3}}
A1 = {{−3, 6}, {1,−3}}A1 = {{−3, 6}, {1,−3}}A1 = {{−3, 6}, {1,−3}}
{{−3, 6}, {1,−3}}
A2 = {{5,−3}, {4, 1}}A2 = {{5,−3}, {4, 1}}A2 = {{5,−3}, {4, 1}}
{{5,−3}, {4, 1}}
x1 = Det[A1]/Det[A1]x1 = Det[A1]/Det[A1]x1 = Det[A1]/Det[A1]

1

x2 = Det[A2]/Det[A1]x2 = Det[A2]/Det[A1]x2 = Det[A2]/Det[A1]
17
3

x = {x1, x2}x = {x1, x2}x = {x1, x2}
{

1, 173
}

Zpět
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Příklad 10.4.2
Pomoćı Cramerova pravidla řešte soustavu rovnic

5x1 − 6x2 + 4x3 = 3,

3x1 + 2x3 = 5,

4x1 − 5x2 + 2x3 = 1.

? Zpět
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Příklad 10.4.2
Pomoćı Cramerova pravidla řešte soustavu rovnic

5x1 − 6x2 + 4x3 = 3,

3x1 + 2x3 = 5,

4x1 − 5x2 + 2x3 = 1.

Výsledek:

x = (x1, x2, x3)
T = (1, 1, 1)T.

Zpět
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Příklad 10.4.2
Pomoćı Cramerova pravidla řešte soustavu rovnic

5x1 − 6x2 + 4x3 = 3,

3x1 + 2x3 = 5,

4x1 − 5x2 + 2x3 = 1.

Návod:
Vypočteme př́ıslušné determinanty D, D1, D2 a D3 a jednotlivé složky řešeńı

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, x3 =

D3

D
.

Zpět
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Příklad 10.4.2
Pomoćı Cramerova pravidla řešte soustavu rovnic

5x1 − 6x2 + 4x3 = 3,

3x1 + 2x3 = 5,

4x1 − 5x2 + 2x3 = 1.

Řešení:
Vypočteme determinanty D (rozvojem podle 2. řádku), D1 (rozvojem podle 2. řádku),
D2 (rozvojem podle 1. řádku) a D3 (rozvojem podle 2. řádku):

D = det

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 −6 4

3 0 2

4 −5 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −3
∣

∣

∣

∣

∣

−6 4

−5 2

∣

∣

∣

∣

∣

−2
∣

∣

∣

∣

∣

5 −6
4 −5

∣

∣

∣

∣

∣

= −3(−12+20)−2(−25+24) = −22.

D1 = det

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 −6 4

5 0 2

1 −5 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −5
∣

∣

∣

∣

∣

−6 4

−5 2

∣

∣

∣

∣

∣

−2
∣

∣

∣

∣

∣

3 −6
1 −5

∣

∣

∣

∣

∣

= −5(−12+20)−2(−15+6) = −22.

D2 = det

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 3 4

3 5 2

4 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 5

∣

∣

∣

∣

∣

5 2

1 2

∣

∣

∣

∣

∣

−3
∣

∣

∣

∣

∣

3 2

4 2

∣

∣

∣

∣

∣

+4

∣

∣

∣

∣

∣

3 5

4 1

∣

∣

∣

∣

∣

= 5·8−3·(−2)+4·(−17) = −22.

Daľśı
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Příklad 10.4.2
Pomoćı Cramerova pravidla řešte soustavu rovnic

5x1 − 6x2 + 4x3 = 3,

3x1 + 2x3 = 5,

4x1 − 5x2 + 2x3 = 1.

Řešení:

D3 = det

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 −6 3

3 0 5

4 −5 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −3
∣

∣

∣

∣

∣

−6 3

−5 1

∣

∣

∣

∣

∣

−5
∣

∣

∣

∣

∣

5 −6
4 −5

∣

∣

∣

∣

∣

= −3(−6+15)−5(−25+24) = −22.

x1 =
D1

D
= 1, x2 =

D2

D
= 1, x3 =

D3

D
= 1.

Zpět
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Příklad 10.4.2
Pomoćı Cramerova pravidla řešte soustavu rovnic

5x1 − 6x2 + 4x3 = 3,

3x1 + 2x3 = 5,

4x1 − 5x2 + 2x3 = 1.

Maple:
> with(linalg):

> A := array( [[5,-6,4],[3,0,2],[4,-5,2]] );

A :=







5 −6 4

3 0 2

4 −5 2







> A1 := array( [[3,-6,4],[5,0,2],[1,-5,2]] );

A1 :=







3 −6 4

5 0 2

1 −5 2







> A2 := array( [[5,3,4],[3,5,2],[4,1,2]] );

A2 :=







5 3 4

3 5 2

4 1 2







Daľśı

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.114/139



Příklad 10.4.2
Pomoćı Cramerova pravidla řešte soustavu rovnic

5x1 − 6x2 + 4x3 = 3,

3x1 + 2x3 = 5,

4x1 − 5x2 + 2x3 = 1.

Maple:
> A3 := array( [[5,-6,3],[3,0,5],[4,-5,1]] );

A3 :=







5 −6 3

3 0 5

4 −5 1







> x1:=det(A1)/det(A); x2:=det(A2)/det(A); x3:=det(A3)/d et(A);

x1 := 1

x2 := 1

x3 := 1

Zpět
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Příklad 10.4.2
Pomoćı Cramerova pravidla řešte soustavu rovnic

5x1 − 6x2 + 4x3 = 3,

3x1 + 2x3 = 5,

4x1 − 5x2 + 2x3 = 1.

Mathematica:
A = {{5,−6, 4}, {3, 0, 2}, {4,−5, 2}}A = {{5,−6, 4}, {3, 0, 2}, {4,−5, 2}}A = {{5,−6, 4}, {3, 0, 2}, {4,−5, 2}}
{{5,−6, 4}, {3, 0, 2}, {4,−5, 2}}
A1 = {{3,−6, 4}, {5, 0, 2}, {1,−5, 2}}A1 = {{3,−6, 4}, {5, 0, 2}, {1,−5, 2}}A1 = {{3,−6, 4}, {5, 0, 2}, {1,−5, 2}}
{{3,−6, 4}, {5, 0, 2}, {1,−5, 2}}
A2 = {{5, 3, 4}, {3, 5, 2}, {4, 1, 2}}A2 = {{5, 3, 4}, {3, 5, 2}, {4, 1, 2}}A2 = {{5, 3, 4}, {3, 5, 2}, {4, 1, 2}}
{{5, 3, 4}, {3, 5, 2}, {4, 1, 2}}
A3 = {{5,−6, 3}, {3, 0, 5}, {4,−5, 1}}A3 = {{5,−6, 3}, {3, 0, 5}, {4,−5, 1}}A3 = {{5,−6, 3}, {3, 0, 5}, {4,−5, 1}}
{{5,−6, 3}, {3, 0, 5}, {4,−5, 1}}
x1 = Det[A1]/Det[A1];x1 = Det[A1]/Det[A1];x1 = Det[A1]/Det[A1];

x2 = Det[A2]/Det[A1];x2 = Det[A2]/Det[A1];x2 = Det[A2]/Det[A1];

x3 = Det[A3]/Det[A1];x3 = Det[A3]/Det[A1];x3 = Det[A3]/Det[A1];

x = {x1, x2, x3}x = {x1, x2, x3}x = {x1, x2, x3}
{1, 1, 1}

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.114/139



Geometrie v Rn zvláště v R3
• Euklidovský prostor Rn

• Norma, úhel vektor̊u, skalárńı a vektorový součin

• Parametrické rovnice př́ımky

• Parametrické rovnice roviny

• Obecná rovnice roviny

Zpět
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Euklidovský prostor Rn

• Př́ıklad 11.1.1 Určete vektor ~v =
−−→
AB = B − A s počátečńım bodem A = (2, 3, 0) a

koncovým bodem B = (9, 9, 1).

• Př́ıklad 11.1.2 Určete vzdálenost bod̊u A = (2, 3, 0) a B = (9, 9, 1).

Zpět
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Příklad 11.1.1

Určete vektor ~v =
−−→
AB = B − A s počátečńım bodem A = (2, 3, 0) a koncovým bodem

B = (9, 9, 1).

Zpět
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Příklad 11.1.1

Určete vektor ~v =
−−→
AB = B − A s počátečńım bodem A = (2, 3, 0) a koncovým bodem

B = (9, 9, 1).

Výsledek:
~v = (7, 6, 1).

Zpět
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Příklad 11.1.1

Určete vektor ~v =
−−→
AB = B − A s počátečńım bodem A = (2, 3, 0) a koncovým bodem

B = (9, 9, 1).

Řešení:
~v =

−−→
AB = B − A = (9, 9, 1)− (2, 3, 0) = (7, 6, 1).

Zpět
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Příklad 11.1.1

Určete vektor ~v =
−−→
AB = B − A s počátečńım bodem A = (2, 3, 0) a koncovým bodem

B = (9, 9, 1).

Maple:
> a:=<2,3,0>;

a :=







2

3

0







> b:=<9,9,1>;

b :=







9

9

1







> v:=b-a;

v :=







7

6

1







Zpět
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Příklad 11.1.1

Určete vektor ~v =
−−→
AB = B − A s počátečńım bodem A = (2, 3, 0) a koncovým bodem

B = (9, 9, 1).

Mathematica:
a = {2, 3, 0}a = {2, 3, 0}a = {2, 3, 0}

{2, 3, 0}

b = {9, 9, 1}b = {9, 9, 1}b = {9, 9, 1}

{9, 9, 1}

v = b − av = b − av = b − a

{7, 6, 1}

Zpět
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Příklad 11.1.2
Určete vzdálenost bod̊u A = (2, 3, 0) a B = (9, 9, 1).

Zpět
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Příklad 11.1.2
Určete vzdálenost bod̊u A = (2, 3, 0) a B = (9, 9, 1).

Výsledek:

Vzdálenost bod̊u A a B je ρ(A, B) =
√
86

.
= 9,27.

Zpět
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Příklad 11.1.2
Určete vzdálenost bod̊u A = (2, 3, 0) a B = (9, 9, 1).

Řešení:
ρ(A, B) =

√

(9− 2)2 + (9− 3)2 + (1− 0)2 =
√
86

.
= 9,27.

Zpět
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Příklad 11.1.2
Určete vzdálenost bod̊u A = (2, 3, 0) a B = (9, 9, 1).

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> a:=<2,3,0>;

a :=







2

3

0







> b:=<9,9,1>;

b :=







9

9

1







> v:=b-a;

v :=







7

6

1







> r:=Norm(v,2);

r :=
√
86

> evalf(r);

9.273618495

Zpět
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Příklad 11.1.2
Určete vzdálenost bod̊u A = (2, 3, 0) a B = (9, 9, 1).

Mathematica:
a = {2, 3, 0}a = {2, 3, 0}a = {2, 3, 0}

{2, 3, 0}

b = {9, 9, 1}b = {9, 9, 1}b = {9, 9, 1}

{9, 9, 1}

v = b − av = b − av = b − a

{7, 6, 1}

r = Norm[v]r = Norm[v]r = Norm[v]
√
86

N [r]N [r]N [r]

9.27362

Zpět
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Norma, úhel vektor̊u, skalární a vektorový součin

• Př́ıklad 11.2.1 Spočtěte skalárńı součin vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

• Př́ıklad 11.2.2 Spočtěte normu vektoru ~v = (2, 3, 4).

• Př́ıklad 11.2.3 Spočtěte úhel vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

• Př́ıklad 12.2.4 Najděte jednotkový vektor př́ıslušný k vektoru ~v = (6, 0, 8).

• Př́ıklad 12.2.5 Najděte pravoúhlou složku vektoru ~u = (1, 1, 5) ve směru vektoru
~v = (6, 0, 8).

• Př́ıklad 12.2.6 Spočtěte vektorový součin vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

• Př́ıklad 12.2.7 Spočtěte smı́̌sený součin vektor̊u ~a = (7, 4, 5), ~b = (2, 8, 3) a
~c = (1, 9, 6).

Zpět
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Příklad 11.2.1
Spočtěte skalárńı součin vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Zpět
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Příklad 11.2.1
Spočtěte skalárńı součin vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Výsledek:
Skalárńı součin vektor̊u ~u, ~v je ~u · ~v = 27.

Zpět
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Příklad 11.2.1
Spočtěte skalárńı součin vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Řešení:
~u · ~v = (3, 2, 4) · (1, 2, 5) = 3× 1 + 2× 2 + 4× 5 = 27.

Zpět
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Příklad 11.2.1
Spočtěte skalárńı součin vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> u:=<3,2,4>;

u :=







3

2

4







> v:=<1,2,5>;

v :=







1

2

5







> u.v;

27

Zpět
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Příklad 11.2.1
Spočtěte skalárńı součin vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Mathematica:
u = {3, 2, 4}u = {3, 2, 4}u = {3, 2, 4}

{3, 2, 4}

v = {1, 2, 5}v = {1, 2, 5}v = {1, 2, 5}

{1, 2, 5}

u.vu.vu.v

27

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.120/139



Příklad 11.2.2
Spočtěte normu vektoru ~v = (2, 3, 4).

Zpět
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Příklad 11.2.2
Spočtěte normu vektoru ~v = (2, 3, 4).

Výsledek:

Norma vektoru ~v je ||~v|| =
√
29

.
= 5,385.

Zpět
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Příklad 11.2.2
Spočtěte normu vektoru ~v = (2, 3, 4).

Řešení:
||~v|| =

√
22 + 32 + 42 =

√
29.

Zpět
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Příklad 11.2.2
Spočtěte normu vektoru ~v = (2, 3, 4).

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> v:=<2,3,4>;

v :=







2

3

4







> r:=Norm(v,2);

r :=
√
29

> evalf(r);

5.385164807

Zpět
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Příklad 11.2.2
Spočtěte normu vektoru ~v = (2, 3, 4).

Mathematica:
v = {2, 3, 4}v = {2, 3, 4}v = {2, 3, 4}

{2, 3, 4}

r = Norm[v]r = Norm[v]r = Norm[v]
√
29

N [r]N [r]N [r]

5.38516

Zpět
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Příklad 11.2.3
Spočtěte úhel vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Zpět
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Příklad 11.2.3
Spočtěte úhel vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Výsledek:

Úhel vektor̊u ~u, ~v je ϕ
.
= 24◦.

Zpět
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Příklad 11.2.3
Spočtěte úhel vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Řešení:

ϕ = arccos
~u · ~v

||~u|| ||~v||
= arccos

3× 1 + 2× 2 + 4× 5
√
32 + 22 + 42

√
12 + 22 + 52

=

= arccos(9

√

3

290
)

.
= 0,414 rad

.
= 24◦.

Zpět
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Příklad 11.2.3
Spočtěte úhel vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> u:=<3,2,4>;

u :=







3

2

4







> v:=<1,2,5>;

v :=







1

2

5







> uhel:=arccos(u.v/( Norm(u,2)*Norm(v,2) ));

uhel := arccos(
9
√
29

√
30

290
)

> evalf(uhel);

0.4143312975

Zpět
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Příklad 11.2.3
Spočtěte úhel vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Mathematica:
u = {3, 2, 4}u = {3, 2, 4}u = {3, 2, 4}

{3, 2, 4}

v = {1, 2, 5}v = {1, 2, 5}v = {1, 2, 5}

{1, 2, 5}

uhel = ArcCos[u.v/(Norm[u] ∗ Norm[v])]uhel = ArcCos[u.v/(Norm[u] ∗ Norm[v])]uhel = ArcCos[u.v/(Norm[u] ∗ Norm[v])]

ArcCos[9
√

3
290 ]

N [uhel]N [uhel]N [uhel]

0.414331

N [uhel ∗ 180/Pi]N [uhel ∗ 180/Pi]N [uhel ∗ 180/Pi]

23.7394

Zpět
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Příklad 11.2.4
Najděte jednotkový vektor př́ıslušný k vektoru ~v = (6, 0, 8).

Zpět
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Příklad 11.2.4
Najděte jednotkový vektor př́ıslušný k vektoru ~v = (6, 0, 8).

Výsledek:
Jednotkový vektor př́ıslušný k vektoru ~v = (6, 0, 8) je vektor ~v0 = (3/5, 0, 4/5).

Zpět
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Příklad 11.2.4
Najděte jednotkový vektor př́ıslušný k vektoru ~v = (6, 0, 8).

Řešení:
Př́ıslušný jednotkový vektor je

~v0 =
1

||~v||
~v =

1√
62 + 02 + 82

(6, 0, 8) =
1

10
(6, 0, 8) = (3/5, 0, 4/5).

Zpět
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Příklad 11.2.4
Najděte jednotkový vektor př́ıslušný k vektoru ~v = (6, 0, 8).

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> v:=<6,0,8>;

v :=







6

0

8







> v0:=v/Norm(v,2);

v0 :=













3

5

0
4

5













Zpět
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Příklad 11.2.4
Najděte jednotkový vektor př́ıslušný k vektoru ~v = (6, 0, 8).

Mathematica:
v = {6, 0, 8}v = {6, 0, 8}v = {6, 0, 8}

{6, 0, 8}

v0 = v/Norm[v]v0 = v/Norm[v]v0 = v/Norm[v]

{ 35 , 0, 45}

Zpět
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Příklad 11.2.5
Najděte pravoúhlou složku vektoru ~u = (1, 1, 5) ve směru vektoru ~v = (6, 0, 8).

Zpět
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Příklad 11.2.5
Najděte pravoúhlou složku vektoru ~u = (1, 1, 5) ve směru vektoru ~v = (6, 0, 8).

Výsledek:
Pravoúhlá složka vektoru ~u ve směru vektoru ~v je
~p = (69/25, 0, 92/25).

Zpět
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Příklad 11.2.5
Najděte pravoúhlou složku vektoru ~u = (1, 1, 5) ve směru vektoru ~v = (6, 0, 8).

Řešení:

~p =
~u · ~v

~v · ~v
~v =

1× 6 + 1× 0 + 5× 8
62 + 02 + 82

(6, 0, 8) = (69/25, 0, 92/25).

Zpět
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Příklad 11.2.5
Najděte pravoúhlou složku vektoru ~u = (1, 1, 5) ve směru vektoru ~v = (6, 0, 8).

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> u:=<1,1,5>;

u :=







1

1

5







> v:=<6,0,8>;

v :=







6

0

8







> p:=u.v/(v.v)*v;

p :=













69

25

0
92

25













Zpět
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Příklad 11.2.5
Najděte pravoúhlou složku vektoru ~u = (1, 1, 5) ve směru vektoru ~v = (6, 0, 8).

Mathematica:
u = {1, 1, 5}u = {1, 1, 5}u = {1, 1, 5}

{1, 1, 5}

v = {6, 0, 8}v = {6, 0, 8}v = {6, 0, 8}

{6, 0, 8}

p = u.v/(v.v) ∗ vp = u.v/(v.v) ∗ vp = u.v/(v.v) ∗ v

{ 6925 , 0, 9225}

Zpět
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Příklad 11.2.6
Spočtěte vektorový součin vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Zpět
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Příklad 11.2.6
Spočtěte vektorový součin vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Výsledek:
Vektorový součin vektor̊u ~u, ~v je ~u × ~v = (2,−11, 4).

Zpět
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Příklad 11.2.6
Spočtěte vektorový součin vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Řešení:

~u × ~v =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~ı ~ ~k

3 2 4

1 2 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (2× 5− 4× 2, 4× 1− 3× 5, 3× 2− 2× 1) = (2,−11, 4).

Zpět
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Příklad 11.2.6
Spočtěte vektorový součin vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> u:=<3,2,4>;

u :=







3

2

4







> v:=<1,2,5>;

v :=







1

2

5







> w:=CrossProduct(u,v);

w :=







2

−11
4







Zpět
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Příklad 11.2.6
Spočtěte vektorový součin vektor̊u ~u = (3, 2, 4) a ~v = (1, 2, 5).

Mathematica:
u = {3, 2, 4}u = {3, 2, 4}u = {3, 2, 4}

{3, 2, 4}

v = {1, 2, 5}v = {1, 2, 5}v = {1, 2, 5}

{1, 2, 5}

w = Cross[u, v]w = Cross[u, v]w = Cross[u, v]

{2,−11, 4}

Zpět
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Příklad 11.2.7
Spočtěte smı́̌sený součin vektor̊u ~a = (7, 4, 5), ~b = (2, 8, 3) a ~c = (1, 9, 6).

Zpět
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Příklad 11.2.7
Spočtěte smı́̌sený součin vektor̊u ~a = (7, 4, 5), ~b = (2, 8, 3) a ~c = (1, 9, 6).

Výsledek:

Smı́̌sený součin vektor̊u ~a, ~b a ~c je 161.

Zpět
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Příklad 11.2.7
Spočtěte smı́̌sený součin vektor̊u ~a = (7, 4, 5), ~b = (2, 8, 3) a ~c = (1, 9, 6).

Řešení:

V = ~a · (~b × ~c) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

7 4 5

2 8 3

1 9 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 161

Zpět
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Příklad 11.2.7
Spočtěte smı́̌sený součin vektor̊u ~a = (7, 4, 5), ~b = (2, 8, 3) a ~c = (1, 9, 6).

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> a:=<7,4,5>;

a :=







7

4

5







> b:=<2,8,3>;

b :=







2

8

3







> c:=<1,9,6>;

c :=







1

9

6







> v:=a.CrossProduct(b,c);

v := 161

Zpět
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Příklad 11.2.7
Spočtěte smı́̌sený součin vektor̊u ~a = (7, 4, 5), ~b = (2, 8, 3) a ~c = (1, 9, 6).

Mathematica:
a = {7, 4, 5}a = {7, 4, 5}a = {7, 4, 5}

{7, 4, 5}

b = {2, 8, 3}b = {2, 8, 3}b = {2, 8, 3}

{2, 8, 3}

c = {1, 9, 6}c = {1, 9, 6}c = {1, 9, 6}

{1, 9, 6}

v = a.Cross[b, c]v = a.Cross[b, c]v = a.Cross[b, c]

161

Můžeme také použ́ıt determinant: v = Det[{a, b, c}]v = Det[{a, b, c}]v = Det[{a, b, c}]

161

Zpět
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Parametrické rovnice přímky

• Př́ıklad 11.3.1 Určete parametrické rovnice př́ımky AB, je-li A = (1, 2, 4),
B = (2, 5, 3).

• Př́ıklad 11.3.2 Určete společné body př́ımek AB a CD, je-li A = (3, 4, 3)
B = (4, 5, 5) C = (8, 0, 10) D = (12,−2, 16).

• Př́ıklad 11.3.3 Určete vzájemnou polohu př́ımek AB a CD, je-li A = (1, 2, 4),
B = (2, 5, 3), C = (8, 9, 1) a D = (6, 4, 7).

• Př́ıklad 11.3.4 Určete souřadnice těžǐstě T trojúhelńıku ABC, kde A = (4, 2, 8),
B = (3, 7, 1), C = (8, 9, 6).

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.127/139



Příklad 11.3.1
Určete parametrické rovnice př́ımky AB, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3).

Zpět
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Příklad 11.3.1
Určete parametrické rovnice př́ımky AB, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3).

Výsledek:
Parametrické rovnice př́ımky jsou

x = 1 + t

y = 2 + 3t

z = 4− t, t ∈ R.

Zpět
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Příklad 11.3.1
Určete parametrické rovnice př́ımky AB, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3).

Řešení:
Obecný bod př́ımky AB je
X(t) = A+ t(B − A) = (1, 2, 4) + t(2− 1, 5− 2, 3− 4) = (1, 2, 4) + t(1, 3, −1).
Parametrické rovnice př́ımky jsou

x = 1 + t

y = 2 + 3t

z = 4− t, t ∈ R.

Zpět
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Příklad 11.3.1
Určete parametrické rovnice př́ımky AB, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3).

Maple:
> a:=<1,2,4>: b:=<2,5,3>: x:=a+t*(b-a);

x :=







1 + t

2 + 3 t

4− t







Zpět
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Příklad 11.3.1
Určete parametrické rovnice př́ımky AB, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3).

Mathematica:
a = {1, 2, 4}; b = {2, 5, 3};x = a+ t ∗ (b − a)a = {1, 2, 4}; b = {2, 5, 3};x = a+ t ∗ (b − a)a = {1, 2, 4}; b = {2, 5, 3};x = a + t ∗ (b − a)

{1 + t, 2 + 3t, 4− t}

Zpět
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Příklad 11.3.2
Určete společné body př́ımek AB a CD, je-li A = (3, 4, 3) B = (4, 5, 5) C = (8, 0, 10)
D = (12,−2, 16).

Zpět
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Příklad 11.3.2
Určete společné body př́ımek AB a CD, je-li A = (3, 4, 3) B = (4, 5, 5) C = (8, 0, 10)
D = (12,−2, 16).

Výsledek:
Př́ımky maj́ı jediný společný bod P = (2, 3, 1).

Zpět
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Příklad 11.3.2
Určete společné body př́ımek AB a CD, je-li A = (3, 4, 3) B = (4, 5, 5) C = (8, 0, 10)
D = (12,−2, 16).

Řešení:
Obecný bod př́ımky AB je X(t) = A+ t(B − A) a obecný bod př́ımky CD je
Y (s) = C + s(D − C). Soustava třech lineárńıch rovnic o dvou neznámých t, s

X(t) = Y (s),

tedy

3 + t = 8 + 4s

4 + t = −2s
3 + 2t = 10 + 6s

má jediné řešeńı t = −1, s = −3/2, takže př́ımky maj́ı jediný společný bod P = (2, 3, 1).

Zpět
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Příklad 11.3.2
Určete společné body př́ımek AB a CD, je-li A = (3, 4, 3) B = (4, 5, 5) C = (8, 0, 10)
D = (12,−2, 16).

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> a:=<3,4,3>: b:=<4,5,5>: c:=<8,0,10>: d:=<12,-2,16>:

> m:=<b-a|c-d|c-a>:

> r:=LinearSolve(m);

r :=





−1
−3
2





> p:=a+r[1]*(b-a);

p :=







2

3

1







Zpět
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Příklad 11.3.2
Určete společné body př́ımek AB a CD, je-li A = (3, 4, 3) B = (4, 5, 5) C = (8, 0, 10)
D = (12,−2, 16).

Mathematica:
a = {3, 4, 3}; b = {4, 5, 5}; c = {8, 0, 10};a = {3, 4, 3}; b = {4, 5, 5}; c = {8, 0, 10};a = {3, 4, 3}; b = {4, 5, 5}; c = {8, 0, 10};d = {12,−2, 16};d = {12,−2, 16};d = {12,−2, 16};

x = a+ t(b − a); y = c+ s(d − c);x = a+ t(b − a); y = c+ s(d − c);x = a+ t(b − a); y = c+ s(d − c);

r = Solve[x == y]r = Solve[x == y]r = Solve[x == y]

{{s → − 3
2 , t → −1}}

p = x/.rp = x/.rp = x/.r

{{2, 3, 1}}

p = y/.rp = y/.rp = y/.r

{{2, 3, 1}}

Zpět
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Příklad 11.3.3
Určete vzájemnou polohu př́ımek AB a CD, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3), C = (8, 9, 1)
a D = (6, 4, 7).

Zpět

Sbírka příkladůMatematika I pro strukturované studium – p.130/139



Příklad 11.3.3
Určete vzájemnou polohu př́ımek AB a CD, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3), C = (8, 9, 1)
a D = (6, 4, 7).

Výsledek:

Př́ımky jsou mimoběžné, jejich vzdálenost je v =
√

600
31

.
= 4,4.

Zpět
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Příklad 11.3.3
Určete vzájemnou polohu př́ımek AB a CD, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3), C = (8, 9, 1)
a D = (6, 4, 7).

Řešení:
Nejdř́ıve zjist́ıme, maj́ı-li př́ımky společné body. Obecný bod př́ımky AB je
X(t) = A+ t(B − A) a obecný bod př́ımky CD je Y (s) = C + s(D − C). Soustava

X(t) = Y (s)

třech lineárńıch rovnic o dvou neznámých t, s nemá řešeńı, protože hodnost matice
soustavy

M1 =







1 2

3 5

−1 −6







je 2, zat́ımco hodnost rozš́ı̌rené matice

M2 =







1 2 7

3 5 7

−1 −6 −3







je 3, takže př́ımky nemaj́ı žádný společný bod, což je typický př́ıpad pro dvě př́ımky v
prostoru dimenze větš́ı než 2.

Daľśı
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Příklad 11.3.3
Určete vzájemnou polohu př́ımek AB a CD, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3), C = (8, 9, 1)
a D = (6, 4, 7).

Řešení:
Mohou být tedy rovnoběžné nebo mimoběžné. To rozhodneme porovnáńım jejich

směrových vektor̊u
−−→
AB a

−−→
CD. Ty tvoř́ı sloupce matice M1. Jej́ı hodnost je 2, tedy

směrové vektory jsou lineárně nezávislé a př́ımky jsou mimoběžné. Vzdálenost př́ımek
urč́ıme jako odmocninu z minima funkce dvou proměnných

w(t, s) = (X(t)− Y (s)) · (X(t)− Y (s)).

Zpět
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Příklad 11.3.3
Určete vzájemnou polohu př́ımek AB a CD, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3), C = (8, 9, 1)
a D = (6, 4, 7).

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> a:=<1,2,4>: b:=<2,5,3>: c:=<8,9,1>: d:=<6,4,7>:

> x:=a+t*(b-a): y:=c+s*(d-c):

> m1:=<b-a|c-d>;

m1 :=







1 2

3 5

−1 −6







> m2:=<b-a|c-d|c-a>;

m2 :=







1 2 7

3 5 7

−1 −6 −3







> Rank(m1);

2

> Rank(m2);

3

Daľśı
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Příklad 11.3.3
Určete vzájemnou polohu př́ımek AB a CD, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3), C = (8, 9, 1)
a D = (6, 4, 7).

Maple:
> w:=minimize((x-y).(x-y));

w :=
600

31
> v:=evalf(sqrt(w));

v := 4.399413452

Zpět
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Příklad 11.3.3
Určete vzájemnou polohu př́ımek AB a CD, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3), C = (8, 9, 1)
a D = (6, 4, 7).

Mathematica:
a = {1, 2, 4}; b = {2, 5, 3}; c = {8, 9, 1};a = {1, 2, 4}; b = {2, 5, 3}; c = {8, 9, 1};a = {1, 2, 4}; b = {2, 5, 3}; c = {8, 9, 1};d = {6, 4, 7};d = {6, 4, 7};d = {6, 4, 7};

x = a+ t ∗ (b − a); y = c+ s ∗ (d − c);x = a+ t ∗ (b − a); y = c+ s ∗ (d − c);x = a+ t ∗ (b − a); y = c+ s ∗ (d − c);

m1 = {b − a, c − d}m1 = {b − a, c − d}m1 = {b − a, c − d}

{{1, 3,−1}, {2, 5,−6}}

m2 = {b − a, c − d, c − a}m2 = {b − a, c − d, c − a}m2 = {b − a, c − d, c − a}

{{1, 3,−1}, {2, 5,−6}, {7, 7,−3}}

MatrixRank[m1]MatrixRank[m1]MatrixRank[m1]

2

MatrixRank[m2]MatrixRank[m2]MatrixRank[m2]

3

w = Minimize[(x − y).(x − y), {t, s}]w = Minimize[(x − y).(x − y), {t, s}]w = Minimize[(x − y).(x − y), {t, s}]

{ 60031 , {t → 79
31 , s → 4

31}}

v = N [Sqrt[w[[1]]]]v = N [Sqrt[w[[1]]]]v = N [Sqrt[w[[1]]]]

4.39941

Zpět
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Příklad 11.3.4
Určete souřadnice těžǐstě T trojúhelńıku ABC, kde A = (4, 2, 8), B = (3, 7, 1),
C = (8, 9, 6).

Zpět
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Příklad 11.3.4
Určete souřadnice těžǐstě T trojúhelńıku ABC, kde A = (4, 2, 8), B = (3, 7, 1),
C = (8, 9, 6).

Výsledek:
Těžǐstě má souřadnice T = (5, 6, 5).

Zpět
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Příklad 11.3.4
Určete souřadnice těžǐstě T trojúhelńıku ABC, kde A = (4, 2, 8), B = (3, 7, 1),
C = (8, 9, 6).

Řešení:
T = (A+ B + C)/3 = ((4 + 3 + 8)/3, (2 + 7 + 9)/3, (8 + 1 + 6)/3) = (5, 6, 5).

Zpět
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Příklad 11.3.4
Určete souřadnice těžǐstě T trojúhelńıku ABC, kde A = (4, 2, 8), B = (3, 7, 1),
C = (8, 9, 6).

Maple:
> a:=<4,2,8>: b:=<3,7,1>: c:=<8,9,6>:

> t:=(a+b+c)/3;

t :=







5

6

5







Zpět
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Příklad 11.3.4
Určete souřadnice těžǐstě T trojúhelńıku ABC, kde A = (4, 2, 8), B = (3, 7, 1),
C = (8, 9, 6).

Mathematica:
a = {4, 2, 8}; b = {3, 7, 1}; c = {8, 9, 6};a = {4, 2, 8}; b = {3, 7, 1}; c = {8, 9, 6};a = {4, 2, 8}; b = {3, 7, 1}; c = {8, 9, 6};

t = (a+ b+ c)/3t = (a+ b+ c)/3t = (a+ b+ c)/3

{5, 6, 5}

Zpět
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Parametrické rovnice roviny

• Př́ıklad 11.4.1 Určete parametrické rovnice roviny ABC, je-li A = (1, 2, 4),
B = (2, 5, 3), C = (6, 2, 8).

• Př́ıklad 11.4.2 Určete společné body roviny ABC a př́ımky DE, je-li A = (4, 2, 7),
B = (1, 9, 4), C = (2, 5, 0), D = (3, 6, 8), E = (9, 1, 7).

Zpět
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Příklad 11.4.1
Určete parametrické rovnice roviny ABC, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3), C = (6, 2, 8).

Zpět
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Příklad 11.4.1
Určete parametrické rovnice roviny ABC, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3), C = (6, 2, 8).

Výsledek:
Parametrické rovnice roviny ABC jsou

x = 1 + t+ 5s

y = 2 + 3t

z = 4− t + 4s, t, s ∈ R.

Zpět
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Příklad 11.4.1
Určete parametrické rovnice roviny ABC, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3), C = (6, 2, 8).

Řešení:
Obecný bod roviny ABC je X(t) = A+ t(B − A) + s(C − A) =
(1, 2, 4)+ t(2−1, 5−2, 3−4)+s(6−1, 2−2, 8−4) = (1, 2, 4)+ t(1, 3, −1)+s(5, 0, 4).
Parametrické rovnice roviny ABC jsou

x = 1 + t+ 5s

y = 2 + 3t

z = 4− t + 4s, t, s ∈ R.

Zpět
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Příklad 11.4.1
Určete parametrické rovnice roviny ABC, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3), C = (6, 2, 8).

Maple:
> a:=<1,2,4>: b:=<2,5,3>: c:=<6,2,8>: x:=a+t*(b-a)+s*(c- a);

x :=







1 + t+ 5 s

2 + 3 t

4− t+ 4 s







Zpět
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Příklad 11.4.1
Určete parametrické rovnice roviny ABC, je-li A = (1, 2, 4), B = (2, 5, 3), C = (6, 2, 8).

Mathematica:
a = {1, 2, 4}; b = {2, 5, 3}; c = {6, 2, 8};a = {1, 2, 4}; b = {2, 5, 3}; c = {6, 2, 8};a = {1, 2, 4}; b = {2, 5, 3}; c = {6, 2, 8};x = a+ t ∗ (b − a) + s ∗ (c − a)x = a+ t ∗ (b − a) + s ∗ (c − a)x = a+ t ∗ (b − a) + s ∗ (c − a)

{1 + 5s+ t, 2 + 3t, 4 + 4s − t}

Zpět
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Příklad 11.4.2
Určete společné body roviny ABC a př́ımky DE, je-li A = (4, 2, 7), B = (1, 9, 4),
C = (2, 5, 0), D = (3, 6, 8), E = (9, 1, 7).

Zpět
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Příklad 11.4.2
Určete společné body roviny ABC a př́ımky DE, je-li A = (4, 2, 7), B = (1, 9, 4),
C = (2, 5, 0), D = (3, 6, 8), E = (9, 1, 7).

Výsledek:
Rovina a př́ımka maj́ı jediný společný bod P = (42/17, 219/34, 275/34).

Zpět
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Příklad 11.4.2
Určete společné body roviny ABC a př́ımky DE, je-li A = (4, 2, 7), B = (1, 9, 4),
C = (2, 5, 0), D = (3, 6, 8), E = (9, 1, 7).

Řešení:
Obecný bod roviny ABC je X(t, s) = A+ t(B − A) + s(C − A) a obecný bod př́ımky DE
je Y (u) = D + u(E − D). Soustava třech lineárńıch rovnic o třech neznámých t, s, u

X(t, s) = Y (u),

tedy

4− 2s − 3t = 3 + 6u

2 + 3s+ 7t = 6− 5u
7− 7s − 3t = 8− u

má jediné řešeńı t = 73/85, s = −89/170, u = −3/34, takže rovina a př́ımka maj́ı jediný
společný bod P = (42/17, 219/34, 275/34).

Zpět
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Příklad 11.4.2
Určete společné body roviny ABC a př́ımky DE, je-li A = (4, 2, 7), B = (1, 9, 4),
C = (2, 5, 0), D = (3, 6, 8), E = (9, 1, 7).

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> a:=<4,2,7>: b:=<1,9,4>: c:=<2,5,0>: d:=<3,6,8>: e:=<9,1 ,7>:

> m:=<b-a|c-a|d-e|d-a>:

> r:=LinearSolve(m);

r :=

















73

85
−89
170
−3
34

















> pr:=a+r[1]*(b-a)+r[2]*(c-a);

pr :=

















42

17
219

34
275

34

















Daľśı
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Příklad 11.4.2
Určete společné body roviny ABC a př́ımky DE, je-li A = (4, 2, 7), B = (1, 9, 4),
C = (2, 5, 0), D = (3, 6, 8), E = (9, 1, 7).

Maple:
> pp:=d+r[3]*(e-d);

pp :=

















42

17
219

34
275

34

















Zpět
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Příklad 11.4.2
Určete společné body roviny ABC a př́ımky DE, je-li A = (4, 2, 7), B = (1, 9, 4),
C = (2, 5, 0), D = (3, 6, 8), E = (9, 1, 7).

Mathematica:
a = {4, 2, 7}; b = {1, 9, 4}; c = {2, 5, 0}; d = {3, 6, 8};a = {4, 2, 7}; b = {1, 9, 4}; c = {2, 5, 0}; d = {3, 6, 8};a = {4, 2, 7}; b = {1, 9, 4}; c = {2, 5, 0}; d = {3, 6, 8};e = {9, 1, 7};e = {9, 1, 7};e = {9, 1, 7};

x = a+ t(b − a) + s(c − a); y = d+ u(e − d);x = a+ t(b − a) + s(c − a); y = d+ u(e − d);x = a+ t(b − a) + s(c − a); y = d+ u(e − d);

r = Solve[x == y]r = Solve[x == y]r = Solve[x == y]

{{s → − 89
170 , t → 73

85 , u → − 3
34}}

x/.rx/.rx/.r

{{ 4217 , 21934 , 27534 }}

y/.ry/.ry/.r

{{ 4217 , 21934 , 27534 }}

Zpět
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Obecná rovnice roviny

• Př́ıklad 11.5.1 Určete vzdálenost bodu A = (3, 2, 7) od roviny σ, jej́ıž obecná rovnice
je 5x + 2y − z + 9 = 0.

• Př́ıklad 11.5.2 Najděte obecnou rovnici roviny σ procházej́ıćı body A = (3, 7, 2),
B = (2, 1, 0), C = (5, 8, 4).

• Př́ıklad 11.5.3 Vypočtěte vzdálenost bodu A od př́ımky BC, je-li A = (0, 5, 1),
B = (2, 3, 9), C = (4, 7, 6).

• Př́ıklad 11.5.4 Určete bod S souměrně sdružený s bodem P = (3,−1, 0) podle
roviny ABC procházej́ıćı body A = (−1, 5, 0), B = (3,−2, 1), C = (0, 2, 4).

Zpět
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Příklad 11.5.1
Určete vzdálenost bodu A = (3, 2, 7) od roviny σ, jej́ıž obecná rovnice je
5x+ 2y − z + 9 = 0.

Zpět
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Příklad 11.5.1
Určete vzdálenost bodu A = (3, 2, 7) od roviny σ, jej́ıž obecná rovnice je
5x+ 2y − z + 9 = 0.

Výsledek:

Vzdálenost bodu A od roviny σ je 7
√

3
10

.
= 3,83.

Zpět
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Příklad 11.5.1
Určete vzdálenost bodu A = (3, 2, 7) od roviny σ, jej́ıž obecná rovnice je
5x+ 2y − z + 9 = 0.

Řešení:
Vzdálenost bodu A = (x0, y0, z0) od roviny σ s obecnou rovnićı
~n · X + d = 0, kde ~n = (a, b, c) je normálový vektor roviny, je

v(A, σ) =
|~n · A+ d|

||~n||
=

|(a, b, c) · (x0, y0, z0) + d|
||(a, b, c)||

=
|ax0 + by0 + cz0 + d|√

a2 + b2 + c2
=

=
|5× 3 + 2× 2− 7 + 9|
√

52 + 22 + (−1)2
= 7

√

3

10

.
= 3,83.

Zpět
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Příklad 11.5.1
Určete vzdálenost bodu A = (3, 2, 7) od roviny σ, jej́ıž obecná rovnice je
5x+ 2y − z + 9 = 0.

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> a:=<3,2,7>: n:=<5,2,-1>: d:=9: v:=abs(n.a+d)/Norm(n,2) ;

v :=
7
√
30

10
> evalf(v);

3.834057902

Zpět
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Příklad 11.5.1
Určete vzdálenost bodu A = (3, 2, 7) od roviny σ, jej́ıž obecná rovnice je
5x+ 2y − z + 9 = 0.

Mathematica:
a = {3, 2, 7};n = {5, 2,−1}; d = 9;a = {3, 2, 7};n = {5, 2,−1}; d = 9;a = {3, 2, 7};n = {5, 2,−1}; d = 9;v = Abs[n.a+ d]/Norm[n]v = Abs[n.a+ d]/Norm[n]v = Abs[n.a+ d]/Norm[n]

7
√

3
10

N [v]N [v]N [v]

3.83406

Zpět
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Příklad 11.5.2
Najděte obecnou rovnici roviny σ procházej́ıćı body A = (3, 7, 2), B = (2, 1, 0),
C = (5, 8, 4).

Zpět
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Příklad 11.5.2
Najděte obecnou rovnici roviny σ procházej́ıćı body A = (3, 7, 2), B = (2, 1, 0),
C = (5, 8, 4).

Výsledek:
Obecná rovnice roviny je −10x − 2y + 11z + 22 = 0.

Zpět
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Příklad 11.5.2
Najděte obecnou rovnici roviny σ procházej́ıćı body A = (3, 7, 2), B = (2, 1, 0),
C = (5, 8, 4).

Řešení:
Normálový vektor roviny je kolný na každý vektor roviny, tedy i na vektory−−→
AB = B − A = (−1,−6,−2) a

−→
AC = C − A = (2, 1, 2). To splňuje vektorový součin

−−→
AB × −→

AC =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~ı ~ ~k

−1 −6 −2
2 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−10,−2, 11).

Absolutńı člen d v rovnici −10x − 2y + 11z + d = 0 urč́ıme dosazeńım souřadnic
libovolného z bod̊u A, B nebo C, např. A: d = −~n · A = −(−10,−2, 11) · (3, 7, 2) = 22.
Obecná rovnice roviny je potom −10x − 2y + 11z + 22 = 0.

Zpět
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Příklad 11.5.2
Najděte obecnou rovnici roviny σ procházej́ıćı body A = (3, 7, 2), B = (2, 1, 0),
C = (5, 8, 4).

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> n:=CrossProduct(b-a,c-a);

n :=







−10
−2
11







> d:=-n.a;

d := 22

Zpět
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Příklad 11.5.2
Najděte obecnou rovnici roviny σ procházej́ıćı body A = (3, 7, 2), B = (2, 1, 0),
C = (5, 8, 4).

Mathematica:
a = {3, 7, 2}; b = {2, 1, 0}; c = {5, 8, 4};a = {3, 7, 2}; b = {2, 1, 0}; c = {5, 8, 4};a = {3, 7, 2}; b = {2, 1, 0}; c = {5, 8, 4};

n = Cross[(b − a), (c − a)]n = Cross[(b − a), (c − a)]n = Cross[(b − a), (c − a)]

{−10,−2, 11}

d = −n.ad = −n.ad = −n.a

22

Zpět
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Příklad 11.5.3
Vypočtěte vzdálenost bodu A od př́ımky BC, je-li A = (0, 5, 1), B = (2, 3, 9),
C = (4, 7, 6).

Zpět
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Příklad 11.5.3
Vypočtěte vzdálenost bodu A od př́ımky BC, je-li A = (0, 5, 1), B = (2, 3, 9),
C = (4, 7, 6).

Výsledek:

Vzdálenost bodu A od př́ımky BC je 2
√

326
29

.
= 6,7.

Zpět
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Příklad 11.5.3
Vypočtěte vzdálenost bodu A od př́ımky BC, je-li A = (0, 5, 1), B = (2, 3, 9),
C = (4, 7, 6).

Řešení:
Obecný bod př́ımky BC je

X(t) = B + t(C − B).

Směrový vektor
−−→
BC = C − B této př́ımky je současně normálový vektor roviny kolmé na

př́ımku BC. Tedy obecná rovnice roviny σ kolmé na př́ımku BC jdoućı bodem A je

(C − B) · X = (C − B) · A.

Pozor! Tuto rovnici nelze závorkou (C − B) vydělit, protože nejde o součin č́ısel, ale o
skalárńı součin vektor̊u. Tato rovnice neř́ıká, že X se rovná A, ale pouze, že pr̊umět X do
(C − B) se rovná pr̊umětu A do (C − B). V d̊usledku toho nelze ve zlomćıch krátit
vektor, který se objevuje ve skalárńım součinu.
Hodnotu parametru t odpov́ıdaj́ıćı pr̊useč́ıku př́ımky BC s rovninou σ najdeme z rovnice

(C − B) · (B + t(C − B)) = (C − B) · A

(C − B) · B + t(C − B) · (C − B) = (C − B) · A

t =
(C − B) · (A − B)

(C − B) · (C − B)
.

Daľśı
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Příklad 11.5.3
Vypočtěte vzdálenost bodu A od př́ımky BC, je-li A = (0, 5, 1), B = (2, 3, 9),
C = (4, 7, 6).

Řešení:
Tuto hodnotu parametru t dosad́ıme do parametrické rovnice př́ımky BC a dostaneme
bod P př́ımky BC, který je nejbĺıže bodu A

P = B +
(C − B) · (A − B)

(C − B) · (C − B)
(C − B).

Potom vzdálenost v bodu A od př́ımky BC je rovna vzdálenosti bodu A od bodu P

v = ||AP || = ||P − A|| = ||B − A+
(C − B) · (A − B)

(C − B) · (C − B)
(C − B)||.

Tento obecný výsledek je vhodný při použit́ı poč́ıtače, protože potom stač́ı zadat pouze
souřadnice daných bod̊u a tento výsledný vztah.

Zpět
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Příklad 11.5.3
Vypočtěte vzdálenost bodu A od př́ımky BC, je-li A = (0, 5, 1), B = (2, 3, 9),
C = (4, 7, 6).

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> a:=<0,5,1>: b:=<2,3,9>: c:=<4,7,6>:

> p:=b+((c-b).(a-b))*(c-b)/((c-b).(c-b));

p :=

















114

29
199

29
177

29

















> v:=Norm(p-a,2);

v :=
2
√
9454

29
> evalf(v);

6.705633247

Zpět
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Příklad 11.5.3
Vypočtěte vzdálenost bodu A od př́ımky BC, je-li A = (0, 5, 1), B = (2, 3, 9),
C = (4, 7, 6).

Mathematica:
a = {0, 5, 1}; b = {2, 3, 9}; c = {4, 7, 6};a = {0, 5, 1}; b = {2, 3, 9}; c = {4, 7, 6};a = {0, 5, 1}; b = {2, 3, 9}; c = {4, 7, 6};

p = b+ ((c − b).(a − b)) ∗ (c − b)/((c − b).(c − b))p = b+ ((c − b).(a − b)) ∗ (c − b)/((c − b).(c − b))p = b+ ((c − b).(a − b)) ∗ (c − b)/((c − b).(c − b))

{ 11429 , 19929 , 17729 }

v = Norm[p − a]v = Norm[p − a]v = Norm[p − a]

2
√

326
29

N [v]N [v]N [v]

6.70563

Zpět
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Příklad 11.5.4
Určete bod S souměrně sdružený s bodem P = (3,−1, 0) podle roviny ABC procházej́ıćı
body A = (−1, 5, 0), B = (3,−2, 1), C = (0, 2, 4).

Zpět
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Příklad 11.5.4
Určete bod S souměrně sdružený s bodem P = (3,−1, 0) podle roviny ABC procházej́ıćı
body A = (−1, 5, 0), B = (3,−2, 1), C = (0, 2, 4).

Výsledek:
Bod S má souřadnice S = (17/7, −47/35, −4/35).

Zpět
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Příklad 11.5.4
Určete bod S souměrně sdružený s bodem P = (3,−1, 0) podle roviny ABC procházej́ıćı
body A = (−1, 5, 0), B = (3,−2, 1), C = (0, 2, 4).

Řešení:
Nejprve najdeme normálový vektor ~n roviny ABC

~n =
−−→
AB × −→

AC.

Obecná rovnice roviny ABC je
~n · X = ~n · A.

Bodem P vedeme př́ımku p kolmou k rovině ABC

X(t) = P + t~n.

Najdeme hodnotu parametru tR př́ıslušej́ıćı pr̊useč́ıku R př́ımky p s rovinou ABC

~n · (P + t~n) = ~n · A

tR =
~n · (A − P )

~n · ~n
.

Daľśı
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Příklad 11.5.4
Určete bod S souměrně sdružený s bodem P = (3,−1, 0) podle roviny ABC procházej́ıćı
body A = (−1, 5, 0), B = (3,−2, 1), C = (0, 2, 4).

Řešení:
Hodnota parametru tS př́ıslušej́ıćı bodu S bude

tS = 2tR.

Potom bod S bude

S = P + tS~n = P + 2
~n · (A − P )

~n · ~n
~n.

Tento zp̊usob výpočtu, kdy nejprve najdeme obecný výsledek a teprve potom dosad́ıme
konkrétńı č́ıselné hodnoty, je vhodný při použit́ı poč́ıtače.

Zpět
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Příklad 11.5.4
Určete bod S souměrně sdružený s bodem P = (3,−1, 0) podle roviny ABC procházej́ıćı
body A = (−1, 5, 0), B = (3,−2, 1), C = (0, 2, 4).

Maple:
> with(LinearAlgebra):

> p:=<3,-1,0>: a:=<-1,5,0>: b:=<3,-2,1>: c:=<0,2,4>:

> n:=CrossProduct(b-a,c-a):

> s:=p+2*(n.(a-p))/(n.n)*n;

s :=

















17

7
−47
35
−4
35

















Zpět
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Příklad 11.5.4
Určete bod S souměrně sdružený s bodem P = (3,−1, 0) podle roviny ABC procházej́ıćı
body A = (−1, 5, 0), B = (3,−2, 1), C = (0, 2, 4).

Mathematica:
p = {3,−1, 0}; a = {−1, 5, 0}; b = {3,−2, 1};p = {3,−1, 0}; a = {−1, 5, 0}; b = {3,−2, 1};p = {3,−1, 0};a = {−1, 5, 0}; b = {3,−2, 1};c = {0, 2, 4};c = {0, 2, 4};c = {0, 2, 4};

n = Cross[b − a, c − a];n = Cross[b − a, c − a];n = Cross[b − a, c − a];

s = p+ 2(n.(a − p))/(n.n)ns = p + 2(n.(a − p))/(n.n)ns = p + 2(n.(a − p))/(n.n)n

{ 177 ,− 47
35 ,− 4

35}

Zpět
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