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10. Soustavy lineárnı́ch DR
s konstantnı́mi koeficienty.

Řešenı́ lineárnı́ch soustav DR pomocı́ vlastnı́ch čı́sel,
vlastnı́ch a zobecněných vlastnı́ch vektorů.

Fázové portréty lineárnı́ch soustav v rovině



Povinná látka. Bude v pı́semkách a bude se zkoušet při ústnı́ zkoušce
(žádné označenı́)

F Přı́klady k procvičenı́ - dobrovolné

F Pro studenty, kteřı́ chtějı́ vědět vı́c. Tato látka se nebude přednášet,
nebude v pı́semkách, nebude se zkoušet.
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Několik připomenutı́ úvodem

Lineárnı́ soustavy diferenciálnı́ch rovnic vznikajı́ jako modely systémů, ve
kterých je vstup přı́mo úměrný výstupu.

Lineárnı́ zobrazenı́
Necht’ U,V jsou lineárnı́ prostory. Zobrazenı́ L : U −→ V je lineárnı́⇐⇒

1 L(u + v) = L(u) + L(v) ∀u, v ∈ U,
2 L(cu) = c L(u) ∀u ∈ U ∀c ∈ R .

Přı́klad Necht’ zobrazenı́ L : C2(I) −→ C(I) je dáno předpisem
L(f ) = αf ′′ + βf ′ + γf . L je diferenciálnı́ operátor 2. řádu. Ukažte, že je
lineárnı́.

1 f , g ∈ C2(I),L(f + g) = α(f + g)′′ + β(f + g)′ + γ(f + g) = α(f ′′ + g′′) +
β(f ′ + g′) + γ(f + g) = αf ′′ + βf ′ + γf + αg′′ + βg′ + γg = L(f ) + L(g) .

2 f ∈ C2(I), c ∈ R,L(cf ) = (cf )′′ + (cf )′ + (cf ) = cf ′′ + cf ′ + cf =
c(f ′′ + f ′ + f ) = c L(f ) .

Cvičenı́ Obdobně ukažte, že zobrazenı́ L : U −→ V definované předpisem

L(f ) =
∫ b

a
f dx je lineárnı́. Co jsou v tomto přı́padě prostory U a V?
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Lineárnı́ zobrazenı́ v konečné dimenzi

Věta Zobrazenı́ L : Rn −→ Rm je lineárnı́⇐⇒ je reprezentováno maticı́

Am×n, t.j. Lx = Ax, x ∈ Rn, Ax ∈ Rm .

Aplikace na soustavu lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic
Je-li f : Rn −→ Rn lineárnı́ zobrazenı́, je

fi(x) =
n∑

j=1

aijxj pro i = 1, . . . , n, A = {aij}n
i,j=1, t.j. An×n .

Pak vektorové pole je zadáno maticově:

f(x) = Ax, x ∈ Rn,

a diferenciálnı́ rovnice má tvar

dx
dt

= Ax .
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F Harmonický oscilátor

Přı́klad Harmonický oscilátor modeluje pohyb hmoty připevněné k pružině.
Na pružinu působı́ (lineárnı́) sı́la F = −k(x − L), kde L je délka pružiny v
rovnovážném stavu, k je materiálový koeficient.

Newtonův zákon pohybu pro pružinu má
tvar mẍ = F = −k(x − L) . . . diferenciálnı́
rovnice 2. řádu, ale nenı́ lineárnı́, ale pouze
afinnı́, protože v rovnici pro vektorové pole
F je člen kL a rovnice je lineárnı́ pouze pro
kL = 0. Přesto můžeme rovnici zlinearizo-
vat odečtenı́m rovnovážného stavu x∗ = L:
Necht’ ξ = x − x∗ je odchylka od ekvi-
libria. Pak ξ̇ = ẋ a ξ̈ = ẍ . Dostaneme

mξ̈ = −k(x − x∗) =⇒ ξ̈ = − k
m
· ξ.
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F

Lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici 2. řádu

ξ̈ = − k
m
· ξ. (1)

převedeme na soustavu dvou diferenciálnı́ch rovnic 1. řádu:

ξ̇ = η

η̇ = ξ̈ = − k
m
ξ

t.j.
d
dt

(
ξ
η

)
=

(
0 1

− k
m

0

) (
ξ
η

)
. (2)

Cvičenı́ Vyřešte rovnici (1) jako lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici 2. řádu a rovnici
(2) jako soustavu dvou diferenciálnı́ch rovnic 1. řádu a řešenı́ porovnejte.

Poznámka: Vlastnı́ čı́sla matice soustavy:

det
(
−λ 1
− k

m −λ

)
= λ2 +

k
m

=⇒ λ1,2 = ±i

√
k
m
.
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Kaskáda ideálnı́ch mı́sičů s přı́vodem stopovacı́ látky

Kaskáda ideálnı́ch mı́sičů s přı́vodem stopovacı́ látky

Předpokládejme, že objem mı́siče V je
konstantnı́ a že objemový průtok V̇ ka-
paliny všemi mı́siči je také konstantnı́.
Označme Vi , i = 1, . . . ,N, i−tý mı́sič.
Parametr c0 udává vstupnı́ koncent-
raci stopovacı́ látky do prvnı́ho mı́siče,
c1 koncentrace stopovacı́ látky po
průchodu prvnı́m mı́sičem, . . . , cN−1

koncentrace stopovacı́ látky před vstu-
pem do poslednı́ho mı́siče, cN kon-
centrace stopovacı́ látky po průchodu
všemi N mı́siči.

Poznámka Kvalita promı́chávánı́ se určı́ pomocı́ metody vzruchu a odezvy:
nejprve všemi mı́siči protéká čistá kapalina (voda), tj. c0 = 0, a v okamžiku
t = 0 se do prvnı́ho mı́siče počne trvale přivádět stopovacı́ látka o
koncentraci c0 > 0. Po dlouhém čase se koncentrace ve všech mı́sičı́ch
ustálı́ na hodnotě c0 (viz následujı́cı́ stránka).
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Kaskáda ideálnı́ch mı́sičů s přı́vodem stopovacı́ látky

Bezrozměrný model

Látková bilance stopovacı́ látky v i−tém mı́siči:

V̇ ci−1 = V̇ ci + V
dci

dt
, i = 1, . . . ,N . (3)

Zavedeme bezrozměrný čas τ =
t
τ

, kde τ =
V
V̇

je střednı́ doba prodlenı́.

Rovnici (3) pak lze zapsat ve formě

d−→c
dτ

= A−→c +
−→c 0 , kde (4)

A =


−1 0 . . . . . . 0

1 −1 0 . . . 0
0 1 −1 0 0
...

. . .
. . .

...
0 . . . . . . 1 −1


−→c = (c1, . . . , cN)

T

−→c 0 = (c0, 0, . . . , 0)T

Stacionárnı́ stav: −→c s = (c0, c0, . . . , c0)
T.
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Kaskáda ideálnı́ch mı́sičů s přı́vodem stopovacı́ látky

Po transformaci 4−→c =
−→c −−→c s přejde nehomogennı́ soustava (4) na

homogennı́ soustavu
d4−→c

dτ
= A4−→c , (5)

matice A má jedno vlastnı́ čı́slo λ = −1 s algebraickou násobnostı́ N.

Poznámka Řešenı́ soustavy rovnic (5) je z inženýrského hlediska důležité
pro vyjádřenı́ mı́ry promı́chávánı́. Toto řešenı́ je dáno vlastnı́mi čı́sly a
vlastnı́mi vektory matice A včetně přı́padu s násobnými vlastnı́mi čı́sly.
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Dvě lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 1. řádu

Necht’ n = 2 a uvažujme lineárnı́ autonomnı́ soustavu, A je matice soustavy,

z′(t) =
(

x ′(t)
y ′(t)

)
= Az(t) , z(t) =

(
x(t)
y(t)

)
. (6)

Necht’ fundamentálnı́ systém soustavy tvořı́ funkce {z1(t), z2(t)}. Pak
všechna řešenı́ našı́ soustavy majı́ tvar

z(t) = C1z1(t) + C2z2(t), C1,C2 ∈ R , t ∈ R ,

tedy množina všech řešenı́ je lineárnı́ prostor, jeho dimenze je dim = 2.
Nulovým prvkem tohoto prostoru je stacionárnı́ řešenı́ soustavy
x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0 .

Které funkce tvořı́ fundamentálnı́ systém?
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Fundamentálnı́ systém, dvě rovnice

Necht’ n = 2, Řešenı́ lineárnı́ autonomnı́ soustavy (6) hledáme ve tvaru
z(t) = eλth , kde λ je vlastnı́ čı́slo matice soustavy A, h 6= 0 je odpovı́dajı́cı́
vlastnı́ vektor. Tedy λ je kořenem charakteristické rovnice, tj. platı́

det(A− λE) = 0 ⇐⇒ λ2 − tr(A) + detA = 0.

Vlastnı́ čı́sla jsou pro n = 2 kořeny kvadratické rovnice. Postupně probereme
tři možné přı́pady kořenů.

I. λ1 6= λ2 jsou dvě reálná různá vlastnı́ čı́sla =⇒ f.s.= {eλ1th1, eλ2th2} a
obecné řešenı́ je

z(t) = C1eλ1th1 + C2eλ2th2 , C1,C2 ∈ R, t ∈ R .

Obecně pro n > 2, An×n, má-li charakteristická rovnice n reálných
různých kořenů λ1, . . . , λn, hi jsou odpovı́dajı́cı́ vlastnı́ vektory, má
obecné řešenı́ tvar

z(t) = C1eλ1th1 + C2eλ2th2 + · · ·+ Cneλn thn , C1,C2 ∈ R, t ∈ R .
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II. λ1,2 = a± ib . . . dvě navzájem komplexně sdružená vlastnı́ čı́sla.
Vlastnı́ čı́sla jsou imaginárnı́ =⇒ také vlastnı́ vektory jsou imaginárnı́ =⇒
i fundamentálnı́ systém je imaginárnı́ =⇒ každé řešenı́ je imaginárnı́.
Ale fundamentálnı́ systém je báze dvoudimenzionálnı́ho prostoru všech
řešenı́, takový prostor má nekonečně mnoho bázı́, vyberme si tedy
nějakou reálnou.
Konkrétně, je-li λ1 = a + ib vlastnı́ čı́slo, h1 = u + iv imaginárnı́ vlastnı́
vektor přı́slušný vlastnı́mu čı́slu λ1, pak prvnı́ funkce fundamentálnı́ho
systému je

z1(t) = e(a+ib)th1 = eat(cos(bt) + i sin(bt))
[

u1 + iv1

u2 + iv2

]
Vynásobı́me a oddělı́me reálnou a imaginárnı́ část z1:

z1(t) = eat
[

cos(bt)u1 − sin(bt)v1

cos(bt)u2 − sin(bt)v2

]
+ ieat

[
sin(bt)u1 + cos(bt)v1

sin(bt)u2 + cos(bt)v2

]
.
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Je-li z1 = <(z1) + =(z1) řešenı́m soustavy diferenciálnı́ch rovnic, jsou také
<(z1) a =(z1) řešenı́m této soustavy. Tedy reálný fundamentálnı́ systém tvořı́
vektorové funkce

z1(t) = eat(cos(bt)u− sin(bt)v) , z2(t) = eat(sin(bt)u + cos(bt)v) , (7)

viz skripta MII.

Obecné řešenı́ má tedy tvar

z(t) = C1eat (cos(bt)u− sin(bt)v) + C2eat (sin(bt)u + cos(bt)v) ,

kde C1,C2 ∈ R, t ∈ R .

Obecně pro n > 2, An×n, jsou-li mezi kořeny charakteristické rovnice dvě
komplexně sdružená vlastnı́ čı́sla, majı́ jim odpovı́dajı́cı́ funkce
fundamentálnı́ho systému vždy tvar (7).
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Dvojnásobné vlastnı́ čı́slo

III. Chrakteristická rovnice má jeden reálný dvojnásobný kořen λ .
Prvnı́ vektorová funkce fundamentálnı́ho systému bude z1(t) = eλth, kde
h 6= 0 je vlastnı́ vektor přı́slušný k λ. Chybı́ nám ještě jeden vlastnı́
vektor, tedy druhá funkce fundamentálnı́ho systému. Toto druhé řešenı́
najdeme pomocı́ zobecněného vlastnı́ho vektoru k, k 6= 0.
Zobecněný vlastnı́ vektor je řešenı́m nehomogennı́ soustavy lineárnı́ch
algebraických rovnic:

(A− λE)k = h .

Druhá funkce fundamentálnı́ho systému pak je

z2(t) = eλt(t h + k) (8)

Cvičenı́ Ukažte, že je-li λ ∈ R dvojnásobné vlastnı́ čı́slo, tvořı́ z1, z2

lineárně nezávislý systém vektorových funkcı́ a každá z těchto funkcı́
řešı́ soustavu (6), tedy tvořı́ fundamentálnı́ systém řešenı́ soustavy (6).
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Mějme nynı́ soustavu lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic prvnı́ho řádu

z′(t) = Az(t), An×n , (9)

a necht’ v1, v2, . . . , vn jsou vlastnı́ vektory matice A. Pak každé řešenı́
soustavy (9) lze zapsat jako

w =
n∑

i=1

Civi , C = (C1,C2, . . . ,Cn) ∈ Rn , t.j. w ∈ span︸︷︷︸{v1, v2, . . . , vn} .

lineárnı́ obal
Je-li span{v1, v2, . . . , vn} = Rn , řı́káme, že A má úplný systém vlastnı́ch
vektorů, t.j. vlastnı́ vektory tvořı́ bázi Rn. Sestavı́me-li z vlastnı́ch vektorů
matici

P =

 | |
v1 . . . vn

| |

 , (10)

pak P je regulárnı́, t.j. det(P) 6= 0 , a tedy existuje inverznı́ matice P−1.
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F Přı́klad, n = 3

Přı́klad A =

 1 1 0
0 1 0
0 0 2

 =⇒ vlastnı́ čı́sla jsou λ1,2 = 1, λ3 = 2 .

Algebraická násobnost λ = 1 je 2, λ3 má algebraickou násobnost 1.
Vypočteme vlastnı́ vektory, nejprve pro λ = 1:

(A− 1 E)h = 0 , t.j.

 0 1 0
0 0 0
0 0 1

  h1

h2

h3

 =

 0
0
0

 .

Tedy hodnost matice A− E je 2, n = 3 =⇒ dimN (A− E) = 1. Matice má
deficit vlastnı́ch vektorů, protože geometrická násobnost vlastnı́ho čı́sla
λ = 1 je menšı́, než jeho algebraická násobnost. Musı́me tedy vypočı́tat
jeden vlastnı́ vektor h a jeden zobecněný vlastnı́ vektor k, které přı́slušı́
dvojnásobnému vlastnı́mu čı́slu λ = 1.

Ověřte, že N (A− E) = {h ∈ R3,h = (t , 0, 0)T, t ∈ R}.

Jako vlastnı́ vektor volı́me h = (1, 0, 0)T.
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F

Zobecněný vlastnı́ vektor je řešenı́m nehomogennı́ soustavy lineárnı́ch
algebraických rovnic:

(A− λE)k = h =⇒

 0 1 0
0 0 0
0 0 1

  k1

k2

k3

 =

 1
0
0

 .

Ověřte, že zobecněný vlastnı́ vektor přı́slušný vlastnı́mu čı́slu λ = 1 je
k = (1, 1, 0)T.

Pro vlastnı́ čı́slo λ3 = 2:

A− 2 E =

 −1 1 0
0 −1 0
0 0 0

 =⇒ dimN (A− 2E) = 3− 2 = 1 .

Geometrická násobnost λ3 = 2 je rovna jeho algebraické násobnosti = 1. V
tomto přı́padě se celý řetězec zobecněných vlastnı́ch vektorů skládá pouze z
vlastnı́ho vektoru h3 = (0, 0, 1)T.
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F K čemu je to dobré při řešenı́ soustav diferenciálnı́ch rovnic?

Uvažujme soustavu třı́ diferenciálnı́ch rovnic, kde maticı́ soustavy je matice A:

ẋ = Ax .

Už vı́me, že matice má vlastnı́ čı́slo λ1,2 = 1 s geometrickou násobnostı́ 1 a
algebr. násobnostı́ 2, přı́slušný vlastnı́ vektor h a zobecněný vlastnı́ vektor k.
Vlastnı́ čı́slo λ3 = 2 má geometrickou i algebraickou násobnost 1, přı́slušný
vlastnı́ vektor je h3 . Fundamentálnı́ systém f.s. = {x1(t), x2(t), x3(t)} , kde

x1(t) = et h, x2(t) = et(t h + k), x3(t) = e2t h3 .

For x2, see (8) . Obecné řešenı́ je

x(t) = C1et

 1
0
0

+ C2et

t

 1
0
0

+

 1
1
0

+ C3e2t

 0
0
1

 ,

t ∈ R, Ci ∈ R, i = 1, 2, 3.
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F

Sestavme z vektorů h, k a h3 matici P = (h, k,h3) =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 , viz

(10).

Ověřte, že P je regulárnı́, a že P−1 =

 1 −1 0
0 1 0
0 0 1

 .

Nynı́ vypočtěme

P−1AP =

 1 −1 0
0 1 0
0 0 1

  1 1 0
0 1 0
0 0 2

  1 1 0
0 1 0
0 0 1

 =

 1 1 0
0 1 0
0 0 2

 .

Poslednı́ matice je tzv. Jordanův kanonický tvar matice A. V našem přı́padě
se skládá ze dvou Jordanových bloků (klecı́). Prvnı́ blok přı́slušı́ vlastnı́mu
čı́slu λ = 1. Jeho geometrická násobnost je 1, je to tedy jeden blok,
algebraická násobnost je 2, tedy blok má rozměr 2× 2. Blok má na diagonále
vlastnı́ čı́slo, tedy jedničku, a nad diagonálou ve sloupci, který odpovı́dá
zobecněnému vlastnı́mu vektoru k, také jedničku. Pod diagonálou je 0. Druhý
blok přı́slušı́ vlastnı́mu čı́slu λ = 2. Zde algebraická =geometrická
násobnost= 1 =⇒ jeden blok velikosti 1× 1 s vlastnı́m čı́slem 2 na
”diagonále”.
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Jordanův kanonický tvar

Pro libovolnou matici An×n existuje nesingulárnı́ matice P taková, že

J := P−1AP = diag(C1,C2, . . . ,Cp) , kde Cj = λjE + Rj , Cj ∈ Rnj×nj ,

Rj =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

. . .
. . .

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 ,

λj , j = 1, . . . , p, jsou, obecně ne různá, vlastnı́ čı́sla matice A.

J . . . Jordanův kanonický tvar matice An×n.
Pro matici A platı́ A = PJP−1 , tedy A ∼ J, matice A a J jsou podobné, majı́
stejná vlastnı́ čı́sla, ale matice J má mnohem jednoduššı́ tvar. Je téměř
diagonálnı́: na diagonále má vlastnı́ čı́sla, nad diagonálou, ve sloupcı́ch,
které odpovı́dajı́ zobecněným vlastnı́m vektorům, má 1 a všude jinde má nuly.

Tento obecný tvar uvádı́me jen pro zvı́davé čtenáře. Zde se budeme zabývat
převážně soustavami dvou nebo třı́ diferenciálnı́ch rovnic.
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Transformace matice soustavy na Jordanův kanonický tvar

Věta Necht’ n = 2, A2×2 je reálná čtvercová matice.
Pak existuje regulárnı́ transformačnı́ matice S2×2 (závislá na vlastnı́ch čı́slech
λ1, λ2 matice A) taková, že matice B = S−1AS má jeden z následujı́cı́ch čtyř
tvarů:

(i) λ1 i λ2 majı́ algebraickou i geometrickou násobnost =1, t.j.

λ1 6= λ2, λ1, λ2 ∈ R =⇒ B =

(
λ1 0
0 λ2

)
,

(pro každé vlastnı́ čı́slo je na diagonále B 1 blok velikosti 1× 1)

(ii) λ1, λ2 imaginárnı́, jejich algebraická násobnost = geometrické = 1, t.j.

λ1,2 = a± ib, b 6= 0 =⇒ B =

(
a −b
b a

)
,
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(iii) A má jedno (dvojnásobné) vlastnı́ čı́slo λ0 ∈ R, pro něž platı́, že jeho
algebraická i geometrická násobnost je 2, λ0 odpovı́dajı́ dva lineárně
nezávislé vlastnı́ vektory, t.j.

λ0 ∈ R, λ0 odpovı́dajı́ dva LN vlastnı́ vektory =⇒ B =

(
λ0 0
0 λ0

)
,

(dva bloky, každý velikosti 1× 1)

(iv) A má jedno (dvojnásobné) vlastnı́ čı́slo λ0 ∈ R, pro něž platı́, že jeho
algebraická násobnost=2, geometrická násobnost je 1, λ0 odpovı́dá
jeden vlastnı́ vektor a jeden zobecněný vlastnı́ vektor, t.j.

λ0 ∈ R, λ0 odpovı́dá jeden vlastnı́ vektor a jeden zobecněný vlastnı́ vektor

=⇒ B =

(
λ0 1
0 λ0

)
,

(jeden blok velikosti 2× 2) .
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Dvoudimenzionálnı́ lineárnı́ systémy s konstantnı́mi koeficienty

Necht’ A =

(
a b
c d

)
. Označme %(λ) = det(A− λE) jejı́ charakteristický

polynom. Pak charakteristická rovnice matice A je %(λ) = λ2 − τλ+ δ = 0 ,
kde τ = tr(A) = a + d je stopa matice A, δ = det(A) = ad − bc je
determinant matice A. Tedy vlastnı́ čı́sla závisı́ na stopě tr(A) matice A a na
determinantu det(A) matice A.

Kořeny %(λ):

λ± =
τ ±
√

D
2

, kde D = τ 2−4δ = a2+2ad+d2−4ad+4bc = (a−d)2+4bc .

V rovině τ − D (tr(A)− det(A)) je 5 různých ”oblastı́”vlastnı́ch čı́sel.

Poznámka D . . . diskriminant. Je-li D > 0 jsou vlastnı́ čı́sla dvě reálná
různá, jeli D < 0, jsou vlastnı́ čı́sla imaginárnı́, komplexně sdružená.
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Transformačnı́ matice

Mějme soustavu ẋ = Ax, A2×2 , necht’ S je transformačnı́ matice a
B = S−1AS . Matice A a B jsou podobné, majı́ stejný charakteristický
polynom, a tedy i stejná vlastnı́ čı́sla. Dostaneme

A = SBS−1 =⇒ ẋ = SBS−1x .

Zavedeme substituci y := S−1x, t.j. x = Sy a ẋ = Sẏ . Nynı́ je

Sẏ = SBy =⇒ ẏ = By .︸ ︷︷ ︸
soustava po transformaci

Cı́l transformace: Zjednodušenı́ soustavy diferenciálnı́ch rovnic na tzv.

kanonický tvar soustavy diferenciálnı́ch rovnic.

Poznámka Následujı́cı́ náčrty fázových portrétů jsou převzaty ze skript
A. Klı́č, M. Kubı́ček: Matematika III - Diferenciálnı́ rovnice, VŠCHT Praha,
1992, ISBN 80-7080-162-X.
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Fázové portréty soustav diferenciálnı́ch rovnic v kanonickém tvaru

Fázové portréty soustav diferenciálnı́ch rovnic v kanonickém tvaru

Věta Necht’ n = 2, A2×2 je reálná čtvercová matice.
Pak existuje regulárnı́ matice S taková, že matice B = S−1AS má jeden ze
čtyř tvarů (v poslednı́m sloupci je název přı́slušného rovnovážného stavu):

(i) λ1 6= λ2, λ1, λ2 ∈ R, B =

(
λ1 0
0 λ2

)
uzel, sedlo

 

λ1 > 0, λ2 > 0︸ ︷︷ ︸ λ1 < 0, λ2 < 0︸ ︷︷ ︸ λ1 · λ2 < 0︸ ︷︷ ︸
nestabilnı́ uzel stabilnı́ uzel sedlo (nestabilnı́)

Do sedla vcházejı́ dvě trajektorie a dvě trajektorie z něj vycházejı́. Tyto
trajektorie nazýváme separatrix sedla.
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(ii) λ1 = λ2 := λ0 ∈ R, B =

(
λ0 0
0 λ0

)
dikritický uzel

 

λ0 > 0︸ ︷︷ ︸ λ0 < 0︸ ︷︷ ︸
nestabilnı́ dikritický uzel stabilnı́ dikritický uzel

Trajektorie jsou polopřı́mky vycházejı́cı́ (λ0 > 0), resp. vcházejı́cı́ (λ0 < 0) do
rovnovážného stavu.
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Fázové portréty soustav diferenciálnı́ch rovnic v kanonickém tvaru

(iii) λ1 = λ2 := λ0 ∈ R, B =

(
λ0 1
0 λ0

)
Jordanův uzel

 

 

λ0 > 0 λ0 < 0
nestabilnı́ Jordanův uzel stabilnı́ Jordanův uzel

Čárkovaná přı́mka má rovnici y2 = −λ0y1 . Na této přı́mce ležı́ ”body
obratu”jednotlivých trajektoriı́, t.j. body extrémů pro funkci y1(t).
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(iv) λ1,2 = a± ib, b 6= 0 B =

(
a −b
b a

)
ohnisko, centr

 

a > 0︸ ︷︷ ︸ a < 0︸ ︷︷ ︸ a = 0︸ ︷︷ ︸
nestabilnı́ ohnisko stabilnı́ ohnisko centr

Je-li a > 0, majı́ trajektorie tvar spirál, které se vzdalujı́ od rovnovážného
stavu, je-li a < 0, spirálovitě se k rovnovážnému stavu blı́žı́. Je-li a = 0, jsou
trajektorie kružnice se středen v počátku, t.j. uzavřené trajektorie, kterým
odpovı́dajı́ periodická řešenı́.
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F

Poznámka ke stabilitě:

 

 

 

 

 

 

Pevné body se třemi různými typy stability.  

Pevný bod vlevo je stabilní, prostřední pevný bod je „neutrální“ a pevný bod vpravo je 

nestabilní. 
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Rovina tr(A)− det(A)

Charakteristická rovnice pro matici A je

λ2 − tr(A)λ+ det(A) = 0 =⇒ λ1,2 =
tr(A)±

√
tr2(A)− 4det(A)

2
, t.j.

λ1 + λ2 =
1
2

(
tr(A) +

√
tr2(A)− 4det(A) + tr(A)−

√
tr2(A)− 4det(A)

)
=

= tr(A)

λ1 λ2 =
1
4

(
tr(A) +

√
tr2(A)− 4det(A)

) (
tr(A)−

√
tr2(A)− 4det(A)

)
=

=
1
4
(tr2(A)− tr2(A) + 4det(A))= det(A) .

Budeme klasifikovat fázové portréty (resp. rovnovážné stavy) v závislosti na
stopě matice A a determinantu matice A.

Poznámka Každé matici A je v rovině tr(A)− det(A) přiřazen právě jeden
bod. Naopak, každému bodu v rovině tr(A)− det(A) odpovı́dá nekonečně
mnoho matic.
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Fázové portréty soustav diferenciálnı́ch rovnic v kanonickém tvaru

Zkoumejme diskriminant charakteristické rovnice

D = tr2(A)− 4det(A) =⇒ D = 0 ⇐⇒ det(A) =
1
4

tr2(A) . . . parabola

I. D > 0 =⇒ A má dvě reálná různá vlastnı́ čı́sla a platı́

det(A) <
1
4

tr2A .

(i) det(A) < 0 ⇐⇒ λ1 λ2 < 0 =⇒ rovnovážný stav typu sedlo

(ii) det(A) > 0 ⇐⇒ λ1 λ2 > 0 =⇒ rovnovážný stav typu uzel

stabilnı́ uzel: λ1 < 0, λ2 < 0︸ ︷︷ ︸, nestabilnı́ uzel: λ1 > 0, λ2 > 0︸ ︷︷ ︸
λ1 + λ2 < 0 ⇒ tr(A) < 0 λ1 + λ2 > 0 ⇒ tr(A) > 0

(iii) det(A) = 0, t.j. např. λ1 = 0, λ2 6= 0 =⇒

fázový portrét s přı́mkami rovnovážných stavů:

- tr(A) = λ2 < 0 . . . trajektorie vcházejı́ do r.s.

- tr(A) = λ2 > 0 . . . trajektorie vycházejı́ z r.s.
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II. D < 0 =⇒ A má imaginárnı́, komplexně sdružená vlastnı́ čı́sla

λ1,2 = a± ib, b 6= 0 a platı́

det(A) >
1
4

tr2A .

V tomto přı́padě tr(A) = a + ib + a− ib = 2a .

(i) tr(A) < 0 ⇐⇒ a < 0 =⇒ rovnovážný stav typu ohnisko, stabilnı́
(ii) tr(A) > 0 ⇐⇒ a > 0 =⇒ rovnovážný stav typu ohnisko, nestabilnı́

(iii) tr(A) = 0, =⇒ a = 0 =⇒ λ1,2 = ±ib =⇒ rovnovážný stav typu centr

III. D = 0 =⇒ A má jedno dvojnásobné vlastnı́ čı́slo λ0 a platı́

det(A) =
1
4

tr2A .

(i) tr(A) < 0 ⇐⇒ λ0 < 0 =⇒ r.s. typu dikritický uzel (Jordanův uzel), stabilnı́

(ii) tr(A) > 0 ⇐⇒ λ0 > 0 =⇒ nestabilnı́ dikritický uzel (Jordanův uzel)

(iii) tr(A) = 0 =⇒ λ0 = 0 =⇒ fázový portrét s přı́mkou rovnovážných stavů
a s nı́ rovnoběžnými trajektoriemi.
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Klasifikace fázových portrétů v závislosti na tr(A) a det(A)
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Klasifikace fázových portrétů v závislosti na vlastnı́ch čı́slech (A)
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F

Přı́klad Řešme soustavu

x ′1 = x1 + x2

x ′2 = −5x1 − x2
, t.j. A =

(
1 1
−5 −1

)
, A−λE =

(
1− λ 1
−5 −1− λ

)
,

charakteristická rovnice: λ2+4 = 0 =⇒ λ1,2 = ±2i, h =

(
1
−1

)
±i
(

0
2

)
.

Tedy

S =

(
1 0
−1 2

)
, S−1 =

(
1 1
1
2

1
2

)
, B := S−1AS =

(
0 2
−2 0

)
a položı́me-li x = Sy, dostaneme ekvivalentnı́ soustavu diferenciálnı́ch rovnic

ẏ = By t.j. ẏ1 = 2y2

ẏ2 = −2y1
, a opět λ1,2 = ±2i .

Vlastnı́ čı́sla ležı́ na imaginárnı́ ose a platı́ det(A) = 4, tr(A) = 0, D = −16

=⇒ rovnovážný stav typu centr
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F

Fázový portrét: vlevo původnı́ soustavy, vpravo soustavy po transformaci.

Cvičenı́ Ukažte, že obecné řešenı́ původnı́ soustavy je

x1(t) = C1 cos 2t + C2 sin 2t , C1,C2 ∈ R, t ∈ R,
x2(t) = (−C1 + 2C2) cos 2t − (2C1 + C2) sin 2t

a vypočtěte partikulárnı́ řešenı́, jehož trajektorie procházı́ bodem
x1(0) = 1, x2(0) = 0.
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Fázové portréty soustavy lineárnı́ch rovnic v rovině x1 − x2

Zpětná transformace - fázové portréty v rovině x1 − x2

Zpětná transformace: x := Sy

I. det(A) 6= 0
(a) A má dvě reálná různá vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 s odpovı́dajı́cı́mi vlastnı́mi vektory

h1,h2 =⇒ transformace x := Sy zobrazı́ osy y1 a y2 na přı́mky p, q se
směrovými vektory h1,h2. V přı́padě uzlu vstupujı́ trajektorie (kromě dvou)
do uzlu ve směru té z přı́mek p, q, jejı́ž směrový vektor odpovı́dá vlastnı́mu
čı́slu s menšı́ absolutnı́ hodnotou.

(b) Fázový portrét dikritického uzlu se transformacı́ neměnı́, protože lineárnı́
transformace x = Sy převádı́ polopřı́mky na polopřı́mky

 

stabilnı́ uzel sedlo (nestabilnı́) centr
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II. det(A) = 0. Pak má charakteristická rovnice tvar

λ2 − tr(A)λ = 0 =⇒ λ1 = 0, λ2 = tr(A) .

(a) λ2 6= 0
Necht’ r, s jsou vlastnı́ vektory přı́slušné λ1, λ2. Rovnovážné stavy soustavy
ẋ = Ax zı́skáme řešenı́m homogennı́ soustavy lineárnı́ch rovnic

Ax = 0 .

Protože det(A) = 0, je nenulová matice A singulárnı́, má hodnost 1 a
množina všech řešenı́ je jednodimenzionálnı́ podprostor R2, tedy přı́mka p
procházejı́cı́ počátkem ve směru vlastnı́ho vektoru r, který přı́slušı́ vlastnı́mu
čı́slu λ1 = 0. Přı́mku p nazýváme přı́mkou rovnovážných stavů, nebot’ každý
bod přı́mky p je rovnovážným stavem soustavy ẋ = Ax.
Transformačnı́ matice S = (r, s) převede matici A na Jordanův kanonický
tvar

S−1AS︸ ︷︷ ︸ =
(

0 0
0 λ2

)
= B

a soustavu ẋ = Ax transformuje na soustavu

y ′1 = 0

y ′2 = λ2y2 .
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Obecné řešenı́ soustavy ẏ = By má tvar

y1(t) = C1, y2(t) = C2eλ2t .

To jsou parametrické rovnice trajektoriı́ a můžeme nakreslit fázový portrét.
Přı́mka rovnovážných stavů je osa y1, trajektorie jsou polopřı́mky rovnoběžné
s osou y2. Při zpětné transformaci přejde osa y1 v přı́mku rovnovážných
stavů p se směrovým vektorem r, osa y2 přejde v přı́mku q se směrovým
vektorem s.

Poznámka Transformace x = Sy zachovává rovnoběžnost přı́mek.

 
 

det(A) = 0, λ2 > 0 det(A) = 0, λ2 < 0 Fázový portrét v rovině x1 − x2
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(b) Matice A má dvojnásobné nulové vlastnı́ čı́slo, k němuž přı́slušı́
vlastnı́ vektor h a zobecněný vlastnı́ vektor k
Pak matice S = (hk) transformuje matici A na Jordanův kanonický tvar

B := S−1AS =

(
0 1
0 0

)
a soustavu ẋ = Ax transformuje na soustavu

y ′1 = y2

y ′2 = 0 .

Obecné řešenı́ soustavy ẏ = By má tvar

y1(t) = C1 + C2t , y2(t) = C2 .
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Přı́pad dvojnásobného nulového vlastnı́ho čı́sla

Cvičenı́
1. Klasifikujte rovnovážný stav a načrtněte fázový portrét soustavy

x ′1 = x1 − 5x2

x ′2 = x1 − x2
.

2. Vyšetřete fázový portrét soustavy ẋ = Ax, kde A je nulová matice řádu 2.
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