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Povinna latka. Bude v pisemkach a bude se zkousSet pfi Gstni zkouSce
(zadné oznaceni)

Pfiklady k procvi¢eni - dobrovolné

Pro studenty, ktefi chtéji védét vic. Tato latka se nebude pfednaset,
nebude v pisemkach, nebude se zkouset.
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Nékolik pfipomenuti ivodem

Linearni soustavy diferencialnich rovnic vznikaji jako modely systémd, ve
kterych je vstup pfimo Umérny vystupu.
Linearni zobrazeni
Necht U, V jsou linearni prostory. Zobrazeni £ : U — V je linearni <—-
Q L(u+v)=L(u)+L(v) Yuvel,
Q L(cu)=cL(u) YVue UVceR.

P¥iklad Necht zobrazeni £ : C2(I) — C(/) je dano predpisem
L(f) = af” + Bf' + ~f. L je diferencialni operator 2. fadu. UkaZzte, Ze je
linearni.
Q f,geC®(N,L(f+g)=a(f+9) +B(f+9) +(f+9)=a(f’ +g")+
B +g)+v(f+9) =af +Bf +~f+ag” + Bg +~v9 = L(f) + L(g) .
Q feC¥(I),ceR, Licf)=(cf) + (cf) + (cf) = cf” +cf +cf =
c(f" +f +f)=cL(f).

Cviceni Obdobné ukaZzte, Ze zobrazeni £ : U — V definované pfedpisem
b

L(f) = / fdx je linearni. Co jsou v tomto pfipadé prostory U a V?
a



Linearni zobrazeni v konec¢né dimenzi

Véta Zobrazeni £:R" — R" je linearni < je reprezentovano matici

Amxn, tj. Lx = AX, x e R", Ax € R™.

Aplikace na soustavu linearnich diferencialnich rovnic
Je-li f: R” — R” linearni zobrazeni, je

n
i) => apx proi=1,....n A={a;}fi1, tj. Anxn.
=

Pak vektorové pole je zadano maticové:
f(x) = Ax, x € R"

a diferencialni rovnice ma tvar



Priklad Harmonicky oscilator modeluje pohyb hmoty pfipevnéné k pruziné.
Na pruzinu plsobi (linearni) sila F = —k(x — L), kde L je délka pruziny v
rovnovazném stavu, k je materialovy koeficient.

Newtonlv zakon pohybu pro pruzinu ma
tvar mx = F = —k(x — L) ...diferencialni
rovnice 2. fadu, ale neni linearni, ale pouze
afinni, protoze v rovnici pro vektorové pole
F je Clen kL a rovnice je linearni pouze pro
kL = 0. Pfesto mlzZeme rovnici zlinearizo-
vat odec¢tenim rovnovazného stavu x* = L:
Necht ¢ = x — x* je odchylka od ekvi-
libria. Pak ¢ = x a £ = X. Dostaneme

mé = —k(x — x*) = é:f%-g.




Linearni diferencialni rovnici 2. fadu

.k
E=—" ¢ (1)

pfevedeme na soustavu dvou diferencialnich rovnic 1. fadu:

s (2)0)

n

Cviceni Vyfeste rovnici (1) jako linearni diferencialni rovnici 2. fadu a rovnici
(2) jako soustavu dvou diferencialnich rovnic 1. fadu a feSeni porovnejte.

Poznamka: Vlastni €isla matice soustavy:

det( - >=A2+5 = M,zzii,/ﬁ.
—A m m

_k
m
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Kaskada idealnich misi¢a s pfivodem stopovaci latky

Kaskada idealnich misicu s pfivodem stopovaci latky

Mixing tanks

Pfedpokladejme, Ze objem misice V je
konstantni a Ze objemovy pratok V ka-
paliny véemi misiéi je také konstantni.
Oznaéme Vi, i =1,..., N, i—ty misic.
Parametr ¢, udava vstupni koncent-
raci stopovaci latky do prvniho misice,
c1 koncentrace stopovaci latky po
prachodu prvnim misi¢em, ..., cnv_1
koncentrace stopovaci latky pred vstu-
pem do posledniho misi¢e, cy kon-
centrace stopovaci latky po prichodu
véemi N misiéi.

Poznamka Kvalita promichavani se ur¢i pomoci metody vzruchu a odezvy:
nejprve vSemi misiCi protéka Cista kapalina (voda), tj. co = 0, a v okamziku
t = 0 se do prvniho misi¢e pocne trvale pfivadét stopovaci latka o
koncentraci ¢y > 0. Po dlouhém Case se koncentrace ve vSech misicich
ustali na hodnoté ¢, (viz nasledujici stranka).
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Kaskada idealnich misi¢a s pfivodem stopovaci latky

Bezrozmérny model

Latkova bilance stopovaci latky v i—tém misici:

dc;

Veiy = Ve + V?’

i=1,...,N. (3)

Zavedeme bezrozmérny ¢as T = i kde 7 = % je stfedni doba prodleni.
T
Rovnici (3) pak Ize zapsat ve formé

ng?Jr?o, kde (4)
1 0
A= o 110 o ¢ =(onesow)”
o= (c,0,...,0)"
0 1 -1
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Kaskada idealnich misi¢a s pfivodem stopovaci latky

Po transformaci A€ = € — € pfejde nehomogenni soustava (4) na

homogenni soustavu .

= :AA?, (5)

matice A ma jedno vlastni ¢islo A\ = —1 s algebraickou nasobnosti N.

Poznamka Reseni soustavy rovnic (5) je z inzenyrského hlediska dilezité
pro vyjadieni miry promichavani. Toto feSeni je dano vlastnimi &isly a
vlastnimi vektory matice A vCetné pfipadu s nasobnymi viastnimi Cisly.



Soustava dvou linearnich diferencialnich rovnic

Dvé linearni diferencialni rovnice 1. radu

Necht n = 2 a uvazujme linearni autonomni soustavu, A je matice soustavy,

2(t) = ( ;Eg ) —Az(t), 2(t)= ( ;Eg ) . (6)

Necht fundamentalni systém soustavy tvoii funkce {z1(t), zo(t)}. Pak
v§echna feSeni nasi soustavy maji tvar
z(t) = Ciz1(t) + Coza(t), Ci,Co€R, tER,

tedy mnozina vSech feSeni je linearni prostor, jeho dimenze je dim = 2.
Nulovym prvkem tohoto prostoru je stacionarni feSeni soustavy
x(t)=0,y(t)=0.

Které funkce tvofi fundamentalni systém?



Soustava dvou linearnich diferencialnich rovnic

Fundamentalni systém, dvé rovnice

Necht n = 2, ReSeni linearni autonomni soustavy (6) hledame ve tvaru
z(t) = ¢'h, kde X je vlastni &islo matice soustavy A, h # 0 je odpovidajici
vlastni vektor. Tedy A je kofenem charakteristické rovnice, tj. plati

det(A — AE) =0 <= )\ —tr(A) + detA = 0.

Vlastni ¢&isla jsou pro n = 2 kofeny kvadratické rovnice. Postupné probereme
tfi mozné pfipady kofenu.
I. A\ # X2 jsou dvé redlna riizna vlastni isla = f.s.= {e*'hy,e*?'hy} a
obecné feseni je

z(t) = CieM'hy + Ce™'hy, Ci,Co €R, teR.

Obecné pro n > 2, A, ,, ma-li charakteristicka rovnice n realnych
rlznych kofenl A4, ..., An, h; jsou odpovidajici vlastni vektory, ma
obecné feseni tvar

2(t) = CieM'hy + Coe™'hy + - - - + Cpe™'h,, Ci,C2 €R, teR.



Soustava dvou linearnich diferencialnich rovnic

Il. M2 =a=ib ... dvé navzajem komplexné sdruzend vlastni Cisla.
Vlastni Cisla jsou imaginarni — také vlastni vektory jsou imaginarni —-
i fundamentalni systém je imaginarni = kazdé feSeni je imaginarni.
Ale fundamentalni systém je baze dvoudimenzionalniho prostoru vSech
feSeni, takovy prostor ma nekonecné mnoho bazi, vyberme si tedy
néjakou realnou.
Konkrétné, je-li A1 = a + ib vlastni €islo, hy = u + iv imaginarni vlastni
vektor prislusny vlastnimu &islu Ay, pak prvni funkce fundamentalniho
systému je

Ut +1ivy }

2,(1) = @h, — ¢®(cos(bt) + isin(bt)) { U + iV

Vynasobime a oddélime realnou a imaginarni ¢ast z;:

zy(t) = * cos(bt)us — sin(bt)vs } 4o { sin(bt)uy + cos(bt)vy } '

cos(bt)ux — sin(bt)va sin(bt)u> 4 cos(bt)vs



Soustava dvou linearnich diferencialnich rovnic

Je-li zy = R(z1) + S(21) FeSenim soustavy diferencialnich rovnic, jsou také
R(z1) a 3(zy) FeSenim této soustavy. Tedy realny fundamentaini systém tvofi
vektorové funkce

z:(t) = e®(cos(bt)u — sin(bt)v), z(t) = e (sin(bt)u + cos(bt)v), (7)

viz skripta M.

Obecné feseni ma tedy tvar

z(t) = Cie® (cos(bt)u — sin(bt)v) + Coe® (sin(bt)u + cos(bt)v) ,
kde Ci,CoeR, teR.
Obecné pro n > 2, A, jsou-li mezi kofeny charakteristické rovnice dvé

komplexné sdruzena vlastni ¢isla, maji jim odpovidajici funkce
fundamentalniho systému vzdy tvar (7).



Soustava dvou linearnich diferencialnich rovnic

Dvojnasobné vlastni ¢islo

lll. Chrakteristicka rovnice ma jeden realny dvojnasobny kofren \.
Prvni vektorova funkce fundamentalniho systému bude z;(t) = ¢*'h, kde
h £ 0 je vlastni vektor pfislusny k A. Chybi nam jesté jeden vlastni
vektor, tedy druha funkce fundamentalniho systému. Toto druhé fesSeni
najdeme pomoci zobecnéného vlastniho vektoru k, k # 0.
Zobecnény vlastni vektor je feSenim nehomogenni soustavy linearnich
algebraickych rovnic:

(A—XE)k =h.

Druha funkce fundamentalniho systému pak je

2:(t) = M (th + k) ®8)

Cviceni UkaZte, ze je-li A € R dvojnasobné vlastni ¢islo, tvofi z, z,
linearné nezavisly systém vektorovych funkci a kazda z téchto funkci
fesi soustavu (6), tedy tvori fundamentalni systém feseni soustavy (6).



Soustava n linearnich diferencialnich rovnic

Méjme nyni soustavu lineérnich diferenciélnich rovnic prvniho fadu
Z/(t) = AZ(t), An><n7 (9)

anecht vy, va, ..., v, jsou viastni vektory matice A. Pak kazdé feseni
soustavy (9) Ize zapsat jako

w= ZC,V,, =(Cy,Ca,...,Cp) €R", tj. W € span{Vy,Va,...,Vp}.
—

linearni obal
Je-li span{vy, V2, ...,v,} = R" fikdme, ze A ma Uplny systém vlastnich
vektor(, t.j. vlastni vektory tvofi bazi R". Sestavime-li z vlastnich vektor(
matici

P=1[ vi ... v, , (10)
\ |

pak P je regularni, t.j. det(P) # 0, a tedy existuje inverzni matice P~".



Soustava n linearnich diferencialnich rovnic

% Priklad, n =3

1 10
Priklad A = ( 0 1 0 = vlastni Cisla jsou Ao =1, A3 =2.
0 0 2

Algebraicka nasobnost A = 1 je 2, A3 ma algebraickou nasobnost 1.
Vypoéteme vlastni vektory, nejprve pro A = 1:

01 0 hi 0
(A—1E)h=0,tj. [ 0 0 0 h |=o0].
0 0 1 hs 0

Tedy hodnost matice A— Eje2,n=3 = dimA(A — E) = 1. Matice m&
deficit vlastnich vektor(, protoZze geometricka nasobnost vlastniho ¢isla

A = 1 je mensi, nez jeho algebraicka nasobnost. Musime tedy vypocitat
jeden vlastni vektor h a jeden zobecnény vlastni vektor k, které pfislusi
dvojnasobnému vlastnimu &islu A = 1.

Ovéite, ze N'(A — E) = {h € R h = (,0,0)",t € R}.

Jako vlastni vektor volime h = (1,0, 0)".



Soustava n linearnich diferencialnich rovnic

Zobecnény vlastni vektor je feSenim nehomogenni soustavy linearnich
algebraickych rovnic:

0 10 ki 1
(A—)XE)k=h = 0 0O k |=10].
0 0 f Ks 0
Ovéfte, Ze zobecnény vlastni vektor pfislusny vlastnimu &islu A = 1 je

k=(1,1,0)".

Pro vlastni ¢islo \s = 2:

1 10
A—_2E= 0 -1 0 | = dimNV(A—2E)=3-2=1.
0 00

Geometricka nasobnost A3 = 2 je rovna jeho algebraické nasobnosti = 1. V
tomto pFipadé se cely fetézec zobecnénych vlastnich vektort sklada pouze z
vlastniho vektoru hs = (0,0, 1)".



Soustava n linearnich diferencialnich rovnic

% K ¢emu je to dobré pri feSeni soustav diferencialnich rovnic?

UvaZzujme soustavu tfi diferencialnich rovnic, kde matici soustavy je matice A:
x = AX.

UZ vime, Ze matice ma vlastni Cislo A1 > = 1 s geometrickou nasobnosti 1 a
algebr. nasobnosti 2, pfislusny vlastni vektor h a zobecnény vlastni vektor k.
Vlastni Cislo A3 = 2 ma geometrickou i algebraickou nasobnost 1, pfislusny
vlastni vektor je hz . Fundamentalni systém f.s. = {x1(t), x2(t), X3(t)} , kde

X1(t):eth, Xg(t):et(l‘h%—k), Xs(t):egthg.

For x», see (8). Obecné feseni je

1 1 1 0
x(l‘):C1e[<0>+Cget(t(O)+<1>)+C3e2’<0>,
0 0 0 1

teR, CieR,i=1,2,3.



Soustava n linearnich diferencialnich rovnic

o o=
[ PTG
- O o

Sestavme z vektor( h, k a hs matici P = (h,k, h3) = (

0

o |.

)
Nyni vypoctéme

1 -1 0 110 110 1 1]0
P'AP=| 0 1 0 010 01 0 |= 110 |.
0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0|2

Posledni matice je tzv. Jordantv kanonicky tvar matice A. V nasem pfipadé
se sklada ze dvou Jordanovych bloku (kleci). Prvni blok pfislusi viastnimu
¢islu A = 1. Jeho geometricka nasobnost je 1, je to tedy jeden blok,
algebraicka nasobnost je 2, tedy blok ma rozmér 2 x 2. Blok ma na diagonale
vlastni &islo, tedy jednicku, a nad diagonalou ve sloupci, ktery odpovida
zobecnénému vlastnimu vektoru k, také jednicku. Pod diagonalou je 0. Druhy
blok pfislusi vlastnimu &islu A\ = 2. Zde algebraicka =geometricka
nasobnost=1 = jeden blok velikosti 1 x 1 s vlastnim &islem 2 na
"diagonale”.

) , Viz

(10).

]
Ovéite, ze P je regularni,aze P! = ( 1
0

o



Soustava n linearnich diferencialnich rovnic
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Jordanuv kanonicky tvar

Jordanav kanonicky tvar

Pro libovolnou matici Anx» existuje nesingularni matice P takova, Ze

J =P 'AP = diag(C1,Cs,...,Cp), kde C;=X\E+R;, C;cRV7,

o1 o0 ... O
o0 1 ... 0
R, = o ;
oo o .. 1
0 0 0 ... O
A, j=1,...,p, jsou, obecné ne rizna, vlastni Cisla matice A.

J ... Jordantv kanonicky tvar matice Anx .

Pro matici A plati A = PJP~' | tedy A ~ J, matice A a J jsou podobné, maji
stejna vlastni ¢isla, ale matice J ma mnohem jednodussi tvar. Je témér
diagonalni: na diagonale ma vlastni ¢isla, nad diagonalou, ve sloupcich,
které odpovidaji zobecnénym vlastnim vektorlim, ma 1 a vSude jinde ma nuly.

Tento obecny tvar uvadime jen pro zvidavé Ctenare. Zde se budeme zabyvat
prevazné soustavami dvou nebo tfi diferencialnich rovnic.



Soustava n linearnich diferencialnich rovnic
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Jordanuv kanonicky tvar

Transformace matice soustavy na Jordanuv kanonicky tvar

Véta Necht n=2, Asx» je redlna étvercova matice.

Pak existuje regularni transformacni matice Sz« (zavisla na vlastnich Cislech
A1, A2 matice A) takovd, Ze matice B = S~'AS ma jeden z nasledujicich &ty¥
tvar:

(i) X1 i )2 maji algebraickou i geometrickou nasobnost =1, t.].

M#X, M, 2€R = B= A0 ,
0| X

(pro kazdé vlastni ¢islo je na diagonale B 1 blok velikosti 1 x 1)

(ii) A1, A2 imaginarni, jejich algebraicka nasobnost = geometrické = 1, t.].

. al-—b
Mz=atib, b£0 — B*(b . )



Soustava n linearnich diferencialnich rovnic
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Jordanuv kanonicky tvar

(iii) A ma jedno (dvojnasobné) viastni Cislo Ao € R, pro néz plati, ze jeho
algebraicka i geometricka nasobnost je 2, Ao odpovidaji dva linearné
nezavislé vlastni vektory, t.].

Mo € R, \o odpovidaji dva LN vlastni vektory —> B = ( AOO ;\) ) ,
0

(dva bloky, kazdy velikosti 1 x 1)

(iv) A majedno (dvojnasobné) viastni Cislo A\ € R, pro néz plati, ze jeho
algebraicka nasobnost=2, geometricka nasobnost je 1, Ao odpovida
jeden vlastni vektor a jeden zobecnény vlastni vektor, t.].

Xo € R, )\o odpovida jeden vlastni vektor a jeden zobecnény vlastni vektor
AP
— B= ( 0 o ) :

(jeden blok velikosti 2 x 2) .



Fazové portréty linearnich soustav v roviné

Dvoudimenzionalni linearni systémy s konstantnimi koeficienty

a b
c d
polynom. Pak charakteristicka rovnice matice A je o(A\) = \> —7A+5 =0,
kde 7 = tr(A) = a + d je stopa matice A, § = det(A) = ad — bc je
determinant matice A. Tedy vlastni Cisla zavisi na stopé tr(A) matice A a na
determinantu det(A) matice A.

Necht A = ( ) . Oznatme () = det(A — AE) jeji charakteristicky

Kofeny o(\):

Ay = %ﬁ , kde D =72-45 = & +2ad+d*—4ad+4bc = (a—d)*+4bc.

V roviné 7 — D (tr(A) — det(A)) je 5 rGznych "oblasti”vlastnich Cisel.

Poznamka D ... diskriminant. Je-li D > 0 jsou vlastni ¢isla dvé realna
rGznd, jeli D < 0, jsou vlastni ¢isla imaginarni, komplexné sdruzena.



Fazové portréty linearnich soustav v roviné

Transformacni matice

Méjme soustavu x = Ax, Azx2, necht S je transformacéni matice a
B =S 'AS. Matice A a B jsou podobné, maiji stejny charakteristicky
polynom, a tedy i stejna vlastni ¢isla. Dostaneme

A=SBS' — x=SBS 'x.
Zavedeme substituciy := S'x, t.j. x = Sy a x = Sy . Nyni je
Sy=SBy — y=By.
N——

soustava po transformaci

Cil transformace: Zjednoduseni soustavy diferencialnich rovnic na tzv.

kanonicky tvar soustavy diferencialnich rovnic.

Poznamka Nasledujici nacrty fazovych portrétu jsou prevzaty ze skript
A. Kli¢, M. Kubicek: Matematika Ill - Diferencialni rovnice, VSCHT Praha,
1992, ISBN 80-7080-162-X.



Fazové portréty linearnich soustav v roviné
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Fazové portréty soustav diferencialnich rovnic v kanonickém tvaru

Fazové portréty soustav diferencialnich rovnic v kanonickém tvaru

Véta Necht n=2, Axx2 je redlna Ctvercova matice.
Pak existuje regularni matice S takova, ze matice B = S~'AS mé jeden ze
Ctyf tvard (v poslednim sloupci je nazev pfislusného rovnovazného stavu):

(i) M#X A, 2€R, B= ( Mo 0 ) uzel, sedlo
0 X
Yy

Slsclnes S LSl

. SR\ 74
A1>O,)\2>0 )\1<0,A2<0 A <0
N——_——

nestabilni uzel stabilni uzel sedlo (nestabilni)

Do sedla vchazeji dvé trajektorie a dvé trajektorie z néj vychazeji. Tyto
trajektorie nazyvame separatrix sedla.



Fazové portréty linearnich soustav v roviné
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Fazové portréty soustav diferencialnich rovnic v kanonickém tvaru

(i) M=X:=X€eR, B= ( A 0 ) dikriticky uzel

0 Xo
Y2 ¥,
/N yx /]\n
X >0 A <O
N—— N——
nestabilni dikriticky uzel stabilni dikriticky uzel

Trajektorie jsou polopfimky vychazejici (Ao > 0), resp. vchazejici (Ao < 0) do
rovnovazného stavu.



Fazové portréty linearnich soustav v roviné
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Fazové portréty soustav diferencialnich rovnic v kanonickém tvaru

Ao

1 .
(i) M=X=X€eR, B= ( 0 o ) Jordan(v uzel

Y2 4
\\
\\ |
N
N
\\
P Y1 Y1
AN
/ N
S
\\
7 N
X >0 A <0
nestabilni Jordan(yv uzel stabilni Jordantv uzel

Carkovana pfimka ma rovnici y» = —Xoys . Na této pfimce leZi "body
obratu”jednotlivych trajektorii, t.j. body extrémd pro funkci y;(t).



Fazové portréty linearnich soustav v ro
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Fazové portréty soustav diferencialnich rovnic v kanonickém tvaru

a —-b

(iv) Mo=a+ibb#0 B:(b ,

) ohnisko, centr

a>0 a<o a=>0
N—— N—~—— ——
nestabilni ohnisko stabilni ohnisko centr

Je-li a > 0, maji trajektorie tvar spiral, které se vzdaluji od rovnovazného
stavu, je-li a < 0, spiralovité se k rovnovaznému stavu blizi. Je-li a = 0, jsou
trajektorie kruznice se stfeden v pocatku, t.j. uzaviené trajektorie, kterym
odpovidaji periodicka feseni.



Fazové portréty linearnich soustav v roviné
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Fazové portréty soustav diferencialnich rovnic v kanonickém tvaru

*

Poznamka ke stabilité:

A

=

|
AN ~

Pevné body se tfemi riznymi typy stability.

Pevny bod vlevo je stabilni, prostiedni pevny bod je ,,neutralni* a pevny bod vpravo je
nestabilni.
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Rovina tr(A) — det(A)

Charakteristicka rovnice pro matici A je

N (A +det(A) =0 = \o=

M4 = % (tr(A) +1/tr2(A) — 4det(A) + tr(A) — /tu2(A) — 4det(A)) =

= t(A)

tr(A) £ /tr?(A) — 4det(A) .
> L.

A A2

% (u(A) +\/t2(A) —4det(A)> (tr(A) — \Jt2(A) — 4det(A)) =

= %(trz(A) — tr’(A) 4 4det(A))= det(A).

Budeme klasifikovat fazové portréty (resp. rovnovazné stavy) v zavislosti na
stopé matice A a determinantu matice A.

Poznamka Kazdé matici A je v roviné tr(A) — det(A) pfifazen pravé jeden
bod. Naopak, kazdému bodu v roviné tr(A) — det(A) odpovida nekonecné
mnoho matic.
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Zkoumejme diskriminant charakteristické rovnice
D =t?(A) — 4det(A) =— D=0 <= det(A) = %trz(A) ...parabola
I. D>0 = A madvé realna rlizna vlastni Cisla a plati

det(A) < %trzA.

(i) det(A) <0 <= XA{)A2 <0 = rovnovazny stav typu sedlo
(ii) det(A) >0 <= X{)X2 >0 = rovnovazny stav typu uzel

stabilni uzel: Ay < 0, <0, nestabilni uzel: Ay > 0, >0
— —

M+A<0 = tw(A)<O0 M+ >0 = tr(A) >0
(iii) det(A) =0, tj.napf. A\ =0,y #0 =
fazovy portrét s pfimkami rovnovaznych stavu:
- tr(A) = A2 < 0... trajektorie vchazeji do r.s.

- tr(A) = X2 > 0... trajektorie vychazeji z r.s.
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I. D<0 = A maimaginarni, komplexné sdruzend vlastni ¢isla
A2 =azib, b#0aplati
det(A) > jztrzA.
V tomto pfipadé tr(A) = a+ib+ a—ib = 2a.

(i) w(A) <0 <= a<0 = rovnovazny stav typu ohnisko, stabilni
(ii) r(A) >0 <= a>0 = rovnovazny stav typu ohnisko, nestabilnf
(ii) wr(A) =0, = a = 0 = Ay = +ib = rovnovazny stav typu centr

. D=0 =— A majedno dvojnasobné vlastni ¢islo A\ a plati

dei(A) = %trZA.

(i) r(A) <0 < X9 <0 = r.s. typu dikriticky uzel (Jordandv uzel), stabilni
(ii) w(A) >0 < )¢ > 0 = nestabilni dikriticky uzel (Jordan(v uzel)

(iii) w(A) =0 = Xy = 0 = fazovy portrét s pfimkou rovnovaznych stavl
a s ni rovnobé&znymi trajektoriemi.
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Klasifikace fazovych portrétt v zavislosti na tr(A) a det(A)

TrA 20

e
oL A< [

Il
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Klasifikace fazovych portrétt v zavislosti na vlastnich Cislech (A)

o ik A
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Piiklad Re$me soustavu

Xy = Xi+X . _ 1 1 g (1= 1

X; = —=bxi—X > U A_(—5—1)’ A )‘E_( -5 —1-x)"
s .2 . 1 (0

charakteristicka rovnice: A\"+4 =0 — M2 ==+2i, h= _q +i 5 .

(10 (11 Catpa_ [ 02
s=(z2) 87=(i]) m=sme=(20)

a polozime-li x = Sy, dostaneme ekvivalentni soustavu diferencialnich rovnic

Tedy

yio=  2p

. aopét A\ =+2i.
y2 frg —2y1 ’ p 12 !

y =By tj.

Vlastni &isla lezi na imaginarni ose a plati det(A) = 4, tr(A) =0, D= —16

= rovnovazny stav typu centr
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i S Ay, ey
I e A N, s bgt

e

Fazovy portrét: vlevo plvodni soustavy, vpravo soustavy po transformaci.
Cviceni UkaZte, Zze obecné feseni plivodni soustavy je

X1 () Cicos2t+ Cosin2t, Ci,C €R, teR,
x2(t) = (=Ci+2C)cos2t— (2C1 + Co)sin2t

a vypoctéte partikularni feSeni, jehoz trajektorie prochazi bodem
X1 (O) = 1, X2(O) =0.
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Zpétna transformace - fazové portréty v rovineé x; — x

Zpétna transformace: x := Sy

I. det(A) #0

(a) A ma dvé redlna rliznd vlastni ¢isla Ay, \» s odpovidajicimi vlastnimi vektory
hi,h, = transformace x := Sy zobrazi osy y; a y» na pfimky p, g se
smérovymi vektory h¢, hy. V pfipadé uzlu vstupuiji trajektorie (kromé dvou)
do uzlu ve sméru té z pfimek p, g, jejiz smérovy vektor odpovida vlastnimu
¢islu s mensi absolutni hodnotou.

(b) Fazovy portrét dikritického uzlu se transformaci neméni, protoze linearni
transformace x = Sy pfevadi polopfimky na polopfimky

stabilni uzel sedlo (nestabilni) centr
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Il. det(A) = 0. Pak ma charakteristicka rovnice tvar

M _tw(AA=0 = X\ =0, A2 =1t(A).

(@ A#0
Necht r, s jsou vlastni vektory prislusné Ay, \». Rovnovazné stavy soustavy
x = Ax ziskdme feSenim homogenni soustavy linedrnich rovnic

Ax=0.

Protoze det(A) = 0, je nenulova matice A singularni, m& hodnost 1 a
mnozina véech feseni je jednodimenzionalni podprostor R2, tedy pfimka p
prochazejici pocatkem ve sméru vlastniho vektoru r, ktery prislusi viastnimu
¢islu Ay = 0. Pfimku p nazyvame piimkou rovnovaznych stavu, nebot kazdy
bod pfimky p je rovnovaznym stavem soustavy x = Ax.
Transformacni matice S = (r, s) prevede matici A na JordanGv kanonicky

tvar
tpe_ [0 O
sas—(g 5 )

a soustavu x = Ax transformuje na soustavu
!
i = 0
!
Yo = Ao)e.
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Obecné feseni soustavy y = By ma tvar
yi(t)=Ci, ya(t) = Coe™".

To jsou parametrické rovnice trajektorii a miZzeme nakreslit fazovy portrét.
Pfimka rovnovaznych stavi je osa ys, trajektorie jsou polopfimky rovnobézné
s 0sou y». PFi zpétné transformaci prejde osa y1 v pfimku rovnovaznych
stavll p se smérovym vektorem r, osa y» prejde v pfimku g se smérovym
vektorem s.

Poznamka Transformace x = Sy zachovavéa rovnobéznost pfimek.

Yo |Y2

det(A) =0, A2 >0 det(A) =0, A2 <0  Fazovy portrét v roviné x; — xz
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(b) Matice A ma dvojnasobné nulové vlastni ¢islo, k némuz pfislusi
vlastni vektor h a zobecnény vlastni vektor k

Pak matice S = (hk) transformuje matici A na JordanGv kanonicky tvar

e (0 1
posas- (0 1)

a soustavu x = Ax transformuje na soustavu

i o= )
ys = 0.
Obecné feseni soustavy y = By ma tvar

yi(t)=Ci+ Cot, yo(t)=Co.
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Ptipad dvojnasobného nulového vlastniho Cisla

Cviceni
1. Klasifikujte rovnovazny stav a nacrtnéte fazovy portrét soustavy

X; X1 — 5Xo
X = X1—X

2. VySetiete fazovy portrét soustavy x = Ax, kde A je nulova matice fadu 2.
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