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Zaklady maticového poctu
©0000

Vektory

Vektorovy prostor

Vektorovy (linearni) prostor (V,+,-), V ...mnozina, na které jsou definovany
operace + a -, pro které plati

(i) u+v=v+4+uvu,veyv,
(i) (u+v)+w=u+(v+w)Vu,v,weV,
(ili) Joe V: Yvue Vu+o=uy,
(iv) vVue Vue Vu+(—-u)=o,
(V) a-(Uu+Vv)=a-u+a-vVvu,v e WaeR,
(vi) (a+b)-u=a-u+b-uVue VvabeR,
(vii) (a-b)-u=a-(b-u)Vue VWa,beR,
(viii) 1-u=uvueV.
Séitani: a,b e R" = a+b= (a1 +bi,a + bo,...,an+ bn).
Nésobeni redlnym Cislem: ac R, a € R = a-a= (aai,ads,...,adan).
RZ
R"

{(x1,x%),x; e R, i=1,2}
{(X1,%,...Xp), X €R,i=1,2...,n}
—————

usporadana n—tice
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Vektory

Linearni zavislost a nezavislost

Definice: Jsou-li a, az, . . ., ax vektory z R, a1, aq, . . ., ok redind Cisla, pak
vektor
K
a:a1a1+agag+~~~+akakzzaia/ (1)
i=1
je linearni kombinace vektord a1, a, . . ., a.

Poznamka: Jsou-li v rovnici (1) véechna «; nulova, je linearni kombinace
trivialnf.
Definice:
@ Soustava vektoru ay, . .., ax € R" je linearné nezavisla (LN) < jedina
linearni kombinace, ktera dava nulovy vektor, je trivialni:

k
Za;a,-zo = Oé/:OVI':‘I,‘..,k.
i=1
© Soustava vektort ay, . .., ax € R" je linearné zavisla (LZ) jestlize existuje
alespon jeden koeficient «;, ktery neni nulovy, a presto Zﬁ; aiai =0.



Zaklady maticového poctu
00®00

Vektory

*

Priklad Tvofi vektory a; = (2, —3), a> = (3, —4) linedrné nezavisly systém v
R2?

Reseni: Sestavime linearni kombinaci aa + az, polozime ji rovnu
nulovému vektoru a vypocteme koeficienty « a 3:

aa +Pfa =0 < a(2,-3)+ B(3,—4) = (0,0).
Dostaneme soustavu

20+ 34
-3a—-48 = 0

I
o

= a=0,0=0.
Tedy jedina linearni kombinace, ktera dava nulovy vektor je trivialni. Systém
vektord je linearné nezavisly.

Poznamka V R? jsou ka?dé dva vektory, které nejsou rovnobézné, linearné
nezavislé.
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Vektory

Cviceni: Linearné nezavisly nebo linearné zavisly systém?

by =(2,-3,1), bo=(-4,6,0), bs=(0,0,2) € R®.

Véta: Vektory ay, ao, ..., ax € R" jsou linearné zavislé < jeden z vektoru Ize
vyjadfrit jako linearni kombinaci ostatnich.
Dikaz:
= Necht ai, a, ..., ax € R" jsou linearné zavislé, tj. existuje napf. aq # 0
tak ze
arar toag@+ - takak =0 | ay
(0% (e} [0}
a2 0ok
[07] (6%] [07]
Tedy ay je linearni kombinaci vektord ao, . . ., ax.

< Necht naptiklad ai = azaz + - - - + akak. Pak
—a + apa + - - + akax = 0, priemz koeficient u a; je roven —1, jde
tedy o netrivialni linearni kombinaci. Systém je LZ.
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Vektory

Véta Necht a;, @, ... ax € R". Pak
1) Vynasobenim libovolného vektoru z tohoto systému nenulovym &islem
a € R se linearni zavislost ani linearni nezavislost systému nezméni.
2) Prictenim nékterého vektoru z tohoto systému k jinému vektoru tohoto
systému se linearni zavislost ani linearni nezavislost systému nezméni.

Obecné:

Je-li dan systém vektort ay, ..., ax € R”, pak pficteme-li k jednomu z téchto
vektoru linearni kombinaci ostatnich, linearni zavislost ani linearni
nezavislost systému se nezméni.
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Matice

Operace s maticemi

Necht A, B, C € R™" jsou tfi obecné obdélnikové matice. Pak plati:
@ A+ B= B+ At scitani je komutativni.
Q (A+ B)+ C = A+ (B+ C), . stitani je asociativni
Q «a(A+ B) = aA + aB distributivita
Q (a+ B)A = aA+ BAdistributivita
© (aB)A = a(BA)
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Matice

O@000

Nasobeni matic

Pfipomenme si skalarni soucin dvou vektoru:
a=(a,a,...,ak), b= (b1,bo,...,bx). Pak

k
a-b=ab +azb2+~-+akbkzza/bi
i=1
je skalarni soucin vektort a a b.
Nasobim-li dvé matice A - B, pak provadim vzdy skalarni soucin fadku matice
vlevo se sloupcem matice vpravo. Plati pfitom, Ze dvé matice mohu nasobit
jen tehdy, pokud pro nasobené matice plati:
Am><k : kan - Cm><n-
Je-li
A=(aj) i—1,...m . B=(by) i-1, i=
j=1,...,k j=1,...,n j=
pak c; dostaneme skalarnim sou€inem ji—tého fadku matice A s j—tym
sloupcem matice B:
k
Cj = Z a,'lb[,- .
=1
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Matice
*
Priklad
2 3
-2 1 0 3
Asxe = 0 1 , Bzmi{ 1 2 1 z}écswy
1 2
-1 8 3 12
C= 1 2 1 2 .
0 5 2 7

Pozor! Naopak matice nasobit nelze. Zkuste si!

Definice Jednotkova matice E, je Ctvercova matice n x n s jedniCkami na
diagonale a vSude jinde jsou nuly:

1 0 ... O
0 1
En
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Matice

Pravidla pro nasobeni matic

Vlastnosti maticového nasobeni. V nasledujicich vlastnostech
predpokladame, Zze nasobeni je vzdy dobie definované.

(A-B)-C = A-(B-C)

A-B+C) = A-B+A.-C
(A+B)-C = A-C+B-C
a(A-B) = (aA)-B=A(aB), a€eR

Poznamka: Nasobeni jednotkovou matici
Anxn-En=E-A=A,

AE, = A
Am><n = Emlz

I
>
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Matice

Operace transpozice

Je-li matice Anxn = (aj), pak matice k ni transponovana je matice
Alm = (). Tedy j—ty fadek matice AT je j—ty sloupec matice A a i—ty
sloupec matice AT je i—ty Fadek A.

Pfiklad
2 1
A:{? g 21} Al=|3 2.
0 -1

Vlastnosti transpozice. V nasledujicich pravidlech predpokladame, ze
vSechny operace jsou dobfe definovany.

(A+B)" = A"+5B
(aA)" = AT
(A-B)Y = B'A
A" = A.

Je-li A &tvercova, A = AT, je matice A symetricka.
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Hodnost matice

Hodnost matice

Rekneme, Ze matice A ma hodnost k, h(A) = k, pravé kdyz maximalni pocet
linearné nezavislych radkd matice A je roven k.

Poznamka: Tedy vektory ai, ..., ax jsou linearné nezavislé <
[ a1 [ —
. - a2 -
hodnost matice A = . je presné k.

Véta Maximalni pocet LN fadkl (fadkova hodnost) matice A = maximalni
pocet LN sloupcl (sloupcova hodnost) matice A = maximalni pocet LN
fadkd matice AT .
Tedy

h(A) = h(A").

Dusledek
Amxn = h(A) < min(m,n).



Zaklady maticového poctu
0®00

Hodnost matice

Horni trojuhelnikova matice

Definice Matice Amxn je horni trojuhelnikova matice (HT-matice) <«

(i) m<n
(i) ai#0 Vvi=1,...,m
(iii) @j=0proi>j

HT — matice =

O O *
O % X
* X X
> X X

3x4
Na diagonale nenulova ¢isla,
pod diagonalou nuly.
Véta Hodnost HT-matice je rovna poctu jejich radka.

Cviceni: Dokazte tuto vétu.
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Hodnost matice

Podobné matice

Abychom matici prevedli do HT- tvaru, vyuzijeme elementarni fadkové a
sloupcové operace, které neméni hodnost matice.
Elementarni radkové operace
@ Vynasobeni libovolného fadku nenulovym realnym cislem
@ Prehozeni dvou radku
© Pricteni nasobku jednoho fadku k jinému
© Nulovy fadek vynechame
Elementarni sloupcové operace
@ Vynasobeni libovolného sloupce nenulovym realnym ¢islem
@ Prehozeni dvou sloupct
© Pricteni nasobku jednoho sloupce k jinému
© Nulovy sloupec vynechame

Aplikujeme postupné tyto operace na matici A az ziskdme matici B v
HT-tvaru. Rikdme, Ze matice A a B jsou podobné a piSeme A ~ B. Hodnost
matice A je pak rovna poctu fadkd matice B.

[

Poznamka: "~je relace ekvivalence. DokaZzte.
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Hodnost matice

VétaA~B = h(A)=h(B).
Véta Kazdou matici Ize elementarnimi Gpravami prevést na HT-tvar.

Priklad Zjistéte hodnost matice A.
1 2 -3 0

s &0 1 2 -3 0 1 2 0 -3
~ ~lo =1 7 1 |~lo -1 1 7
0 {0 00 0o 0 o0 1 0o 01 0
0 10 0 f
HT-tvar

Algoritmus, ktery pfevede matici na HT-tvar pomoci Uprav, které neméni hodnost matice

Gaussova eliminace
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Frobeniova véta

Frobeniova véta

Mé&jme soustavu m linearnich rovnic o n nezndmych:

ai Xy + aeXe + -+ anXn = b
a1 X1+ aoXo+ -+ anXn = b
amXi + amXe + -+ amXn = bm

Maticovy zapis : Ax = b, kde A je matice soustavy, x je vektor neznamych, b
je vektor pravé strany.

an &2 ... amn X4 by

aosq aoo . don Xo N b2 m
Amxn = . , X = . S R 5 b = . S R™.

am am ... am Xn bm

Je-li b =0...homogenni soustava, b # 0 ...nehomogenni soustava.
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Frobeniova véta

Pridejme k matici A jako (n+ 1)—ni sloupec vektor pravé strany b.
Dostaneme tzv. rozsifenou matici soustavy (A|b)

Frobeniova véta
Soustava Ax = bmafteSeni < h(A) = h(A|b).

Véta Homogenni soustava ma vzdy feSeni. Plati: Jsou-li xi, xo dvé rizna
feSeni homogenni soustavy Ax = b, pak také x; + x» je feSenim a ax; je také
feSeni. PoCet LN feSeni homogenni soustavy je k = n — h(A).

Poznamka: Tedy jsou-li yi, ..., yx LN feSeni soustavy Ax = 0, je jejich
linearni kombinace vzdy také feSeni yy = c1y1 + Coyo + - - - + Ck Vk-

Necht Anxn. Oznaéme

Vi = {x € R", Ax = 0} ...linearni prostor vSech feSeni homogenni soustavy
Ax =0,

Vy = {x € R", Ax = b # 0} ...mnozina v§ech feSeni nehomogenni soustavy
Ax = b # 0. Mnozina Vy neni linearni prostor.
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Frobeniova véta

Pocet reseni

Véta Necht xo je feSeni soustavy Ax = b # 0. Pak libovolné feseni této
soustavy Ize zapsat ve tvaru

X=X +Vv, veVy.
Véta Pocet fesSeni soustavy Ax = b, Amxn:
h(A) < h(A|b) ...Zadné feSeni
h( h(A|b) = n ...prave jedno feSeni
h(A) = h(A|b) < n...nekone¢né& mnoho fedeni.

A
A) =
)=

Poznamka

Gaussova eliminace: Elementarnimi Upravami pfevede matici (A|b) na H-T
tvar.

Gaussova-Jordanova metoda: Elementarnimi Gpravami prevede matici (A|b)
na diagonalni tvar.

é
1.
2.
3.



Gaussova eliminace

Gaussova eliminace - Pfimy chod

Necht Amxn = (a)).

Zameénou radkl pripadné sloupcl upravime matici tak, aby a1 # 0.
Proi=2,..., mpfiéteme a—nasobek prvniho fadku, kde
_an

an

k i—tému fadku matice A. Dostaneme tak matici, kterd ma v prvnim
sloupci samé nuly az na aj1, které je nenulové. Vznikne-li dpravami v
matici nulovy radek, vynechame ho.

Zaménou fadku s vyjimkou prvniho, pfipadné sloupct s vyjimkou
prvniho (pokud je tato zaména nutnd), upravime matici tak, aby as> # 0.

Proi=3,..., mpfitteme a—nasobek druhého fadku, kde
aj2
a=——
dop

k i—tému fadku matice A. Dostaneme tak matici, ve ktera se nuly v
prvnim sloupci nezmeénily, prvni fadek se také nezménil. Ve druhém
sloupci je az nenulové, ap = 0 pro i = 3,..., m. Cely postup
opakujeme, dokud nedostaneme HT-matici.
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Gaussovu eliminaci Ize schématicky zapsat takto:
A ~ B, BjeHT-matice ...Gaussova eliminace vpred, pfimy chod,

x X X X
0 * Xx X T ... Gaussova eliminace vzad, zpétny chod .
0 0 *x x

P¥iklad Reste soustavu linearnich algebraickych rovnic:

X +2Xp — X3 = 1 4 > 1 1
3 +5x%+x3 = 0 3 5 1 X1 0
X; + 2x; = 3 = 10 2 2 - 3
1 3 13 0 %3 -4
Xy + 3xp = —4
12 -1 1 1 2 -1 1 1 2 -1 1
3 5 1 0 0o -1 4 | -3 o -1 4 | -3
=3 o 2| 3|~|o —2 3| 2|~|o o —s5| 8|~
1 3 0| —4 0 1 1 -5 0 0 5| -8

1
-3
—8

h(A) = h(Alb) = n =3 = soustava ma pravé jedno feseni. Zpétny chod => x = (% -z, %)T
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Priklad Reste soustavu linearnich algebraickych rovnic:

31 — 2% + X3 — X4 = 1 3 _o 111 Xq 1
Xq —2x3+2x% = 5 = 1 0o -2 2|5 §2 _ 5 |.
1 -2 5 -5 |2 3 2
X{ —2Xp +5x3 —5x4 = 2 X4

3 -2 1 —1
(Alb) = | 1 0o -2 2
1 -2 5 -5

1 1 0 -2 2
5 ~ 3 -2 1 —1
2 1 -2 5 -5

1 0o -2 2 5 1 0o -2 2 5
~ 0o -2 7 =7 | —14 ~ 0 -2 7 7| —14
0o -2 7 =7 -3 0 0 0 0 11

Podle Frobeniovy véty soustava nema feSeni, protoze h(A) = 2, h(A|b) = 3.
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Priklad V néasledujici soustave linearnich rovnic diskutujte poCet feSeni pro
rizné hodnoty parametrt g a t. Najdéte feSeni, pro které je z = 1.

xX+4y —2z = 1 14 2|1
(Alb) = 1 7 —-6|6 ~

X+7y —6z = 6 0 3 q t

3y+qz = t
X y z

- (1) ‘3‘ j ; LT 4 72‘ 1

0 3 q |t 0o 3 —4 5

0 0 qg+4|t-5

Diskuse feseni:
@ Proq # —4at+#5. h(A) = h(Alb) = n =3 = Soustava ma pravé jedno feseni:
t—5 5q + 4t 179 + 10t + 18

+4)z=t—-5=>z=—,y= s X = —
@+49) q+4 Y 3(g+4) 3(g+4)

z=9 &t—5=q9+4 = t=qg+9...pfimkav roviné parametrd.

@ Prog+4=0at+#5jeh(A) =2 +# h(Alb) = 3 = tedy podle Frobeniovy véty soustava nema feseni.
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@ Proqg = —4at=5dostaneme

X y z
(Ab)~ |"T 4 =2 [ 1 |, hA) =hAb) =2 n=3.
0 3 —4|5

Soustava ma nekone¢né mnoho feseni. Jednu nezndmou (n — h(A) = 1) volime jako parametr, obvykle tu, ktera je
nejblize ¢are oddélujici A od b. Tedy polozime z := a, a € R. Pak

34 5 5+ 4o 4y 42741 10 17
—4a=5=y= s X=— Z4+1l=——a — —.
Y Y 3 4 3 3
Tedy pro feSeni soustavy x jsme v tomto pfipadé dostali
_17 _10
X 3 3
— 5 4
X = y = 3 +a 3 a e R
z
0
N e N e’
partikularni feSeni baze Vy
—10
Vy={xeRr® x=a 4 | ,a€R}, dmVy=1.
3

Pro z = 1je a = 1 a dostaneme feseni x = (—9,3,1)T.
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* Reseni problému latkové bilance

Méjme nasledujici separacni systém:

’F=x,
2w, =.04
2w, =93
2wy =.03
IF=10 Fox
‘w,=.54
w,=.2 w, = 24
lw,=.6 4w, =22
1W3 =
w,=.26
w,=.0
| w, =74
SF =X,

Chceme vypocitat neznamy hmotnostni tok [kg/s] kazdého vystupniho
proudu. Definujeme neznamé x; =2Flkg/s], x» =*Flkg/s] a xs =°F[kg/s].
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% Hmotnostni bilance

Poznamka: Systém se tfemi slozkami ma pravé tfi nezavislé bilance, vime
tedy, Ze musime sestavit tfi nezavislé rovnice.

Zapisem hmotnostni bilance pro (a) Celkovy hmotnostni prutok, (b)
hmotnostni pratok slozky A, a (c), hmotnostni pritok slozky B, dostaneme
soustavu tfi linearnich algebraickych rovnic pro tfi neznamé toky:

Xq + X2 + X3 = 10
0.04x; + 054x + 026x3 = 2
0.93x; + 0.24x = 6

Zapiseme maticové

1 1 1 X 10
004 054 026 |- | x | =] 2 |.
093 024 O X3 6



Gaussova eliminace

Resime Gaussovou eliminaci. P¥imy chod
10 1 1 1 10
2 |~| 0 -069 -0093 -3.3

1 1 1
[Ab]= | 004 054 026
~0.7913

093 024 O 6 0 0 —0.4539

Zpétny chod

—0.4539x3 = —0.7913 = x3 = 1.7433,
—0.69x2 —0.93-1.7433 =-33 = x2=2.4330
X1 +2.4330+1.7433=10 = x; =5.8238

Podle Frobeniovy véty ma soustava feSeni, nebot h(A) = h(A|b) = 3.
ProtoZe pocet neznamych je také 3, ma soustava pravé jedno reseni.

Hmotnostni toky jsou 2F = 5.8238 [kg/s], “F = 2.4330 [kg/s] a
5F = 1.7433[kg/s].
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Priklad

K vyrobé urcité smési jsou zapotiebi tfi slozky A, B, a C, které se nejprve
musi rozpustit kazda zvlast ve vodé. Pfedpokladejme, Ze smichanim roztoku
o hustoté 1, 5g/cm® slozky A s roztokem o hustoté 3, 6g/cm® slozky B a
roztokem o hustoté 5, 3g/cm® slozky C ziskame 25.07 g smési. Pokud bude
hustota roztoku slozek A, B, C v jednotlivych roztocich 2,5; 4,3, a 2, 4g/cm® v
daném poradi, pak pfi smichani stejnych objemu jako v prfedchozim pfipadé
ziskdme 22,36 g vysledné smési. Je-li hustota roztoku slozek 2,7;5,5 a
3,2g/cm®, pak (opét pii pouziti stejnych objemul) vznikne 28,14 g vysledné
smési. Jaké jsou objemy (v krychlovych centimetrech) roztokd obsahujicich
slozky A, B, a C za predpokladu aditivity objemu?
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Reseni

Necht x, y, z jsou odpovidajici objemy (v cm®) roztokd obsahujicich slozky
A, B, C. Dostaneme soustavu tii algebraickych rovnic

1.5x + 36y + 53z = 2507
25x + 43y + 24z = 2236
27x + b5y + 32z = 28.14

Matice soustavy a roz§ifena matice soustavy maji hodnost 3, pocet
neznamych je také 3, tedy soustava ma pravé jedno feseni, a to

X:1.50m3, y:3.1cm3, z=22cm°.
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Reseni soustav linearnich algebraickych rovnic.

Res$me soustavu linearnich algebraickych rovnic

Ax=b, AcR™" xcR", becR"
Metody:
@ pfimé ...po koneéném poctu krokl ziskdme x
@ iteracni ...x ziskdme jako limitu posloupnosti iteraci x,, :

x= lim x,

n—- oo

Dalezité — kritérium pro ukonéeni iteraniho procesu ("stopping
criterion”)



Gaussova eliminace

Pfimé metody

1. Gaussova eliminace

A ~ B, B v hornim trojuhelnikovém tvaru (HT-tvaru) ... pfimy chod

1 ... zpétny chod

O O *
o ¥ X
* X X
X x X

Frobeniova véta
Soustava linearnich algebraickych rovnic Ax = b ma feSeni

=
h(A) = h(A|b)
Pocet feSenti:
o Je-li h(A) = h(Alb) = n == soustava ma pravé jedno feSeni
o Je-li h(A) = h(Alb) < n = dimV,=n—h(A) >0 = soustava ma
nekone¢né mnoho feSeni.
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% Rozkladové metody reseni soustavy Ax = b

2.a) LU—-rozklad (Gaussova eliminace je specialnim pfipadem LU-rozkladu)
A=LU

L ...dolInf (lower) trojuhelnikova s jednickami na diagondle,
U ... horni (upper) trojuhelnikova, u; # 0 (pokud toto neplati, je treba
permutovat fadky matice A matici P a rozklad provadime pro matici PA).

1 0 0 O * X X X

x 1 0 O 0 = X X
L= ) ) U=

X x 1 0 0 x*

Protoze
Ax=b < (LU)x=b < L(Ux)=Db,

feSime dvé soustavy s trojuhelnikovou matici:

nejprve Ly=b, pak Ux=y.
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2.b) QR-rozklad
A=QR

Q...ortogonéni matice: QQ"=E <— Q'=Q°
R ... horni trojuhelnikova

Rovnost (QR)x = b vynasobime zleva matici Q" , a dostaneme
Q'QRx=Q'b Rx=Q'b
~—~—~
E
a opét mame soustavu s trojihelnikovou matici.

Jak uz jsme poznamenali, LU-rozklad nemusi existovat. QR—-rozklad
existuje vzdy.

LU-rozklad je vyhodny, feSime-li mnoho linearnich soustav se stejnou
matici soustavy a s pravymi stranami, které se méni béhem vypoctu.
Matice L a U pak staci spocitat jen pro prvni soustavu.
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3. Cramerovo pravidlo — idealni pro regularni matice 2 x 2, pro vétsi
soustavy nepouzitelné .

4. Pomoci inverzni matice
Ax=b, Aregularni = 3A' : AAT'=AT'A=E.
N——
nejjednodussi maticova rovnice
Rovnici Ax = b vynasobime zleva matici A~":
A'Ax=A"b — x=A"b
E

Numericky vypocet je nedoporucenihodny, vypocet je velmi nestabilni.
Vhodné pro dlikazy teoretickych vysledka.
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Iteracni metody

5. Jacobiova metoda
Princip: Matici soustavy A rozepiSeme na soucet matic

A=D-L-U, kde )

D=ag; ai X X X

y e X aw X X
—L ostfe doIni trojuhelnikova matice ~ A = 2
X X ass X

—U ostfe horni trojuhelnikova matice X X X am

Necht a; #£ 0, i =1,...,n, naopak L + U ma diagonalni prvky vSechny
nulové. Pak
Ax=b << (D-L-Ux=b

Dx =b+(L+U) x = x*=bD"(b+(L+U)x®)
~~ ~~

(k+1)—niiterace k—ta iterace Jacobiova metoda
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Iteracni metody

6. Gaussova-Seidelova metoda
Rovnici (2) opét dosadime do feSené soustavy a rozepiSeme, tentokrat
jako

(D-L-Ux=b <« (D-L) x =b+U x =
~~ ~~

(k+ 1)-ni iterace  k—t& iterace

Gaussova-Seidelova metoda :

x5 = (D - L)7"(b + Ux™).
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% Metoda SOR

7. Metoda SOR
Tentokrat matici A zapiSeme jako

A =B+ (A-B), (3)

kde B je regularni. Pak Bx = (B — A)x + b. Dostaneme tak iteracni
metodu
%“”:B”(&—AM”+b) (4)

Vynasobime-li rovnost (3) redlnym &islem w, tzv. relaxa¢nim
parametrem, a polozime-li B = D — wL, dostaneme rozklad matice A ve
tvaru

wA = (D—-wL) — (wU+ (1 —w)D).

Vznikne tak metoda SOR, jejiz iterace jsou definovany predpisem
(D — wL)x* " = (WU + (1 —w)D)x® + wb,  neboli

x* = D —wl) ' (1 —w)D +wl)x® + w(D —wL) 'b.  (5)
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Inverzni matice

Inverzni matice

Necht A je &tvercova matice n x n. Rikame, Ze matice B je inverzni k matici
A, jestlize AB = BA = E. Inverzni matici k matici A obvykle znagime A,
tedy

AATT=ATTA=E.

Inverzni matice k matici A existuje <= A je regularni (detA #0).

@ Necht A = (gj)nxn, detA # 0 (A je regularni) . Pak

T
A, ... A
. 1 A21, Agn i
An1, Ann

A je algebraicky dopInék prvku a;, M; je minor pfislusny prvku aj, 1j.
determinant matice o fad mensi, ktera vznikne z plvodni matice
vynechanim i—tého rfadku a j—tého sloupce.
@ Gaussova-Jordanova metoda
Nemusime predem védét, Ze matice A je regularni. Pomoci
ekvivalentnich Gprav:
(AE) ~ (EIAT").
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Stechiometrické rovnice

% Koncentrace meziproduktu v reakénim systému

Priklad V daném reakénim systému jsou ¢asové nezavislé (stacionarnf)
koncentrace meziprodukt( ur€eny maticovou rovnici

11 V12 . MR Wi 0
V21 V22 ... 2R w2 0
= , kde (6)
UNt VN2 ... UNR Wgr 0
{yi},i=1,...,N,j=1..., R, je stechiometrickd matice, v; je

stechiometricky koeficient i—té slozky v j—té reakci, a {w;} je sloupcovy
vektor neznamych reakénich rychlosti. Tedy slozek je N, reakci R.
Poznamenejme, Ze reakce zahrnuje i pfitoky (coz jsou efektivné reakce
nultého fadu) a odtoky (efektivni reakce prvniho fadu). P¥itoky/odtoky (nebo
ekvivalentné reakce nultého/prvniho fadu) tam musi byt, pokud hledame
netrivialni (=termodynamicky nerovnovazné) stacionarni stavy.
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Stechiometrické rovnice

*

Hledame feSeni homogenni soustavy linearnich algebraickych rovnic (6).

Linearné nezavisla reseni této soustavy jsou oznacovana jako reakéni cesty,
ke kterym pfifazujme néjaké sitové reakce.

Abychom tyto sitové reakéni rovnice vytvofili, vynadsobime R reakci
stechiometrické matice (které obsahuiji stéle reaktanty, produkty a
meziprodukty) jednim z linearné nezavislych fedeni (wi, we,..., wg)" a
pridame ziskané rovnice. Sitové reakéni rovnice uz neobsahuji meziprodukty.

Priklad Brusselator
Brusselator je oscilujici autokatalyticka chemicka reakce popsana rovnicemi

A — X
B+X — Y4+D
2X+Y — 3X

X — E

meziprodukty: X, Y (7)

Prvni reakce je vlastné efektivni ptitok X a ¢tvrta reakce je efektivni odtok X,
tedy systém je otevieny a mlze mit (nerovnovazny) stacionarni stav.
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Stechiometrické rovnice

% Priklad Brusselator

Stechiometricka matice pro meziprodukty X, Y je

]
yio 1 -

a soustava rovnic pro stacionarni stavy meziproduktd je

wq
S T R w| [0
SW=1lo 1 4 o]' ws *{o] ®
Wy

Hodnost matice S je h(S) = 2, poCet neznamych je n = 4, tedy dimenze
prostoru Vy je 2. Soustava ma 2 linearné nezavisla reseni, ktera tvori bazi
V. Vypocteme je.
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Stechiometrické rovnice

*

Volime 2 nezndmé jako parametry: wy = t, ws = s. V8echna feSeni soustavy
(8) jsou

/4] 1 0
Wo _ 0 1
W, =t 0 +s| 4 | t,scR.
Wy 1 0

Tedy Vi = {(1,0,0,1)T,(0,1,1,0)T} = 2 LN fedeni (baze Vy), tedy 2 reakéni cesty.
Vynasobenim celkové (produkty i meziprodukty) stechiometrické matice reakénimi
cestami dostaneme odpovidajici sitové reakce:

X T 1 -1 1 —17 © 07
Y 0 1 -1 o|r17 0
A | -1 o ol]|o 1
B 0 -1 0 0 o| =] o| = A=E
D o 1 o0 oll|1] 0
E|l o o o 1] 1]
X T 1 -1 1 —17 ©0 7
y 0 1 -1 0 lro- 0
Al-1 0o o o 1 0
B 0 -1 0 0 1= | -1 = B=D
D o 1 o ollol 1
E|l o o o 1] o |



Gaussova eliminace
00000000

Stechiometrické rovnice

*

Priklad

Zjistéte hodnost stechiometrické matice, najdéte linearné nezavislé chemické
reakce v systému a urCete bazi

Cl, — 2Cl1
2C1 — Cl,
Cl + CO — COCl
COCl — Cl + CO
cocCl + Cl, — COCl; + Cl
COCl, + C1 — COCl + CI,

Tenhle systém je rovnovazny (tfi vratné reakce) a uzavieny, takze vysledkem
jsou rovnovazné stacionarni stavy = reakéni cesty.
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Stechiometrické rovnice

*

Reseni
Stechiometricka matice v
Cl 2 —2 1 1 1 -
Cl —1 1 0 0 -1
Cco 0 0 -1 1 0 0
COocCl 0 0 1 -1 -1
COCl, 0o o o0 o0 1 -
2 -1 0 0 O
-2 1.0 0 0 2 1 0O 0 o017 1.
S 0 —1 ! Ot 1o -1 -2 2 0] 3
o 110 0o 0 1 -2 1|5
1 -1 0 -1 1 :
—1 1 0 1 -1

h(v") = h(v) = 3.

Linearné nezavislé jsou naptiklad reakce 1., 3., 5. nebo reakce 2., 4., 6.
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Stechiometrické rovnice

*

Soustava v" - w = 0 ma nekone&né mnoho fedeni, volime 2 neznamé jako
parametry: wy = t, Ws = S.
Pak linearni prostor

—1 1
-2 2
Vi={weR w=t| 2 |+s| -1 |, tseR}
1 0
0 1

Soustava ma dveé linearné nezavisla feSeni, tedy 2 reakéni cesty.
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Stechiometrické rovnice

Maticové rovnice

Nejjednodussi maticova rovnice
Ax =b, Actvercovd, regularni,nxn — JA~!
Vynasobime A~' zleva a dostaneme
A 'Ax=A"p = x=A"b
N——
E
Kdybych nasobila matici A~ zprava:

A X A=b A
~ ~ ~~ =~~~ =~

nxn nx1 nxn nx1 nxn ... nelze nasobit
Priklad:
1 3
XA-E=2X+A, A*(O 2)
XA-2X=A+E = X(A-2E)=A+E, A—2E:(_(1) g)

det(A—2E) =0 = k matici A — 2E neexistuje matice inverzni. Maticova
rovnice nema feSeni.
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Stechiometrické rovnice

*

Priklad:
11 1
AX+X=A—-E, A=|1 1 0
10 0
(A+E)X=A—-E =— X=(A+E)""(A-E)
2 1 1
A+E=( 1 2 0 |, de(A+E)=1#£0 = 3I(A+E)!
1.0 1

2 1 1
A+EE)=[ 1 2 0
1.0 1

1 0 O 2 1 1
01 0 ~ 0 -3 1
0 0 1 0 1 —1

aaa
\
ono
|
nNoo
N——————
14

6 0 4|4 -2 0 6 0 0|12 -6 -—12
~[0 -3 1]/1 -2 0| ~([0 -6 0|6 -6 -6 |~
0 0 -2|4 -2 -6 0 0 -2| 4 -2 -6

10 0] 2 -1 -2
~1 0 1 0] -1 1 1 ~ (E(A+E)™")
00 1|-2 1 3




Vlastni éisla a vlastni vektory matice

Vlastni Cisla a vlastni vektory matice

Definice Vlastnim ¢islem matice A (realné nebo komplexni) se nazyva kazdé
(obecné komplexni) Eislo A, splfujici pro néktery nenulovy vektor x rovnici

AX = \X,

x # 0 ... vlastni vektor matice A pfislusny k vlastnimu &islu A
Mnozina vSech vlastnich ¢isel matice A ... spektrum matice A

Ax = \x ... maticova rovnice pro neznamy vektor x
Ax—Xx=0, (A—XE)x=0,x#0, A—)XE musibytsingularni —
det(A — AE) =0 ... charakteristicka rovnice matice A
———
charakteristicky polynom matice A = polynom stupné n :
P()\) = det(A — AE) = (=1)"(\"+ pi A" + 0 A" 2+ -+ py),  kde

—-p1 = an+ax+---+am = stopamatice A
pn = (—1)"detA

Pozor! Vlastni ¢isla realné matice mohou byt imaginarni.
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Priklad: Vypoctéte viastni Cisla a vlastni vektory matice A = (72 (1) > .

2—-X 1

A—AE:<_5 _A> = det(A—AE) =X —2)\+5

Charakteristicka rovnice: A2 —2A+5=0 = X\ =14+2i, X\ =1-2i,
vlastni ¢isla matice A jsou navzajem komplexné sdruzena.

Vypoéteme vlastni vektor x; pFislusny vlastnimu &islu Ay = 1 + 2i, tj. feSime
soustavu se singularni matici :

(A—XME)xy =0, xy = (hy,h2) #0, tedy soustavu

(" e )(h)=(s)

Tato soustava méa nekoneéné mnoho feSeni, ale my chceme jen jeden vlastni
vektor. Zvolme napf. hy = 1, pak h, = —1 + 2i. Jsou-li vlastni Cisla
komplexné sdruzena, jsou také komplexné sdruzené vlastni vektory.

Dostavame
1 1
X1_<—1+2i)’ X2_<—1—2i>'
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Poznamka T¥i nutné a postacujici podminky pro to, aby A bylo vlastnim
Cislem matice A:

@ Existuje nenulovy vektor x takovy, Zze Ax = A\x

@ Matice A — \E je singularni

@ det(A—XE)=0
Véta Jestlize nenulové viastni vektory xi, Xz, . . ., Xk jsou vlastni vektory
pfislusné rdznym vlastnim Cislim Ay, Az, . . ., Ak, pak jsou tyto vlastni vektory
line&rné nezavislé.

Dukaz Ukazeme pro k = 2. Provedeme linearni kombinaci
ciX1 + cox2 = 0... = Rovnici vynasobime matici A zleva. Dostaneme
CiA1X1 + C2A2X2 = 0. Od této rovnice odecteme prvni rovnici vynasobenou
X2. Dostaneme

C1()\1 — )\2)X1 =0.

ProtoZze A1 # X2 a X1 # 0, je ¢y = 0. Obdobné pro ¢, a obdobné pro k > 2.
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Algebraicka nasobnost vlastniho Cisla

Koreny charakteristické rovnice jsou vlastni Cisla matice A. Vlastni vektory
vypocteme z rovnice (A — AE)x = 0, kde dosadime konkrétni vypodétené
vlastni Cislo A. Vlastni ¢islo mUze mit vice vlastnich vektor(.

Poznamka Je-li x vlastni vektor, je také cx vlastni vektor pro kazdé
c € R\ {0}. "Délku”vlastniho vektoru si tedy mizeme zvolit libovolné.

Zakladni véta algebry: Polynom n—tého stupné ma n kofenu (kofeny jsou
pocitany v€etné jejich algebraické nasobnosti).

Algebraicka nasobnost vlastniho Cisla \:
Je-lip(r) = (r — N\)¥q(r) a g(\) # 0, pak X je kofen p s algebraickou
nasobnosti k. Je-li k > 1, fikdme, Ze X je vicenasobné vlastni &islo.
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Geometricka nasobnost vlastniho cCisla

Necht A,xn, X je vlastni ¢islo matice A.

Geometricka nasobnost vlastniho Cisla A je definovana jako dimenze
nulového prostoru matice B = A — AE. Je-li h(B) hodnost matice B, pak
dimenze nulového prostoru matice B je dim B = n — h(B).

Obvykle oznaéujeme:

dimN (A — AE) = dimenze nulového prostoru matice A — AE.
N————

tzv. nulita matice (A — \E)
Poznamka

0 < geometricka nasobnost A algebraicka nasobnost . 9)

<
~~

je-li nerovnost ostra < ... deficit vlastnich vektor(
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Priklad: vlastni ¢islo ma dva linearné nezavislé vlastni vektory

- 2 0 2— ) 0
Priklad A:(O 5 :>A—)\E:< 0 o_\ )

dvojnasobné vlastni &islo, presnéji, algebraicka nasobnost vlastniho ¢isla
A = 2 je 2. VypoCteme vlastni vektory:

w-zn=oui (g g ) (5 )=(0)nm=(n)*(0)

Tedy, dvojnasobnému vlastnimu Cislu A = 2 odpovidaji dva linearné
nezavislé vlastni vektory

n-(3) ()

Rikame, Ze vlastnimu &islu A = 2 odpovida tplny systém vlastnich vektorc.
Zde je tento systém tvorfen vektory hy a ha.
Jaka je geometricka nasobnost?

A=2je

0 0

A—2E:<0 0

) — dimNV(A—2E)=2-0=2.

Tedy i geometricka nasobnost vlastniho Cisla A = 2 je rovna 2.
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Priklad: deficit vlastnich vektoru

- 2 1 2 -\ 1
Priklad A:(O 2) = A-)E= 0 o\

nasobnost vlastniho ¢isla A = 2 je 2. Vypocteme vlastni vektory:

(A—2E)h:0,t.j.(8 8)(Z;>:<8>,h:<(1)).

Tedy, dvojnasobnému vlastnimu &islu A = 2 odpovida jen jeden vlastni
vektor. Jaka je geometricka nasobnost?

) , algebraicka

0 1

A—2E:<0 0

>:>dim/\/(A—2E)=2— =1, tedy

geometricka nasobnost = 1 < algebraicka nasobnost = 2.

V tomto pfipadé fikame, ze matice A ma deficit vlastnich vektora.

Co to znamena ?
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Deficit vlastnich vektoru

Rikame, Ze matice
Anxn» ma deficit viastnich vektor(, jestlize jeji vlastni vektory netvofi bazi R”,

tj. vlastnich vektorl je méné nez n. Deficit vlastnich vektorl nastane vzdy,
jestlize pro alespon jedno vlastni ¢islo A matice A je algebraicka nasobnost A
ostre vétsi nez geometricka nasobnost A, viz (9).

Systém vlastnich vektoru Ize doplnit na bazi R” pomoci tzv.

zobecnénych vlastnich vektord.

Poznamka Ma-li matice deficit vlastnich vektor(, neni diagonalizovatelna.

Cviceni UkaZzte, Ze vlastni vektory matice tvofi linearné nezavisly systém
vektord.
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Zobecnéné vlastni vektory

Zobecnéné vlastni vektory

Vektor k je zobecnény vlastni vektor fadu r prfislusny k vlastnimu €islu A <=

(A—XE)k = 0
(A—XE)'k # 0.

Poznamka Vlastni vektor je zobecnény vlastni vektor fadu 1, protoze

(A—AE)k=0 a k+#0.

Je-li k zobecnény vlastni vektor fadu r, definujeme vektory hy, ... h, takto:
h, = (A-)XE)Xk =K,
h. .y = (A-)E)K,
h; = (A-)XE) k.

Linearné nezavislé (ukazte) vektory hy, ..., h, tvofi fetézec zobecnénych

vlastnich vektort délky r.
Poznamka Vektor h; je viastni vektor, protoze

hy#0 a (A—AE)h; =(A—)E)k=0.
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Zobecnéné vlastni vektory

Priklad: deficit vlastnich vektort, pokracovani

2 1
0 2
vlastniho &isla A = 2 je 2, geometricka nasobnost je 1, vlastnimu &islu A
pFislugi jen jeden vlastni vektor h = (1,0)". Abychom ziskali bazi R?,
potfebujeme najit jeden zobecnény vlastni vektor k. Ten najdeme jako feSent
nehomogenni linearni soustavy algebraickych rovnic

Vratme se k pfikladu matice A = > . Algebraicka nasobnost

(A—2E)k=h, k= (ki k)" #0, tj

0 1 ki Y_ (1) (R)_(1

0 0 ke )\ 0 0/ \o0 )/~
Tedy k2 = 1, k1 € R je libovoIné, pro jednoduchost mizeme zvolit ky = 0.
Ukazme, ze k = (0, 1)T je zobecnény vlastni vektor Fadu 2:

acme(3) (3 4) ()~
s (34)(1)-(4)+(3
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Zobecnéné vlastni vektory

Odhad spektralniho poloméru

Odhad spektralniho poloméru — Gersgorinova véta
Necht A = (ai) je Ctvercova matice n x n. Oznatme

n
Ki={peC, |u—al< > l|axl} jekruhse stiedem S;a polomérem r,
k=1

ke
n

Si=aj, = Z |ai| , t.j polomér r; kruhu K; je roven souctu absolutnich
k=1
k#j

hodnot mimodiagonalnich prvkd v j—tém fadku.

n

Pak vSechna vlastni Cisla matice A lezi ve sjednoceni kruht U K;.
j=1

Numerické metody vypoctu vlastnich &isel a vlastnich vektorl jsou zaloZzeny
na LU nebo QR rozkladu matice A .
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Zobecnéné vlastni vektory

Piiklad
T -1 1 1 S = 1 n =3
A— 0 1 —1 0 Sg = 1 rn = 1
I 0 0 -1 S = 0 = 2
1 2 —2 84 = —2 17 = 3

Vlastni ¢isla jsou
1.126575852 + 0.7768133722i, —1.126575852 + 1.391009448i.

VsSechna lezi v mnoziné M=Ki UK UKz UK;.
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Givensovy matice rovinné rotace

% Givensovy matice rovinné rotace

Matice Gpqg € R™", p < g, tvaru

—p

Gp,g = : : )

- c +—q

P q

kde s = sin ¢, ¢ = cos ¢, ¢ reélné, se nazyva Givensova matice rovinné
rotace. Matice Gpq popisuje rotaci (otoéeni) R” kolem pocéatku o thel ¢ v
roviné p-g.
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Givensovy matice rovinné rotace

+ Elementarni matice rotace

in X X Xo Sin
G12:( cosp  sine ),x:< ‘):>G12x=< 100S @ + Xz SN p )
—singp cosy —X1 SiNp + X2 COS

Vhodnou volbou ¢ Ize dosahnout toho, Ze se jedna ze sloZek vektoru x
vynuluje. Napf¥. zvolime ¢ tak, aby se druha slozka vynulovala:

—x18inp + x2cosp = 0. Nyni vyuzijeme rovnost cosp =14/1 — sin .

Pak
2
xisin®p=x3(1-sinp) = sinfp=—"2—- pro(x,x)#(0,0).
X2 + X2
Dostaneme:
. X: v X
sing = _ el gpdobng cos p = Ll

2 4 42 /x2 1 x2
X2 + X& X2 4 X5

(Ghel  znat nepotrebujeme, staci znat sin ¢ a cos ).
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*

G2 ...elementarni matice rotace.

G 2 je ortogonalni matice:

Gl ,G12 = Gy 2G5 — ( cos ¢ Sln<p> (cos<p —sm<p) _ (2) (1)> _E

—sing cosp sinp CcoSgp
Polozme
- |Xe| X1
Sinp=—"-— a CcoSp=——-=-—.
2 2 2 2
\/ X2+ X3 \/ X2+ X3
Pak
2 2
X X
1 + 2
X1C0S @ + X2 Sin¢ \/x12+x22 X2 + X2 IIxI|
GioX = . = = .
—X18IN @ + X2 COS @ —X1X2 X1X2

_|_
2 2 2 2
\/x1 + X2 X2 + X3
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*

Pfiklad Necht x = (3,4)". Polozme sin¢ = 2, cos¢ = 3.

1 34 3

G12X: g (_4 3) (4) :(S,O)T.
Vynasobime-li vektor x" matici G, zprava:
Tar 1 3 -4\
x'al = 5(3.4)(§5) = (5.0)
3,cos¢ = —3, dostaneme
1(-4 3\ /(3\ _ .
5 (fs 74) (4) =(0.-5"

Obdobné pfi nasobeni zprava:

1 4 -3
Kl = 5(3.4)( T3 3 ) = (0. -5).

Polozime-li sin¢ =

GioX =

Redukce matice
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X=(x1,%)"

Giox = (|[x]],0)" X
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*

Matice rotace G pro vektor x € R3?

Idea: vlozime matici Gy ,» do jednotkové matice Ess - tfi moznosti:
@ Pro vhodnou volbu ¢

B cosy sing 0 ~ Xy X4
Gi=| —sinp cosy 0 = Gi2-| x |=[ 0
0 0 1 X3 X3

@ Pro vhodnou volbu ¢

~ cose 0 sing _ X1 X1
G13 = 0 1 0 — G13 . X2 = X2
—sing 0 cosy X3 0

@ Pro vhodnou volbu ¢

_ 1 0 0 ~ X1 X
Gos [ 0 cose sing = Gm-| x | = %
0 —siny cosgp X3 0

Givensovou matici rovinné rotace Ize vzdy vynulovat jen jednu slozku vektoru.
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*

o X1 o Xq X4
G =Gi3G,. = G Xo = Gi3 0 = 0
X3 X3 0

Postupnou aplikaci matic rotace se nam podafrilo vynulovat dve (vSechny az
na jednu) slozky vektoru x.

Gi2 je ortogonalni matice = G, = G,

cosp —sing >

TA—1 —1
X' = ()G = () ((Smt oo

(x1)? (x2)? X1 X2 X2 X4
+ - + = (IIx1],0)
\/X12+x22 \/x12+x22 \/x12+x22 \/x12+x22

Nasobeni vektoru x* zprava matici Gy, vynuluje druhou slozku vektoru x".
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*

Givensova matice rovinné rotace Gpq € R"*" je ortogonalni matice
GpyGpg = GpgGpy = E.
Od jednotkové matice E se li§i pouze prvky v pozicich

(p,p), (P,9), (9,p) a (q,9).

Vynasobime-li libovolnou matici A matici Gpq zleva, zméni se pouze p-ty a
g-ty radek matice A, vynasobime-li matici A matici Gpq zprava, zméni se
pouze p-ty a g-ty sloupec matice A.

Redukce matice
0000000e®00




Redukce matice
0000000080

Givensovy matice rovinné rotace

*

Pomoci vhodné zvolenych Givensovych matic Ize postupné vynulovat v dané
matici A € R"*" prvky pod diagonalou a transformovat tak matici A na horni
trojuhelnikovy tvar. Podstatné zalezi na poradi, v némz prvky nulujeme, nebot
chceme, abychom pfi nulovani dalSiho prvku dfive ziskané nuly neznicili.

Sestavme vzdy matici Gpq (P < q) tak, aby se vynulovala g-ta slozka daného
vektoru, a nasobme postupné matici A zleva maticemi

Gz Giz ... Gip
Gz ... Gop
Gn—1,n

Po provedeni k nasobeni, k < $n(n— 1) (Givensovu rotaci neaplikujeme na
prvek matice, ktery uz nulovy je), bude matice A v hornim trojuhelnikovém
tvaru R a matice

G= Gn71,nGn72,n ce. G13G12

bude ortogonalni matice,

GA=R — A=G'R
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*

Znazornéme si schématicky Givensovu metodu redukce matice A € R*** na
horni trojuhelnikovy tvar (4 znaéi prvky, které se transformaci neméni, x
znadi prvky, které se zméni):

+4+++ * ok ok ok * ok ok ok
++++ |G [ 0% x| Gz [ 0O+++
++++ | — | ++++ | — | 0xxx [ —
++++ ++++ ++++

x ok k k o+ o+ o+
Gisg |0+ ++ | Gaz [ O % %% | Gog | O % % % | Gag | O +++
— | 0+++ | —100x%x ] —|00++ | —] 00 x %
0x % x 0+++ 00 * * 000 =

=R.

Nevyhoda: Givensova matice vynuluje vzdy jen jeden prvek v dané matici.

Vyhoda (zejména pro préci s Fidkymi maticemi): Aplikujeme-li Givensovu
rotaci na danou matici, pak se v této matici zméni pouze dva radky nebo
sloupce. Ostatni prvky ztstanou nezménény.
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* Householderovy matice zrcadleni

Householderova matice zrcadleni ... matice, kterd vynuluje vice slozek
vektoru najednou.
T

VA"
H=E—2__
' lIvil?

VER" v#0.
xeR"” = Hx:=Hyx je vektor soumérny s vektorem x podle

nadroviny o , ktera je ortogonalni k vektoru v .

T AR : .
H 7(E—2W) =H = H je symetricka

H'H=H?=E = H je ortogonalni.

Poznamka: Hx=x-v — prov=x-—||x|les je Hx=]||x|e
vektor, ktery ma vSechny slozky az na prvni nulové.
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Priklad
X = (3,4)T7 V=X-— ||XHe1 = (_274)T7

_1/3 4 - T
H_§<4 _3>, Hx = (5,0) .
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Householderovy matice zrcadleni

Ax=b, AcR™".

Najdeme n — 1 Householderovych matic Hy, H, ... H,_1, takovych, ze
HA:=H,_;-----H>-H;-A=R,

R je horni trojuhelnikova matice, a pak feSime soustavu s trojuhelnikovou
matici:

HA=R, H jeortogondlni,tedy H'=H' — A=H'R.
HAx=Hb — Rx=Hb
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