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4. Linearni algebra - pokracovani.

Singularni hodnoty matice, singularni rozklad matice,
feseni soustavy linearnich rovnic ve smyslu nejmensich ¢tverct, normalni rovnice.

Linearni regrese

Linearni regrese, polynomiélni regrese, obecny model lineérni regrese.
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Povinna latka. Bude v pisemkach a bude se zkousSet pfi Gstni zkouSce
(zadné oznaceni)

Regené priklady k procviéeni - dobrovolné

Pro studenty, ktefi chtéji védét vic. Tato latka se nebude pfednaset,
nebude v pisemkach, nebude se zkouset.
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Singularni hodnoty matice

AcR™" ms+#n ... libovolna obdéInikova matice

Pro obdélnikovou matici neni pojem vlastniho &isla definovan, ale ...

ATA c R™" — ATA je &tvercova
T
(ATA) =A"A = A"Aje symetricka
X" (ATA) x = (Ax)TAx = |Ax|]? > 0¥ x € R" = ATA je pozitivné semidefinitni

Vlastni gisla A1, Az, . .., A, matice ATA jsou realna, nezaporna. Zapisme je ve
tvaru A\ = 02,04 >0, k=1,....n. Cisla
o1 > 02> --->0,>0 senazyvaji singularni hodnoty matice A.
Pro nejvétsi a nejmensi singularni hodnotu matice A plati:

Ax . Ax
o max IAXL LAY
oxcrn ||X]| o#xckn ||X|]
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Singularni hodnoty matice

Lemma: Je-li A, reaina matice, pak vlastni ¢isla n x n matice A™A jsou
realna, nezaporna.

Dukaz: Necht ) je vlastni &islo ATA, v # 0 odpovidajici vlastni vektor.

(A"A)v = v |-V’ zleva
vVIATAV = v
2
(A)'AV = AN = = AVIE S,
[Iv[[2

Priklad Vypoctéte singularni hodnoty matice A.
_ 2 2 TA_| 5 3
a-] 2 2]-wan |8 2],

det(A"A —AE) =0 M —10A+16 =0\ =8, ) = 2.
Singularni hodnoty: o1 = V8 = 2v/2, 0 = V2.
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Singularni rozklad matice

Singularni rozklad matice

Véta Bud A € R™" libovolna matice. Pak

@ existuji ortogonalni matice U typu m x m a ortogonalni matice V typu
n x ntakové, ze matice S = UTAV typu m x n ma “diagonalni’tvar

D O
=(5 o)
D = diag (o1,02,...,0¢), 01 >02>--->0; >0,

kde o1,02,...,0r jsou nenulové singularni hodnoty matice A ar je
hodnost matice A;

@ nenulové singularni hodnoty matice AT jsou rovnéz &isla o1, 02, ..., or.

Rozklad A =USV" ... singularni rozklad matice A.

Poznamka S =Uu'av

@ sloupce matice U ... mortonormalnich vlastnich vektord symetrické
matice AAT typu m x m,

@ sloupce matice V ... nortonormalnich vlastnich vektor( symetrické
matice ATA typu n x n.
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Singularni rozklad matice

Pokracovani prikladu
Vypoé&teme ortonormalni viastni vektory vy, v, matice ATA:

=[50 2[R [8]ome [ i

Tedy vq = % { 1 } . Obdobné vypo&teme v, = % { _1 } .
Zbyvé vypoditat ortonormalini vlastni vektory matice AAT. K jejich vypoétu
vyuzijeme vztah

S=U'AV=US=AvV,
ktery jsme ziskali formalné vynasobenim prvni rovnice matici U zleva. Tuto
rovnost rozepiSeme do slozek:

Av; .
oili=Av, = uy=—,i=12 =
o

maa] 3 3][ %] (3] wese] 3 1] 2]

NN
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Singularni rozklad matice

% Vlastni Cisla symetrické matice jsou realna

Lemma Vlastni ¢isla symetrické matice jsou realna a o odpovidajicich
vlastnich vektorech miZzeme také predpokladat, Ze jsou realné.

Dikaz A symetricka, X jeji vlastni ¢islo, u odpovidajici vlastni vektor.
Predpokladame, Ze jak vlastni Cisla, tak vlastni vektory mohou byt
imaginarni. Pak

Au=)u ataké u*A=)\u",

druha rovnice je Hermitovsky sdruzena s prvni. Druhou rovnici vynasobime
vektorem u zprava a upravime:

u“(Au) = Au'u = Au‘u=u'u,

Tedy A= MNu*u=0,u#0 = X\=)\ atedy)\jeredlné.
Nyni seéteme komplexné sdruzené rovnice Au = \u a Au = \u. Dostaneme

A(u+u)=A(u+u) = u+u jevlastnivektorA.

Kdyby u = x + iy, pak U = x — iy a u + u = 2x, coz je reélné ¢&islo.
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*

Priklad Vypoctéte singularni rozklad matice

11 0
Ai{O 1 1}'

Reseni Chceme vypoéitat rozklad A = USV", kde U je 2 x 2 ortogonalini
matice, S mé na "diagonéale”singularni hodnoty, V je 3 x 3 ortogonalni matice.

1 1 0 Vlastni &isla matice ATA : M=3X=1,23=0
AA=| 1 2 1 Singularni hodnoty matice A: oy = /3,02 =1,03 =0
0o 1 1 (fadime podle velikosti)

Odpovidajici vlastni vektory:

2 1 o0
M=3: (ATA—3E)=| 1 -1 1 N{_z 10]
0 1 -2 0 -1 2

vi=1,2,10)" Vi =v6 = vi=—(1,2,1)".

A
V6
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Vo (1,0, 1), Vo =v2 = va= (1,0, 1)".

N
110
N=0: (ATA)=|1 2 1 N[é 1 ?]
01 1
Vs = (1,1, 1), [Va] = V3 ;»vsziS(1,—1,1)T.
Dostaneme
LI .
@ v \/1§ V3 0 0
V=| — 0 - and S =
N SRR
Ve V2 VB



Singularni rozklad matice
00000e000

Singularni rozklad matice

*

Rovnici A = USV" vynasobime zleva matici V a dostaneme
AV=US = Av; = oju; .

Tedy sloupce matice U pocitdme podle vzorce
1 . 1 1 1 1 1 1
= —Av;. L. = —Avy = — = —Avo = —
u; o Vi, t] (VF1 o V4 \@ |: 1 :| Uz o Vo \@ |: 1 :|

Dostaneme ]

o= li ]

Ovétte si, ze rovnost A = USV" skute&né plati.
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Prakticky vypocet singularniho rozkladu

Necht A € R™*" je libovolna obdéInikova matice.
Je né&jaky vztah mezi spektralnimi rozklady matic ATA a AA™?

Vypottéme spekiralni rozklad matice ATA, tedy vypotteme vlastni &isla
A > X2 > --- > )\, > 0 matice ATA a odpovidajici ortonormalni viastni
vektory vy, va, ..., Vy.

Pak ortonormalni vlastni vektory uy, us, . . . un odpovidajici pfislusnym
nenulovym vlastnim &islim matice AAT vypoéteme podle jednoduchého
vzorce

I
I
3

U
J >
Jj

Neni tfeba pod&itat spektraini rozklad matice AAT.
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% Numericky vypocet

AcR™" m>n(wlog.)
Golubova-Reinschova (Golubova-Kahanova) metoda: dva kroky
@ bidiagonalizace matice A pomoci Householderovych matic zrcadleni:

X X 0
X X
A—>J(°):(‘:)°>, Jo =
o
0 X

Po n redukénich krocich dostaneme (horni) dvoudiagonalni matici J©
typu m x n
JO =P,P, ¢...P1AQiQ;...Q, >,

P«, Qi jsou Householderovy matice zrcadleni.
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Q:=Q:Q:---Q,—», P:=PP2---P,, PaQ ... ortogonaini,
JO=P'AQ, ([W)TJO =JiJ, = Q"ATAQ.
Matice Jo a A jsou podobné a maji tedy tytéZ singularni hodnoty. Zbyva
provést singularni rozklad dvoudiagonalni matice Jo.

@ singularni rozklad dvoudiagonalni matice Jo, tj. iteraéni diagonalizace
pomoci jisté varianty QR metody s posuny spektra s vyuzitim vhodnych
Givensovych matic rovinné rotace

Jo—Ji —...— D, kde D jediagonalni, Jxi1 = SidiTx,

Sk a T jsou ortogonalni matice. Matice T« vybirame tak, Ze posloupnost
tfidiagonalnich matic My = JFJx konverguije k diagonaini matici, kdezto
matice Si vybirame tak, aby vS§echny matice J byly ve dvoudiagonalnim
tvaru.

Metoda je rychla a numericky stabilni. Podrobnostmi se nebudeme zabyvat.
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Reseni soustavy linearnich rovnic ve smyslu nejmensich étverct

Preurcena soustava rovnic

AcR™" m>n beR", ?xecR": Ax=Dhb.

Problém ma vice rovnic nez neznamych, soustava je preurCena.
Aby takovato soustava byla fesSitelna, musi b lezet ve sloupcovém prostoru
R(A) matice A:

beR(A)={yeR” I3xeR": Ax=y} CR",

t.j. b musi byt linearni kombinaci sloupctl matice A. Slozky hledaného

vektoru X = (x1, Xz, . .., Xn)" pFedstavuji koeficienty této linearni kombinace:
ai az ain b
a1 a2 azn b2
X1 . + X2 . + -+ Xn . =
ami ame amn bm

Obvykle b ¢ R(A), a tedy misto pfesného feSeni hledame takové fesenti,
které je "nejblize”k presnému feseni.
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Reseni soustavy linearnich rovnic ve smyslu nejmensich étverct

Formulace problému

Necht AcR™" m>n beR"

Hledame feSeni soustavy Ax = b ve smyslu nejmensich ¢tvercd, t.j. hledame

x € R", x € argmin||Ay — b||.
yERN

R A R™ b

Reseni soustavy ve smyslu nejmensich ¢tverct
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Reseni soustavy linearnich rovnic ve smyslu nejmensich étverct

Normalni rovnice

Ix]| = (xTx)% ... Euklidovska norma vektoru x
E = ||Ax —Db|| ... chyba vypoétu, které se dopustime.
Hledame takovy bod X € R”, pro ktery je chyba E minimalni.

Geometricky: chyba E je vzdalenost bodt Ax a b. Tato vzdalenost je
nejmensi, jestlize vektor AX je ortogonalni projekci vektoru b na prostor R(A)

— vektor chyby AX — b je kolmy k prostoru R(A), tj. pro kazdé x € R”
musi byt Ax € R(A) kolmé k vektoru AX — b:

(AX)"(AX—b) =0 <« x"(ATAX—A'b)=0 VxeR"

Posledni rovnice mGze byt spinéna tehdy a jen tehdy, jestlize X fesi tzv.
normalni rovnice
A'AX =A'b.
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Reseni soustavy linearnich rovnic ve smyslu nejmensich étverct

Véta Vektor x € R" je feSenim soustavy Ax = b ve smyslu nejmensich
Ctvercl prave kdyz x fesi normalni rovnice.

Navic problém nejmensich Ctvercl ma jediné feSeni pravé kdyz hodnost h(A)
matice A je maximalni, tj. h(A) = n.

Poznamka Je-li Ae R™" m > n, pak
h(A)=n — det(ATA) # 0.

Soustava Ax = b je tedy jednoznacéné fesSitelna ve smyslu nejmensich
tvercli pravé kdyz matice ATA je regularni.
Pak z normalnich rovnic dostavame

X = (ATA)"'A"b

a ma-li matice A € R™ " ortonormalni sloupce, t.j. A'A = E, , kde E, je
jednotkova matice fadu n, pak
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Reseni soustavy linearnich rovnic ve smyslu nejmensich étverct

% Reseni normalnich rovnic - teorie

A"Ax=A"b, c:=A"b, A"A regularni — x=(A'A)"'c

Spektralni analyza matice ATA € R™" :

vlastni &isla \; > 0, vlastni vektory v; € R", {vy,...,Vs}... baze R" —

n n
X = Za;v,, Cc= ZW/V/‘
i=1 i=1
n n
ATAS Tav) = > v
i=1 = = (y,:)\—i'y,-y i=1,...,n

n
Z QiAV; = Z YiVi
i—

Co se skryva za posledni rovnosti?
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Reseni soustavy linearnich rovnic ve smyslu nejmensich étverct
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Necht vlastni &isla \; > 0, i =1,..., n, matice ATA jsou takova, Ze \, je
fadové nékolikrat mensi nez ostatm vlastni ¢éisla:

AM > X0 > > Ay >> \p > 0.

Matice ATA zobrazi jednotkovou sféru v R” na elipsoid s osami ve smérech
vlastnich vektort v;. Délka poloosy ve sméru v, je mnohem mensi, nez
ostatni délky poloos, coZ znamena, Ze pti zobrazeni ATA je n—ta slozka
libovolného vektoru jednotkové délky zanedbatelna a elipsoid tedy lezi v
podstaté v R"".

Pfi feSeni normalnich rovnic nas zajima inverzni zobrazeni (ATA)~". To ma
stejné vlastni vektory, ale vlastni Cisla maji prevracenou hodnotu:

_ 1
(ATA) 'y, = =V

1 1
Protoze " je mnohem vétsi nez ostatni I je prislusny elipsoid v podstaté

jednodimenzionalni.
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Reseni soustavy linearnich rovnic ve smyslu nejmensich étverct

ATA
Zobrazeni jednotkové sféry matici ATA; Xy > X2 > - > A1 >> Ay >0

(ATA)1

—

Zobrazeni jednotkové sféry matici (ATA)™"; Ay > X > > Ap_g1 >> Ay >0
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Reseni soustavy linearnich rovnic ve smyslu nejmensich étverct

Numerickeé reseni normalnich rovnic

Jaka je v tomto p¥ipadé chyba vypoctu E = ||[ATAx — ATb|| ?

V konetné pocitacové aritmetice miize byt vektor AT Ax libovolné nepiesny,
protoZe jednou ztracené cifry nelze ziskat zpét, a tedy vSechny slozky kromé
posledni jsou zni¢ené nebo Uplné ztracené.

Numerické feeni x=(ATA)"'ATb :
pomoci Choleského rozkladu symetrické, pozitivné definitni matice ATA.
Nevyhoda: museli bychom nejprve explicitné vy&islit matici ATA, tj.
vy&islit mnoho skalarnich sougint, éimz jiz matice ATA mdze byt
zatizena znacnou chybou. Vyplati se tedy pouzit néjakou metodu, ktera
nevyzaduje vytvofeni matice ATA, ale pracuje pfimo s matici A.
@ iteracni metody.

Ztratu platnych cifer numerického vypoCtu charakterizuje tzv. Cislo
podminénosti matice, které je v tomto pfipadé rovno

_M

w(ATA) = W
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Podminénost matice soustavy linearnich algebraickych rovnic

Priklad
Ax=Db
10 7 8 7 uy 32
7 5 6 5 u 23
8 6 10 9 ) u§ =1 =3 = x=(1,1,1,1)
7 5 9 10 Us 31
AX=Db
7 8 7 u 32,1
5 e 10 9 ) v | = 229 = X=(9,2—12,6;4,5—1,1)"
N7 5 9 10 Us 30,9
X=Db
10 7 81 72 u 32
( "% 5% o o e | = o =  X=(-57912,02 —1.57,2.57)T
6,99 4,99 9 9,08 U 31
Relativni chyba: ~ bl
€rel(b) = ] = 0,008, e,e,(i) =8,2
i IA—Al _ o
erel(A) A =0,009, e,(X)=6,64

Matice A je symetricka, det(A) = 1, ale x(A) = 4488
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% Reseni normalnich rovnic s vyuzitim singularniho rozkladu

Necht A = USV", x=arg min [|Ay —b|| = SV'x =U"b, kde
yeR?

S = diag(o1,...,0p), p=min(m, n). Necht hodnost matice h(A)= r < p. Pak
orp1 = - -+ = op = 0, matice S je singularni a inverzni matice neexistuje.
Vynéasobime-li véak druhou rovnici matici S* zleva,

1

D0 -1
+ _ g1 .
S*(o o)’ b= R I

ar

dostaneme pro x soustavu V'x = STU™b s ortogonélni matici soustavy V'.
Matice S™ je tzv. Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice k matici S .
Pseudoinverzemi v obecném piipadé se zde nebudeme zabyvat.

Srovnani:

o1 M

K= G AR =5 (?,)2 — (x(A) =

pfimym feSenim normélnich rovnic ztratime dvakrat vice platnych cifer nez
pti aplikaci SVD.
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Singularni rozvoj matice

Rovnici A = USV" Ize prepsat ve tvaru

1

T T T
= o1WVq + o2U2Vs + - - - + orU,V,

tzv. singularni rozvoj matice A. Tedy
r
A=> ouvi, h(A)=r, h(uv)=1 =
i=1
r r
XER" = AX=> ouVix=>Y (ViXo)u; ...

i=1 i=1

linearni kombinace vektorG u;, i =1,...,r.
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* Komprese dat

Aplikace : Komprese dat

A € R™" ... obsahuje naméfend data. Hledame aproximaci této matice
matici B takovou, ze h(B) = k < min(m,n) a matice B zachyti
nejdulezitéjsi informace obsazené v datech, tj. v matici A. Kdybychom
napriklad chtéli, aby hodnost matice B byla rovna jedné, polozime

B = U1U1V;r .

Pozor! RGzna volba k ovlivni kvalitu ziskanych vysledku.
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* Komprese dat

Priklad Chceme digitalizovat fotografii tak, Ze obraz nahradime maticf

24 x 24 pixell. Prvky matice jsou bud 0 (Cerna bunka) nebo 1 (bila burika). S
presnosti na 4 desetinna mista ziskdme 16 nenulovych singularnich hodnot,
vSechny ostatni jsou s touto pfesnosti 0:

9,5403 6,6288 5,6369 3,4756 2,7385 12,2023 1,5835 1,5566
1,4207 1,2006 0,9905 0,9258 0,7479 0,6744 0,6122 0,4698

Hledame k tak, aby relativni chyba obrazu nebyla vétsi nez 10, relativni
chyba

Konkrétné: e(2) = 0,18, e(3) = 0,09 = tfi ¢leny singularniho rozvoje
matice A, —

3
B=> ouv, hB)=3
i=1
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[HENEEN

Originalni fotografie
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s 10 15 20

k =3; k =5; k =5, ale prvky B jsou zaokrouhleny na 0 nebo 1
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Linearni regrese

Vyhodnocovani experimentalnich dat
- Pfi feSeni chemicko-inzenyrskych problému jsme obvykle schopni
odvodit model procesu nebo déje probihajiciho v zafizeni, ale...
- Casto nejsme schopni uréit numerické hodnoty parametrd, které v
modelu vystupuiji
Z matematického hlediska mohou byt modely rGzné povahy: linearni nebo
nelinearni algebraické rovnice, obycejné diferencialni rovnice nebo parcialni
diferencialni rovnice.
Zajima nas zavislost modelu na mnoziné bezrozmérnych parametrq.
Pfedpokladame zavislost ve tvaru

y:f(x,a), (1)

kde x = (x1, X2, . .., Xn) je vektor nezavisle proménnych, a = (ai,...,ap) je
vektor parametrd, jejichz hodnoty je tfeba uréit, a y je zavisle proménna
(odezva). Pfedpokladame, Ze nezavisle proménné x; se méfi s prakticky
zanedbatelnou chybou ve srovnani s chybou méfeni zavisle proménné y.
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Nahodna veli¢ina, distribuéni funkce

% Nahodna velic¢ina

N&hodna veliCina X je realna funkce, definovana na mnoziné vSech
elementarnich jevd 2 s hodnotami v R. Je to tedy funkce, ktera pfifazuje
kazdému nahodnému pokusu w € 2 realné €&islo X(w).

Nahodné veli¢iny délime na diskrétni — jejich obor hodnot je kone¢na nebo
spoCetna mnozina, a na spojité — jejich obor hodnot je nespocetna mnozina.

Pravdépodobnost, se kterou nahodna proménna nabyva urcité hodnoty nebo
je obsazena v urcitém intervalu hodnot, se nazyva rozdéleni
pravdépodobnosti. Z&kladni moznost, jak popsat pravdépodobnostni
rozdéleni nahodné veliciny X, je urcit jeji distribuni funkci.

Distribu€ni funkci nahodné veli€iny X nazveme realnou funkci F(x), x € R,
definovanou vztahem
F(x) = P(X < x).

Tedy hodnota distribu¢ni funkce v bodé x je pravdépodobnost toho, Ze
nahodna veli¢ina X bude mit hodnotu mensi nebo rovnou tomuto x.



Linearni regrese
0®000

Nahodna veli¢ina, distribuéni funkce

% Priklad

Ptiklad: Hrani rulety

Sledujme dva hody kulickou a pozorujme, kolikrat pfitom padne licha.
Diskrétni nahodna veli¢ina X ma za hodnoty pocet kol, v nichz padlo liché
¢islo. Prostor elementarnich jevl tohoto ndhodného pokusu (oznaéime S
sudou a L lichou) ma ¢tyfi prvky:

Wi = SS, W2 = SI_, w3 = I_S7 W4 = LL
a nahodna veli¢ina mé tyto hodnoty:

X(w1):0, X(wz):X(w3)=1, X(w4):2.
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Nahodna veli¢ina, distribuéni funkce

% Vlastnosti distribucni funkce

Vlastnosti distribu¢ni funkce:
° 0<F(x) <1,
@ je neklesajici,
@ je zprava spojita,
@ ma koneéné nebo nejvyse spocetné mnoho bodll nespojitosti
@ limy_ o F(x) =0, limy_ o F(x) =1.
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Nahodna veli¢ina, distribuéni funkce

% Pravdépodobnostni funkce

Diskrétni nahodna veliCina X ma kone¢né nebo nejvySe spocetné mnoho

hodnot {x1, X2, ..., Xn, ... }. Pravdépodobnosti, Ze tyto hodnoty nahodna
veli¢ina nabude, jsou kladné, tj. P(X = x;) > 0 a plati pro né
> PX=x)=1

Xi
Rikame také, ze nahodna veligina X ma rozdéleni diskrétniho typu.

Funkce p(x) = P(X = x) se nazyva pravdépodobnostni funkce diskrétni
nahodné veli¢iny X. Je definovana pouze na oboru hodnot
{X1, X2, ..., Xn, ...} ndhodné veli¢iny X a plati

p(x)>0, > p(x)=1.
Pravdépodobnostni funkce umozfuje uréit distribuéni funkci F nahodné
veliciny X:

F(x)=>_ P(X=x)=>_p(x), —o0o<x<oo.

X <x Xi<x
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Nahodna veli¢ina, distribuéni funkce

*

Tedy distribu¢ni funkce diskrétni nahodné veliciny je
@ nespojita v bodech xi, xo, . . .
@ v kazdém x; ma skok velikosti P(X = x;),
@ v intervalech (x;; xi+1) je vzdy konstantni.

Spojita nahodna veli¢ina X ma rozdéleni pravdépodobnosti spojitého typu,
existuje-li nezaporna redlna funkce f(x) takova, ze distribucni funkci F(x) Ize
vyjadfit ve tvaru

F(x) = / F(t)dt, —o0 < X < 0.
Funkce f(x) je definované pro vSechna redlna x a nazyva se hustota
pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X. Lze ukazat, Ze takto definovana
distribuéni funkce F spoijité nahodné veli€iny je spojita pro vSechna x a ve
vSech bodech, v nichz ma derivaci, je f(x) = F’(x).
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Stredni hodnota a rozptyl nahodné veli¢iny

% Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in

Stfedni hodnota nahodné veli¢iny X je charakteristikou jeji polohy (mysleno
ve smyslu polohy hodnot veli¢iny X na Ciselné ose), je to jistd pramérna
hodnota, kolem niz nahodna veli¢ina nahodné kolisa.

Je-li X ndhodna veli¢ina s diskrétnim rozdélenim pravdépodobnosti, ktera
nabyva hodnoty X, X2, ... a méa pravdépodobnostni funkci p(x), pak jeji
stredni hodnota je &islo

E(X)=>_x-p(x).

Je-li X ndhodna veli¢ina se spojitym rozdélenim pravdépodobnosti a s
hustotu f(x), je jeji stfedni hodnota &islo

E(X) = /jo xf(x)dx .
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*

Rozptyl charakterizuje kolisani nahodné veli¢iny kolem jeji stredni hodnoty.
Rozptylem n&hodné veli¢iny X nazveme Eislo:

D(X) = E(X — E(X))?.

Dosadime-li do tohoto vztahu vzorec pro stfedni hodnotu pro veli€inu s
diskrétnim a potom se spojitym rozdélenim, dostaneme pro rozptyl:

@ Je-li X diskrétni ndhodna veli¢ina, je

D(X) = _(xi — E(X))*p(x)).

Xi

@ Je-li X spojita nahodna veliCina, je
D(X) = / (x — E(X))*(x)dx.

Vidy plati D(X) > 0.
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*

Rozptyl se také znadi o2. Odmocniné z rozptylu se fika smérodatna

odchylka. Tedy
o =+/D(X).

Je-li o malé, nabyva nahodna veli¢ina s velkou pravdépodobnosti hodnot,
velmi blizkych své sttedni hodnoté E(X).

Rozptyl se ¢asto pocita podle vzorce
D(X) = E(X?) — (E(X)),  tedy

pro veliginu s diskrétnim rozdélenim  D(X) = > xZp(x;) — (E(X))?,

pro veli¢inu se spojitym rozdélenim  D(X) = / X*f(x)dx — (E(X))?.
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% Dvojice nahodnych velicin

Uvazujme dvojici nahodnych veli¢in, nékdy fikdme, Ze tvofi nahodny vektor
(X, Y) nebo také dvourozmérnou nahodnou veli€inu. Distribu¢ni funkci
nahodné veliciny (X, Y) nazveme reélnou funkci F(x.y) definovanou v R?
vztahem

Fix,y)=P(X<x, Y <y).
Stfedni hodnotou dvourozmérné ndhodné veli€iny (X, Y) budeme nazyvat
dvojici (E(X), E(Y)).
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% Kovariance nahodnych veli¢in

Kromé &iselnych charakteristik jednotlivych ndhodnych veli¢in X a Y jsou
dualezité Ciselné charakteristiky, které vyjadfuji jejich vzajemnou souvislost:
Kovariance nahodnych veli¢in X a Y je &islo

cov(X,Y)=E(X-EX)]-[Y-EY)]) =
cov(X, X) = E([X — E(X)]?) = D(X).
K vypoctu kovariance slouzi nejcastéji vzorec

cov(X,Y)=E(X-Y)—E(X)-E(Y), kde E(X-Y)= ZZx,y,px,,y,).

Kovariance je mirou linearni zavislosti veli¢in X a Y. Pro zhodnoceni takové
zavislosti je ale vétSinou vhodngjsi tzv. korelacni koeficient o( X, Y),
cov(X,Y)

V/D(X)\/D(Y)

o(X,Y) =



Linearni regrese
oe

Kovariance nahodnych veli¢in

% Kovariancéni matice

Pro korelaéni koeficient vzdy plati —1 < o < 1. Napfiklad zavisi-li Y na X
linearné, tj. Y = aX + b, plati:

@ je-li grafem této zavislosti rostouci pfimka, Cilia > 0, je o = 1,
@ je-li grafem této zavislosti klesajici pfimka, ¢ilia < 0, je o = —1
Je-li kovariance X a Y rovna nule, je také jejich korelacni koeficient roven
nule a takové veliCiny nazyvame nekorelované. Pro takové veli¢iny pak plati
E(X-Y)=E(X)-E(Y).

Matice

cov(X, X) cov(X,Y) } _ [ D(X)  cov(X,Y)
cov(Y,X) cov(Y,Y) cov(Y, X) D(Y)

se nazyva kovarian¢ni matice dvojice nahodnych veli¢in X a Y.
Kovarianéni matice je analogie k jednorozmérnému rozptylu nahodné veli€iny
X.
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Regresni funkce

Funkei n(x) = E(Y(x)) definovanou na definiénim oboru A C R proménné x
nazveme regresni funkci. Regresi rozumime zavislost stfedni hodnoty
nahodné veli¢iny Y(x) na veli¢iné x.

Predpokladame, Zze zname tvar regresni funkce, a na zakladé nahodného
vybéru odhadujeme jeji neznamé parametry:

Vybereme nhodnot x;, j = 1,...,n, x; € A, nezavisle proménné. Pro kazdé
X; napozorujeme (naméfime) realizaci (hodnotu) y; nahodné veli¢iny Y;:

X, j=1,....n,e A — y=Y(x).

Ziskané dvojice hodnot (x1, y1), - . ., (Xa, ¥a) N@m poslouzi k odhadu
neznamych parametri regresni funkce.

Specialni pfipad: Jednoducha linearni regresni funkce ma tvar
77()() = ﬂ1 + /32)(7

kde f31, B2 jsou parametry této funkce, jejichz hodnoty hledame. Grafem
jednoduché linearni regresni funkce je pfimka se smérnici 32, fikame, ze jde
o pfimkovou regresi.
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Zakladni model linearni regrese

Zakladni model linearni regrese

Model linearni regrese by mél splfiovat:
1. Regresni funkce 7(x) je linearni funkci tvaru

p
n(x)=>_ Bik(x),

kde f,(x) jsou znameé funkce a Bk, k = 1,..., p, neznameé parametry.
Funkce 7 je linearni vzhledem k parametrdm.

2. Hodnoté x; je pfifazena nahodnd velicina Yj, pro kterou plati
E(Y))=n(x), D(Y)=0o°, j=1,....n,

Druha rovnice znamend, ze rozptyl ndhodné veliCiny Y nezdvisi na x; a
je tedy konstantni, coz mlze napf. znamenat, ze vSechny realizace

Y1, .., yn n@ahodnych veliCin Yi, ..., Y, jsou naméreny se stejnou
presnosti.

3. Hodnoty nezavisle proménné x;, j = 1,..., n, nejsou vSechny stejné.
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Zakladni model linearni regrese

4. Matice F = (f;) ,kde fj = fi(x;)), i=1,...,p, j=1,...,n. mahodnost
p. Poznamenejme, Ze pocCet n dvojic (x;, y;) musi byt vétsi nez pocet
neznamych parametrd p, presnéji, mélo by platitn —p > 2.

5. Nahodné veli€iny Yi,..., Y, jsou nekorelované, t.j.

cov(Yi, Y) =0, ij=1,...,n i#j.

Maticové zapsano
C = o? E,,

kde E, je jednotkova matice fadu n, C, je matice kovariance veli¢in
Yi,. .., Ya.

Priklad Pro regresni pfimku, tj. regresni funkci tvaru n(x) = o + 8x je
pocet nezndmych parametri p=2api =a, i =1, fo =4, L = x.
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Ekvivalentni model

Popsany model v ekvivalentnim tvaru

Vi =n(x) +¢ = Zﬁkfk,+s,, j=1,. 2)
k=1
kde hodnoty x1, ..., X jsou hodnotami nendhodné proménné, hodnoty
fij = fi(x;) splhuji podmlnku 3. modelu. Pro ndhodné chyby ¢;, j=1,...,n,
a pro kovarianéni matici C. ndhodného vektoru e = (&1, ...,e,) plati

E(Ef)zov j:17-~'7n7 CE:UZEn:Cy-
Rovnici (2) Ize zapsat maticové

Y=FF+2.
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Metoda nejmensich ¢tvercu

Odhady neznamych parametrd 31, . . ., 8, v popsaném modelu lineérni
regrese budeme hledat metodou nejmensich ¢tvercli. Oznaéme tyto odhady
bi,. .., by, coZ jsou vybérové funkce nahodného vybéru Yi, ..., Ya.
Minimalizujeme soucet &tvercl odchylek napozorovanych hodnot y; od
sttednich hodnot 7; = n(x;), tedy soucet Ctverct

n n p 2
j=1 j=1 k=1
Odhady by, ..., by tedy najdeme jako feSeni soustavy rovnic
oQ
— =0, k=1,...,p.
OB P

Tato soustava se nazyva soustavou normalnich rovnic.
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Metoda nejmensich étvercu

Soustavu pro hledané odhady b, . .., b, zapiSeme v pfehledném tvaru

biS11 + b2Siz 4+ -+ 4+ bpSip = Sy
bi1Se1 + bSxn 4+ - 4+ bpSyp = Sy
biSpt + bBSpe 4+ -+ bpSp = Sy,

kde N
Ski = kajfllv ivk:17"'7p7
j=1

n
Sky = kalyj7 k:1,,p
j=1

Ziejmé Sy = Siipro i,k=1,...,p.
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Metoda nejmensich étvercu

Maticové: -
Je-li Y = (¥1,..., )%, b = (bs,...,by)", pak normalni rovnice Ize zapsat
ve tvaru s
FF'b=Fy. (3)

Podle pfedpokladu je h(F) = p, pak také h(F FT) = pa F F" je typu p x p,
regularni = existuje (F F)~", a tedy z rovnice (3) Ize vyjadfit vektor b:

b=(FF)'FY,
vektor T)) je jednoznacné urcen a jeho jednotlivé slozky jsou linearnimi
kombinacemi hodnot y1,...,yn.

Pozor! Vypocet je extrémné numericky nestabilni, viz pfednaska "Linearni
algebra”.
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% Priklad

Necht regresni pfimka prochazi poCatkem, n(x) = ax,pak fj=xa s = a.
Oznatme X = (x1,...,%)", F = (x1,..., X). Pak

1

FF = (..., %) (x1,...,%)" foj = (FF) "= =
2l X

Odhad parametru a je

a=(FF")'Fy = <Z
j=1

i
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% Priklad

Rust ledovych krystall

Ledové krystaly byly uloZeny do boxu s konstantni teplotou -5°C. Cilem bylo
analyzovat rist krystalt jako funkci ¢asu. V nasledujici tabulce jsou uvedena
nameéfena data, y je délka krystald v mikronech, x je Cas v sekundéach.

Uvedena jsou i opakovana méfeni.

S vyuzitim pfimkové regrese y = o + S1x urete parametry 5 a f1.

x[s] y[mm] x[s] y[mm]

50 19 125 28

60 20,21 130 31,32

70 17,22 135 34,25

80 25,28 140 26,33

90 21,25,31 145 31

95 25 150 36,33
100 30,29,33 155 41,33
105 35,32 160 40,30, 37
110 30,28,30 165 32
115 31,36,30 170 35
120 36,25,28 180 38
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% Reseni

Experimentalni data zapiSeme maticové

[19 7 (150 7
20 160
21 160
sy |17 x=|1 70|
35 1170
| 38 | [ 1 180 |

kde y € R” je vektor a X € R™P matice. Celkovy poc¢et méficich bodl je

n = 43 a p reprezentuje pocet parametrd, v tomto pripadé dva: 8o, 81. Prvni
sloupec matice X ma v kazdém radku jen 1. Pocet navzajem rtiznych
méficich bodl je m = 22. Protoze se mnoho experiment( opakuije, je m
podstatné mensi, nez celkovy pocet méficich bodl n. Oznacéme n; pocet
méfeni pro kazdé x;,i = 1,..., m, pficemz n =Y n;. Parametry modelu
mUzeme spocitat nasledovné:

B o yTyy—1yT, | 1419

Ziskali jsme model y = 14.19 + 0.1346 x .
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% Nejlepsi nestranny odhad linearni parametrickeé funkce

Uloha Hledame nejlepsi nestranny odhad linearni funkce parametr(i
= (B1,...,Bp)". Uvazujme parametrickou funkci

p
’Y:chﬁk:?T'?7
k=1

kde T = (c1, ..., co)" je znamy nenulovy vektor (¢ +# 0).

Tvrzeni  NejlepSim nestrannym linearnim odhadem parametrlcke funkce

?T-Fje vybérova funkce (statistika) g = ¢ - b kde b je fedenim
normalnich rovnic. E(9) = v a "nejlepsi” znamena, Ze rozptyl D(g) je

minimalni ve tfidé nestrannych odhadu.
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Polynomialni regrese

Regresni model, ktery je linearni v parametrech, ale popisuje nelinearni
zavislost mezi proménnymi.

y:bo+b1X+b2X2+~~+ann,

kde b; jsou neznamé parametry, které chceme urcit, n je stupen polynomu.

@ Model obsahuje pouze jednu nezavisle proménnou, ktera se v ném
vyskytuje vzdy ve vSech mocninach od 1 do n.

@ Specialnim pfipadem je pfimka - polynom 1. stupné.
@ Multikolinearita - pfiblizna rovnobéznost sloupcovych vektord v matici X

@ Spatna podminénost matice X"X. Protoze néktera vlastni &isla jsou
blizka nule, nelze provést inverzi. Pfipomenme ¢islo podminénosti

Amax Omax

K= nebo také x = .
Amin O min

Poznamka: Hodnota x > 1000 znamen4 silnou kolinearitu.
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Linearni regresni model - regresni parabola

Uvazujme model regresni paraboly tvaru

Vi = B1+ Boxi + Bax® 4, i=1,
kde neznamé parametry jsou 31, B2, 33. Maticové

1 x5 x3

S X L XE X

2
1 X X2 n SiaXi Yl X

X= . . . ) XTX = n_ —
YL XL Yl

1 xp X2

. S Vi
Xy = 27:1 Xiyi .
27:1 X,-2y;
Parametry modelu vypoCteme nasledovné

b =[B1, 5, 8] = (X'X)"'Xy.



Polynomialni regrese

Priklad U automobilu Trabant se méfila spotfeba paliva v litrech na 100 km
(y) v zavislosti na jeho rychlosti (X).

| Rychlost | 40 50 60 70 80 90 100 |
| Spotreba | 6,1 58 6,0 65 6,8 81 10,0 |

1 40 1600
1 50 2500
1 60 3600 7 490 37100
X=|1 70 4900 |, X'X=| 490 37100 2989000
1 80 6400 37100 2989000 252350000
1 90 8100
| 1 100 10000 |
[ 6.1 ]
5.8 X'y = [49.3,3622.0, 286840]
6.0 b = [11.392857, —0.20726191,0.0019166667]
=| 65
y 6.8 Parabolicka regresni funkce ma tvar
8.1 y = 11,392857 — 0,207262x + 0,001917x?
10.0
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rychiost Trabantu

Zavislost spotfeby paliva na rychlosti Trabantu.

Poznamka Vicenasobna linearni regrese Pokud méfené hodnoty y zaviseji
na vice faktorech, tedy jsou=li hodnoty y linearné zavislé na nékolika
nezavisle proménnych x;, neni vzdy mozné provést takovou sérii pokusu, pfi
nichz by se ménila pouze hodnota jediné nezavisle proménné a ostatni
proménné by zlstaly konstantni. V tomto pfipadé Ize experimentalni vysledky
zpracovat pomoci vicenasobné regrese:

Yy = by + biXy + baXo + - - - + byX,

kde b;, i =1,...,k, je k regresnich parametrd. Je-li k = 1 dostaneme
jednoduchou linearni regresi.
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Volba regresni funkce

Nékteré typy linearnich regresnich funkci:
@ primkova regrese y = 31 + B2X,

B

X b

@ logaritmicka regrese y = 81 + B2In X,

@ parabolicka regrese y = B1 + BaX + B3x?,
@ polynomialni regrese y = B1 4 faX + - - - + Bpx”.

@ hyperbolicka regrese y = 1 +

Podéji se budeme vénovat také nelinearni regresi.
Nékteré typy nelinearnich regresnich funkci:

@ exponencidlni regrese y = (133,
@ mocninna regrese y = B1x"2 .
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