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Jednodimenzionalni dynamika

% Priklad: Vesmir ve sklenici

NaplInime sklenici zivnym roztokem a ptidame néjaké bakterie. Jak ¢as
pokracuje bakterie se mnozi a umiraji. Ozna¢me

b (= birth) specifickou rychlost (rychlost vztazenou na pocet) ristu mnozstvi
mikrobU ve sklenici,

p (= perish, hynuti) specifickou rychlost thynu mikrobu.

Uhrné (celkova) specificka rychlost ristu populace je r = b — p. Tedy, je-li x
populaéni hustota (pocetni koncentrace) bakterii ve sklenici, tedy pocet
bakterii na jednotku objemu Zivného roztoku, pak rychlost ristu populace je
rx a rychlost thynu bakterii je px. Dostaneme

ax _
dat
Zatneme-li s populaéni hustotou xo bakterii v ase t = 0, pak

rx.

x(t) =e"x, x(0) = xo.

Kratkodobé tento vzorec dava smysl. Rika, ze v éase t = 0 mame ve sklenici
Xo bakterii a pak jejich pocet exponencialné roste. Nicméné s rostoucim
C¢asem to znamena, Ze pocCet bakterii bude mimoradné velky, dokonce vétsi,
nez pocet atomu ve vesmiru. V dlouhém ¢asovém horizontu tento model nenf
realny.
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Jak pocet bakterii roste, maji tendenci nicit samy sebe, produkuji toxické
zplodiny atd. Dava tedy smysl pfidat rychlost vymirani a predpokladat, ze
umrtnost se s poctem bakterii zvySuje. Misto konstantniho vymirani
predpokladejme, ze specificka rychlost vymirani je px. Tedy je-li ve sklenici x
bakterii, jejich pocet klesa rychlosti px?. Dostaneme rovnici — dynamicky
systém

dx 2
T bx — px~©. (1)
Co Ize vycist z této rovnice? Je tato populace soustavné udrzitelna nezavisle
na Gase? Tedy hledame poéet bakterii X, tak, aby bx — pX? = 0. V tomto
pfipadé je rychlost reprodukce a vymirani v rovnovaze (ve stacionarnim
stavu), a tedy populace neroste ani neklesa.

Poznamka Pojem ustéleny/stacionarni stav je v inZzenyrstvi pouzivan prednostné,
protoZe takovy stav nastava v termodynamicky nerovnovazném systému, tj. v
otevieném systému, coz je prevladajici piipad. Ta sklenice vody se zda byt uzavieny
systém, ale neni, pokud ma byt b konstantni, pak musi byt konstantni mnozstvi zivin ve
vodé, coz ovSem plati jen tehdy, kdyZ se Ziviny postupné pridavaji tmérné tomu, jak
jsou spotfebovavany biomasou. Tedy sklenice je fakticky otevieny systém, kde Ziviny
jsou udrzovany na konstantni hladiné koncentrace neustalou regulaci.
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Polozime-li pravou stranu rovnice (1) rovnou nule,

dx

i =bx—-pxX*=0< x=0V b—px=0 < x:O\/x:Q,

dostaneme dva stacionarni stavy, které odpovidaji kofentim kvadratické
rovnice bx — px? = 0.

Je-li X = 0, nejsou ve sklenici Zadné baktérie,
tedy zadné baktérie se “nenarodi”, zadné
"neumrou”. Kontaminujeme-li sklenici malym

‘ b/p\ mnozstvim baktérii (x > 0 ale x < g ), vidime,

‘ dx
ze

bx — px® > 0.

dt
Tedy pocet bakterii zaéne rlst hned poté, co je sklenice kontaminovéana.

Rikame, Ze rovnovazny stav X = 0 je nestabilni, mala perturbace zptisobi
vychyleni z tohoto stacionarniho stavu.
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- ] C . b
Uvazujme nyni stacionarni stav x = o

Na této Urovni populace je zrozeni a vymirani v rovnovaze:
b b b

bx=b-==—, px*= (7)
p-p PP

v

p
Co se stane, je-li velikost populace mali¢ko vétsi nebo mensi nez x = 9?
elJe-lix>Xije % < 0, tedy pocCet bakterii klesne zpatky na g

e Je-li naopak x < X je (:1—); > 0, a populace roste zpét k g

Tedy mala perturbace x z bodu X = g ma za nasledek, Ze se populace vrati

do bodu g Rikame, ze % = g je stabilni stacionarni stav (pevny bod).
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Analytické feSeni (Matlab, Mathematica, Maple)

_ Xobebt
x(0 = (b — pxo) + pxoe?t
Je-li xo > 0, pak
. Xobebt b
im —— = =,
t— o0 (b - pXo) + pXoebf p
b

tedy pro t — oo "skonéi’systém v bodé X = o
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Matematickeé kyvadlo: malé zavazi o hmotnosti m zavéSené na viakné delky /
zanedbatelné hmotnosti. Uhel o by nemél byt vétsi nez 5°.
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RozloZime tihovou silu Fg do sméru prodlouzeni vidkna a do sméru k nému
kolmému. Slozka F; se rusi pevnosti vidkna a nema na pohyb vliv. Pfi¢inou
pohybu kyvadla je sila F. Z obou pravouhlych trojuhelniki vyjadiime sin .

ina— £ ing — Im _ Feym _ mgym
sina =2, sina==  — =g _ T,
Zakonslly F =mam —> mam= 29" o g, = 9m

/
Pro okamzitou hodnotu zrychleni kmitavého pohybu plati rovnice

a= amsinwt = wlymsinwt,

tedy po Upravé a dosazeni za Uhlovou frekvenci dostaneme vztah pro

periodu T
w= g, — T = 27‘{'\/7.
/ g

Perioda kmitani matematického kyvadla nezavisi na hmotnosti zavazi m ani
na velikosti vychylky yn,. Vzhledem ke konstantni hodnoté tihového zrychleni
perioda zavisi pouze na délce kyvadla.
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Dynamicky systém

Dynamicky systém ...systém, ktery se s Casem vyviji. Stav systému zavisi
na skalaru zvaném cas, oznac. t

Fazovy prostor systému ... mnozina hodnot, které mohou proménné
nabyvat, my se budeme zabyvat jen systémy s kone¢nédimenzionalnim
fazovym prostorem.

Oznacleni: x ...stav systému, M ...fazovy prostor

Obvykle je stav systému Gplné popsan proménnymi x € M a néjakymi dalSimi
hodnotami = hodnotami parametrd. Obvykly model ... diferencialni rovnice

Diferencialni rovnice . .. vztahy mezi funkci a jejimi derivacemi (1 proménna —
ODR, vice proménnych — PDR)

Soustava ODR .
dy dyy
F(t,y, dt""dtk)_o’

y:R— NCRY oznateni ="
graf feSeni .. . trajektorie

Cc={y(t), teR} ... kiivkav N C R?
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Libovolnou explicitni diferenciélni rovnici Ize pfepsat jako soustavu
obycejnych diferenciélnich rovnic 1. fadu tak, Ze zavedeme nové proménné

dky _ <=1y
TG =G (t’y’y""’W)

X1 =Y
. dy di71y dk71y
X =2 . Xi=— ... Xf= -
2 dt’ T Ttk
— soustava k diferencialnich rovnic 1. fadu
= =12kt =)
d promennych
dxg .
a - G(t, X1,X2, ..., Xk), k rovnic

To je soustava n = k - d diferencialnich rovnic 1. fadu ve fazovém prostoru M,
dmM=k-d=n.
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V dal§im budeme predpokladat x: R — M, f(t,x) reprezentuje rychlost
v Case t v bodé x.
= f:RxM—R".

Specialni pfipad:
autonomni diferencialni rovnice — prava strana f nezavisi explicitné na ¢ase

= x=fx), f:M—R"

f ... rychlost v kazdém bodé fazového prostoru M

7/

x °

M

Obecné, az na vyjimky, neexistuje dlivod, pro¢ se zabyvat neautonomnimi
systémy, protoze kazdy neautonomni systém miZeme prepsat jako
autonomni, zavedeme-li novou proménnou napf. x,+1 = t. Pro tuto
proménnou je Xp41 = 1.
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Priklad Smérové (Casové proménné) pole f(t, x, y) zadané v roviné

vztahem

e v
e
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% Priklad

Linearni diferencialni rovnici 2. fadu prevedeme na soustavu dvou
diferencialnich rovnic prvniho fadu:

y'=-y, y(0)=0, y'(0)=1. 2
Polozime y1(x) := y(x), y2(x) := y'(x). Pak bude
no= yx=r.
o= y'=-y=-y.
Dostaneme linearni soustavu dvou diferenciélnich rovnic s pocate¢nimi
podminkami:
y‘l: = ), 14 (0) = 0 ) (3)
Y2 = -y, y(0) = 1.

Cviceni Vyfeste soustavu (3) a vypoctéte partikularni feSeni rovnice (2).
Ovéfte spravnost fesend.
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Poznamka:
Pocatecni (Cauchyova) tloha pro rovnici prvniho fadu

x=1f(x), x(b)=xo,

a hledame feSeni x(t), které spliuje pocatecni podminku x(t) = xo v
daném case t.

Pocatecni (Cauchyova) Gloha pro rovnici druhého fadu
x=1x), x(b)=x, x'(b)=x,

hledame fesSeni x(t), které splfiuje po¢atecni podminky v daném case t.
Okrajova Uloha

x=1f(x), x(b)=x, x(t)=x.

Obecné feseni je takové feSeni, které zavisi na obecnych konstantach,
t.j. nejsou zadany zadné pocatecni ani okrajové podminky.



Jednodimenzionalni dynamika
©00000

Logisticka rovnice

Logisticka rovnice

Jednodimenzionalni autonomni pocatecni Uloha (feSime napf. separaci):
x = f(x), x(0) =xo.

Priklad Jedna z nejjednodussich nelinearnich obycejnych diferencialnich
rovnic — logisticka rovnice

x=rx(1-x), x(0)=x.
N—————

nejjednodussi model riistu populace
X = % , N(t) ... mnozstvi jedincd v populaci v Case t,
parametr K ... kapacita prostredi ("carrying capacity”),

parametr r,r = b —d ... rozdil mezi koeficienty narozeni (b ... birth) a
smrti (d ... death) populace, r << K.

Reseni separaci
x=rx(1-x)=0 <= x=0Vx=1 =

Dvé konstantni feSeni: x(t)=0vVteR a x(t)=1VteR.
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Logisticka rovnice

Logisticka rovnice

dx
x o i rx(x—1),
dx
x=1 0 x(x—1) rdt
x=0 0 t /1dx+/ Uax = r/dt
Os X 1—x
In i = rt+c,ceR
11— x|
nnO;:x>1 = X S
[1—x x-1
. X _ X
nno:0<x<1 = T—x —1—x
| x| X X

nn03:x<0 =

M—x]  1-x x-—1
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Logisticka rovnice

X X
In =rt+c, x(0)=x = In ' _|=¢
1—x 1—X
X X
In — 0 |=rt
1—x 1—X
Xo v v . ey, .
x(t) = T T obecné feseni logistické rovnice
Xo + (1 - Xo)eir
v . X(t)=0 VteR roxp=0
+ konstantni feseni (1) (pro X ) rovnovazné stavy
x(t)=1 VteR (proxg=1)
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smérové pole (r = 0.9) nékolik integralnich krivek
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Logisticka rovnice

Obecné feSeni nemusi byt vzdy mozné explicitné vyjadrit:
Priklad
X
14+ x2’

f(x)=0 < x=0 = stacionarnifeSeni x(t) =0, te R

x = f(x), f(x) = x(0) =Xo.

rovnovazny stav x = 0

Necht x # 0. Pak rovnici feSime separaci

dx % 14 x2

a T Tk / X dxff/dt

X2 X2
nix|+%5 =-t+C,  x(0)=x, t. ln|x0|+?°:C

Obecné feseni: , ,

X X,
| R 20 4
n|x|+2 t+n\xo|+2 (4)

Z rovnice (4) nelze explicitné vyjadrit x(t).
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Logisticka rovnice

3 rovnovazné stavy
x = f(x),f(x)...rychlostvbodé x € M,
M. .. fazovy prostor.
V jedné dimenzi jen tfi moznosti:
. e f(x) > 0... kladna rychlost
£ 1\;{2\;\5 f(x) < 0... zaporna rychlost

f(x) =0... rovnovazny stav

graf(f) = {(x,¥),x € M,y = f(x)} Co Ize vy¢ist z grafu funkce ?

Je-li f(x0) > 0, "pohyb”probiha doprava a x(t) roste monoténné tak dlouho,
dokud f(x(t)) > 0. Je-li x* prvni kofen f "za”x; a f(x) > 0 na (xo, x*), pak

x(t) — x™ pro t — oco. Nema-li f kofeny za xp, pak x(t) — co pro t — oo.
Obdobné, je-li f(x9) < 0, "pohyb”probiha doleva a x(t) klesa monoténné . ..

Zaveér: Dynamika jednodimenzionalni autonomni ODR je jednoducha:
trajektorie se blizi monoténné k rovnovaznému stavu nebo k nekoneénu.
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Logisticka rovnice
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Priklad Logisticka rovnice

x=rx(1-x), x(0)=xo.

Pro jednoduchost zvolme r = 1. Tedy f(x) = x(1 — x). Nakreslete si
odpovidajici parabolu a ilustrujte na tomto obrazku, ze

x(t) roste na (0,1)
x(t) klesa na (—oc0,0) a na (1, +00).
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Motivace: Populacni dynamika

% Populacni dynamika — dvé populace

Jako motivacni priklad dvoudimenzionalniho dynamického systému uvedme
model chovani dvou populaci. Jedna populace - predatofi - se Zivi druhou
polulaci - kofisti, kterd ma jinou potravu. Model je obménou
Lotkova-Volterrova systému, ktery je specialnim pfipadem Bazykinova
ekologického modelu.

Bazykiniv model

. _ _ Xy _ 2

X = x-—g ©ax ex<, (5)
. _ _ Xy _ 2

yo= WX oy°, (6)

kde x ... velikost populace kofisti, y ... velikost populace predatord,

a > 0... konstanta saturace predatord, v > 0... konstanta dmrtnosti
predator(i, nezaporné konstanty ¢, d ... konstanty soupefeni mezi kofisti a
predatory.

Ptidejme jesté pocateéni podminky

x(0)=x,  y(0)=)o.
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Dvoudimenzionalni dynamika

Dvoudimenzionalni dynamika

_ X 2, > — X _ P(X7.y)
z—<y>€R. Z_f(z)_(j/)_(Q(ny))' (7)
Nejprve hledame mnoZzinu S rovnovaznych stav
S={(xy)eR*: P(x,y)=Q(x,y)=0}.

Dalsi informace o chovani systému ziskame pomoci tzv. "nulklin”(nuliclines).
Nulkliny jsou kfivky, na nichz je jedna ze slozek rychlosti f(z) nulova. Tedy

e = 1) P =00 = (5 )= (e )
M= eniaxn =0 = (5 )=( "5 ).
rovnovazny stav. = prasecik nulklin

S =  NynN,.
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% Dynamicky systém Lotka-Volterra

Priklad Dynamicky systém Lotka-Volterra pro dva soupetici druhy je popsan
soustavou

x = x(a—bx-—cy), (8)
y = y(d—ex—1), )

kde x, y jsou populace = x >0,y > 0, konstanty a, b, c, d, e, f jsou v
biologickych aplikacich kladné. Tedy fazovy prostor

M={(x,y) eR®: x>0,y >0}.
Vypoctéme nulklinu Ny:  x(a—bx—cy) =0 x=0va—-bx—cy=0=

a— bx
c

Ne={(x,y) e M, x =0} U{(x,y) e M,y = b
osay
Obdobné pro nulklinu N, dostaneme
d—ex
Ny ={(x,y) e M,y =0} U{(x,y) e M,y = ———1}.
——

osa x
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Dvoudimenzionalni dynamika
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Mnozina rovnovaznych stavd S = Ny N N, se obvykle sklada z bod,
vyjime€né muze obsahovat pfimku.
Poznamka Rovnovazny stav odpovida praseciku jedné kfivky v Ny s

a— bx

jednou kfivkou v N,. Tedy napfriklad prise¢ik x =0ay = neni

rovnovazny stav, protoze obé kfivky jsou z Ny.

Pro kladné parametry méa systém (8), (9) vzdy nasleduijici tfi rovnovazné
stavy

d
(070)7 (077)’ (5’0)7
a jeden rovnovazny stav

(x*,y") = af —cd bd — ae a-bx—-cy=0
Y )=\ bf —ce’ bf —ce d—ex—fy=0

(x*, y*) lezi uvnitf M, pokud Cleny af — cd, bd — ae a bf — ce jsou nenulové a
maji stejné znaménko.
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Necht s := sgn(af — cd) = sgn(bd — ae) = 1, pak, protoze x* a y* jsou
nezaporné, je také bf — ce > 0 a bod (x*, y*) lezi uvnitf M. Nulkliny rozdéli v
tomto pfipadé fazovy prostor M na Ctyfi oblasti.

by
ale
/
\
o >,
dff
— L =
/. /\\

d/e

X

Na obr. je pro s = 1 znazornéno vektorové pole.
Je-li x > g, je
x=x(a—bx—cy)<x(a—a—cy)<O.

Tedy X < 0 a x monoténné klesiq a vSechny
pocate¢ni podminky zadané vpravo od pfimky

{(x,y): x = g } se pohybuii vievo.

Obdobné, je-li y > g je ¥y < 0 ay monoténné
klesa.

Dasledek: Obdélnik R = {(x,),0 < x < g, 0<y< if’} je invariantni
mnozina, t.j. vSechny trajektorie, které zacinaji v R, v R zlistanou. VSechny
pocatecni podminky, které lezi v M\ R, musi také nutné skoncit v R.
Limitni chovani pro t — oo pro libovolnou pocateéni podminku: trajektorie
skonci v nékterém rovnovazném stavu:
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Fazovy portrét

% Fazovy portrét

Vratme se k dvoudimenzionalnimu dynamickému systému (7)

. X P(x,y) )
z=1f(z) = . = ’ .
@=(5)-(an
Ignorujeme-li ¢asovou zavislost, Ize nékdy najit feSeni jako parametrizaci
kfivek ve fazovém prostoru.

Idea: Necht je trajektorie lokalné grafem funkce y = Y(x). Pak y = dv - X

dx
a pro funkci Y dostaneme diferencialni rovnici

av _y _Qx.Y) _
ix X TP y) T

Toto je jedna diferenciélni rovnice 1. fadu pro funkei Y(x) (Y(x) ...fazova
kfivka). Tato rovnice je obvykle neautonomni, protoze nové vektorové pole
F(x, Y) zavisi na nové nezavisle proménné x.
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% Priklad

Priklad Soustavu

x = eY(x+y)
y o= &Vx-y)
nelze pro x(t), y(t) fesit explicitné, ale rovnice pro fazovou kfivku je relativné
jednoducha:
dy _x—y
dx  x+y’
Tuto rovnici nelze fesit separaci, ale zavedeme-li novou proménnou

z=2— 1y dostaneme
X X

dz 1 1dy 1 (x-y y 1/1-z 1 (z+1)2-2
— = ——yt——— = — L) == —-Z)|=——
dx x27 xdx x\x+y x x\1+z X 1+2z

a tato rovnice je separovatelna diferencialni rovnice 1. fadu.
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Fazovy portrét

% Pokracovani prikladu

Odseparujeme proménné a zintegrujeme:

142z 1
[ iy etz

TNl 22/ =—Injx|+InC, €>0,x>0,z=Y>0.
Oznacme
O ={(x,2),x>0,z>-1+v2}a0, = {(x,2),x>0,0<z< —1++2.

Pak
c? c?
naOije z°+2z-1=—, naOje —-2°2-2z-1+2=—_.
X X
Po zpétném dosazeni za z jsou y1» = —x + v2x? + C? dvé vétve feseni,
tedy predpoklad, ze graf y = Y(x) je grafem funkce je Spatné.
Z vypoltu je vidét, Ze trajektorie jsou hyperboly (y + x)? — 2x = C?.

Poznamenejme, Ze jsme neziskali Zadnou informaci o Casové zavislosti
trajektorii.
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Dynamické systémy

Dynamicky systém. .. Evolucni pravidlo, které definuje trajektorii jako funkci
jednoho parametru t € R (Casu) na mnoziné stavu M, typicky M = R” (fazovy
nebo také stavovy prostor). Stav systému v ¢ase t zavisi i na vychozim stavu,
t.j. na stavu, ve kterém byl systém v ¢ase t = 0. Oznaéme ¢(t,0), t € R,

o € M, stav systému v Case t, jestlize v ¢ase t = 0 byl systém ve stavu o.

Dostaneme zobrazeni
p:RxM—M (p(to) e M),
pficemz pozadujeme, aby

@ ¢(0,0) =0, tj. v Case t = 0 byl systém ve stavu o.
@ byla spinéna aditivita casu:

o(t,o(s,0)) =p(t+s,0) Vi, seR, Voe M.
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Dynamika systému

Definice Dvojice {S, ¢}, kde ¢

spliuje 1. a 2. ... spojity dynamicky systém

na stavovém prostoru S. Zobrazeni ¢ ...dynamika systému

Umluva V dal$im budeme predpokladat, Ze stavovy (fazovy) prostor

S C R” je oteviend mnozina v R”, x = (X, X2, . .

Pro pevné x € R" polozme ox(t)
polozme '(X) = o(t,X) Vx € R".

Dostali jsme dvé zobrazeni:

xR — R
e
parametrizace kfivky

prochazejici bodem x,
©x(0) = p(0,x) =x Vx € R”

., Xn) € R" ...stav systému.

= (t,x) Vt € R, apropevné t € R

u,o[ :R" — R

—————

splfiuje vlastnosti 1. a 2. —

(i) ¢°(X) = ©(0,X) = X VX € R"
neboli ¢° = id\D}n
(i) p' o ® = p'*° =

zobrazeni ' je prosté, nebot existuje
inverzni zobrazeni (¢!) ' = ¢
protoze o'

o<pt:<p0:id
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Casovy vyvoj systému
Bod x se pohybuje po kfivce {px(t), t € R},
Y, (%) pohyb je uréen vektorovym polem V(x) na sta-
vovém prostoru R”. Jinymi slovy: vektorové pole

X V(%) = (n(X), v2(X), -, a(X))

pohybuje stavovym bodem (pocateénim stavem)
X = (X1,...,Xn) po kfivce {ox(t),t € R}.
AR
v, . v oy L, P - i B
KFfivka v znazormuje casovy vyvoj systému, f/ G -
teéné vektory ke kfivce « jsou rovny od- e
povidajicim vektorim vektorového pole V. \ el //
Tedy pro dané vektorové pole V na stavovém prostorurﬁéi” hledame takové
krivky (a jejich parametrizace), jejichZ te€né vektory jsou rovny vektoriim
daného vektorového pole.
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Tedy
ex(t) = x(t) = (xa (1), %(t), ..., (1)), teR,

n—tice funkci, které zadavaji parametricky kfivku
te€ny vektor ke kfivce v bodé x(t) je vektor

X' (t) = (X (8), X3(t), .., X)(1)) -

Dostavame soustavu obycejnych diferencialnich rovnic (SODR) ve
vektorovém tvaru:

X'(t) = V(x(t)), obvykle pidemejen X' = V(x). (10)

Rozepiseme-li rovnici (10) po slozkach, dostaneme soustavu n obyéejnych
diferenciélnich rovnic 1. fadu (proménnou t obvykle vynechavame)

XM = wlal) (D), . xn(0)
A1) = vt (), .. xn(D)
xp(H) = va(xa(t), xe(1), ..., xa(1))
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Definice feseni a trajektorie feSeni SODR

Definice feseni a trajektorie reSeni SODR

Definice Uspofadanou n—tici funkci
x(t) = (xa(t), x2(t),...,xa(t)), telCR,

nazyvame fesenim soustavy (10) oby&ejnych diferencialnich rovnic 1. fadu.
Kfivka, jejiz parametrizace je dana feSenim x(t), se nazyva trajektorie feSeni
(trajektorie soustavy). Znacime ji obvykle v nebo ~x, chceme-li zdlraznit, ze
trajektorie prochazi bodem x € R”.

Je-li x(t) fesenim soustavy, &, € I, Xo € R”, nazyvame x(f) = Xo pocate¢ni
podminkou pro feSeni x(t). PfisluSnou trajektorii znacime .

Soubor v§ech trajektorii soustavy je fazovy portrét soustavy.



Dynamické systémy
oeo

Definice feseni a trajektorie feSeni SODR

*

Piiklad

Reseni
x(t) = rcos(t)
y(1) rsin(t)
(x(t),y(t)) ... parametrizace kruznice S = [0, 0], polomér =r

r>0,teR

Fazovy portrét je soubor v§ech trajektorii, trajektorie jsou soustredné

kruznice.
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Definice feseni a trajektorie feSeni SODR

*

Priklad Méjme soustavu

/ y
X =
/T 1+ x2 1 2 1
y = +))(( Ty = W(XJ’):\/TT}/Z(—%X)-
Ve T

Tedy
1

B
,/1+X2+y2

t.j. sméry vektorl pole w jsou stejné jako sméry vektor( pole V,a tedy
vektory pole w jsou te¢né k soustiednym kruznicim.

W(x, y) =

Zname tedy fazovy portrét této soustavy, aniz bychom ji uméli fesit.
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Fazovy tok soustavy

Fazovy tok soustavy

Me&jme soustavu (10) 7'(t) = 7(x(t)). Zobrazeni ¢ : R x R” — R", pro
které plati
(i) »(0,x)=x VxeR",
(ii) o(t,o(s,X)) = p(t+s,x) Vi, seR,
(iii) d“’é‘(” V(ex(t)) VEER, VX € R,

nazyvame fazovym tokem soustavy (10) respektive fazovym tokem
vektorového pole V

Poznamky
@ o(t,x) = px(t) pro pevné x je feSenim soustavy (10) s trajektorii x.
©x(t) splfiuje pocatecni podminku ¢x(0) = x. Jinak fe€eno, x je
pocatecnim stavem trajektorie .
@ Fazovy tok ¢ : R x R” — R" pfedstavuje mnozinu vSech feseni
soustavy (10). Volbou rtiznych pocateénich stavii x € R” ve ¢(t, X)
dostavame r(izna feSeni soustavy (10).
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Typy trajektorii

Re$me opét soustavu (10), t.j. 7'(t) = 7(x(t)). Necht ¢(t, x) je fazovy tok
této soustavy.
1. Je-li Xo rovnovazny stav soustavy (10), pak konstantni zobrazeni
©x, : R — R" definované vztahem ¢y, = Xo Vt € R je stacionarnim
feSenim soustavy (10) majici jednobodovou trajektorii vx, = {Xo}.

Priklad Najdéte rovnovazné stavy soustavy
X = x-2xy x—2xy=0 <= x=0Vy=
y' —ytxy —y4+xy=0 < x=1Vy=
Soustava ma dva rovnovazné stavy Sy = [0;0], S» =[1;0,5]. Na obr.
je vektorové pole a fazovy portrét, vykresleno v Maple. Co je Spatné?

o =
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Typy trajektorii

2. Uzavfena trajektorie: Existuje-li xo € R" a T > 0 takové, ze
©(0,%0) = o(T,X) =X a ©(t,X0) # XVt € (0, 7),
pak je trajektorie ~x, uzaviena nebo periodicka s periodou T.

Priklad UvaZujme nasledujici nelinearni soustavu dvou
diferencialnich rovnic:

/

X' = —y+0,5x(x* +y?)

y X +0,5y(x* +y?)

Na obr. je vektorové pole a fazovy portrét pro pocatecni podminky:
x(0) = 0, 1; ¥(0) = 2, 3 (uzavfena trajektorie), x(0) = 0,6; y(0) = 0,3 a
x(0) = —0,6;y(0) = 0,3.

o
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Typy trajektorii

3. Trajektorie vchazejici do resp. vychazejici z rovnovaznych stavi

Necht x4 je rovnovazny stav soustavy (10), va trajektorie feSeni pa(t),
pro které plati
(i) lim pa(t) =x1,
t—o0
(ii) lim Za(t)=71.
t—o0
Rikame, Ze trajektorie ~a tohoto Fe$eni vchazi do rovnovazného stavu x;
ve sméru vektoru 7+.

'

a

e

Plati-li pro trajektorii v, pouze (i) tlim wa(t) = x4 a limita ¢} neexistuje,
— 00

fikame, Ze trajektorie "konci”v bodé x;. Trajektorie se v tomto pripadé blizi k
rovnovaznému stavu "spiralovité”, t.j. nevstupuje do néj v urcitém sméru.
Plati-li pro trajektorii v, pouze (i) a limita o}, neexistuje, fikame, ze trajektorie
"zacind”v bodé x..
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Typy trajektorii

4. heterokliniky, homokliniky
Necht x4, X2 jsou rovnovazné stavy soustavy 7’(1‘) = V(X(t)).
Trajektorie v, ktera vychazi z, resp. zacina v rovnovazném stavu x; a
vchazi, resp. konéi v rovnovazném stavu X, se nazyva heteroklinicka
trajektorie.
Trajektorie v, kterd vychazi z, resp. zaina v rovnovazném stavu x; a
vchazi, resp. konci také v rovnovazném stavu x4 se nazyva
homoklinicka trajektorie.

»
'
1
t
1
1
X
x
3
X
LN

heteroklinika homoklinika
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% Exotermni reakce 1. radu v CSTR

Autokatalyticky efekt:

ZvySeni teploty T zvysi rychlostni koeficient k(T),
tim se zvysi reakéni rychlost, uvolni se reakéni
teplo a zvysi se teplota.

InhibiCni (regulacni) efekt:
Snizeni teploty odvodem tepla = chlazeni

Bilance slozky A a entalpicka bilance po prevedeni
do bezrozmérného tvaru (o = -%- je bezroz-

T_T CAref
¢ je bezrozmérna
ref

mérna koncentrace A, © =
rozdilova teplota):
Bezrozmérné nezaporné parametry:

Ko - .. pratoéni rychlost

KT ...rychlost prostupu tepla

D, ...Damkohlerovo &islo (bezrozmérny rychlostni koeficient)
B ...reakéni entalpie

~ = Bl reciproké aktiva¢ni energie



Exotermni reakce 1. fadu v CSTR

d—a*ﬂ(a — a) — Dy aex _o
ar e P 1+~0

pfitok - odtok A zéanik A reakci

doe ©
E = —HTe—K/O@‘f’/BDaOéeXp (m)

1. 2. 3.

'y

chlazeni médiem o teploté Ty
2. odtok entalpie
3. narlst entalpie pfi reakci

Dynamika zahrnuje:
a) vicenasobné stacionarni stavy (studeny, stfedni a horky)
b) destabilizaci stacionarniho stavu za vzniku oscilaci (limitni cyklus).



Exotermni reakce 1. fadu v CSTR

ghabilin urel
=

p3

Pro D, < Dj; jeden stabilni stacionarni stav (studeny)

Pro D; < D, < D;* koexistence stabilniho stacionarniho stavu a
stabilnich periodickych oscilaci

Pro D;* < D, < D3** jeden stabilni limitni cyklus (periodické oscilace)
Pro D, > D;** jeden stabilni stacionarni stav (horky)
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