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trajektorie řešenı́, typy trajektoriı́.



Povinná látka. Bude v pı́semkách a bude se zkoušet při ústnı́ zkoušce
(žádné označenı́)

F Přı́klady k procvičenı́ - dobrovolné

F Pro studenty, kteřı́ chtějı́ vědět vı́c. Tato látka se nebude přednášet,
nebude v pı́semkách, nebude se zkoušet.
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F Přı́klad: Vesmı́r ve sklenici

Naplnı́me sklenici živným roztokem a přidáme nějaké bakterie. Jak čas
pokračuje bakterie se množı́ a umı́rajı́. Označme
b (= birth) specifickou rychlost (rychlost vztaženou na počet) růstu množstvı́
mikrobů ve sklenici,
p (= perish, hynutı́) specifickou rychlost úhynu mikrobů.
Úhrná (celková) specifická rychlost růstu populace je r = b − p. Tedy, je-li x
populačnı́ hustota (početnı́ koncentrace) bakteriı́ ve sklenici, tedy počet
bakteriı́ na jednotku objemu živného roztoku, pak rychlost růstu populace je
rx a rychlost úhynu bakteriı́ je px . Dostaneme

dx
dt

= rx .

Začneme-li s populačnı́ hustotou x0 bakteriı́ v čase t = 0, pak

x(t) = ertx0, x(0) = x0.

Krátkodobě tento vzorec dává smysl. Řı́ká, že v čase t = 0 máme ve sklenici
x0 bakteriı́ a pak jejich počet exponenciálně roste. Nicméně s rostoucı́m
časem to znamená, že počet bakteriı́ bude mimořádně velký, dokonce většı́,
než počet atomů ve vesmı́ru. V dlouhém časovém horizontu tento model nenı́
reálný.
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F

Jak počet bakteriı́ roste, majı́ tendenci ničit samy sebe, produkujı́ toxické
zplodiny atd. Dává tedy smysl přidat rychlost vymı́ránı́ a předpokládat, že
úmrtnost se s počtem bakteriı́ zvyšuje. Mı́sto konstantnı́ho vymı́ránı́
předpokládejme, že specifická rychlost vymı́ránı́ je px . Tedy je-li ve sklenici x
bakteriı́, jejich počet klesá rychlostı́ px2. Dostaneme rovnici – dynamický
systém

dx
dt

= bx − px2 . (1)

Co lze vyčı́st z této rovnice? Je tato populace soustavně udržitelná nezávisle
na čase? Tedy hledáme počet bakteriı́ x̃ , tak, aby bx̃ − px̃2 = 0. V tomto
přı́padě je rychlost reprodukce a vymı́ránı́ v rovnováze (ve stacionárnı́m
stavu), a tedy populace neroste ani neklesá.

Poznámka Pojem ustálený/stacionárnı́ stav je v inženýrstvı́ použı́ván přednostně,
protože takový stav nastává v termodynamicky nerovnovážném systému, tj. v
otevřeném systému, což je převládajı́cı́ přı́pad. Ta sklenice vody se zdá být uzavřený
systém, ale nenı́, pokud má být b konstantnı́, pak musı́ být konstantnı́ množstvı́ živin ve
vodě, což ovšem platı́ jen tehdy, když se živiny postupné přidávajı́ úměrně tomu, jak
jsou spotřebovávány biomasou. Tedy sklenice je fakticky otevřený systém, kde živiny
jsou udržovány na konstantnı́ hladině koncentrace neustálou regulacı́.
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F

Položı́me-li pravou stranu rovnice (1) rovnou nule,

dx
dt

= bx − px2 = 0 ⇔ x = 0 ∨ b − px = 0 ⇔ x = 0 ∨ x =
b
p
,

dostaneme dva stacionárnı́ stavy, které odpovı́dajı́ kořenům kvadratické
rovnice bx − px2 = 0.

Je-li x̃ = 0, nejsou ve sklenici žádné baktérie,
tedy žádné baktérie se ”nenarodı́”, žádné
”neumřou”. Kontaminujeme-li sklenici malým

množstvı́m baktériı́ (x > 0 ale x <
b
p

), vidı́me,

že
dx
dt

= bx − px2 > 0 .

Tedy počet bakteriı́ začne růst hned poté, co je sklenice kontaminována.

Řı́káme, že rovnovážný stav x̃ = 0 je nestabilnı́, malá perturbace způsobı́
vychýlenı́ z tohoto stacionárnı́ho stavu.
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F

Uvažujme nynı́ stacionárnı́ stav x̃ =
b
p

.

Na této úrovni populace je zrozenı́ a vymı́ránı́ v rovnováze:

bx̃ = b · b
p

=
b2

p
, px̃2 = p

(
b
p

)2

=
b2

p
.

Co se stane, je-li velikost populace maličko většı́ nebo menšı́ než x̃ =
b
p

?

• Je-li x > x̃ je
dx
dt

< 0, tedy počet bakteriı́ klesne zpátky na
b
p

.

• Je-li naopak x < x̃ je
dx
dt

> 0, a populace roste zpět k
b
p

.

Tedy malá perturbace x z bodu x̃ =
b
p

má za následek, že se populace vrátı́

do bodu
b
p

. Řı́káme, že x̃ =
b
p

je stabilnı́ stacionárnı́ stav (pevný bod).
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F

Analytické řešenı́ (Matlab, Mathematica, Maple)

x(t) =
x0bebt

(b − px0) + px0ebt .

Je-li x0 > 0, pak

lim
t→∞

x0bebt

(b − px0) + px0ebt =
b
p
,

tedy pro t → ∞ ”skončı́”systém v bodě x̃ =
b
p

.
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F Přı́klad: Matematické kyvadlo

Matematické kyvadlo: malé závažı́ o hmotnosti m zavěšené na vlákně délky l
zanedbatelné hmotnosti. Úhel α by neměl být většı́ než 5◦.
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F

Rozložı́me tı́hovou sı́lu FG do směru prodlouženı́ vlákna a do směru k němu
kolmému. Složka Ft se rušı́ pevnostı́ vlákna a nemá na pohyb vliv. Přı́činou
pohybu kyvadla je sı́la F . Z obou pravoúhlých trojúhelnı́ků vyjádřı́me sinα .

sinα =
F
FG

, sinα =
ym

l
=⇒ F =

FGym

l
=

mgym

l
.

Zákon sı́ly F = mam =⇒ mam =
mgym

l
=⇒ am =

gym

l
.

Pro okamžitou hodnotu zrychlenı́ kmitavého pohybu platı́ rovnice

a = am sinωt = ω2ym sinωt ,

tedy po úpravě a dosazenı́ za úhlovou frekvenci dostaneme vztah pro
periodu T

ω =

√
g
l
, =⇒ T = 2π

√
l
g
.

Perioda kmitánı́ matematického kyvadla nezávisı́ na hmotnosti závažı́ m ani
na velikosti výchylky ym. Vzhledem ke konstantnı́ hodnotě tı́hového zrychlenı́
perioda závisı́ pouze na délce kyvadla.
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Dynamický systém

Dynamický systém . . . systém, který se s časem vyvı́jı́. Stav systému závisı́
na skaláru zvaném čas, označ. t
Fázový prostor systému . . . množina hodnot, které mohou proměnné
nabývat, my se budeme zabývat jen systémy s konečnědimenzionálnı́m
fázovým prostorem.

Označenı́: x . . . stav systému, M . . . fázový prostor

Obvykle je stav systému úplně popsán proměnnými x ∈ M a nějakými dalšı́mi
hodnotami = hodnotami parametrů. Obvyklý model . . . diferenciálnı́ rovnice

Diferenciálnı́ rovnice . . . vztahy mezi funkcı́ a jejı́mi derivacemi (1 proměnná –
ODR, vı́ce proměnných – PDR)
Soustava ODR

F
(

t , y,
dy
dt
, . . .

dky
dtk

)
= 0 ,

y : R −→ N ⊆ Rd , označenı́
dy
dt

:= ẏ ,

graf řešenı́ . . . trajektorie

C = {y(t), t ∈ R} . . . křivka v N ⊆ Rd
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Libovolnou explicitnı́ diferenciálnı́ rovnici lze přepsat jako soustavu
obyčejných diferenciálnı́ch rovnic 1. řádu tak, že zavedeme nové proměnné

dk y
dtk = G

(
t , y, ẏ, . . . ,

dk−1y
dtk−1

)

x1 := y

x2 := ẏ =
dy
dt
, . . . xi :=

di−1y
dt i−1 . . . xk =

dk−1y
dtk−1

=⇒ soustava k diferenciálnı́ch rovnic 1. řádu

dxi

dt
= xi+1 , i = 1, 2, . . . , k − 1 , xi = (x (i)

1 , x (i)
2 , . . . , x (i)

d )︸ ︷︷ ︸
d proměnných

dxk

dt
= G(t , x1, x2, . . . , xk ) , k rovnic

To je soustava n = k · d diferenciálnı́ch rovnic 1. řádu ve fázovém prostoru M,
dim M = k · d = n .
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V dalšı́m budeme předpokládat x : R −→ M , f (t , x) reprezentuje rychlost
v čase t v bodě x .

=⇒ f : R×M −→ Rn .

Speciálnı́ přı́pad:
autonomnı́ diferenciálnı́ rovnice – pravá strana f nezávisı́ explicitně na čase

=⇒ ẋ = f (x) , f : M −→ Rn

f . . . rychlost v každém bodě fázového prostoru M

r���
x

f (x) r

� r


�r - r��:r��3M

Obecně, až na výjimky, neexistuje důvod, proč se zabývat neautonomnı́mi
systémy, protože každý neautonomnı́ systém můžeme přepsat jako
autonomnı́, zavedeme-li novou proměnnou např. xn+1 = t . Pro tuto
proměnnou je ẋn+1 = 1 .
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F

Přı́klad Směrové (časově proměnné) pole f (t , x , y) zadané v rovině
vztahem

f (t , x , y) = (x cos t , y) , (x , y) ∈ R2, t ∈ R

t = 0 t = π/6 t = π/4 t = π/2

f (0, x , y) f (π/6, x , y) f (π/4, x , y) f (π/2, x , y)

x , y pevné, t se měnı́, např. x = y = 1

f (0, 1, 1) = (1, 1)

f (π/2, 1, 1) = (0, 1)

f (π, 1, 1) = (−1, 1)
-

x

6y r
1

1 �
�
��6

@
@

@I
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F Přı́klad

Lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici 2. řádu převedeme na soustavu dvou
diferenciálnı́ch rovnic prvnı́ho řádu:

y ′′ = −y , y(0) = 0, y ′(0) = 1 . (2)

Položı́me y1(x) := y(x) , y2(x) := y ′(x) . Pak bude

y ′1 = y ′(x) = y2 ,

y ′2 = y ′′ = −y = −y1 .

Dostaneme lineárnı́ soustavu dvou diferenciálnı́ch rovnic s počátečnı́mi
podmı́nkami:

y ′1 = y2 , y1(0) = 0 ,
y ′2 = −y1 , y2(0) = 1 . (3)

Cvičenı́ Vyřešte soustavu (3) a vypočtěte partikulárnı́ řešenı́ rovnice (2).
Ověřte správnost řešenı́.
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Poznámka:
Počátečnı́ (Cauchyova) úloha pro rovnici prvnı́ho řádu

ẋ = f (x) , x(t0) = x0 ,

a hledáme řešenı́ x(t), které splňuje počátečnı́ podmı́nku x(t0) = x0 v
daném čase t0.

Počátečnı́ (Cauchyova) úloha pro rovnici druhého řádu

ẍ = f (x) , x(t0) = x0 , x ′(t0) = x1 ,

hledáme řešenı́ x(t), které splňuje počátečnı́ podmı́nky v daném čase t0.

Okrajová úloha

ẍ = f (x) , x(t0) = x0 , x(t1) = x1 .

Obecné řešenı́ je takové řešenı́, které závisı́ na obecných konstantách,
t.j. nejsou zadány žádné počátečnı́ ani okrajové podmı́nky.
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Logistická rovnice

Logistická rovnice

Jednodimenzionálnı́ autonomnı́ počátečnı́ úloha (řešı́me např. separacı́):

ẋ = f (x) , x(0) = x0 .

Přı́klad Jedna z nejjednoduššı́ch nelineárnı́ch obyčejných diferenciálnı́ch
rovnic – logistická rovnice

ẋ = r x(1− x)︸ ︷︷ ︸ , x(0) = x0 .

nejjednoduššı́ model růstu populace

x =
N
K
, N(t) . . . množstvı́ jedinců v populaci v čase t ,

parametr K . . . kapacita prostředı́ (”carrying capacity”),
parametr r , r = b − d . . . rozdı́l mezi koeficienty narozenı́ (b . . . birth) a
smrti (d . . . death) populace, r << K .

Řešenı́ separacı́

ẋ = r x(1− x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ∨ x = 1 =⇒

Dvě konstantnı́ řešenı́: x(t) = 0 ∀ t ∈ R a x(t) = 1 ∀ t ∈ R .
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Logistická rovnice

Logistická rovnice

-
x = 0 t

O3

6

0

x

O2

O1

x = 1

dx
dt

= r x(x − 1) ,

dx
x(x − 1)

= rdt

∫
1
x

dx +

∫
1

1− x
dx = r

∫
dt

ln
|x |
|1− x | = r t + c, c ∈ R

na O1: x > 1 =⇒ |x |
|1− x | =

x
x − 1

na O2: 0 < x < 1 =⇒ |x |
|1− x | =

x
1− x

na O3: x < 0 =⇒ |x |
|1− x | = − x

1− x
=

x
x − 1
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Logistická rovnice

ln
∣∣∣∣ x
1− x

∣∣∣∣ = r t + c , x(0) = x0 =⇒ ln
∣∣∣∣ x0

1− x0

∣∣∣∣ = c

ln
∣∣∣∣ x
1− x

∣∣∣∣− ln
∣∣∣∣ x0

1− x0

∣∣∣∣ = r t

x(t) =
x0

x0 + (1− x0)e−r t . . . obecné řešenı́ logistické rovnice

+ konstantnı́ řešenı́ x(t) = 0 ∀t ∈ R (pro x0 = 0)
x(t) = 1 ∀t ∈ R (pro x0 = 1)

}
rovnovážné stavy

směrové pole (r = 0.9) několik integrálnı́ch křivek
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Logistická rovnice

Obecné řešenı́ nemusı́ být vždy možné explicitně vyjádřit:

Přı́klad
ẋ = f (x) , f (x) = − x

1 + x2 , x(0) = x0 .

f (x) = 0 ⇐⇒ x = 0︸ ︷︷ ︸ =⇒ stacionárnı́ řešenı́ x(t) = 0, t ∈ R

rovnovážný stav x = 0

Necht’ x 6= 0. Pak rovnici řešı́me separacı́

dx
dt

= − x
1 + x2 =⇒

∫
1 + x2

x
dx = −

∫
dt

ln |x |+ x2

2
= −t + C , x(0) = x0 , tj. ln|x0|+

x2
0

2
= C

Obecné řešenı́:

ln |x |+ x2

2
= −t + ln |x0|+

x2
0

2
(4)

Z rovnice (4) nelze explicitně vyjádřit x(t).
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Logistická rovnice

graf(f ) = {(x , y), x ∈ M, y = f (x)}

3 rovnovážné stavy

ẋ = f (x) , f (x) . . . rychlost v bodě x ∈ M ,

M . . . fázový prostor .

V jedné dimenzi jen tři možnosti:

f (x) > 0 . . . kladná rychlost

f (x) < 0 . . . záporná rychlost

f (x) = 0 . . . rovnovážný stav

Co lze vyčı́st z grafu funkce f?

Je-li f (x0) > 0, ”pohyb”probı́há doprava a x(t) roste monotónně tak dlouho,
dokud f (x(t)) > 0. Je-li x∗ prvnı́ kořen f ”za”x0 a f (x) > 0 na 〈x0, x∗), pak
x(t) −→ x∗ pro t −→∞. Nemá-li f kořeny za x0, pak x(t)→∞ pro t →∞.
Obdobně, je-li f (x0) < 0, ”pohyb”probı́há doleva a x(t) klesá monotónně . . .

Závěr: Dynamika jednodimenzionálnı́ autonomnı́ ODR je jednoduchá:
trajektorie se blı́žı́ monotónně k rovnovážnému stavu nebo k nekonečnu.
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Logistická rovnice

F

Přı́klad Logistická rovnice

ẋ = rx(1− x), x(0) = x0 .

Pro jednoduchost zvolme r = 1. Tedy f (x) = x(1− x). Nakreslete si
odpovı́dajı́cı́ parabolu a ilustrujte na tomto obrázku, že

x(t) roste na (0, 1)

x(t) klesá na (−∞, 0) a na (1,+∞).
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Motivace: Populačnı́ dynamika

F Populačnı́ dynamika – dvě populace

Jako motivačnı́ přı́klad dvoudimenzionálnı́ho dynamického systému uved’me
model chovánı́ dvou populacı́. Jedna populace - predátoři - se živı́ druhou
polulacı́ - kořistı́, která má jinou potravu. Model je obměnou
Lotkova-Volterrova systému, který je speciálnı́m přı́padem Bazykinova
ekologického modelu.

Bazykinův model

ẋ = x − xy
1 + αx

− εx2 , (5)

ẏ = −γy +
xy

1 + αx
− δy2 , (6)

kde x . . . velikost populace kořisti, y . . . velikost populace predátorů,
α ≥ 0 . . . konstanta saturace predátorů, γ ≥ 0 . . . konstanta úmrtnosti
predátorů, nezáporné konstanty ε, δ . . . konstanty soupeřenı́ mezi kořistı́ a
predátory.

Přidejme ještě počátečnı́ podmı́nky

x(0) = x0 , y(0) = y0 .
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Dvoudimenzionálnı́ dynamika

Dvoudimenzionálnı́ dynamika

z =

(
x
y

)
∈ R2 : ż = f (z) =

(
ẋ
ẏ

)
=

(
P(x , y)
Q(x , y)

)
. (7)

Nejprve hledáme množinu S rovnovážných stavů

S = {(x , y) ∈ R2 : P(x , y) = Q(x , y) = 0} .

Dalšı́ informace o chovánı́ systému zı́skáme pomocı́ tzv. ”nulklı́n”(nullclines).
Nulklı́ny jsou křivky, na nichž je jedna ze složek rychlosti f (z) nulová. Tedy

Nx = {(x , y) : P(x , y) = 0} =⇒
(

ẋ
ẏ

)
=

(
0

Q(x , y)

)
,

Ny = {(x , y) : Q(x , y) = 0} =⇒
(

ẋ
ẏ

)
=

(
P(x , y)

0

)
.

rovnovážný stav = průsečı́k nulklı́n

S = Nx ∩ Ny .
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Dvoudimenzionálnı́ dynamika

F Dynamický systém Lotka-Volterra

Přı́klad Dynamický systém Lotka-Volterra pro dva soupeřı́cı́ druhy je popsán
soustavou

ẋ = x(a− bx − cy) , (8)

ẏ = y(d − ex − fy) , (9)

kde x , y jsou populace ⇒ x ≥ 0, y ≥ 0, konstanty a, b, c, d , e, f jsou v
biologických aplikacı́ch kladné. Tedy fázový prostor

M = {(x , y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0} .

Vypočtěme nulklı́nu Nx : x(a− bx − cy) = 0⇔ x = 0∨ a− bx − cy = 0⇒

Nx = {(x , y) ∈ M, x = 0︸ ︷︷ ︸} ∪ {(x , y) ∈ M, y =
a− bx

c
} .

osa y
Obdobně pro nulklı́nu Ny dostaneme

Ny = {(x , y) ∈ M, y = 0︸ ︷︷ ︸} ∪ {(x , y) ∈ M, y =
d − ex

f
} .

osa x
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Dvoudimenzionálnı́ dynamika

F

Množina rovnovážných stavů S = Nx ∩ Ny se obvykle skládá z bodů,
výjimečně může obsahovat přı́mku.

Poznámka Rovnovážný stav odpovı́dá průsečı́ku jedné křivky v Nx s

jednou křivkou v Ny . Tedy napřı́klad průsečı́k x = 0 a y =
a− bx

c
nenı́

rovnovážný stav, protože obě křivky jsou z Nx .

Pro kladné parametry má systém (8), (9) vždy následujı́cı́ tři rovnovážné
stavy

(0, 0), (0,
d
f

), (
a
b
, 0),

a jeden rovnovážný stav

(x∗, y∗) =

(
af − cd
bf − ce

,
bd − ae
bf − ce

)
⇐=

{
a− bx − cy = 0
d − ex − fy = 0

(x∗, y∗) ležı́ uvnitř M, pokud členy af − cd , bd − ae a bf − ce jsou nenulové a
majı́ stejné znaménko.
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Dvoudimenzionálnı́ dynamika

F

Necht’ s := sgn(af − cd) = sgn(bd − ae) = 1, pak, protože x∗ a y∗ jsou
nezáporné, je také bf − ce > 0 a bod (x∗, y∗) ležı́ uvnitř M. Nulklı́ny rozdělı́ v
tomto přı́padě fázový prostor M na čtyři oblasti.

 

Na obr. je pro s = 1 znázorněno vektorové pole.
Je-li x >

a
b

, je

ẋ = x(a− bx − cy) < x(a− a− cy) < 0.
Tedy ẋ < 0 a x monotónně klesá a všechny
počátečnı́ podmı́nky zadané vpravo od přı́mky
{(x , y) : x =

a
b
} se pohybujı́ vlevo.

Obdobně, je-li y >
d
f

, je ẏ < 0 a y monotónně
klesá.

Důsledek: Obdélnı́k R = {(x , y), 0 ≤ x ≤ a
b
, 0 ≤ y ≤ d

f
} je invariantnı́

množina, t.j. všechny trajektorie, které začı́najı́ v R, v R zůstanou. Všechny
počátečnı́ podmı́nky, které ležı́ v M \ R, musı́ také nutně skončit v R.
Limitnı́ chovánı́ pro t −→∞ pro libovolnou počátečnı́ podmı́nku: trajektorie
skončı́ v některém rovnovážném stavu:
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Fázový portrét

F Fázový portrét

Vrat’me se k dvoudimenzionálnı́mu dynamickému systému (7)

ż = f (z) =

(
ẋ
ẏ

)
=

(
P(x , y)
Q(x , y)

)
.

Ignorujeme-li časovou závislost, lze někdy najı́t řešenı́ jako parametrizaci
křivek ve fázovém prostoru.

Idea: Necht’ je trajektorie lokálně grafem funkce y = Y (x). Pak ẏ =
dY
dx
· ẋ

a pro funkci Y dostaneme diferenciálnı́ rovnici

dY
dx

=
ẏ
ẋ

=
Q(x ,Y )

P(x ,Y )
= F (x , y) .

Toto je jedna diferenciálnı́ rovnice 1. řádu pro funkci Y (x) (Y(x) . . . fázová
křivka). Tato rovnice je obvykle neautonomnı́, protože nové vektorové pole
F (x ,Y ) závisı́ na nové nezávisle proměnné x .
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Fázový portrét

F Přı́klad

Přı́klad Soustavu

ẋ = ex+y (x + y)

ẏ = ex+y (x − y)

nelze pro x(t), y(t) řešit explicitně, ale rovnice pro fázovou křivku je relativně
jednoduchá:

dy
dx

=
x − y
x + y

.

Tuto rovnici nelze řešit separacı́, ale zavedeme-li novou proměnnou

z =
y
x

=
1
x

y dostaneme

dz
dx

= − 1
x2 y+

1
x

dy
dx

=
1
x

(
x − y
x + y

− y
x

)
=

1
x

(
1− z
1 + z

− z
)

= −1
x
· (z + 1)2 − 2

1 + z
,

a tato rovnice je separovatelná diferenciálnı́ rovnice 1. řádu.
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Fázový portrét

F Pokračovánı́ přı́kladu

Odseparujeme proměnné a zintegrujeme:∫
1 + z

(z + 1)2 − 2
dz = −

∫
1
x

dx ,

1
2

ln |(z + 1)2 − 2| = − ln |x |+ ln C, C > 0, x > 0, z =
y
x
≥ 0 .

Označme
O1 = {(x , z), x > 0, z > −1 +

√
2} a O2 = {(x , z), x > 0, 0 ≤ z ≤ −1 +

√
2 .

Pak

na O1 je z2 + 2z − 1 =
C2

x2 , na O2 je − z2 − 2z − 1 + 2 =
C2

x2 .

Po zpětném dosazenı́ za z jsou y1,2 = −x ±
√

2x2 + C2 dvě větve řešenı́,
tedy předpoklad, že graf y = Y (x) je grafem funkce je špatně.

Z výpočtu je vidět, že trajektorie jsou hyperboly (y + x)2 − 2x2 = C̃2 .

Poznamenejme, že jsme nezı́skali žádnou informaci o časové závislosti
trajektoriı́.
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Dynamické systémy

Dynamický systém. . . Evolučnı́ pravidlo, které definuje trajektorii jako funkci
jednoho parametru t ∈ R (času) na množině stavů M, typicky M = Rn (fázový
nebo také stavový prostor). Stav systému v čase t závisı́ i na výchozı́m stavu,
t.j. na stavu, ve kterém byl systém v čase t = 0. Označme ϕ(t , σ), t ∈ R,
σ ∈ M, stav systému v čase t , jestliže v čase t = 0 byl systém ve stavu σ.

Dostaneme zobrazenı́

ϕ : R×M −→ M (ϕ(t , σ) ∈ M) ,

přičemž požadujeme, aby
1 ϕ(0, σ) = σ, t.j. v čase t = 0 byl systém ve stavu σ.
2 byla splněna aditivita času:

ϕ(t , ϕ(s, σ)) = ϕ(t + s, σ) ∀t , s ∈ R, ∀σ ∈ M .
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Dynamika systému

Definice Dvojice {S, ϕ}, kde ϕ splňuje 1. a 2. . . . spojitý dynamický systém
na stavovém prostoru S. Zobrazenı́ ϕ . . . dynamika systému

Úmluva V dalšı́m budeme předpokládat, že stavový (fázový) prostor
S ⊆ Rn je otevřená množina v Rn, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn . . . stav systému.

Pro pevné x ∈ Rn položme ϕx(t) = ϕ(t , x) ∀t ∈ R, a pro pevné t ∈ R
položme ϕt (x) = ϕ(t , x) ∀x ∈ Rn.

Dostali jsme dvě zobrazenı́:

ϕx : R −→ Rn︸ ︷︷ ︸ ϕt : Rn −→ Rn︸ ︷︷ ︸
parametrizace křivky splňuje vlastnosti 1. a 2. =⇒
procházejı́cı́ bodem x, (i) ϕ0(x) = ϕ(0, x) = x ∀x ∈ Rn

ϕx(0) = ϕ(0, x) = x ∀x ∈ Rn neboli ϕ0 = id
∣∣
Rn

(ii) ϕt ◦ ϕs = ϕt+s =⇒
zobrazenı́ ϕt je prosté, nebot’ existuje
inverznı́ zobrazenı́

(
ϕt)−1

= ϕ−t

protože ϕ−t ◦ ϕt = ϕ0 = id
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Časový vývoj systému

Bod x se pohybuje po křivce {ϕx(t), t ∈ R},
pohyb je určen vektorovým polem −→v (x) na sta-
vovém prostoru Rn. Jinými slovy: vektorové pole

−→v (x) = (v1(x), v2(x), . . . , vn(x))

pohybuje stavovým bodem (počátečnı́m stavem)
x = (x1, . . . , xn) po křivce {ϕx(t), t ∈ R}.

Křivka γ znázorňuje časový vývoj systému,
tečné vektory ke křivce γ jsou rovny od-
povı́dajı́cı́m vektorům vektorového pole −→v .

Tedy pro dané vektorové pole −→v na stavovém prostoru Rn hledáme takové
křivky (a jejich parametrizace), jejichž tečné vektory jsou rovny vektorům
daného vektorového pole.
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Tedy
ϕx(t) = x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))︸ ︷︷ ︸, t ∈ R ,

n−tice funkcı́, které zadávajı́ parametricky křivku γ
tečný vektor ke křivce γ v bodě x(t) je vektor

−→x ′(t) = (x ′1(t), x ′2(t), . . . , x ′n(t)) .

Dostáváme soustavu obyčejných diferenciálnı́ch rovnic (SODR) ve
vektorovém tvaru:

−→x ′(t) =
−→v (x(t)) , obvykle pı́šeme jen −→x ′ =

−→v (x) . (10)

Rozepı́šeme-li rovnici (10) po složkách, dostaneme soustavu n obyčejných
diferenciálnı́ch rovnic 1. řádu (proměnnou t obvykle vynecháváme)

x ′1(t) = v1(x1(t), x2(t), . . . , xn(t))

x ′2(t) = v2(x1(t), x2(t), . . . , xn(t))

...

x ′n(t) = vn(x1(t), x2(t), . . . , xn(t))
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Definice řešenı́ a trajektorie řešenı́ SODR

Definice řešenı́ a trajektorie řešenı́ SODR

Definice Uspořádanou n−tici funkcı́

x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)), t ∈ I ⊂ R ,

nazýváme řešenı́m soustavy (10) obyčejných diferenciálnı́ch rovnic 1. řádu.
Křivka, jejı́ž parametrizace je dána řešenı́m x(t), se nazývá trajektorie řešenı́
(trajektorie soustavy). Značı́me ji obvykle γ nebo γx, chceme-li zdůraznit, že
trajektorie procházı́ bodem x ∈ Rn.

Je-li x(t) řešenı́m soustavy, t0 ∈ I, x0 ∈ Rn, nazýváme x(t0) = x0 počátečnı́
podmı́nkou pro řešenı́ x(t). Přı́slušnou trajektorii značı́me γx0 .

Soubor všech trajektoriı́ soustavy je fázový portrét soustavy.
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Definice řešenı́ a trajektorie řešenı́ SODR

F

Přı́klad
x ′ = −y
y ′ = x =⇒ −→v (x , y) = (−y , x)

Řešenı́
x(t) = r cos(t)
y(t) = r sin(t) r ≥ 0, t ∈ R

(x(t), y(t)) . . . parametrizace kružnice S = [0, 0], poloměr =r

Fázový portrét je soubor všech trajektoriı́, trajektorie jsou soustředné
kružnice.
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Definice řešenı́ a trajektorie řešenı́ SODR

F

Přı́klad Mějme soustavu

x ′ = − y√
1 + x2 + y2

y ′ =
x√

1 + x2 + y2

=⇒ −→w (x , y) =
1√

1 + x2 + y2
(−y , x) .

Tedy
−→w (x , y) =

1√
1 + x2 + y2

· −→v ,

t.j. směry vektorů pole −→w jsou stejné jako směry vektorů pole −→v , a tedy
vektory pole −→w jsou tečné k soustředným kružnicı́m.

Známe tedy fázový portrét této soustavy, aniž bychom ji uměli řešit.
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Fázový tok soustavy

Fázový tok soustavy

Mějme soustavu (10) −→x ′(t) =
−→v (x(t)) . Zobrazenı́ ϕ : R× Rn −→ Rn, pro

které platı́

(i) ϕ(0, x) = x ∀x ∈ Rn ,

(ii) ϕ(t , ϕ(s, x)) = ϕ(t + s, x) ∀t , s ∈ R ,

(iii)
dϕx(t)

dt
=
−→v (ϕx(t)) ∀t ∈ R, ∀x ∈ Rn ,

nazýváme fázovým tokem soustavy (10) respektive fázovým tokem
vektorového pole −→v .

Poznámky
1 ϕ(t , x) = ϕx(t) pro pevné x je řešenı́m soustavy (10) s trajektoriı́ γx.
ϕx(t) splňuje počátečnı́ podmı́nku ϕx(0) = x. Jinak řečeno, x je
počátečnı́m stavem trajektorie γx.

2 Fázový tok ϕ : R× Rn −→ Rn představuje množinu všech řešenı́
soustavy (10). Volbou různých počátečnı́ch stavů x ∈ Rn ve ϕ(t , x)
dostáváme různá řešenı́ soustavy (10).
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Typy trajektoriı́

Typy trajektoriı́

Řešme opět soustavu (10), t.j. −→x ′(t) =
−→v (x(t)) . Necht’ ϕ(t , x) je fázový tok

této soustavy.
1. Je-li x0 rovnovážný stav soustavy (10), pak konstantnı́ zobrazenı́

ϕx0 : R −→ Rn definované vztahem ϕx0 = x0 ∀t ∈ R je stacionárnı́m
řešenı́m soustavy (10) majı́cı́ jednobodovou trajektorii γx0 = {x0}.

F Přı́klad Najděte rovnovážné stavy soustavy
x ′ = x − 2xy
y ′ = −y + xy =⇒ x − 2xy = 0 ⇐⇒ x = 0 ∨ y =

1
2

−y + xy = 0 ⇐⇒ x = 1 ∨ y = 0

Soustava má dva rovnovážné stavy S1 = [0; 0], S2 = [1; 0, 5]. Na obr.
je vektorové pole a fázový portrét, vykresleno v Maple. Co je špatně?
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Typy trajektoriı́

2. Uzavřená trajektorie: Existuje-li x0 ∈ Rn a T > 0 takové, že

ϕ(0, x0) = ϕ(T , x0) = x0 a ϕ(t , x0) 6= x0 ∀t ∈ (0,T ) ,

pak je trajektorie γx0 uzavřená nebo periodická s periodou T .

F Přı́klad Uvažujme následujı́cı́ nelineárnı́ soustavu dvou
diferenciálnı́ch rovnic:

x ′ = −y + 0, 5x(x2 + y2)

y ′ = x + 0, 5y(x2 + y2)

Na obr. je vektorové pole a fázový portrét pro počátečnı́ podmı́nky:
x(0) = 0, 1; y(0) = 2, 3 (uzavřená trajektorie), x(0) = 0, 6; y(0) = 0, 3 a
x(0) = −0, 6; y(0) = 0, 3.
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Typy trajektoriı́

3. Trajektorie vcházejı́cı́ do resp. vycházejı́cı́ z rovnovážných stavů

Necht’ x1 je rovnovážný stav soustavy (10), γa trajektorie řešenı́ ϕa(t),
pro které platı́

(i) lim
t→∞

ϕa(t) = x1 ,

(ii) lim
t→∞

−→ϕ ′a(t) = −→τ 1 .

Řı́káme, že trajektorie γa tohoto řešenı́ vcházı́ do rovnovážného stavu x1

ve směru vektoru −→τ 1.

Platı́-li pro trajektorii γa pouze (i) lim
t→∞

ϕa(t) = x1 a limita ϕ′a neexistuje,

řı́káme, že trajektorie ”končı́”v bodě x1. Trajektorie se v tomto přı́padě blı́žı́ k
rovnovážnému stavu ”spirálovitě”, t.j. nevstupuje do něj v určitém směru.
Platı́-li pro trajektorii γb pouze (i) a limita ϕ′b neexistuje, řı́káme, že trajektorie
”začı́ná”v bodě x2.
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Typy trajektoriı́

4. heterokliniky, homokliniky
Necht’ x1, x2 jsou rovnovážné stavy soustavy −→x ′(t) =

−→v (x(t)).
Trajektorie γ, která vycházı́ z, resp. začı́ná v rovnovážném stavu x1 a
vcházı́, resp. končı́ v rovnovážném stavu x2 se nazývá heteroklinická
trajektorie.
Trajektorie γ, která vycházı́ z, resp. začı́ná v rovnovážném stavu x1 a
vcházı́, resp. končı́ také v rovnovážném stavu x1 se nazývá
homoklinická trajektorie.

heteroklinika homoklinika
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F Exotermnı́ reakce 1. řádu v CSTR

A
k(T )−−→ B Autokatalytický efekt:

Zvýšenı́ teploty T zvýšı́ rychlostnı́ koeficient k(T ),
tı́m se zvýšı́ reakčnı́ rychlost, uvolnı́ se reakčnı́
teplo a zvýšı́ se teplota.

Inhibičnı́ (regulačnı́) efekt:
Snı́ženı́ teploty odvodem tepla ⇒ chlazenı́

Bilance složky A a entalpická bilance po převedenı́
do bezrozměrného tvaru (α = cA

cAref
je bezroz-

měrná koncentrace A, Θ = T−T0
Tref

je bezrozměrná
rozdı́lová teplota):

Bezrozměrné nezáporné parametry:

κ0 . . . průtočnı́ rychlost

κT . . . rychlost prostupu tepla

Da . . . Damköhlerovo čı́slo (bezrozměrný rychlostnı́ koeficient)

β . . . reakčnı́ entalpie

γ = RT0
E . . . reciproká aktivačnı́ energie
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F

dα
dτ

= κ0(α0 − α)︸ ︷︷ ︸−Da αexp
(

Θ

1 + γΘ

)
︸ ︷︷ ︸

přı́tok - odtok A zánik A reakcı́

dΘ

dτ
= −κT Θ︸ ︷︷ ︸−κ0Θ︸︷︷︸+βDa αexp

(
Θ

1 + γΘ

)
︸ ︷︷ ︸

1. 2. 3.

1. chlazenı́ médiem o teplotě T0

2. odtok entalpie
3. nárůst entalpie při reakci

Dynamika zahrnuje:

a) vı́cenásobné stacionárnı́ stavy (studený, střednı́ a horký)

b) destabilizaci stacionárnı́ho stavu za vzniku oscilacı́ (limitnı́ cyklus).
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Pro Da < D∗a jeden stabilnı́ stacionárnı́ stav (studený)
Pro D∗a < Da < D∗∗a koexistence stabilnı́ho stacionárnı́ho stavu a
stabilnı́ch periodických oscilacı́
Pro D∗∗a < Da < D∗∗∗a jeden stabilnı́ limitnı́ cyklus (periodické oscilace)
Pro Da > D∗∗∗a jeden stabilnı́ stacionárnı́ stav (horký)
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