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Slovo ttvodem

Mili studenti magisterského studia,

pripravili jsme pro vas sbirku piiklada k prfedmétu "Matematika pro chemické inzenyry". Sbirka
obsahuje fesené priklady k prednaskam, feSené priklady z chemicko—inZenyrskych aplikaci a dalsi
priklady k procviceni, jejichZ feSeni jsou uvedena na konci sbirky. Sbirka se skladé z jedenacti
kapitol, které tématicky odpovidaji jednotlivym pfednéskdm. Priklady jsme vybirali tak, aby
vam, studenttim, usnadnily pochopeni probirané latky a umoznily vam tspésné slozeni zkousky.
Kladli jsme diraz na motivaci zavadénych pojmu a na konkrétni aplikacni priklady, zejména z
chemického inZenyrstvi a bioinzenyrstvi.

Na adrese http://old.vscht.cz/mat/Info.html najdete také pozndmky k prednaskim a vy-
brané algoritmy v jazycich MATLAB a MAPLE, které jsou procvi¢ovany na seminaiich. Na této
adrese jsou také ukazkové zapoctové tlohy k predmétu Matematika pro chemické inzenyry a
vzorova zkouskova pisemka.

Jsme pfesvédceni, Ze nabytych znalosti vyuzijete i pfi praci na diplomové, piipadné na disertacni
praci.

Autori
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1. Linearni algebra

1.1 Vlastni cisla a vlastni vektory matice

1.1.1 ResSené piiklady

: 1 -1
e Vypoctéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A = [ 1 1 } .

ReSeni: Charakteristicky polynom matice A je

1—Xx -1 ‘

_\2 _
oy = e,

det(A — \FE) = ’

t.j. charakteristicka rovnice je A2 — 2\ 4+ 2 = 0 a vlastni &sla jsou komplexné sdruzené:

2++v—-4
2

Al = =1+1i aspektrum je tedy o(A) = {1 +1i,1—1i}.

Nyni vypocteme vlastni vektory: Pro A\ = 1 + i dostavame

(A= (1+1)E) =0 = [_11 __11] [Z;] ~ ﬁlz{”.

Obdobné pro Ao =1 —1je
AT R i -1 [ M - i
N e e

e Pomoci GerSgorinovy véty odhadnéte polohu vlastnich ¢isel matice

(51 1
A=|06 1
10 -5

ReSeni: Sestrojime krouzky K;,j=1,2,3, se stfedem S; a polomérem 7;,

3 3
Kj={peC, lu—ayl< > lapl}, Sj=az, = > laul.

k=1 k=1

k#j k#j

tedy
Ky = {peC, |u—-5/<2}, S1=5 rn=2,
Ky = {peC, |u—6/<1}, Sy=6,r=1,
K3 = {peC, |u+5/<1}, S3=-5r3=1.
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-2

Gershgorinovy krouzky sestrojené podle fadkovych soucti

Protoze 0(A) = o(A"), pro matici AT davaji sloupcové souéty krouzky

IA(I = {lu“eca ‘/’L_5’§1}a S1:57 721:27
Ky = {peC, |u—6/<1}, So=6, ip=1,
K3 = {ueC, |u+5/<2}, S3=-5, if3=2.

Vlastni ¢isla pak lezi v priniku téchto dvou mnozin krouzki.
V naSem piikladu jsou presné vlastni ¢isla
1

1 5 5
5, 5—5\/5, §+§\/5.

e Je mozné diagonalizovat nasledujici matici pomoci podobnostni transformace?

1 -4 -4
A= 8§ —11 -8
-8 8 5

ReSeni: Pripomeiime, Ze matice A™*™ je diagonalizovatelné pravé kdyz ma uplnou mno-
zinu vlastnich vektord. Tyto vlastni vektory tvori sloupce matice P, pro kterou plati
P71AP = diag(\1, M2, ..., M\n), kde A1, Aa, ..., A, jsou vlastni &isla A.

Nejprve tedy musime zjistit, jestli mé matice A t¥i linedrné nezavislé vlastni vektory. Cha-
rakteristicka rovnice je

M43 -9=0L-1)(A+3)2=0.

A =1 je jednonasobné vlastni ¢islo (algebraickd nasobnost je 1), A = —3 mé algebraickou
nasobnost 2. Najdéme odpovidajici nulové prostory.

A-1-F= § —12 -8

0 -4 -4 [
-8 8§ 4

2 -3 -2
0 -1 -1 |’

NA-E)={zeR3z=1t(1,2,-2)T,t R},

a geometrickd nésobnost A =1 je také 1.

4 -4 —4
A+3E=| 8 -8 -8 |~[1 -1 —-1],
-8 8 8
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Polozime z :=t,y :=s = x = s+ t. Dostaneme

1 1
NA+3E)={zeRz=a| 1| +8]|0|,a,BecR}.
0 1
Geometricka nasobnost A = —3 je 2 a je rovna algebraické nésobnosti.

Ziskali jsme t¥i vlastni vektory. Ovéite, Ze jsou linedrné nezavislé. Pro transformacéni matici
P mame (sloupce jsou vlastni vektory)

111
P = 210
01

Nyni vypoéteme inverzni matici P~*

1 1 1({1 0 0 1 00 1 -1 -1
(P|E) = 21 0{010|~[01O0|-2 3 2 :(E|P_1),
-2 0 1|0 0 1 0 01 2 -2 -1
Nakonec vypoéteme P~1AP:
10 0
PltAaP=|0 -3 0|,
0 0 -3

coz je diagonélni matice.

1.1.2 Priklady k procviceni

1. Vypoctéte vlastni ¢isla a vlastni vektory nésledujicich matic

2 16 8 3 -2 5
A:[?ZEIL B = 4 14 8|, Cc=]0 1 4/,
-8 —-32 -18 0 -1 5
0 6 3 300
D=|-15 1|, E=]|0 320
-1 2 4 0 0 3
Které z nich, pokud nékteré, maji deficit vlastnich vektorti v tom smyslu, Ze neexistuje

aplny systém vlastnich vektora.

2. Aniz budete pocitat kofeny charakteristické rovnice matice A a prislusné vlastni vektory,
rozhodnéte, které z uvedenych vektori (a)—(d) jsou jeji vlastni vektory a kterym vlastnim
¢islim odpovidaji.

-9 -6 -2 —4
-8 —6 -3 -1

A=19 15 s 5|°
32 21 7 12
—1 1 1 0
1 0 0 1
(a) 0| ® 4| © 5 | (@ 3
1 0 2 0
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3. Jaka vlastni ¢isla maji hornf trojuhelnikové a diagonalni matice

tin tis ... tin M O ... 0
0 too ... top 0 X ... O
r=\| . . . . , D=1 . . ¢
0 0 ... tpn 0 0 ... A\
: A B .
4. Je-i T = [ 0 C } , ukazte, Ze det(T' — AE) = det(A — AE) det(C' — AE),

a tedy o(T) = o(A) Uo(C) pro ¢tvercové matice A a C.

5. Vypoctéte vlastni vektory matice D = diag(A1, A2, ..., Ay), A; rlzna.

Dale urcete nulovy prostor matice D — M\ E .

6. Vypoctéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

-3 1 =3
A= 20 3 10 |,
2 =2 4
vite-li Ze jedno vlastni ¢islo je Ay = 3.
7. Vysvétlete, pro¢ matice A™*™,
[n 1 1 1]
1 n 1 1
A—|1 1 n 1
|11 1 ... n |

nema nulové vlastni ¢islo, a tedy je nesingularni.

8. Ovétte, ze algebraicka nasobnost je rovna geometrické pro vSechna vlastni ¢isla matice

—4 -3 -3
A=| 0 -1 0
6 6 5

Najdéte nesingularni matici P takovou, ze P~'AP je diagonalni matice.

9. Necht N je n x n dvoudiagonélni matice

1
0

(a) Ukazte, 7e A je vlastni ¢islo matice N+NT pravé kdyz i) je vlastni éislo matice N —NT.
(b) Pro¢ N + N1 je nesingularni pravé kdyz n je sudé?

(c) Vypoététe det(N — NT)/det(N + NT) pro n sudé.

Navod: Zkuste nejprve pron =3 an = 4.
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10.

11.

12.

13.

14.

Najdéte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory matice

1 -1 1
A= —1 1 -1
1 -1 1

Pro kazdé vlastni ¢islo urcete jeho algebraickou a geometrickou nasobnost. Najdéte nesin-
gularni matici P tak, aby P~'AP byla diagonalné matice.

Uréete v R* ortogonalni doplnék k mnoziné vektoru

U={(@3,2,-2,2),(-1,0,1,-1),(1,4,1,-1)} .

Necht matice A = [ _; _12 ] .

Najdéte realnou matici B tak, aby B~'AB byla diagonalni. Ovéite.

Najdéte matici X tak, aby byla splnéna rovnice

00 2 0 10
AX+A'=B, kde A=|2 0 0|, B=|0 0 1
0 20 1 00
Najdéte matici X tak, aby byla splnéna rovnice
111
AX +X=A2—FE, kde A=|11 0
1 00

Vysledky cviceni

1.2 Singularni hodnoty a singularni rozklad

1.2.1 Resené piiklady

1

1
e Vypoctéte singularni hodnoty matice A = | 1 1 | a matice B = AT
1

-1

Resenti: Vypocéteme matici AT A, charakteristicky polynom této matice, vlastni &isla
A1, Ao této matice a singularni hodnoty o1, oo matice A:

3 1

Ty
il

} , charakteristicky polynom A —6A+8 = A\ =4, Ay = 2.

Singularni hodnoty matice A jsou odmocniny z vlastnich &isel matice AT A, tedy o1 =

2, 09 =2.

Poznamka. Vypoctéme ortonormdlni vlastni vektory vy, ve matice AT A odpovidajici pii-
slusngm vlastnim cislim:

3—4 1 1
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3-2 1 1
A2_2:>[ ) 32}~[1,1]:>h2—[1], [hal| = V2.

Tedy ortonormdlni vlastni vektory vi, ve matice AT A jsou

1 1 T
il S viva = 0

v = \? , Vg = \? . vy =1
I - T = 1
V2 V2 e

Povsimnéte si jeste, Ze
V2 0
Avi= | V2 |, |[Avi||=2=01, Ava=| 0 |, [[Ava|| = V2 =02,

0 V2

0
(Av)T Avy = [V2,v2,0] | 0 | =0.
V2

Necht nyni B = AT . Matice BT B je 3 x3 a md tedy t¥i singuldrni hodnoty. ProtoZe matice
AT A a AAT maji stejnd nenulovd vlastni éisla, md matice B singuldrni hodnoty 2,v/2 a
0.

1.2.2 Priklady k procviceni

1. Vypoctéte vlastni Cisla A, Ao a odpovidajici ortonormélni vlastni vektory wvi,vs matice
AT A a singularni hodnoty o1, o9 matice A a AT,

[13)

2. Inzenyr sleduje zavislost indexu tfeni brzdného systému na poctu ujetych kilometri. Pred-
pokléda, Ze vztah je priblizné linearni. Namé¥il nasledujici data:

pocet najetych kilometrd | 2000 | 6000 | 20000 | 30000 | 40000
Index tfeni 20 18 10 6 2

Pomoci metody nejmensich ¢tvercti najdéte primku, kterd nejlépe odpovidd namérenym
datam. Do obrazku zakreslete namérené data i vyslednou pirimku.

3. Ocekavate zavislost mérené veli¢iny, y, na parametru procesu, x, ve tvaru,

Y= o+ a1z + asz?.

Pomoci tabulky méfenych hodnot,

|2 -1[0[1]2
y| 115|322

urcete priblizné (ve smyslu nejmensich ¢tvercii) hodnoty koeficienttt ag, a1, as.

4. Vypoctéte nenulové singularni hodnoty matice

1101
A=10 0 0 1
1100
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5. Vypoctéte vlastni &isla A1, A2 a odpovidajici ortonormalni vlastni vektory vi,ve matice
AT A a singularni hodnoty o7, 09 matice A a AT,

1 2
a=l13]
6. Dokazte, Ze je-li A nesingularni, jsou v8echny jeji singularni hodnoty kladné.

7. Najdéte singularni rozklad A = USVT matice A = 32 2 } .

2 3 -2

0 11
8. Najdéte singularni rozklad A = USVT matice A= | v/2 2 0
0 1 1

Vysledky cviceni

1.3 Chemické sité

1.3.1 ResSené piiklady

e Zjistéte hodnost stoichiometrické matice a najdéte linedrné nezavislé chemické reakce v

systému
02 — 20
Os3 — Oy + O
O+0+M — O+ M
O+0+M — O3+ M
O + O3 — 209

ReSeni: Chemické slozky v systému: O, Oa, O3, M. Stechiometrickda matice v je 4 x 5
(kazdé reakci odpovida sloupec, kazdé chemické slozce Fadek):

2 1 -2 -1 -1
1 1 1 -1 2 2 1 -2 -1 -1
0o -1 0 1 —-1|7]0o1 0 -1 1|
0O 0 0 0 0

h(v) =2.

I
I

V systému jsou dvé linearné nezavislé chemické reakce.

o Zjistéte hodnost stechiometrické matice, najdéte linearné nezévislé chemické reakce v sys-
tému a urcete bazi,

CIQ — 2Cl1
2C1 — Cly
Cl + CO — COCl
COdCl — Cl + CO
COCl + Cly; — COCly + Cl
COCl; + C1 — COCl + Cly

10
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ResSeni: Stechiometrickd matice — chemické slouceniny: Cl, Cly, CO, COCI, COCly

2 -2 -1 1 1 -1
-1 1 0 0 -1
v = 0 0 -1 1 0 0
o o0 1 -1 -1 1
0O 0 0 0 1 -1

[ Cl Cl;, CO COCl COCly T
2 -1 0 0 0
—2 1 0 0 0 1 2 -1 0 00
vi=| -1 0 -1 1 0O|l~3 | -1 0 -1 10|~
1 0 1 -1 0 5 1 -1 0 -1 1
1 -1 0 -1 1
-1 1 0 1 =N
2 -1 0 00
~10 -1 =2 20 = A" =h)=3
0 0 1 -2 1

Linearné nezavislé jsou napiiklad reakce 1,3,5 nebo 2,4,6.
Soustava mé nekoneéné mnoho feSeni, volim dvé neznamé jako parametry: x4 = t, x5 = s.

Pak
I -1 —1
xT9 —2 -2
x3 | =t 2 | +s 11|,tseR.
T4 1 0
xIs 0

1
Tedy béaze prostoru viech fefeni je {(—1,-2,2,1,0)T,(~1,-2,1,0,1)T} a prostor viech
feSeni je podprostor R?,

-1 —1
—2 —2
Vy={7 eR°: 7 =« 2 |+ 1|, apBeR}.
1 0
0 1

1.3.2 Priklady k procviceni

1. Zjistéte hodnost stechiometrické matice, najdéte linearné nezavislé chemické reakce v sys-
tému a urcete bazi,

E+S14+S2 — ESi+5
ESi+Sy — E+S1+S,
ESi1+So — ESiSq

ES:1So — ES;1+S9
E8182 — E*8182
E*Slsg — ESng

2. Souhrnna reakce tvorby peroxidu vodiku ma tvar,

Ho +0y — H509

Najdéte stechiometrickou matici, zjistéte jeji hodnost, najdéte linedrné nezavisla FeSeni
(reakéni cesty) a odpovidajici sitové reakce systému.

11



Matematika pro chemické inZengry Sbirka prikladi

3. Proces disociace kyseliny uhli¢ité lze zapsat pomoci rovnic,

HQCOg — HCOg —{—H+
HCO; — CO? +HF

Najdéte stechiometrickou matici, zjistéte jeji hodnost, najdéte linedrné nezavisla FeSeni
(reakéni cesty) a odpovidajici sitové reakce systému.

4. Oggtiv mechanismus pro rozklad dusiku oxidem,

N5Os — NO2 + NOg

NOy; + NO3 — N3Oj

NOy; + NO3 — NO3 + O + NO
NO + N30O5 — 3NOg

Najdéte stechiometrickou matici, zjistéte jeji hodnost, najdéte linearné nezavisléd FeSeni
(reakéni cesty) a odpovidajici sitové reakce systému.

Vysledky cvi¢eni

1.4 Prakticky priklad — Gaussova eliminace

IC spektrometrie je analytickd metoda, kterd umoznuje kvalitativni i kvantitativni analyzu
vzorku. Kvantitativni analyza je zalozena na Lambert-Beerové zakonu pro smési

n
A; = § E€i\Ci)
i1

kde A predstavuje absorbanci smési pfi zvoleném vlnoctu o, &; absorpéni molarni koeficient
slozky pfi tomto vlno¢tu a ¢; koncentrace slozky v mol/l. Absorpéni molarni koeficient je zéavisly
jak na vlno¢tu pouzitého zareni tak na struktufe molekuly a tiloha urcen{ slozeni n-slozkové smési
je formulovana jako soustava n linearnich rovnic pro n raznych (vhodné zvolenych) vino¢ti.
P1i analyze vzorku destilatu z palenice bylo zméfeno nasledujici IC spektrum s vyznacenymi
hodnotami absorbance v charakteristickych vinoctech.

1.4
1.233

- 12
1
0.8

0.6

0.4

3500 3000 2500 2000 1500 1000 500

Obrazek 1.1: Absorpéni spektrum vzorku alkoholu

V Tab. 1.1 jsou uvedeny hodnoty absorpénich molarnich koeficientti jednoduchych alkoholi a
vody pro vybrané charakteristické vlnocty. Rozhodnéte, zda vzorek spliuje zdkonnou normu
pomeéru koncentrace methanolu k ethanolu ve vzorku. Norma ma hodnotu 12 g methanolu na 1
1 ethanolu, coz odpovidd maximalnimu poméru molérnich koncentraci methanolu viiéi ethanolu
0.02.

12
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Tabulka 1.1: Absorpéni molarni koeficienty latek pii vybranych vinoc¢tech

vlnocet /latka 1060 1150 1640 2990 3350
H,0 1.87-1073 | 1.74-1072 | 1.01- 1072 | 4.26- 1073 | 4.41-10~2
MeOH 4.55-1072 | 6.31-10~* | 4.43-107* | 2.55-1072 | 1.80-10~*
EtOH 420-1072 [ 1.57-1073 | 2.33-10~% | 3.33-1072 | 2.09-107°
PrOH 8.93-1072 | 2.14-1073 | 2.88-1073 | 3.99-10~2 | 1.00- 107!
i-PrOH 1.60-1072 | 2.75-1072 [ 6.90-10~* | 5.36-10~2 | 1.37-1073

ResSeni: Lambertuv-Beertiv zakon predstavuje soustavu linearnich rovnic, kterou lze zapsat

jak08~5:[f, kde

1IN €2A1 “°° Epal c1 . Aq
E=| c1p2 €222 - En2 , =1 ¢ a A= | Ay

Tabulku 1.1 spoleéné s hodnotami absorbance zméfenymi pii zvolenych vinovych délkach (ode-
¢teme z obrazku) zapiSeme jako rozsifenou matici soustavy

1.87-1073 4.55-1072 4.20-1072 8.93-1072 1.60-10"2| 0.472
1.74-1073 6.31-107* 1.57-1073 2.14-1073 2.75-1072 | 0.0641
[E|A] = | 1.01-1072 4.43-10~* 2.33-107* 2.88-107% 6.90-107*| 0.271
426-1073% 2.55-1072 3.33-1072 3.99-1072 5.36-1072| 0.424
441-1072 1.80-10~* 2.09-10~° 1.00-107* 1.37-1073| 1.23

a FeSime Gaussovou, pripadné Gauss-Jordanovou eliminaci.

Inverzni matici €71 ziskame Gauss-Jordanovou eliminaci matice £ rozsifené jednotkovou matici

1.87-1073 4.55-1072 4.20-1072 893-1072 1.60-1072|1 0 0 0 0
1.74-1073 6.31-10~* 1.57-1073 2.14-1073 2.75-1072/0 1 0 0 0
[E|E] = | 1.01-1072 4.43-107* 2.33.107% 2.88-107% 6.90-107*|0 0 1 0 0
4.26-107% 2.55-1072 3.33-1072 3.99-1072 536-1072|0 0 0 1 O
441-107%2 1.80-107* 2.09-107° 1.00-107' 1.37-103{0 0 0 0 1

Resenim soustavy je vektor

é=[ 264, 0822, 7.68, 0.676, 0.146 |

mol/1
Pomér koncentraci methanolu k ethanolu je 0.822/7.68 = 0.107. Obsah methanolu ve vzorku je
tedy vyssi, nez pripousti norma.

Poznamka: Inverzni matice £7! je

—2.38 —6.16 107 253 —1.86
79.3 164 158 —109 —35.4
El=1] —646 -198 -734 121 15.6
0.891 1.86 —47.7 —0.885 10.9
1.95 442 —253 —4.52 —0.809
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2. Linearni a nelinearni regrese

2.1 Resené piiklady

e InZenyr sleduje zavislost indexu tfeni brzdného systému na poctu ujetych kilometri. Pred-
poklada, Ze vztah je priblizné linearni. Naméftil nasledujici data:

pocet najetych kilometra | 2000 | 6000 | 20000 | 30000 | 40000
Index tfeni 20 18 10 6 2

Pomoci metody nejmensich ¢tvercti najdéte primku, kterd nejlépe odpovidd namérenym
datam. Do obrazku zakreslete namérené data i vyslednou piimku.

ReSeni: x ...pocet najetych kilometrd, y ...index tieni.

i 1 2 3 4 5
z; |2-103]6-103[2-107|3-10% [ 4-10%
vi | 20 18 10 6 2

Predpokladame linearni zavislost y = ax + b a hledame a, b tak, aby soucet ¢tverct S(a,b)
byl minimalnf,

=5
S(a,b) =Y (yi — am; — b)*.
=1
Stacionarni bod (a, b) musi spliovat
8S(a,b) 2
5 = 2;(91 —ax; —b)- (—x;)) =0
0S(a,b)
o = —22 i —ax; —b) =0

Pro neznédmé a, b dostdvame soustavu algebraickych rovnic
5 =5 =5
[ Yiiel L ] { a } 3 [ 21 Ty ]
5. i=5 - =5
Z; 1% Zﬁ:l 1 b Z§:1 Yi

2940000000 98000 a | | 608000
98000 ) b | 5

Dostaneme a = —0.0004803767661, b = 20.61538462, tedy hledané linearni funkce je
= —0.0004803767661x + 20.61538462 .
Vypoétéme jesté hodnoty f(x) =y v bodech z;:

£(2000) = 19.65463109, f(6000) = 17.73312402, f(20000) = 11.00784930,



Matematika pro chemické inZengry Sbirka prikladi

£(30000) = 6.20408164, f(40000) = 1.40031398.

200

10000 20000 30000 40000

X

e Pro chemickou reakci "A — produkty"byly naméreny nasledujici idaje

T(°C) | 702 | 754 | 789 | 837
k(s=1) [ 0.15 | 0.595 | 1.492 | 4.665

Predpokladejte, Ze plati Arrheniova rovnice

—E
k=A —
exp ( L ) |
kde k je rychlostni konstanta, A je frekvenéni faktor, F, je aktivacni energie, R = 8.3144598 J-

K~ -mol~! je molarni plynova konstanta, T je termodynamicka teplota.
Pomoci linearizované regrese urcete frekvencéni faktor A a aktivacni energii E,, .

ResSeni: Teplotu ve °C prevedeme na stupné Kelvina. V tabulce dat dostaneme

T(°K) | 975.15 1027.15 1062.15 1110.15
E(s71)| 0.15  0.595  1.492  4.665

Arrheniovu rovnici musime linearizovat:

E 1 1
4

Minimalizujeme funkci S(ag,a1) = Z(yz — (ap + a1)wi)2. Normalni rovnice:
i=1

X' X a=X"Y, kde a=(ap,a1)",

1

1 97515 A
1 5575F 0.0038
X = 102715 | XTx = [ P
1 106215 0.0038 3.6973 - 10
L VY UNE

15
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In(0, 15) —1.8971
_ | In(0.595) | | —0.5192 T | —0.4761
Y= In(1.492) | — 04001 | © X YT | 6369510
In(4.665) 1.5401
Normalni rovnice:
4 0.0038 [ao ] _ [ —04761 N
0.0038 3.6973-10 ap | | —6.8695-10*

ap = 2.434494472 , ay = —2687.915234 .
InA=ay = A=exp(ag)=11.41004916s5"", E,= —a;-R = 22348.56316 K-J-mol*.

e Fézovova rovnovaha kapalina-para ¢istych latek za nizkych tlakt je dobie popsédna Clausiovou-

Clapeyronovou rovnici
dlnp  AHyy,

dT RT?
Integrace této rovnice poskytuje pfedpis pro zavislost tlaku nasycenych par ¢istych latek
na teploté.

AH,
Inp=-—"2L 4 O
np BT +

V tabulce jsou uvedeny experimentalni hodnoty tlaku nasycenych par dibutyletheru za
ruznych teplot. Metodou linearni regrese stanovte vyparné teplo dibutyletheru.

Tabulka 2.1: Tlak nasycenych par dibutyletheru zméreny pfi rtznych teplotach.

T (K) | 419.17 | 415.42 | 411.66 | 407.92 | 404.12 | 400.37 | 396.34 | 392.32
p (Pa) | 113580 | 102730 | 92720 | 83460 | 74820 | 67040 | 59850 | 53080

ReSeni: Integrovany tvar Clausiovy-Clapeyronovy rovnice lze zapsat ve formé

AHyg, 1
Inp=0C—- —"22_
b R T
coZ piedstavuje rovnici pifmky se smérnici —AH,y, R. Hodnotu vyparné entalpie zjistime
proloZzenim experimentalnich hodnot In p rovnici pfimky. Parametry rovnice pfimky uréime
fegenim soustavy (X1 X)d = (XTX)7, kde X;1 =1,X;9 = T%-’yi =Inp;, 1 = 1,...,pocet
naméfenych hodnot.

1 0.00239 ] [ 11.640
1 0.00241 11.540
1 0.00243 11.437
1 0.00245 L | 11332 T 8 0.01972
X=11 000247 |* Y= | 11223 | X X7 001972 486310 |
1 0.00250 11.113
1 0.00252 11.000
1 0.00255 | | 10.880 |

(XTX)a=(X"X) = a=(23.04,-4773.38)".
AHyy, = —az - R =4773.38 - 8.314 = 39686 J/mol.
Stfedni vyparna entalpie dibutyletheru v rozmezi teplot 393.32 — 419.17 K je 39686 J/mol.

16
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e Integrélni tvar Clausiovy-Clapeyronovy rovnice lze tsp&sné pouzit pro odhad tlaku nasy-

2.2

cenych par ¢istych latek v okoli ajejich bodu varu. V 8irS$im rozmezi teplot poskytuje lepsi
vysledky empiricky vztah zndmy jako Antoineova rovnice,

B
T+C

Inp = A—

V tabulce 2.1 jsou uvedeny experimentéalni hodnoty tlaku nasycenych par dibutyletheru za
raznych teplot. Metodou linearni regrese stanovte hodnoty parametri Antoineovy rovnice.

Reseni: Nelinearni Antoineovu rovnici lze pfevést na linearni tvar (linearizovat)

(T'lnp) = AT — Clnp+ (AC — B)

a hodnoty parametrii poté urcit feSenim normalnich rovnic (X7 X)ad = (XTX)y, kde
Xipn = 1, X,0 = T, X;3 = Inp;ay,; = Tilnp;, i+ = 1, .. ,pocet naméfenych
hodnot.
(1 419.17 11.6403 T [ 4879.25 T
1 41542 11.5399 4793.89
1 411.66 11.4373 4708.30 AC — B
X — 1 407.92 11.3321 7= 4622.60 o= A
1 404.12 11.2228 |’ 4535.37 |’ _C
1 400.37 11.1130 4449.33
1 396.34 10.9996 4359.58
| 1 39232 10.8796 | | 4268.27 |
8 3247.32 90.16 36616.59
XTX = | 3247.32 1318749.44 36616.57 |, XTd= | 14877198.38
90.16  36616.57 1016.7 413086.61

(xTx)a=(XTX) = = (—4684.95,24.6107, —64.5780)" .

7 hodnot parametri ai, as, a3 vypocteme konstanty Antoineovy rovnice: A = 24.6107,
B = 6274.26, C' = 64.5780.
Priklady k procviceni

Predpis pro vypocet koeficientii prestupu hmoty je ¢asto uvadén v bezrozmérné formé
jako zavislost Sherwoodova kritéria (Sh) na dalsich bezrozmérnych proménnych. Jedna ze
zévislosti, kterd dobfe popisuje experimentalni data v Sirokém rozsahu hodnot Reynoldsova
(Re) a Schmidtova (Sc) kritéria mé jednoduchy mocninny tvar

Sh=A-RePScC

V tabulce jsou uvedeny experimentalni hodnoty Sh pro rtizné hodnoty Re a Sc. Metodou

17
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Obréazek 2.1: Prolozeni experimentalnich dat Antoineovou rovnici

nejmensich ¢tverci urcete parametry A, B a C.

Re

Sc

Sh

1845
3407
4968
1591
1838
2081
3920
5136
6434

1.22
1.22
1.22
2.75
2.75
2.75
0.45
0.45
0.45

12.5
21.8
27.9
16.4
18.8
20.9
12.3
15.7
19.4

Vysledky cviceni
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3. Implicitné zadané funkce

3.1 Resené piiklady
3.1.1 Ulohy na implicitné zadané funkce
e Ovéite, ze v okoli bodu A = (—1;1;0) je rovnici
F(x,y,2) =xyz+cos z—a® —2xy — 2y = 0

implicitné definovana funkce z = f(z,y) a zjistéte, zda ma funkce f(z,y) v bodé (—1;1)
extrém a jaky. Urc¢ete hodnotu f(—1,1).

ReSeni: F(z,y,2) = xyz+cosz — 2% —2zy —2y =0, A= (-1,1,0)
OF OF
F(-1,1,0) = 0, 5, = W sin z, a—(—l,l,()) = —1 # 0 = na okoli bodu A je
z z
rovnici F(z,y,z) = 0 implicitné definovana funkce z = f(z,y), f(—1,1) =0.

of 2x+2y—yz Of
Or  axy—sinz = Ox

of 2x+4+2-—xz Of
(-1,1)=0, dy  xy—sinz ’ 8y( D=0

bod (—1,1) je stacionarnim bodem funkce f(z,y).

2
82f_—2y%+cosz(%) +2 0% f

= —=(—1,1) = -2
Ox? Yy — sin z T Oz (=1.1) ’
o) o) 2
82 f —2308—; + cos z (aTj) o2 f
— = - , (-1,1) =0,
Oy? Ty — sin z Oy?
0% f —z—yg—?‘j—x%—kcoszg—;%%—Q 0% f
- , , (—1,1) = —2.
0xdy xy —sinz 0x0y
-2 =2

H(-1,1) = ’ ‘ =—-4<0 = fmavbodé (—1;1) sedlovy bod.

-2 0

e Dokazte, ze kazda diferencovatelné funkce g (o rovnici z = g(x,y)) definovana (na vhodné
oblasti) implicitné rovnici z — z+sin(y —z) = 0 je feSenim parcialni diferencialni rovnice
0z 0z

— 4+ —=1.
oz "oy
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ReSeni: F(z,y,2) = # — z +sin(y — z) = 0 a necht (z0, o, 20) je takovy bod vhodné
oblasti, ze

F(x0,y0,20) = 0

oOF
5(3607110, z9) = —1+cos(yo—20)(—1)#0.
Podminky neni t¥eba ovéfovat, vime podle zadani, ze rovnice F(z,y,z) = 0 definuje

implicitné funkci z = g(z,y) na okoli bodu (xg,yo, z0). Vhodnou oblast uré¢ime pozdéji.
Vypot¢teme pozadované parcialni derivace tak, Ze budeme postupné derivovat F'(z,y,z) =
0, kde z = g(x,y) .

3 o2 Oz 0z 1

8_a:| 1—%—1—008(?;—2)%(_1)—0 = dr  1+cos(y—z)

0 0z Oz, 0z cos(y—=z)

oy gy T A =50 =0 = S sty — =)
92 02 1 cos(y — 2)

D =1
8x+8y 1+ cos(y — 2) * 1+ cos(y — 2)

Vhodné4 oblast:
r€R, 1+cos(y—2)#0 = y—z#(2k+1)r.

V roviné y — z je vhodny libovolny pés omezeny dvéma sousednimi lichymi nasobky ¢isla
m, napiiklad y — 7 < z < y + 7, zobrazené na obrazku 3.1.

7=y +3*Pi

2=y-3*Pi 7=y-Pi 7=y +Pi

Obrazek 3.1
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3.1.2 Aplikac¢ni priklady

e Zavislost ¢asu t potfebného k dosaZeni koncentrace cp latky B ve vsadkovém reaktoru se
Fidi rovnici

0 0
po kB BB
kQ CB kg

d
kde k1 a ko jsou konstanty. Zjistéte rychlost reakce rp = % latky B v ¢ase t = 3600 s.
Hodnoty konstant jsou k1 = 0.3175moldm ™2, ko = 0.0002 mol dm 3s~?,

C% = 1.0moldm™ a koncentrace cp v ¢ase t = 3600s je 0.5 moldm 3.

ResSeni: Rovnice, ktera implicitné definuje koncentraci cg, je

k1 cOB c% —cB
F(t =—lhnh=4+-""———-1t=0.
( ’CB) kf2 n CB + kf2
Rovnici zderivujeme podle ¢:
OF OF dep
-+ 77— - —=0.
ot  Ocg dt

Tedy

— =0 = — = )
dt de ki +cp

1 1
_1+ ﬁ‘i_i_i dCB 0 dCB_ kQCB
k’Q Cp kg

d
Tedy rychlost reakce rg = % latky B v ¢ase t = 3600 s je

deg  0.0002-05 » e
_ = 122310 *mol - dm 3 -~ ! .
dt 03175105 motrant s

e Libra¢ni centrum (Lagrangetuv bod) je v nebeské mechanice takovy bod v soustavé dvou
odstredivé sily soustavy tak, Ze malé téleso umisténé do tohoto bodu neméni vici soustaveé
svou polohu. Polohu prvniho Lagrangeova bodu, L1, je moZné ziskat z rovnice

M, My My r(My+ M)

B2 R RS

kde M7 a My jsou hmotnosti téles, R je vzdélenost tézist téles a r je vzdalenost L1 od

Myt

Vzdalenost L od t&zisté Mésice je 59274km, hmotnost Zemé je 5.97 - 10 kg a Mésice
7.35 - 10?2 kg. Vzdélenost mezi t8zisti Zemé a Mésice je 392600 km.

Pomoci diferencialu implicitné zadané funkce r = r(R) zjistéte, o kolik by se zménila poloha
Ly, vzdalil-li by se Mésic od Zemé na 500000 km. V daném fadu pracujte se tfemi platnymi
¢islicemi.

ReSeni:
1. Ovéfeni platnosti véty o implicitni funkci:
Zavedeme funkci

My My  r(M;+ Ms) My

F(r,R) = —% + =+
R ="5 T 5 R? (R—r)2

21
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a dosazenim ziskame
F(r* = 59274, R* = 392600) = 2.092-10"3+3.873-1013-5.92.10'2—5.373-10" = 3.5-10°,

coz je v zadané presnosti tfech platnych ¢&islic rovno nule. Zadana rovnice tedy spliiuje
prvni podminku véty o implicitni funkeci.
V dalsim potfebujeme vy¢islit derivaci
oOF " " 2M2 M1 —+ M2 2M1
TRy = SR -
87“ T3 R3 (R - ?“)3 r=r* R=R*
= —7.059-10% —9.987-107 — 3.224 - 108 = —1.13 - 10°,

coz je v zadané presnosti nenulové. Zadané rovnice tedy spliiuje i druhou podminku
vty o implicitni funkci a na okoli bodu A = (r*, R*) implicitné definuje funkci r =
r(R).

2. Vypocet diferencidlu implicitné zadané funkce:
Nyni vyéislime derivaci

=1.703 - 108

oF 2M 3r(Mq + M- 2M
L r(My 2)+ 1

= * R* —
or ") = g R (R—1P |, ppe

a dosadime do vztahu pro odhad zmény funkéni hodnoty pomoci diferencialu,

Ar = (RFRY) AR = 5" ) (R— ) = 16110k,

vy

3.2 Priklady k procviceni

1. Je dana rovnice
G(z,y) =2> - 3zy+y> —7=0.

*

Ovétte, ze x* = 4, y* = 3 Tesi tuto rovnici. Odhadnéte feSeni, které odpovida hodnoté

1 =4.3.

2. Je déna rovnice
G(z,y,2) = 2° + 3y> +422® - 32y —1=0.

Definuje tato funkce implicitné funkci z = z(z, y)
e na okoli bodu A = (1;1; 29)?
e na okoli bodu B = (1;0; z9)?

e na okoli bodu C' = (0.5;0; 29)? Pokud ano, vypoctéte soufadnice 2, z, v tomto bodé.
Dale, pokud x roste do 0.6 a y klesa do —0.2, odhadnéte odpovidajici zménu z.

3. Ovétte, ze funkce z = g(x,y) je implicitné definovana rovnici F(z,y, z) = 0 na okoli bodu
A = (z0;Yo; 20). Vypocltéte

gx(x07y0)7 gy(x(]vyﬂ)v gxx(x07y0)7 gl‘y(xO)yO)) gyy(fEanO)a
jestlize
(a) F(z,y,2) =22 -2y + 22 —da+22—1, A=(0;1;1),
(b) F(z,y,2) =2 +y3+22—2—-1, A=(1;0;1),
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(¢) F(x,y,z) =exp(z) —xyz + 22 —2, A=(1;2;0),
(d) F(z,y,2) =xcosy+ycosz+zcosx —1, A=(0;0;1).

4. Necht f,g : R — R jsou spojité, diferencovatelné funkce takové, ze f(0) = 0 a f'(0) # 0.
Uvazujme rovnici f(x) =t - g(x) anecht t € R.

(a) Ukazte, ze v dostatené malém intervalu |t| < J existuje jednozna¢né uréena spojita
funkce z(t), ktera fesi rovnici a spliwje z(0) = 0.

(b) Napiste Taylorav polynom prvniho stupné pro funkei z(¢) v bodé ¢t = 0.
5. Jednim z feSeni soustavy
By —2 =
c4+yi+22 = 6
je (x;y; 2) = (1;2;1). Odhadnéte odpovidajici z,y, je-li z = 1.1.

6. Necht X = (z;y;2), U = (u;v). Zobrazeni F(X,U) : R® = R? je definovano piedpisem

F(XvU): a:2+z2+2u—v

222 + % + 22 +u? —0? ]

Necht Xo = (1;—1;1), Uy = (0;2). Ovéite, ze existuje okoli B bodu Xy = (1;—1;1) a
jednozna¢né uréené zobrazeni g : B — R? takové, 7e F(X, (X)) =0V X € B. Vypoctéte
derivaci D(g(X)) v bodé X = (1;—1;1).

’ Vysledky cviceni
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4. Numerické reSeni DR - pocatecni
uloha

4.1 Resené piiklady

4.1.1 Priiklady na Cauchyovu tlohu

e Naleznéte obecné feSeni soustavy rovnic

/

T T + arctgy,
y/ — 1+y2_a

pro a = 0. Naleznéte partikularni feseni pro z(0) = y(0) = 0. Pro tuto po¢ate¢ni podminku
provedte jeden krok metody Runge-Kutta 4. fadu s krokem h = 0.1. Ziskané feSeni oznacte
@, presné feseni v ¢ase t = 0,1 oznalte u a vypoc¢téte chybu numerického feseni e = ||u—a||.

Regeni: (analytické) Nejdfive je nutné urcit stavovy prostor dané soustavy. V naSem
piipadé neni nijak omezen, takZe hledame zobrazeni & = (z,y)T : Q — R, kde Q = R2.

Pro a = 0 dostaneme druhou rovnici ve tvaru 4’ = 1 + y2. V této rovnici nevystupuje
funkce = a miZeme ji FeSit separaci,

dy
/:7 _ 1 2
Yy ddt +y
[ - fo
1492
arctgy = t+4 Co

y(t,C2) = tg(t+ Co)

Nyni miizeme dosadit funkci y do prvni rovnice, ¢imz obdrzime 2’ = x + t + Co. Jedné
se 0o nehomogenni linedrni diferenciélni rovnici prvniho fadu s konstantnimi koeficienty.
Regen této rovnice nalezneme jako soucet obecného feseni pfidruzené homogenni rovnice
a partikularniho feSeni nehomogenni rovnice,

z(t,C1,C2) = zon(t,C1) + zpn(t, C2)

VyfeSme nejprve pridruzenou homogenni diferencialni rovnici, 2’ — z = 0. Charakteris-
ticky polynom ma tvar A — 1 = 0 a jeho kofen je A = 1. Obecné feseni dané homogenni
diferencidlni rovnice tedy je

zou(t,C1) = Clet

Partikularni feseni nehomogenni rovnice nalezneme metodou variace konstanty. Neboli,
zpy budeme hledat ve tvaru,
/
TpN = cet+cet,
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kde ¢ je nyni funkce nezavisle proménné t¢.

Dosazenim z predchoziho vztahu do rovnice 2’ = x + t + Co obdrzime po tpravé

(t+Ca)e".

/
C

A hledanou funkci ¢ obdrzime integraci metodou per-partes, kde derivujeme u =t 4 Cs a

integrujeme v’ = e,

c(t)=—(t+Cy+1)e"

Hledané partikularni feSeni nehomogenni rovnice tedy je xpy (¢, Co) = —t—Co—1. Hledané
obecné Tesen{ soustavy je

z(t,C1,Cy) = Oleft —t—1—-0C9
, CreRt+Cye(—m/2,7/2).
y(t,C1,C2) = tg(t+ Co)

Dosazenim pocateni podminky z(0) = y(0) = 0 do nalezeného obecného FeSeni soustavy
obdrzime soustavu algebraickych rovnic pro hledané hodnoty konstant C7 a Cy,

0 = Ci1—-1-0Cy
0 = tg(Cy).

7 druhé rovnice plyne, ze Co = km, k € Z. Vzhledem k defini¢nimu oboru y je potom
(5 = 0. Néasledné dosazenim do prvni rovnice ziskdme C; = 1 — Cy = 1. Partikularni feSeni
soustavy odpovidajici poc¢ateni podmince z(0) = y(0) = 0 je,

rp(t) = et—t—1
yp(t) = tg(t)

Piesné feseni v ¢ase t = 0.1 tedy je u := [xp(0.1),yp(0.1)]T = [0.00517,0.10033]T.

, te(—m/2,m/2).

ReSeni: (numerické) Oznafme si nyni vektorové pole na pravé strané zadané soustavy
jako ﬁ(az) Soustavu nasledné muZeme piepsat jako @’ = ﬁ(w), kde © = (x,)". Dale si
ozna¢me integra¢ni krok metody jako h := t;11 — ¢;, 4 = 1,2,.... Metoda Runge-Kutta
4. fadu je pro toto znaceni zaddna predpisy,

ki = hF(z;)

ky = hﬁ(scﬁ—%k:l)
ky = hﬁ(a;mu%l@)
ky = hF(z;+ks)

1
Tiy1 = X;+ (kl + k4) + §(k:2 + k3>

Povsimnéte si, Ze v pfedchozich vztazich nevystupuje nezavisle proménna (t), jelikoz fesena
soustava je autonomni (F' nezavisi explicitné na t). Déle si povsimnéte, ze k;, i = 1,2,3,4
jsou vektorové funkce.

Ozna¢me si nyni pocatecni podminku xo = (2(0),y(0))T = (0,0)T a postupné dosazujme
do vyse uvedenych vztaht pro h = 0.1. Vysledky jsou zapsany v niZe uvedené tabulce.

Pozn: Metoda Runge-Kutta 4. fadu mé piesnost O(h*) a pro krok h = 0.1 by tedy
méla vracet pfiblizné 4 platna desetind mista. Ve vysledkové tabulce jsou vSechny hodnoty
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/) xT; k?l kz kS k4
0 0.00000 0.00000 0.00500 0.00526 0.01052
0.00000 0.10000 0.10025 0.10025 0.10101
1 0.00517
0.10033

zaokrouhleny na 5 desetinych mist. V pribéhu vypoctu byla z divodu omezeni zaokrouh-
lovacich chyb pouzita pfesnost vyssi.

Ozna¢me nyni 4 := x; = [0.00517, 0.10033]T. Chybu numerického feseni vypodéteme jako

e = |lu— 1 = 1/(0.00517 — 0.00517)2 + (0.10033 — 0.10033)2 = 0

Pro sledovanou presnost (5 desetinych mist) se tedy numerické a analytické feSeni nelisi.
Vysledky se lisi az na 8 desetiném misté pro pripad funkce x a na 7 pro pripad y.

4.1.2 Aplikac¢ni priklady

e Vodny roztok amoniaku se vyrabi absorpci prakticky ¢istého plynu do vody v souproudé
absorpéni koloné. Vyvoj koncentrace amoniaku ve vodé podél kolony lze popsat rovnici

deypz A

dz = V*L(C}FVH:J, — CNH3)-

Teplota vody na vstupu je 25 °C, rozpousténi plynu je vSak silné exotermni a absorbér
je nutno intenzivné chladit. Diky ohfevu vody dochézi ke zméné rovnovazné koncentrace ,
pro kterou lze v rozmezi teplot 0 — 80 °C pouzit vztah

s = 54400e 00274

Pro popis vyvoje teploty podél kolony lze z entalpické bilance odvodit

de BdCNH3 C
dz = dz 1%

Urcete délku kolony, jejiz parametry jsou A = 0,02 m?/s; B = 0,007 m3K/mol;C =
0,04 m? /s, schopné produkovat 0,02 m?/s épavkové vody o koncentraci 19000 mol/m3.

Reseni Koncentra¢ni a teplotni profil ziskdme integraci diferencidlnich rovnic napt. Fu-
lerovou metodou:

d
fz+Az = fz + di.,]ZCAZ
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4.2
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Obrazek 4.1: Koncentrac¢ni a teplotni profily integrované Eulerovou metodou.

V tabulce jsou uvedeny hodnoty ¢(z) a t(z) napoc¢itané Eulerovou metodou pro Az = 0.1 m.

z CNH3 t CNHS dcéVZH?’ %
(m) | (mol/m®) (°C) (mol/m*®) (mol/m*) (°C/m)
0 0 25.0 27422.5 27422.5 192.0

0.1 27423 442 16206.3 13464.1 95.9
0.2 4088.7  49.8 13906.4 9817.8 19.2
0.3 5070.4  51.7 13195.2 8124.7 3.5

3.4 | 18402.1 35 20836.2 24341 -3.0

3.5 | 18645.5 34.7 21008.8 2363.3 —-2.9
3.6 | 18881.8 344 21176.6 2294.8 —2.8
3.7 1 19111.3 342 21339.9 2228.6 —-2.7
3.8 | 19334.2 339 21498.7 2164.5 —2.6

Pro vyrobu roztoku amoniaku o koncentraci 19000 mol/m? je potieba kolona o délce pii-
blizné 3.7 m.

Priklady k procviceni

. Naleznéte obecné feSeni soustavy obyéejnych diferencialnich rovnic ve tvaru ' = Az pro

1 0 1
A=| -3 -2 1
0 0 -2

Ndpovéda: Vsechny kofeny charakteristické rovnice jsou cela ¢isla.

. Cauchyovu tlohu 3’ = e” + y s pocateéni podminkou y(0) = 1 feste na intervalu (0;0.2)

metodou Runge-Kutta 4. fadu. Krok volte h = 0.1. Ziskané FeSeni oznacte 3. Vypoctéte
presné Feseni dané linearni diferencialni rovnice prvniho fadu a chybu numerického reseni

e = |y(0.2) — y(0.2)].

Vysledky cviceni
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5. Numerické reseni DR - okrajova
uloha

5.1 Resené piiklady
5.1.1 Aplikaé¢ni priklady

e Urcete teplotu vstupujici vody do kolony z prvniho piikladu v 4.1.2 na strané 26, pti které
dojde k pozadované produkci épavkové vody v koloné o maximalni délce 2.5 m.

Regeni: Uloha je soustavou diferencialnich rovnic se zadanymi okrajovymi podminkami,
tzv. okrajova tloha. Ulohu lze formulovat jako nelinearni funkci jedné proménné - teploty
vstupujici vody, to
2.5 2.5
f(tO) = CNI-III;‘) (t()) - CNI%,pozadovana

Potiebnou teplotu budeme hledat napr. Newtonovou metodou, koncentraci amoniaku ve
vodé vytékajici z kolony budeme Tesit stejné, jako v predchozim piikladu Eulerovouo me-
todou s krokem Az = 0.1 m a pocéatecnim odhadem teploty ty = 25 °C. Derivaci %(t)
spoc¢teme numericky

Af ) _ St+80 = 1)
dt At

s hodnotou At = 0.1°C. Vysledky jednotlivych iteraci Newtonovy metody jsou ukizény v
tabulce.

it N f(to) & (to)

(°C) (mol/m®) (mol/m?) (mol/m?3/°C)

0| 25 15848.1  —3151.9 —293

1| 14.2 19234.7 234.7 —-333

2| 14.9 19002.1 2.1 —-330

31149 19002.1 2.1

Pro dosazeni pozadované koncentrace amoniaku v koloné o délce 2.5 m je tfeba pouzit vodu
o teploté priblizné 14.9 °C.

o Stefan-Maxwellovy rovnice difuze se pouzivaji pro feSeni difuznich problémt v pripadech,
kdy se procesu tcastni vice, nez 2 slozky, které se vzajemné vyznamné ovliviwuji a nelze
tak pouzit jednodussi popis pomoci Fickova zékona. Pro idealni smés n plyna tvoii rovnice
soustavu n — 1 linearnich diferencidlnich rovnic

dy; — Njyi — Niy;
Gy NNy
7=1
kde N; znaé intenzitu molarniho toku slozky 4 (mol/m?/s), ¢ koncentraci plynu (mol/m3),
D;; jsou binarni Stefan-Maxwellovy difuzni koeficienty (m2/s) a y; molarni zlomek slozky.
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V trubici naplnéné vzduchem je equimolarni smés metanolu a ethanolu pii teploté 70 °C.
Hladina v trubici sahd 5 cm pod okraj trubice. Kolmo na trubici proudi ¢isty vzduch.
Vypoctéte intenzitu toku methanolu a acetonu z trubice. Intenzita toku vzduchu je nulova,
N3 = 0, jako néstfel pouzijte Ny = Ny = 0.02 mol/m?/s.

Pro zadané podminky (teplota, tlak) pouzijte nasledujici hodnoty:

t=70°C, ¢=355mol/m’, D= [ D1 D3 } _ [ 1.0 2.1

10=5 .2
0 Do 0.0 1.6] 107 m?/s.

Okrajova podminka je zadéana,

= 000: y1 = 0.62, y» = 0.37,
z = 005: y1 = 0.00, y» = 0.00,

y3s = 1—y1 —y2.

Reseni Reéeny problém predstavuje soustavu dvou diferencidlnich rovnic se zadanou
pocatecni i okrajovou podminkou a nezndmymi dvéma parametry N1 a No. K integraci po-
uzijeme Runge-Kutteovu metodu 2. fadu (nejjednodussi metodu typu predictor-corrector),
parametry N7 a Ny budeme hledat Newtonovou metodou tak, aby feSeni soustavy pro
zadané pocatecni podminky (y1(0) = 0.62,42(0) = 0.37) splnilo zaroveii podminky
okrajové (y1(0.05) = 0,y2(0.05) = 0).

Integracni metoda je zadana tabulkou:

1] 1
1/2 1/2

a tedy rozepséna do itera¢nich kroku:

k‘l,i(z) = Azfl(
koi(z) = Azfi(z,
vilz + Az) = yi(z

y1(2),y2(2)) i= 1,2
Y1 ( )+k1 1(2’) (z)+k172(z)) 1 = 1,2 .
)+1/2k1 Z( ) 1/2k2,i(2) ) 1,2

V tabulce 5.1 jsou uvedeny vysledky jednotlivych kroki integra¢ni metody pro Az = 0,005
a néastiely hodnot Ny = Ny = 0,02. Krok Az = 0,005 odpovidéa rozdéleni délky trubice
na 10 dili. Pfesvéd¢éme s nyni, zda je zvolené déleni dostate¢né jemné. Integra¢ni metodu
pouzivame pro uréeni y;(0,05),y2(0,05), zajima nas tedy, jak se méni tyto hodnoty v
zévislosti na jemnosti sité. Pro rizné hodnoty kroku Az ziskdme takovéto vysledky:

n Az y1(0.05) 2(0.05)
10 [ 0.00500  29.236 —28.450
50 | 0.00100  35.184 —34.406
100 | 0.00050  35.467 —34.689
200 | 0.00025  35.542 —34.764

4l

Vidime, Ze od 100 integracnich krokii vyse se vysledky "piilis"nelisi (relativni odchylka
0.2 %). Dale tedy budeme pouzivat integracni krok Az = 0.0005.

Integrace poskytuje pro zvolené hodnoty N1, No 2 hodnoty y1(0,05), y2(0,05). Predstavuje
tak soustavu dvou (nelinearnich) rovnic fi (N1, Na), f2(N1, N2). Nasim cilem je najit feSeni
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Tabulka 5.1: Integrace soustavy Stefan-Maxwellovych rovnic difuze metodou Runge-Kutta
2. fadu pro Az = 0.005 a Ny = Ny = 0.02.

z vi(z)  w2(2)  ys(2) k11(2) k12(2) ka1 (2) ka2 (2)
0.000 0.620 0.370 0.0100 6.91E-02 -7.22E-02 1.08E-01 -1.13E-01
0.005 0.709 0.278 0.0136 1.20E-01 -1.24E-01 1.88E-01 -1.93E-01
0.010 0.862 0.119 0.0184 2.07E-01 -2.13E-01 3.24E-01 -3.32E-01
0.015 1.128 -0.153 0.0251 3.57E-01 -3.65E-01 5.60E-01 -5.70E-01
0.020 1.587 -0.621 0.0340 6.17E-01 -6.28E-01 9.67E-01 -9.80E-01

0.025 | 2.379  -1.425 0.0462 1.07 -1.08 1.67 -1.69
0.030 | 3.745 -2.808 0.0628 1.84 -1.86 2.88 -2.90
0.035 | 6.102 -5.187  0.0853 3.17 -3.19 4.96 -4.99
0.040 | 10.164  -9.280 0.1159 0.46 -5.50 8.54 -8.59
0.045 | 17.168 -16.325 0.1574 9.41 -9.46 1.47E+01 -1.48E+01

0.050 | 29.236 -28.450 0.2138 1.62E+01 -1.63E+01 2.54E+01 -2.55E+01

Tabulka 5.2: Vysledky jednotlivych iteraci Newtonovy metody pfi hledani odpovidajicich molar-
nich toka, Ny, Ns.

E] N No ANy ANy yi(0.05) 12(0.05)  ||f]]
0 | 0.0200 0.0200 0.0751 -0.0176 35.4671 -34.6894 49.6
1] 0.0951 0.0024 0.0016 -0.0110 -308953 308947 436921
2 | 0.0967 -0.0086 -0.0025 -0.0057 -111707 111705 157977
31 0.0942 -0.0144 -0.0108 0.0041 -41182 41182 58240
4 | 0.0835 -0.0103 -0.017 0.012 -15014 15014 212337
51 0.0665 0.0017 -0.0151 0.0115 -5053 5053 7146
6 | 0.0513 0.0132 -0.0093 0.0071 -1467 1467 2074
7 10.0421 0.0203 -0.0032 0.0024 =307 307 434
8 | 0.0389 0.0227 -0.0003 0.0003 -26.4 26.4 37.3
9 10.038 0.0229 0.0000 0.0000 -0.258 0.258 0.365
10 | 0.0386  0.0229  0.0000 0.0000 -0.0001 0.0001  0.0001

této soustavy, tedy f1(N1, N2) =0, fo(N1, N2) = 0. Soustavu budeme fesit Newtonovou
metodou pro vice proménnych

0f1(N1,i,N1,4 Of1(N1,i,N2,4
- {fl(&\,f1 1,1) [fl(all\’h 2,i) [ ANy ; } _ |: J1(N14, Noj) :|
de(]gleil’NZ’i) df?“gkgj\’?vi) ANy f2(N1i, Noji)

[ Niiv1 } _ [ Ny ] n [ ANy ]
No i1 No; ANy ;

Jako kritérium konvergence pouzijeme normu vektoru f Vysledky jednotlivych kroki New-
tonovy metody jsou uvedeny v tabulce 5.21.

1V tabulce 5.2 vidime, Ze po prvni iteraci se vyrazné zhorsily hodnoty f1, fo. V takovém piipadé je obvyklé
pouzit variantu Newtonovy metody s relaxaénim parametrem . Nz+1 N + aAN.
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Obréazek 5.1: Profily molarnich zlomk slozek v trubici.

Intenzita toku slozek je Ny = 0.0386 mol/m?/s, Ny = 0.0229 mol/m?/s. Profil molarnich
zlomki slozek v trubici je ukdzan na obr. 5.1.
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6. Newtonova metoda

6.1 Resené piiklady
6.1.1 Ulohy na Newtonovu metodu

e Pomoci Newtonovy metody vypoc¢tété priblizné fesSenf rovnice cos z = x, které lezi v inter-
valu (0, 2), tedy ovéite, ze interval (0,2) je separacni, ze lze aplikovat Newtonovu metodu.
Zvolte x¢ a vypoctéte aproximaci x; kofene.

ReSeni: Pomoci vhodného obréazku zjistime, kde pFiblizné lezi koren.
Ovéreni separa¢niho intervalu (0,2) a toho, Ze
1ze pouzit Newtonovu metodu pro spojitou funkci
f(z) = cos(x) — = na intervalu (0, 2):

1. f(0) = 1 > 0,f(2) = cos(2) —2 <
0 = f(0)-f(2)<o0.
2. f'(z) = —sin(z) — 1 < 0Vz € (0,2)

0.5
3. f"(x) = —cos(z) = 0 ve vnitinim bodé
intervalu (0, 2), tedy podminka nenulovosti 03 ! E 2
druhé derivace na (0, 2) neni splnéna.

—— amf foe y=x —— gl y=cos{x)]

Zmensime separacni interval — vyuzijeme obrazku,
zkusime interval (0, 1): 1

Newton's Method

0.8

1. f(0)=1>0, f(1) =cos(l) —1=-0.46 <
0 = f(0)-f(1)<o0.

0.6

04

2. f'(z) = —sin(z) — 1 < 0Vz € (0,1) 02
0
3. f"(x) = —cos(x) < 0¥ € (0,1), al F O
|
4. Zvolime g =1 : f"(1)- f(1) >0 =
From the initial pninli(.—t)l. at mo};f;ﬂﬁ;‘f;[]i:lncr-:) of Newton's
method for f{x) = cos(x) —x
1) -1
m =1 SW L - si3638679.
—sin(1) — 1

Posloupnost iteraci je:
1;0.7503638679; 0.7391128909; 0.7390851334; 0.7390851332,

|24 — 23] = [0.7390851334 — 0.7390851332| = 2- 10717,

Tedy x4 1ze povazovat za dostateéné pfesnou aproximaci kofene.
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e Pomoci vhodného obrazku zjistéte, kolik feSeni mé soustava rovnic

2?2+ = dx,
y = Inx.

Vypoctéte dvé iterace Newtonovy metody pro to priblizné feseni, které ma kladnou y—ovou
soufadnici.

ResSeni: Pomoci vhodného obrézku zjistime, kde piiblizné lezi koten.

22+ 9% — 4o 0
: Newtonova metoda:
DF(z)Axy, = —F(wy)
d Tl = T+ Axy

20 —4 2
DF(x):[ 7 19]
Tz
Zvolime pocatecni aproximaci napii-

klad

1. iterace:

y=n(x)|

s +|-‘2—4r

xo = (e;1).

zo = [e, 1], DF(QCO):[Q@_—l4 ﬂ F(xo):[GQ—éenLl}

[¢]

Gaussova eliminace:

2¢—4 2| —e2+4e—1 2e — 4 2 —e24+4e—1
[DF(x0)] — F(x0)] = [ by 0 ] ~ o 2A—2et1) | ¢ —detl
e e €
Ao — | 1143500387 L _ [ 3861791215
171 0.4206735944 171 1.420673594 |
2. iterace:
3.146373560  2.897624868 1.484579989
D) = [ —0.2798622243 1 } » Flay) = [ 0.069542473 ]

3.573186780
1.276397812 | -
Pro kontrolu zkusme vypo¢itat hodnoty funkce F'(x2):

Fy(w2) = 0.104108019, Fy(x2) = 0.002939959 .

Gaussova eliminace = x5 = [

Kdybychom vypocitali jesté jednu iteraci, dostali bychom

_ { 3.548165337 }
3 =

1.266455296 Fi(z3) = 0.000724928 , F(z3) = 0.000024633 .

e Vypoctéte prvni iteraci Newtonovy metody pro soustavu nelinedrnich rovnic
filz) = 16x] + 1623+ 23 —16 =0,
folz) = 22 +a234+25-3=0,
f3(z) = a3 —x=0,

kde x = (71,2, 73) € R3. Pocatecni aproximaci volte xo = (1;1;1).
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Resent:
fi(x) 1627 + 1623 + =3 — 16, 0
F(x)=| falz) | = 23 + 23 + 23 — 3, =10
f3(z) x} — @9 0
1 17
Trog — 1 s F(wo) = 0 s
1 0
64x3 64x3 Adxi 64 64 4
J(z) = 21 2x9 223 |, J(x0)= 2 2 2
323 -1 0 3 -1 0
Newtonova metoda:
J(xp) Az = —F(xp)
Tpy1 = xp+ Awy,

Prvni iterace Newtonovy metody, Gaussova eliminace

64 64 4| -—17 1 1 1 0 1 1 11 0
2 2 2 0| ~|64 64 4|-17 |~ 0 4 3| O
3 -1 0 0 3 -1 0 0 0 0 60|17
1T
24119 0.93
NAxg = —% = x1=x9+Lxyg=| 0.79
L? 1.28
60

6.1.2 Aplikaé¢ni priklady

e Ze zakladniho kurzu fyzikalni chemie vime, Ze nad idealnim roztokem tékavych latek je v
rovnovazném stavu smés par, jejichz slozeni je dano tzv. Raoultovym zakonem

pyi = z;p; (T)

ve kterém z; a y; predstavuji molarni zlomek i-té slozky v kapalné, resp. parni fazi, p;(T")
tlak nasycenych par Cisté slozky i pfi teploté systému T a p tlak systému. P varu kapalného
roztoku je plynnéa faze nad kapalinou tvorena pouze parami rozpoustédla a Raoulttv zékon
1ze pouzit k uréeni teploty varu roztoku o znamém slozeni. Pro idealni smés dvou kapalin
o slozeni x1, x2 = 1 — x1 lze Glohu urceni teploty varu zapsat v podobé neline4rni rovnice

F(T) =p—a1pi(T) = (1 = 21)p3(T) = 0

S pouzitim této rovnice uréete teplotu varu equimolarni smési! cyklohexanu(1) a n-heptanu(2)
za normélniho tlaku. Pro tlak nasycenych par slozek lze v literatufe nalézt casto pouzivany
vztah - Antoineovu rovnici:

5 = 10006~ oFT

Hodnoty konstant jsou pro jednotlivé slozky Ay = 13.7377, By = 2766.63,Cy = —50.5, Ay =
13.8744, B, = 2895.51, Cy = —53.97. Tlak je uveden v Pa, teplota v K.

Lequimolarni smés je dvojslozkova smés s ©1 = z2 = 0.5
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Reseni K urcenf teploty varu roztoku pouzijeme Newtonovu metodu pro 1 proménnou
fm)f
(L)

Pro vypocet priblizeni T' k teploté varu T, je tfeba v kazdé iteraci vy¢islit hodnotu funkce

ve tvaru

T =1;

B B
f(T;) =p— 1000.56161417?1‘172‘ — 1000%261427?*2@'

a jeji derivace podle teploty, f’. Tu miiZeme vy¢&islit numericky z definice derivace funkce,
nicméné v piipadé, kdy lze ziskat analyticky predpis pro derivaci funkce, je vhodnéjsi pouzit
tento predpis. Se znalostmi ze zakladniho kurzu matematiky odvodime, Ze

By _ B,
xlBl eAl*m_F (1 $1)B2 AQ*W

JAT) = =100\ = (Co 4 T2

Jako pocatecni odhad teploty varu pouzijeme teplotu varu ¢istého cyklohexanu, tj. 353.92 K.
V tabulce jsou uvedeny vysledky jednotlivych iteraci Newtonovy metody.

T; f(T3) f'(Th)
353.9200 16547.09  —2620.3
360.2350 —1316.17 —3044.4
359.8027 —6.99 —-3014.0
359.8005 —0.000168 —3013.8
359.8005 1.16-10710 —3013.8

QU W N .

Teplota varu equimolarni smési cyklohexanu a n-heptanu je 359.80 K, tj. 86.65 °C.

e Raoultuv zékon (viz predchozi piiklad) lze také pouzit k urceni teploty kondenzace par o
znamém slozen{ (tzv. rosného bodu smési). Uloha hledani rosného bodu dvojslozkové smési
o slozeni y1, yo je formulovéina jako soustava 2 rovnic pro 2 nezndmé: teplotu rosného bodu,
T, a sloZzeni kapalné faze .

fi(z1,T) =py1 —21p5(T) =0

fo(@1,T) =pys — (1 — 21)p5(T) =0

Urcete teplotu rosného bodu equimolarni smési par cyklohexanu(1l) a n-heptanu(2) za
atmosférického tlaku.

ReSeni Pro vyfeseni dlohy je tfeba urcit hodnotu teploty rosného bodu T a slozeni
rovnovazné kapalné faze x1. K hledani téchto hodnot, které by splnily podminku f; = fo =
0 pouzijeme Newtonovu metodu ve tvaru

d d
gfﬁ(wl,z‘aﬂ) (ETJ;(UULZ‘,TO l
L (214, T) (21, T)

Tlitl | _ | TLi | Az,
Tit1 T; AT, |-

Derivace v matici na levé strané prvni rovnice, tzv. Jaccobiho matici, vyfesime analyticky
derivovanim funkci fi a fo:

[ Az, ] _ [ —fi(z1,,T7) ]
AT; —fa(@14, T)

dfl(](lii,T) _ _10006A1*cfi:r dflg'}l:T) — 1000 (C:’CI-s-BII“)? eAlfcfiT
1

__By _ __Ba

D) — 1000e™ et ARED — 1000 (Gt Re T B
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Jako prvni odhad FeSeni volime napi. x10 = 0.5, Ty = 353.92 K. Vysledky jednotlivych
itera¢nich krokua shrnuje nasledujici tabulka. Jako kritérium konvergence metody je zvolena
norma vektoru f.

; T ] [ fi(z, Ty) ] %(gjlﬂ"T’) %(IM’Ti) [ Azy, } 17
T; L f2(x1,iaTi) %(xl,inz) %(ml’i,Ti) ATi

0 [ 0.5 [ —61.53 [ —101448.1 —1524.3 [ —0.118 16609
| 353.92 | 16608.6 | 68107.8 —1097.0 7.817

. 0.382 1944.0 [ —127557.0 —1391.43 0.023 3684
| 361.737 | | —3129.5 87032.77  —1644.36 | —0.695

5 0.405 49.94 —125044.0 —1452.0 [ 4.8-107% .7
| 361.042 | —51.38 85198.7 —1557.3 | 6.8-107° :

5 0.405 0.01 [ —125020.0 —1453.5 9.6-108% 0.014
| 361.035 | | —0.01 | 85180.9 —1555.8 | —7.8-1077 '

Rosny bod ekvimolarni smési cyklohexanu a n-heptanu je 361.04 K, tedy 87.89 °

6.2 Priklady k procviceni
e Vypoctéte prvni dvé iterance Newtonovy metody pro soustavu nelinearnich rovnic

x3+y3

T

e’ = 2y.

3zy,

Jako pocatecni aproximaci volte g = (—1;1).
e Vypoctéte prvni dvé iterance Newtonovy metody pro soustavu nelinearnich rovnic

filx) = xi’—i—xg—l:O,
fo(x) = x%’—xl—i—l:(),

Jako pocatecni aproximaci volte xg = (0.5;0.5).

Vysledky cvi¢eni
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7. Fazové portréty soustav linearnich
DR

7.1 Resené piiklady
7.1.1 Aplika¢ni priklady

e Chemické reakce probiha podle schématu

k1
A = B

k2
B B c

Vyvoj koncentraci suroviny (A) a meziproduktu (B) v ¢ase lze popsat soustavou LDR
% = —kch + kgcb
% = kica — (k‘g + kg)cb

VySetfete fazovy portrét soustavy pro libovolné kladné, nenulové hodnoty rychlostnich
konstant ki, ko, k3.

ResSeni: Matice soustavy mé tvar

—k1 ko

A= .
ki —(ka + k3)

Fazovy portrét soustavy je zavisly na hodnoté determinantu matice A a stopy matice A.
detA = —k‘l(—kg — ]€3) — k‘Qlﬁ = ]ﬁkQ + klkg - k‘Qlﬁ = ]ﬁkg,
trA =k — (kz + kg)

Pro urceni typu fazového portrétu je tieba rozhodnout o hodnotach detA a trA.

JelikoZz hodnoty rychlostnich konstant reakci k1, k2, k3 jsou ze své podstaty kladnéa ¢éisla, je
1 determinant matice A, detA > 0.

Stejnym zpusobem zjistime, Ze stopa matice, trA je zaporné realné &islo.

Zbyvé rozhodnout, zda je hodnota detA lezi na diagramu trA — detA nad, pod, nebo na

parabole dané rovnici trfz . Hledejme hodnoty rychlostnich konstant takové, ze detA = %.

A2 _ _ 2
tr N k1k3:(k1 ki k3)

dkiks = k¥ + k2 + k2 4 2k ko + 2k1ks + 2koks

detA =

Tato rovnice ma jediné feseni, k1 = ko = k3 = 0. Pro pfipad kladnych rychlostnich kon-
2
stant plati, ze detA < trf . Fazovym portrétem soustavy je tedy stabilni uzel.
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7.2

Poznamka. Zamysleme se nad polohou tohoto uzlu na diagramu ca — cp. Pruni reakce
je rovnovdind a po dostatecné dlouhé dobé bude koncentrace sloZky A rovnovdind ke kon-
centract slozky B. JelikoZ je druhd reakce nevratnd, bude probihat do naprostého vycerpdni
slozky B a tedy stabilni uzel md souradnice ca(c0) = cp(0o) = 0.

Priklady k procviceni
Pohybova rovnice télesa na kmitajici pruziné je lineédrni diferencialni rovnici 2. fadu

d?x d
S, AN el
dt? dt
kde k je tuhost pruziny a b koeficient tlumeni pruziny. Rovnice lze rozepsat jako soustavu
linearnich diferencialnich rovnic pro polohu a rychlost pohybu télesa
dx
=
dt
dv
dt
Vysetiete fazovy portrét soustavy a najdéte obecné FeSeni pro z(t) a v(t) pro pruzinu s
tuhosti k = 1s~! pokud:

= —kz — bv.

(a) kmitani neni tlumené, tj. b =0

(b) kmitani je tlumené s koeficientem tlumeni b = 0.5.

Vysledky cviceni
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8. Fazové portréty soustav nelinearnich
DR

8.1 Resené piiklady
8.1.1 Ulohy na kresleni fazovych portréti nelinearnich soustav

e Nakreslete fazovy portrét soustavy

= y2—1‘2,

y = 22-1.

Klasifikujte vSechny rovnovazné stavy.

ReSeni: Rovnovazné stavy:
Y- =y—2)y+x)=0A2P-1=@x-1)(z+1)=0 =
Systém ma ¢tyii rovnovazné stavy:
S1=(1;1), So=(-1;1), S3=(-1;-1), Sy =(1;-1).

—2x 2y

Jacobiho matice J(x,y) = [ 0 0

} . Dosadime rovnovazné stavy:

1.

si=n. as)=| 5 0.

Charakteristickd rovnice A2 +2\ —4 =0 = A2 =—-1=% V5 sedlo.
Vlastni vektory:

1

1
M) = 1-v5 |, hd) =] 145
2 2

Sy =(-1;1), J(52):[_§ ﬂ

Charakteristicka rovnice A2 — 2\ +4 =0 = M2 =1% V31 nestabilni ohnisko .

So=(-1-n. s =| 5 5.
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=1++5 sedlo.

0 = /\172

Charakteristicka rovnice A2 — 2\ — 4

Vlastni vektory:

)

-2
0

J(S4)

S4 = (17 _1)7

3i stabilni ohnisko.

)

Charakteristickd rovnice A2 +2A4+4 =0 = Moo= —14+
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=
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Sbirka prikladu

-1 2v/V3+2

51_<\/§; x/§+2>, J(Sl)_[2\/§ A

:

Charakteristickd rovnice: A2 + X — 44/3(v/34+2) =0 =

- —0.67769 - —0.77089
=3.192 = = —4.192 =
AL = 3.1925, 1 [—0.73535]’ A2 925, ha [ 0.63697
2.
-1 =23 +2
So=(V3—\/V3+2), J(S)=
2 < (2) 2\/§ 0
Charakteristickd rovnice: A2 + X +44/3(v/3+2) =0 =
A1 = —0.5+3.6241i, Ao =—0.5—3.6241i = stabilni ohnisko.
3.
/ -1 —2v2-3
Ss=(—=v3;—\/2—=V3], J(S3) = ,
3 ( (3) _2\/3 0
Charakteristickd rovnice: A2 + X —44/3(2 —V3) =0 =
- 0.38807 - —0.57879
A1 = 1.4586, h; = Ay = —2.4586, hy =
! n [—0.92163]’ ? 2 [—0.81548
4.
-1 2v/2-3
Si={—-V3;\/2-V3) . J(Sy) = :
4 < ) (S4) [_2\/3 0 ]
Charakteristickd rovnice: A2 + X 4+44/3(2 - V3) =0 =
A1 = —0.5+1.8266i, My =—0.5—1.8266i = stabilni ohnisko.
X'=y"-x-2
y'=x"-3
M eSS e
LR AR oy _,‘s_ﬁ_g__)ﬁ_j_i_,_,i*,,\,,,) AT
A SESSSIEE3EEI A0
2 = - . T
Tl }'Z ot N 5 T_.lﬂt’j\r—q:—
ol
A R Rl e L
Akt TR T R R e
e D il e R s e
rr7 crd oA sl
i R e e s o R, W KON KR
SLGEmeT e T e e R s
€T b e R I TR ~
T gl it ie VR s e
_1_.7'7\ Lo i oA e e NN ol
P _{; = LR T e
S A NG 1A ]
2L PSP 2 NG ONG \Q;\ ik Aasitoas )
i 2P . N T —&_tld 4
j' ~ m = = r ;;T;‘-
AT s e 2Rk
ES T N P /
R e S, B e T S I S I S R ! — .7 A A
1 I ! I I 1 1 1 1
4 -3 2 1 0 1 2 3 4

] = sedlo.

Obrazek 8.2: Vysledny fazovy portrét z prikladu 2.

] = sedlo.
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8.1.2 Aplikac¢ni priklady

e Jaderny reaktor v Cernobylu byl typu LWGR (chlazeny lehkou vodou, moderovany gra-
fitem). Jednou z charakteristik tohoto reaktoru je, ze chladici voda v ném pusobi jako
pohlcova¢ neutront a tim se podili na regulaci vykonu reaktoru. Béhem havéarie v Cerno-
bylu byl jako jedna z pfi¢in identifikovan narust tvorby pary (objemového zlomku pary) v
aktivni zé6né v dtsledku sniZeni pritoku chladici vody okruhem a néasledna odezva reaktoru
ve formé narustu vykonu. Ve zjednodusené formé lze chovani reaktoru regulovaného vodou
popsat soustavou diferencidlnich rovnic

dP

S— P
d¢dT ( 1+¢)¢
e LS

ve které P znadi vykon reaktoru v MW, ¢ objemovy zlomek pary v reaktoru, konstanty k;
a ko regula¢ni konstanty reaktoru a vody, a k3 a k4 se vztahuji k rychlosti generovani pary
a prutoku chladici vody reaktorem. VysSetfete fazovy diagram soustavy rovnic pro hodnoty
konstant k1 = —0.05; k2 = 0.25; k3 = 1/5940; k4 = 0.134 a diskutujte chovani reaktoru
pro ruzné stavy |P,¢| v dobé poklesu prittoku vody.

ResSeni: Pro vySetfeni fazového portrétu nelinedrni soustavy

dpP
- = [P 0) = (k1 + ok2)P
do _ ¢
g—fQ(P@)—kzaP k41_¢
je tfeba nalézt vlastni ¢isla a vektory Jacobiho matic soustavy
dfi(P,¢) dfi(P,¢) (ki + ko) koP
B dpP do B
dfa(P,¢)  dfa(Pr9) ks
dpP do (1-9)

v okoli stacionarnich stavi fi(P,¢) = f2(P,¢) = 0. Pro zadané hodnoty parametri
k1, ks, k3, k4 ur¢ime polohu stacionarnich stavt feSenim soustavy nelinedrnich rovnic

0= (—0,05 + 0,25¢) P

0= 545 — 0,1347%;
Soustavu fesime napf. Newtonovou metodou. Hodnoty P a ¢ nejsou neomezené, pro vykon
reaktoru plati P > 0 a pro objemovy zlomek pary v reaktoru ¢ C (0;1). Regenf soustavy
hledame v této podmnozing R2. Zjistime, Ze soustava ma 2 rovnovazné stavy S; = (0;0)
a So = (200;0.2). Nyni ur¢ime vlastni ¢isla a vektory Jacobiho matice v jednotlivych
stacionarnich stavech. Pro vypocet vlastnich ¢isel vyjdeme ze vztahu det|J — AE| = 0.
Pro stacionarni stav S; = (0;0) feSime rovnici

—A 50
det]J— )\E| = 1
oo —0.2104 — X

det|J — AE| = (=0.05 — X\)(—=0.134 — \) = A% 4 0.1847\ + 0.006734 = 0

Regenim kvadratické rovnice zjistime, ze Jacobiho matice mé 2 zaporna vlastni ¢isla A\ =
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—0.05, Ao = —0.1347. Fazovym portrétem soustavy, jejiz Jacobiho matice mé rtizné zaporna
realna vlastni ¢isla je stabilni uzel. V okoli stacionarniho stavu 51 je tedy fazovym portrétem
soustavy stabilni uzel.
Pro stacionarni stav S = (200; 0.2) fesime rovnici
—-A 0
_\E| =
detl/ =ABI=| 1 09104

5940

det|J — AE| = (=A)(—0.2104 — \) = A\? + 0.2104\ = 0

Jacobiho matice méa 2 vlastni ¢isla Ay = 0.0334, Ay = —0.2448 s opac¢nym znaménkem. Fa-
zovym portrétem takové soustavy je sedlo. Vlastni vektory Jacobiho matice jsou separatrix
sedla. Vlastni vektor piislusejici vlastnimu ¢islu A ziskdme FeSenim soustavy

|J — M E|h =0

Determinant matice |J — A\ E| je roven 0, matice je singularni. ReSeni soustavy ziskame
zavedenim parametru napt. h1 1 = ¢ a feSenim 2. rovnice soustavy

5940 +(—0.2104 — 0.0334)ho2 =0

ReSenfm rovnice ziskame hy 5 = 0.0007t, vlastni vektor Jacobiho matice je hy = [t,0.0007¢]T.
Pro t = 1 tedy hy = [1,0.0007]T.

Stejnym postupem uréime vlastni vektor prislusejici k vlastnimu ¢éislu Ao = —0.2448:
hg = [1,—0.0049]T.

V okoli stacionarntho stavu Sy je tedy fazovym portrétem soustavy sedlo se separatrix
uréenymi vektory h1 a ho. Vysledny fazovy portrét je vykreslen na obr. 8.3.

| | 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600

P(MW)
Obrazek 8.3: Fazovy portrét soustavy
Stacionarni stav S7 je stabilnim stavem; jeho poloha odpovida samovolnému odstaveni
reaktoru. Stacionarni stav So je nestabilni; separatrix se smérovym vektorem hs pomyslné

déli podminky v reaktoru na ty, které povedou k samovolnému odstaveni reaktoru (stav
Si)a ty, které povedou k nekontrolované stépné reakei.
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8.2 Priklady k procviceni
1. Nakreslete fazovy portrét soustavy

¥ = 5—a% 42,
/

y = 4-y
a klasifikujte v8echny rovnovazné stavy.
2. Nakreslete fazovy portrét soustavy

¥ = —2?+y+2,
/

y = 3-y

a klasifikujte vSechny rovnovazné stavy.

Vysledky cviceni
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9. Zaklady vektorové analyzy

9.1 Resené piiklady

9.1.1 Ulohy na vektorovou analyzu

e Je dano vektorové pole ﬁ(a:, y,2) = (222, 2922, 2% + 2922 — 1).

Vypoctéte rotF . Je vektorové pole F' potencialni?
Pokud ano, najdéte jeho potencial ¢ = ¢(x,y, z) .

ReSeni:
F(z,y,2) = (2z2, 2y2?, 2> + 2y?2 —1). D(F) =R3,

R? je jednoduge souvisla oblast .

i i k
— _ 0 0 o 0F3 oF, 0F3 oF, 0F,
e v oxr Oy 0z oy 9z’ Oz * 0z Ox
. F, Fj
8F1 8F1 aFl
Zloog Zlog2p Tlop
oy 0z T Tor :
y - 0z Y= or 0
(9F3 8F3 2 8F3
T8 gy =2 =22 T30
y Y= o Y Tox o
rotF = [Ayz — 4yz, =2z + 22, 0] = [0,0,0].
Protoze na jednoduge souvislé mnoziné R? plati
oF, O0F o0Fy O0F3 0F32 OF3
— :O’ = :21', :7:4yz7
oy Ox 0z oz 0z oy

je vektorové pole F potencialni na R3.

pla..) = [ 2wede =0+ aly.2),

gj =2yz* = a(y,z)= /Q?JZQdy = 92" + B(2),
plx,y,2) = 2® +y°2° + B(2)
gf =2? + 2%+ ' (2) =2 +2y°2 —1 = F(z)=-1, B(z) = -2+ C.

Potencial F na R3:

o(x,y,2) = 2x? + y2z2 — 24+ C,C €R je konstanta .
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e a) Urcete a nakreslete definiéni obor D skalarniho pole f(x,y) = 2z2In 3®. Vypoctéte
gradf(z,y), A f(x,y) a vycislete gradf(1,1), A f(1,1).
Je mnozina D jednoduSe souvisla?

b) Urcete defini¢ni obor G vektorového pole
U(x,y,z) = (:U + €%, 21n(z2), arctan(yz)) .

Vypoététe div ¢ a rot ¢ a vycislete je v bodé (1;0; 1). Je vektorové pole ¥ potencialni na G7

ReSeni: a) D = {(z,y) € R?, 2 € R,y > 0}, D je jednoduse souvisla | obrazek.

gradf(z,y) = {43:1113;3, 6;32] , gradf(1,1) =[0,6].

622

Af(x,y) :4lny3—?, Af(1,1) =—6.

b) G = {(z,y,2) € R3, 2z >0,y €R}, G je jednoduse souvisla mnozina.

1 2.2
divii(z, y, 2) = W dive(1,0,1) = 1.
i j k
0 0 0 z 2 2
tU = — — — = | —= 20,2 — 2%
rotv(e, y, 2) Ox oy 0z 1+9y222 27z ¢

z+e* 2In(zz) arctan(yz)

rotv(1,0,1) = [-1,0,0].
Vektorové pole ¢ neni potencidlni na G, protoze napft.

81}1 (91)2 2
— =2 2 —-— = —.
oy exp(2y) # e @
e Vypocetéte gradient skalarniho pole

b- (7% @)

f(F)ZW7

kde 7= (z,y,2) a @, gjsou konstantni nenulové vektory z R3.

ResSeni: Zavedme znaceni @ = [a1, az,as] a b = [by, b, bs] a vypo¢téme nejdiive

1 J k asy — az
rxa=|x y z |=| az—asx
a1 a2 as ar — a1y

a nasledné

-

b- (Fxd) =bi(asy — azz) + ba(a1z — azz) + bs(asr — ary) .
Oznacme nyni c= [Cl, Cc9, 03] = [b3a2 — b2a3, blag - b3a1, b2a1 — b1a2] S RS. S timto znacenim
muZeme piepsat skalarni pole f(7) jako
b-(Fxd) ¢ F

GG

—

7= z,y,2], ER>.

f(r) =
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JelikoZ je ¢ konstantni vektor, plati,

Vi) =V <F> .

171l
Nyni si uvédomme, Ze 7 je vektorové pole a ||7]| je pole skalarni a tedy
V(@I = 177 Ve v (1A @ 7

Jednoduchym vypoétem se lze presvédéit, ze Vi* = E. Funkci ||7]] 7" = (22 + 4% + 22)1/2
derivujeme jako slozenou a ziskame,

=1y [z,y, 2] _ r
VAT =Gy e = TR

Dosadime-li do predposledni rovnosti, obdrzime,

E 7or

VI = e~ e
™) = 5~ T

Poznamka: Symbol ® reprezentuje tenzorovy souéin, ktery lze v piipadé dvou fadkovych
vektorit @, b € R zapsat jako @®b = d ' b € R™*". Rozepiseme-li tedy ¢len 7¥® 7, ziskame,

2wy 2

FoFr=| yr y?> yz
zx o2y 22

Dosadme nyni z vysledného vztahu pro V (||7]7) do rovnice pro V f(7). Po roznasobenf
zévorky obdrzime,

¢ 1
V) == — 13
71 1711°

a po rozepsani v piivodnich proménnych

(Fo)-e

V() = [b3az — baag, biag — bgai, baay — brag]

171l

T
1 (b3a2 — bgag)xQ + (blag — bgal)xy + (b2a1 — b1a2>$2

. W (bgag — bzag)yl‘ + (b1a3 — bgal)y2 + (bgal — blag)yz
(b3a2 — bgag)zx + (b1a3 — b3a1)zy + (b2(11 — b1a2)22

9.1.2 Aplikac¢ni priklady

e Teplotni pole v okoli zhaveného dratu je v cylindrickych souradnicich zadano funkei T'(p, 6, z) =
alnp.

1. Z Fourierova zakona, § = —xV'T, vypoc¢téte hustotu tepelného toku.

2. Ukazte, Ze ,hustota vzniku tepla“ v ustéleném stavu, p = div ¢, je rovna nule pro
p>0.

3. Jaky je celkovy tepelny pfes hranici télesa ohrani¢eného dvéma véalcovymi plochami
zadanymi rovnicemi P} = (p1,0,2), P, = (p2,0,2), kde 0 < p1 < po2, 6 € (0,27), z €
(z1,22) arovinami z = 21 a z = 237 Pozn: Hranice télesa je orientovana vngjsi jednot-
kovou normaélou.

V cylindrickych souradnicich, (p, 0, z), plati

i (P10 OF o 10(my) | Lo | oo

dp’ p 00’ 0z p Op p 00 0z
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ResSeni: Zadané teplotni pole T(p,0,z) = alnp je definovano na oblasti
Q= (0,00) X (—m,7) xR.

Nejprve ze zadanych vztaht pro cylindrické soufadnice vypoc¢téme hustotu tepelného toku,
oT 10T 0T @
7= rVT = —_— -, | = —,0,0), V(p,8,z) €.
—r H((‘?p p 00 32) R(P ) (6,6,2)
Toto vektorové pole je zase definovano na oblasti 2.

Nyni vypo¢témé hustotu vzniku tepla, p =V - g,

_19(pgp)  19q9  0q. _ K d(p/p)
P p Op p 00 0z p Op

+0+0=0, V(p,0,2) €.

K vypoctu tepelného tok pies hranici télesa miZzeme s vyhodou vyuzit Gauss-Ostrogradského
veétu. Téleso tvoifi omezenou oblast s Lispchitzovskou hranici Qe C Q a § € C°(Qte1) C
H!'(Q4e1). Mtizeme tedy oznadcit celkovy tepelny tok p¥es hranici studovaného télesa Q a

zapsat
Q:// (j.ﬁdsz/// pdV:/// 0dV =0.
aQtel Qtel Qtel

Ve vztahu vyse znac¢ime 0€ hranici télesa Qi a 7 vnéjsi jednotkovou normélu k 9.

9.2 Priklady k procviceni
1. Aplikujte operator divergence na vektorové pole

,L—L»(,';»): r _ (l’,y,Z) <

7~ vVttt 2
Pozn: 7y reprezentuje jednotkovy vektor ve sméru polohového vektoru.
2. Aplikujte Laplaceiv operator na skalarni pole
fR) =Va? +y> + 22 = |7
3. Ukazte, Ze vektorové pole F je potencialni pravé tehdy, kdyz rotF = 0.
4. Vypoctéte gradient skalarntho pole
u(r) = Acos(R -7+ 9),
kde 7= (x,y, 2), i je konstantni nenulovy vektor z R3 a A a § jsou nenulové konstanty.
5. Vypocetéte divergenci vektorového pole () zadaného predpisem
N T ol axr
(1) u(r) = GE (i) u(r) = T
Uvazujte, ze @ € R? je konstantni vektor.
6. Aplikujte operator rotace na vektorové pole 4(7) zadané predpisem

() @)= (i) @) =dxr

Uvazujte, Zze @ € R? je konstantni vektor.
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Véta. Pro libovolné skaldrni pole f a vektorové pole U plati:

(a) V- Vf=Af
(b) Vdivd =rotV x 4 + A
(¢) AVf = VAf

(d) Aroti =V x AU
(e) rotgrad f =0
(f) V-Vxi=0

Dokazte jednotliva tvrzeni vySe uvedené véty.

Vysledky cvi¢eni
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10. Plosny integral

10.1 Regené piiklady

10.1.1 Ulohy na plochy a kiivky

e Vypodcitejme, popf. interpretujme integral

// (9a — 3z — 3y)dzdy, a >0,
T
T je trojuhelnik s vrcholy A = [0,0], B = [0,2a],C = [a, a]. Nacértnéte T.

Resent:
Integracni obor T' je pro pevné meze pro x

T={(z,y) eR}0<z<a,z<y<2a—y}.

Podle Fubiniovy véty je

//Tf(x,y)dwdy =3 /Oa /xhx(?)a —x —y)dzdy =
N 3/0'1 (/:ar(ga -z y)dy> dz =

a 27 2a—x
3/ [3ayxyy] dz =
0 2

T

a 2 x2 a
3/ (222 — 6ax + 4a?)dz = 3 [x3 —6a— + 4a2:17] 3a
0 3 2 0 X

=5a.

Protoze funkce f(z,y) = 9a — 3z — 3y je spojita, kladna na T', vyjadiuje vysledek objem
V télesa T na obrazku. Jde o téleso, jehoz prumét do roviny z = 0 je trojuhelnik ABC,
shora je téleso ohranicené grafem funkce f(z,y).

Poznamenejme, Ze pro pevné meze y je integra¢ni obor T
f:TlLJTg:{(x,y) ER2,0Syga,OSxﬁy}U{aSyﬁQa,OSxﬁQa—y}.
Jako cvi¢eni muzete vypoctem ovéfit, Ze vysledek je stejny.

e Urcete Jacobian zobrazeni

U
T = arctan —, Y =
v
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Resgent:
Oz O v —u
det(J s = ou ov 2 2 2 2 = 1.
et(J(u,v)) dy dy v L—u v —:}—u
ou Ov

e Odvodme, kolik jest€ zbylo tekutiny ve sklenici tvaru valce o poloméru a a vysce v poté, co
po vyliti zustala naklonéna tak, Ze v ni hladina prochéazi stfedem dna a dotyké se horniho

okraje stény.

polomér
podstavy=a

vyska=v

Reseni: Téleso T po vyliti je mnoZina

T:{(J;,y,z)€R3,—a§x§a,0§y§ \/a2—x2,0§z§§y},

a pvVaZ—z? Ly
V(T) = /T dedydz = 2/0 /0 /0 dzdydz =

) a prva?—z? a 92
v/ / ydydz = U/ (a? — 2%)dz = Za’v.
a Jo Jo 0 3

a

10.1.2 Ulohy na plosny integral
e Vypoctéte plosny integral
z
———=dS,
/ /S V2 + y?
kde plocha S je zad4na parametrizaci ® : D — R3,
u v

®(u,v) = (5, - uv) . D=(1,2)x(1,2).

Reseni Tefné vektory:
1 v u 1
a:(xU7yU7zU) = <’_ U> ) €—2>: (xv7yv7Z’U) = <_2>u7u> .

Normaélovy vektor k plose:

i j k

1 v 2 2
ﬁze_fxe_g: - ) V| = _l’_j’o .

v ft u v

U

R
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9 2 2 2 4 4
7| = \/(_U> + <_u> =2. m, dS = |7 |dudv .
u v u?v

uv ut + v

z
dS:// W o MY qude =
//S V2 + y2 a2x(2) | [(2)? 4 (2)? wrz Y

U ut + v 2 2 9
:2// . dudvz?/ udu-/vdv:.
1,2yx(1,2)  Jut + vt u?v? 1 1 2

w2v?
// 2dS,
S

kde plocha S je zadana parametrizaci ® : D — R3,

e Vypoctéte plosny integral

®(u,v) = (u cos(v), u sin(v), u2) , D =(0,3) x {( ,g)

Reseni: Tectné vektory:

e = (Tws Yu, 2u) = (cosv,sinwv, 2u) , e = (Tv, Yo, 2v) = (—usinv, ucosv,0).

Normaélovy vektor k plose:

i ik
W=elxes=| cosv sinv  2u | = (—2u®cosv, —2u’sinwv, u) .

—usinv wucosv 0

7| = /(—2u2cosv)? + (—2u2sinv)?2 4+ u2 = uv/4u2 + 1, dS = |7 |dudv.

s 3 3
// 2dS:/2dv/ 2u\/4u2+1du:7r-/ 2u/4u? + 1du =
(0,3)%(0,F) 0 0 0

2
ul+1 = w
Sudu = dw T
0 o we _5(37\/37—1).
u=3 = w=37

10.1.3 Aplikac¢ni priklady
e Stfecha budovy je pokryta snéhem (viz. obr) o plosné hustoté

Y0

= ¢ jsou konstanty .
1+c(y+2)’ Tiel Y

v

Vypoctéte celkovou hmotnost snéhové zatéze.
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Obrazek 10.1: St¥echa pokryta snéhem — geometrie problému.

ReSeni: Pri vypoctu nehraje roli vyska budovy, ale jeji pudorys a thel sklonu stiechy c,
ktery je také dan. Rovnice stife$ni roviny je z = ky, k = tg«a, takze pro normalovy vektor

plati
n=(0,—k1), n=|n]|=vk>+1.

Hledanou hmotnost snéhu vyjadfime ploSnym integralem skalarniho pole:

- ks
m = / v(x,y,z)dS = /1+cy+z ds = ’yo// k+1 k* 4 1dzdy .

Integracni oblast D = (0, a)(0,b). Dostaneme

YoV k2 + / / —————dady = aypVEk?+1 /
Substituci vypocteme integral a dostaneme vyslednou hmotnost stfesni zatéze:

_anVk?+1
ek +1)

dy

ck:—i—l ck:—l—l

In(1+ be(k +1)).

10.2 Priklady k procviceni

1. Mnozina M je ohrani¢ena parabolou y = 1 — az?, a > 0, a osou z. Najdéte parametr b

tak, aby parabola y = ba? rozdélila M na dvé ¢asti stejného obsahu.

2. Urcete Jacobian zobrazeni, pii némz v termodynamice misto danych soutadnic p (tlak),
V' (objem), pouzivanych v p — V diagramech, zavedete nové soufadnice z,y rovnicemi
x = pV,y = pV", kde konstanta v > 1.

3. Odvodte vzorec pro objem polokoule zadané parametrizaci

T 7 Ccos ¢ sin 0 r >0
Q: |y | = | rsingsiné ¢ € (0,2m)
z rcosf 6 ¢ (0,7/2)

’ Vysledky cviceni
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11. Fourierovy rady a PDR

11.1 Ulohy na Fourierovy iady

11.1.1 Resené priklady

e Rozvinte funkci f(z) =z, z € (0,7), f(7) =0, v sinovou fadu.

Reseni: Funkci f(x) = x rozvineme v sinovou Fourierovu fadu na (—m, 7).

2 nn(ne) = { ﬁfl FF)=0 & f@)=0
b = ; OW (@) sin(na)dz,
=2 /0 " sin(na)de = % <; [ cos(na)]% + % /0 ' cos(n:v)da:> _
=2 (E e Sta) =2 T 2 Sl
S
= by, = (=)t
f(z) = il HnnH sin(ng).

e Rozviiite funkci f(z) = 22, x € (—n, ) ve Fourierovu fadu.

Reseni: Funkce f(z) je suda na (—m,7), tedy plati by = 0 pro k =1,2,.. ..

2 [T 2 [T 2
ag = / f(z)dx = / 2?de = Zn? |
™ Jo ™ Jo 3
2 (7 2 (™,
ar = — f(x)cos(kx)dx = — | x°cos(kx)dx.
T Jo T Jo

Dvoji aplikace metody per—partes dava

T 1 - 9 T
/ 2% cos(kx)dr = = [w2 sin(kx)] —/ zsin(kx)dr =
0 k 0 ko
—_——
=0
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2 1 1 (7 2 2 1
=-Z(-= kx)]g + — kx)dz | = — km) — — -+ sin(kn) .
k: ( Z [z cos(kx)]y + ? /0 cos(kx) x> k27rcos( ) 2T sin(k)
=0
. k . 2 2 k 4 k
ProtoZe cos km = (—1)%, dostavame ay = — - —n(—1)" = —(-1)
) T k2 k2
Fourierova fada mé tvar
2 oo
2 3
962:7;+4(_Cosx+cosl(lx)_coséx)+' >:7; kz coskiﬂf)
e Funkci f(z) = 7% — 22 rozviiite ve Fourierovu fadu na intervalu (—m, 7).
Najdéte soucty fad
Z D B2
=1 k=1
ReSeni: Funkce f(z) = 72 — 2% jesudd =  koeficienty b, = 0.
2 [T 2 174
ap = / (72 — 2%)dx = = |:7T2I - m} —7?,
T Jo T 31 3
2 [T 9 o
an =— [ (7% — %) cos(nz)dz,
T Jo
Vypoctéme jednotlivé integraly:
T 1 ™
/ cos(nx)dz = [ sin(nx)] =0,
0 n 0
2 _
) |u=e v' = cos(nx) psin(nz) 2
xz”cos(nx)der = | , 1. =z xsin(nz)d
w =2x v= —sin(nz) n
n
u=2z v =sin(nzx) 1
/:z:sm(m;)dx = , 1 =—— cos nx) + — /cos nx)dr =
uw=1 v=——cos(nx) n
1
_g. cos(na) L sin(na).
n n
i 2 2
/m2 cos(nx)dz = x? sm;nx) + n—:; cos(nz) — 3 sin(nx) .
Protoze sin(nm) = 0 a cos(nm)(—1)", dostavame
2 Si 2 2 T 2 /(2 4
an =~ [ﬁ E’mg“”) + nigcos(m) -5 sin(nx)}o == <n27r(—1)"> = (-1
Funkece je spojita, a tedy na (—m, ) je
9 0 n+1
72 —z? = §7r2 + 42 ( )2 cos(nz)
n=1
o0 [e.e]
( 1)n+1 5 ) ( 1)n+1 7.(2
r = O:>4Z 2 =1 -0—--71" = TR
n=1 n=1
2 — 1 N
= = 0=-12—-4) — =
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11.1.2 Priklady k procvic¢eni

1. Rozviitte funkei f(z) = x,2 € (0,7) v kosinovou fadu. Konverguje vznikla kosinova rada,
¢f, k f na (0,7) stejnomérné? Mizeme mluvit o konvergenci na celém R? Odpovédi zdu-
vodnéte.

2. Rozvinte funkeci

0, te(—1,0)
jo-]
t, te€{(0,1)

ve Fourierovu fadu. Urcete hodnotu tohoto rozvoje v bodé t = —7.

3. Rozvinte funkeci
f(x) =lz|, x € (—m,m)

ve Fourierovu fadu. Urcete pomoci této hodnoty soucet ¢iselné rady
i :
—1)2°
= (2n—-1)

4. Pro nésledujici funkci najdéte jeji Fourierovu radu, sinovou Fourierovu fadu a kosinovou
Fourierovu radu.
ft)=t—m, te(0,2m).

5. Najdéte Fourierovu fadu pro funkci:
ft)y =1, te(-1,1).

Pomoci této hodnoty urcete soucet ¢iselnych fad

=1 L (—1)k

6. Rozvinte funkci f(z) =sgnx, z € (—m, ) ve Fourierovu fadu.

Najdéte soucet fady

— (—D*
Z k+1°

k=0

[\

Vysledky cviceni

11.2 Ulohy na PDR a Fourierovu metodu

11.2.1 Resené piiklady

e Rozhodnéte o typu rovnice

@—2827“+827u+a%+68fu+0u—0
922 “9zdy ' 9y2 | "or | oy B

Rovnici pfeved'te na kanonicky tvar.
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Reseni

Uréime znaménko diskriminantu

dy 2 dy
— 2—=+1=0.
(dx) * dx * 0

Pro diskriminant plati A = 0. Rovnice je parabolicka. Déale vidime, Ze vySe nalezena cha-
rakteristickd rovnice ma dvojnasobny kofen % = —1. Odtud y(z) = —xz+ C, C € R.
Zvolime & = C, tzn. £ = x + y. Za n zvolime libovolnou funkci proménnych x,y, ktera je

linedrné nezavisla na &, napiiklad n = x. Pocitdme parcidlni derivace

ou ou @

oz~ o oy
du _ du
oy O

Pu _ Fu_,0u o
Ox? 02 Totom  On?

0%u B Pu  0%u
dwoy o0& ooy
Pu D%
o o
Po dosazeni do vychozi rovnice dostdvame kanonicky tvar
0%u

0 0
+(a—|—b)—u+a—u+cu:0.

on? o o

Rozhodnéte o typu rovnice
Pu P
Ox? oxdy = oy?

Rovnici prevedte na kanonicky tvar a napiste jeji feSeni.

Reseni

Uréime znaménko diskriminantu

dy 2 dy
—= ] —2—=+1=0.
<dx> dx+

Pro diskriminant plati A = 0. Rovnice je parabolicka. Dale vidime, Ze vyge nalezené cha-

rakteristickd rovnice méa dvojnasobny koten % = 1. Odtud y(z) = = + C, C € R. Zvolime
¢ =C, tzn. £ = —x+y. Za n zvolime libovolnou funkci proménnych z, y, které je nezavisla
na &, napiiklad n = x. Pocitame parcialni derivace

ou ou Ou

ae ~ o oy

ou  Ou

ay o€

Pu _ Pu_,0u
Ox2 €2 ocon  on?

0%u B 82u+ 0%u
0x0y 02 9€on
0%u B 0%u
o2 0
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Po dosazeni do vychozi rovnice dostdvame kanonicky tvar

0%u
— =0.
on?
Pouzijeme tento kanonicky tvar uvazované rovnice, kde £ = —x + y, n = z. Integrujeme

obé strany podle 1 a dostavame

ou
pro néjakou funkci f. Jesté jednou integrujeme obé strany podle n a dostavame

u(&,m) = f(E)n+ g(§).

Dosadime £ = —x + y, n = = a dostaneme TeSeni
Ulz,y) = fly —x)z+g(y — ).

e Rozhodnéte o typu rovnice

d%u d%u d%u

Rovnici pfevedte na kanonicky tvar a napiste jeji feSeni.

ResSeni
Uréime znaménko diskriminantu

dy 2 dy
=] =3—=+2=0.
(dx) dx+

Pro diskriminant plati A > 0. Rovnice je hiperbolickd. Déle vidime, Ze vySe nalezena
charakteristicka rovnice ma dva koreny: % =1, % = 2. Odtud dostavame y(z) = = + C;
a y(z) = 2x+ Cy. Pouzitim £ = C1, n = Cy dostavame £ = —x +y, n = —2x +y. Pocitame

parcialni derivace

o ou o
or o0& on
i _ ou ou
dy 9 I
0%u 0%u 0u 0u
=5 = b 4 t4—
Ox? 0&2 00N on?
Pu oo
dxdy 02 0&0n omn?
0%u 0%u Pu  0%u
s = ot 2e t -
dy? 9¢*  0gon - on?
Po dosazeni do vychozi rovnice dostdvame kanonicky tvar
2
0°u —0
32
Pouzijeme tento kanonicky tvar uvazované rovnice, kde £ = —x +y, n = —2x + y. Integru-

jeme obé strany a dostavame
ou
bl - F
an (&m) = F(&)

o8
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pro né&jakou funkci F'. Integrovanim obou stran posledni rovnice podle £ dostavame

u(&n) = f(&) +gn)

pro né&jaké funkce f, g, pficemz f musi byt diferencovatelna. Pouzitim & = —x 4+ y, n =
—2x + y dostavame TeSeni

Uz,y) = fly —z)z + gy — 2z).

e Pro prfedem zvolené v € R, [ > 0 napiste TeSeni rovnice

9%u 1 0%u
_—= = — <z<lt>
ot? v28x2’0_x_’ =0,

(vlnova rovnice) s okrajovou podminkou
u(0,t) =u(l,t) =0, t >0

a pocateénimi podminkami

u(x70) = f($)v
ou
—(z,0) = 0
8t (.T, )
pro z € [0,1].
Reseni
Na zacatku hledame funkci @ v sou¢inovém tvaru u(z,t) = X(z)T'(t), = € (0,1), t €

(0, 00), ktera je feSenim rovnice, vyhovuje okrajové podmince, pfi¢emz zatim se nezabyvame
pocatecni podminkou. Dvakrat derivujeme @ podle z, dosadime do rovnice a za predpokladu
X(z) #0aT(t) # 0, délime obé strany vyrazem X (x)7T'(t). Dostavame rovnici, ktera plati,
pokud jeji obé strany jsou konstantni a rovnaji se néjakému 8 € R:

X" (z) 17"(t)

X(r) 2T

7 prvni rovnice dostavame
X" (x) — BX(x) = 0.
Pro 8 > 0 feSenim je
X(z) = a1eV? + age VP 2z € (0,1).
7 okrajové podminky plyne as = —a; a

ai (e‘/Bl — e_\/ﬁl> =0.

Exponencialni funkce je kladna a prosta, proto vyraz v zévorce je nenuloy. Z toho plyne
a1 = 0, a dale as = 0. To znamena, Ze pro 8 > 0 jediné feSeni @ v hledaném tvaru, které
spliiuje okrajovou podminku je konstantni funkce rovna nule.

Pro 8 = 0 feSenim je

X(z) = a1 + agzx, x € (0,1).
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Z okrajové podminky 4(0,t) = 0 plyne a; = 0, a z podminky @(l,t) = 0 plyne aj +al = 0.
Dohromady a; = as = 0. To znamena, ze pro § = 0 jediné feSeni @ v hledaném tvaru,
které spliiuje okrajovou podminku, je konstantni funkce rovna nule.

Necht 8 < 0. Resenim je

X(x) = aj cos <\/Wa:) + ag sin (Mx) , x €10,1].

Z okrajové podminky 4(0,t) = 0 plyne a; = 0, odtud
X(z) = agsin <\/|B]a:> Lz € (0,0).

Obé okrajové podminky plati a zarovein muze byt as # 0 pouze, kdyz \/WZ = nm, to
znamend, 3 = —n’7?/I? s libovolnym n = 1,2, .... V tom piipadé nenulové feseni 4 uvazo-
vané rovnice ve tvaru u(z,t) = X (z)7T(t), které spliuje okrajové podminky, existuje pravé
tehdy, kdyz 8 = —n?72/I? s libovolnym n = 1,2, .. ..

Funkce T bude definovana tak, aby platila druha poc¢ateéni podminka. Z druhé rovnosti v

X"x)  1T(t)
X(z) 2 T() b

s B =—n2r?/I2 plyne

t t
BT 4 by sin @,t € (0,00).

T(t) = by cos

Derivujeme a dostavame

t t
T'(t) = ? (—bl sin 700 D cos nre > .
7 druhé pocatecni podminky
i
8—7:(:1:,0) — X (2)T"(0) = (sin @) : @ by =0

pro libovolné x € [0, 1], odkud dostéavame by = 0.
Z ptedchozi konstrukce plyne, ze funkce u,, ve tvaru u,(z,t) = X (z)7T'(t), ktera spliiuje ob¢
okrajové podminky a druhou pocateéni podminku je definovana vzorcem

nmut nwe

sin - (x,t) €10,1] x [0,00).

up(x,t) = ¢y, cos

Porad musime zajistit platnost prvni pocateéni podminky. Kazda funkce u, je FeSenim
uvazované rovnice a spliuje okrajové podminky a druhou pocate¢ni podminku. Uvazujeme
radu

Zun(:c,t)
n=1

pro vySe definované w,. Vypoc&itame konkrétni konstanty c,, pro které prvni pocatecni
podminka plati. Z prvni poc¢atec¢ni podminky u(x,0) = f(z) plyne

[e.e]

Z Cm SIn m;m: = f(x).

m=1
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xT

Vynésobime obé strany rovnosti vyrazem sin #7* s libovolnym n = 1,2, .. ., zintegrujeme v

mezich od 0 do [ i vyuZzijeme zndmého faktu

l
/ nmwx mmx é, n=m,
sin —— sin ——dx
l l 0, n#m.
0

Obdrzime rovnost
l
/ f(z)sin wdx
0
Plyne odtud, Ze v definici funkei u,, mame pfijmout ¢, rovné

l
nmwx
/ f(z)sin —dx
0

N‘M

a naslednée definovat u wzorcem

Zun(x,t).
n=1

Zbyva dokazat stejnomérnou konvergenci této rfady, ale nebudeme se tim zabyvat.

11.2.2 Priklady k procviceni

1. Rozhodnéte o typu rovnice

@—2ﬂ+@+a%+ba—u+cu—0
Ox? Oxdy  Oy? ox Oy N

2. Rovnici

@—Qﬂ—i-@—l-a%—i-ba—u—i-cu—o
Ox2 0xdy  Oy? ox Oy N

pievedte na kanonicky tvar.
3. Rozhodnéte o typu rovnice
0%u 49 0%u n 0%u B
Ox? 0xdy = Oy?

4. Rovnici

ou P P
Ox? 0zdy = Oy?

pievedte na kanonicky tvar.
5. NapiSte feSeni rovnice

Pu, a1 0%
oz Oy2 2 02’
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kde 0 < x < a, 0 < y < b (vlnova rovnice), s okrajovou podminkou

u(z,0,t) = u(z, b, t) =

0
u(0,y,t) = u(a,y,t) =0
a pocatetnimi podminkami

U(CC,y,O) = f(l',y)

6. Pro predem zvolené v € R, [ > 0 hledame TeSeni rovnice

2352;2127 0<az<lt>0,
(vedeni tepla) s okrajovou podminkou
uw(0,t) =u(l,t) =0, t >0
a pocatecni podminkou

u(z,0) = f(z)

pro z € [0,1].

Vysledky cviceni
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12. Vysledky cviceni

1 Linearni algebra

1.1 Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

1.

A: A\ =4, Ay = =3, vlastni vektory hy = { 2 } , ho = [

i1 - ~1

1 1
matice mé uplny systém vlastnich vektort. Algebraicka nasobnost kazdého vlastniho
¢isla je rovna geometrické nasobnosti a rovna se 1. Jordantv kanonicky tvar je

4 0
(5 1)
[ —4 -2
: A2 = —2, dva vlastni vektory: hy = 1], ha = 0
0 1

Az = 2, vlastni vektor 53 = | — . Algebraicka nasobnost =geometrické nasob-

— N N

nosti. Matice mé uplny systém vlastnich vektort. Jordaniv kanonicky tvar ma tii
klece 1 x 1,

-2 00
J = 0 -2 0
0 0 2
: A = 3 je trojnasobné (algebraickd nasobnost=3) vlastni ¢islo, odpovidd mu jeden

vlastni vektor [ 1, 0, 0 ]T, matice méa deficit vlastnich vektori, protoze geometricka
nésobnost A = 3 je 1. Jordaniv kanonicky tvar ma jednu klec o rozméru 3 x 3,

310
J=10 3 1
00 3
: A = 3 je trojnasobné (algebraickd nasobnost=3) vlastni ¢islo, odpovidaji mu dva

vlastni vektory [ 1, 0, 1 ]T a [ 2, 1, 0 ]T, matice mé deficit vlastnich vektort,

protoze geometrickd nasobnost A = 3 je 2. Jordantv kanonicky tvar ma dvé klece -
jednu 2 x 2, druhou 1 x 1,
310
J=10 3 0
00 3

: A = 3 ma algebraickd nésobnost i geometrickou nasobnost 3, odpovidajici vlastni

vektory jsou [ 1, 0, 0 ]T, [ 0, 1, 0 a [ 0, 0, 1, ]T. Jordantuv kanonicky je

]T
3
J=10
0

o w o

0
0
3
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-1 -1
1 1
A 0l = ol =
1 1
(a) je vlastni vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu A = 1.
1 -7
0 -5
Al =l 7
0 25
(b) neni vlastni vektor matice A.
1 -3
0 0
A 9 | = 6l =
2 6

vektor (c) je vlastni vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu A = 3.

0 0
1 3

A 317 | 7
0 0

vektor (d) je vlastni vektor pfislusny vlastnimu éislu A = 3.

3. Vlastni ¢isla HT-matice jsou diagonalni prvky ¢;;, vlastni ¢isla diagonalni matice jsou di-
agonalni prvky A;.

a— A b
0 c—A
o(A) U o(C). Necht nyni tvrzeni plati pro matici Ty, . Indukei ukazte,

4. Pro matici Thxo tvrzeni plati: det [ } = (a—N(c—=MN), a tedy o(T) =
ze plati 1 pro T(,41)x (nt1)-
5. Ukazeme nejprve pro n = 2.

a0
D_[O AJ.

A1 a Ag jsou vlastni ¢isla matice D. Pro vlastni vektor odpovidajici A; plati rovnice

(D — )qE)i_i =0, h= [h1, ho]T je odpovidajici vlastni vektor

o o o= 0
D_ME_[O AQ—AJ [ 0 0]’

kde jsme piehodili sloupce, abychom ziskali HT-tvar. Tedy nulovy prostor matice D je
N(D - ME)={zecR?z=(07T,tcR}.

Vlastni vektor odpovidajici A1 je napt. vektor [1,0]T .
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Obdobné ukazte, 7e vlastni vektor odpovidajici Ao je napt. vektor (0,1)% a
N(D - ME)={zxcR%xz=(0,t)T,t eR}.
Obecné pro D = diag(A1, A2, ..., Ap) a vlastni &islo A; je nulovy prostor

N(D - NE) ={z R 2=10,0,...,t,0,...,0]", kde z; =t €R}.
Vlastni vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu A; je napf. vektor

h=10,0,...,1,0,...,0]", kde h; =1.

6. Charakteristickd rovnice je
det(A—AE) =0 = A —4) 2 -3\ +18=(A-3)?(\+2)=0.

Tedy matice A méa dvojnasobné vlastni ¢islo A; 2 = 3 a jednonésobné vlastni ¢islo A3 = —2.
Vypoctéme piislusné nulové prostory.

-1 1 -3
A+2E=1| 20 5 10 N[(l) _} _Z’]
2 =2 6
Zpétny chod dava
z:=teR, y=2t o =—t = N(A+2E)={zeR%z=1t-1,2,1]",t €R}.

Tedy algebraicka i geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla A3 = —2 je 1.
Pro vlastni ¢islo Ay = 3 je

6 1 -3
A—3E=1] 20 0 10 N[_g } _3],
9 —4 1

N(A-3E)={z R}z =1-1,0,2]T,t €R}.

Algebraickd nasobnost A = 3 je 2, geometricka jen 1, matice ma deficit vlastnich vektoru.
Abychom ziskali bazi prostoru R?, musime naSe dva vlastni vektory doplnit zobecnénym
vlastnim vektorem.

7. Aplikace na Gersgorinovu vétu. Vsechny krouzky maji st¥ed (n;0) a polomér n—1. V jejich
sjednoceni tedy nemuze lezet 0.

8. Matice A mé charakteristicky polynom A3 —3\—2 a vlastni ¢isla A\; = 2 algebraickou nasob-
nost{ 1 a vlastni ¢islo Ay = —1 s algebraickou nasobnosti 2. Vypoétéme nyni geometrickou
néasobnost, tedy dimenzi ptislusnych nulovych prostori.

-6 -3 -3
A—-2F = 0 -3 0 N{gi(l)]’
6 6 3

N(A-2E)={zeR3z=t-[-1,0,2]",t € R}, dim(N (A —2E)) =1,

tedy geometricka nasobnost vlastniho ¢isla Ay = 2 je 1, a tedy rovna se algebraické nasob-

nosti.
-3 -3 -3
A+ FE = 0 0 0 N[l,l,l],
6 6 6
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-1 -1
NA+E)={zecRz=s 1|+t 0 1|,steR}.
0 1
Dimenze N (A + E) = 2, je rovna geometrické nasobnosti vlastniho ¢isla Ay = —1 a jeho

algebraické nasobnosti.
Nesingularn{ matici podobnostni transformace P sestavime z vlastnich vektort.

Pro A; = 2 je vlastni vektor v; = [—1,0,2]T, vlastni vektory odpovidajici Ao = —1 jsou
vektory ve = [—1,1,0]T,v3 = [~1,0,1]T. Dostavame
-1 -1 -1 1 1 1
P= 0o 1 0], P'= 0 1 0
2 0 1 -2 -2 -1
Pak
1 1 1] -4 -3 -3 -1 -1 -1 2 0 0
ptap=| 0 1 O0|-|] 0 -1 Of|-| 0 1 O0|=|0 -1 0
-2 -2 -1 | 6 6 5 2 0 1 0 0 -1
9. Pron =3 je
[0 1 0 0 1 0
N+N'=|101|, N-N'=| -1 o0 1]/,
|0 10 0 -1 0

det(N 4+ NT —AE) =X(A?—=2), det(N - NT —AE)= -2\ +2).
Vlastni ¢isla matice N + NT jsou Ay =0,y = V2 a3 = —\@, vlastni
¢isla matice N — N1 jsou Ay =0, A2 = iv/2 a A3 = —ivV/2 = (a).

(b) Zde n = 3 je liché, jedno vlastni ¢islo je 0 a matice je tedy singularni.
(c) det(N + NT) =0.

Pron =4 je
01 0 O 0 1 0 0
1 01 0 -1 0 1 0
T _ _nT
N+NT=Vg 101 ] NN 0 -1 0 1]|°
0 01 0 0 0 -1 0

det(N+ NT —AE) =X =3)\2 41, det(N - NT - AE) =X +3)2 +1.

/35
Pro N+NT dostaneme &ty¥i nenulova vlastni ¢isla A = + 2\[ ,pro N—NT dostaneme
-3++5

vlastni ¢isla jsou imaginarni. Matice je regularni. Podil determinant je roven 1.

také Ctyfi nenulova vlastni ¢isla A = + , vyraz v Citateli zlomku je zaporny,

10. Charakteristicka rovnice:
JA=AE|=| -1 1-X -1 [=X(=A+3)=0.
Vlastni ¢isla jsou:

A12 = 0 - algebraickd nasobnost 2, A3 = 3 - algebraick& nasobnost 1.
Geometricka nasobnost = dimenze nulového prostoru ptislusného vlasniho ¢&isla.

1 -1 1
A=0= | -1 1 -1|~[1,-1,1] =
1 -1 1
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Nulovy prostor

1 —1
NA-0-E)={ZcR¥if=a|1|+8]| 0,0 B€R}.
0 1

Dimenze nulového prostoru odpovidajiciho vlastnimu ¢islu A = 0 je dvé = geometricka
nésobnost vlastniho ¢isla A = 0 je 2.

-2 -1 1
A=3 = | -1 -2 -1 N[_é _1”:,
1 -1 —2

Nulovy prostor
1

NA-3-BE)={fecRZ=~| -1 | ,y€R}.
1
Dimenze nulového prostoru odpovidajictho vlastnimu ¢islu A = 3 je jedna = geometricka

nésobnost vlastniho &isla A = 3 je 1.
Nesingularn{ matice P je

-1 1 1 -1 12 000
P= 01 —1 ,P—l_g 1 2 1|,P'AP=|0 0 0
10 1 1 -1 1 003

11. Hledany ortogonalni doplné€k je feSenim homogenni soustavy rovnic reprezentované matici

3 2 -2 2 3 9 _9 9
A=|-10 1 -1~ |00 7 [|=
1 4 1 -1
2 -2
=« _; + 3 (1) ,a,0 €R.
0 2

Ortogonalni doplnék U+ je mnozina viech takovych vektorit z R, pro které je uT - v =

0Vu € U,v € Ut. Zde je tedy UL dvoudimenzionalni podprostor R* generovany vektory
{[2,-1,2,0],[-2,1,0,2]}. Plati

3 9 _9 9 2a0 — 203 0
—a+p 0

-1 0 1 -1 %y =10
1 4 1 -1 23 0

12.
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13. AX+A'=B

002100 1 0oo0l0o L o0
(AlEy=12 0 0(0 1 0|~|0 100 0 5 |=(EA").
02 0[0 01 0013 00
010
Aflzé— 0 0 1 :%B
100
A-X=B-—A'=>B,
) ) o1 o 010 (oo
X:?r%:zﬁ_z 00 1 00 1)1=21100
100 100 010
14.
AX+X=A>-F = (A+E)X=A>-F,
2 1 1
(A+E)=1|1 2 0|, det(A+E)=1 = 3JA+E),
101
2 —1 -2
X=(A+E)'A*’-E), kde A+E)'=|-1 1 1/,
-2 1 3
01 1
X=|10 0
00 —1

1.2 Singularni hodnoty a singularni rozklad

1.

2
, Ug = \{5 ,Ulzm,agzo.
V5

2 4

Typ
ATA = { s

}7)\1210, A2 =0, v1 =

SISl -

2. Ozna¢me nejprve pocet ujetych kilometri jako x a méfeny index tfeni jako y. InZenyr
predpokladé zavislost indexu t¥eni na poc¢tu ujetych kilometri ve tvaru

Yy =ag+air.
Priklad budeme Fegit pomoci norméalnich rovnic (ve smyslu nejmensich ¢tverci),

X'Xa=X", kde @=(a1,a0)",

1 2000
1 6000
5 98000
X=1]1 20000 |, XTX= - |,
L 30000 98000 294 -10
1 40000
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20
18

L T 56

v= 12 ’ Xy_[GOSOOO '
2

Normalni rovnice:
5 98000 e | 56 N
98000 294 - 107 ap | | 608000
ag = 20.61538462, a1 = —0.0004803767661 .

Hledané linearni funkce tedy je

y = 20.61538462 — 0.0004803767661x .

3. Priklad budeme Fesit pomoci normélnich rovnic (ve smyslu nejmensich ¢tverci),

X'Xd=X", kde d=[ag,a1,a0]T,

1 -2 47
1 -1 1 5 0 10
X=[1 00|, X*X=|0 10 0 |,
1 11 10 0 34
1 2 4]
11 7
5 23
7= 3|, X%y=| -21
2 59
2_
Normalni rovnice: }
5 0 10 as 23
0 10 0 |-| a1 |=] —21 =
10 0 34 | ai 59

ap=0.929, a1 = —-2.1, as =2.74.
Hledané kvadratickd funkce tedy je

y=0.929 — 2.1z + 2.742> .

4. Matice A méa hodnost 2, tedy ma dvé nenulové singuléarni hodnoty.
3 1 2
AAT=11 10
2 0 2
Charakteristicky polynom

AAZ—6A+6) = A\ =3+V3, a=3-V3, \3=0.

Nenulové singularni hodnoty jsou
o1 =\3+ \/g, o9 =1\/3— \/g .
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5.
1 _2

ATAz[i ;‘},Alzm,&:o,vl: Pl =] |, o=V, o =0.
V5 V5

6. A € R™™" je nesingularni, tedy jeji hodnost je n a det(A) #0 = vSechna vlastni ¢isla
jsou nenulova a singularni hodnoty jsou kladné.

13 2 2 T |17 8
S HE P
charakteristicky polynom je

det(AAT —AE) = A2 — 34\ + 225 = (A — 25)(A — 9),

tedy nenulové singularni hodnoty matice A jsou oy = V25 = 5, 03 = /9 = 3. Nyni
vypocteme vlastni vektory (sloupce V) matice AT A, kterd ma vlastni &isla 25,9, a 0.
Matice AT A je symetricka, tedy vlastni vektory budou ortogonalni.

Pro A =25 je
~-12 12 2
ATA - 25E = 12 —-12 -2 N[g g ”
2 -2 —17

T
1 1
Odpovidajici jednotkovy vlastni vektor — prvni sloupec V je [, —, 0} .

2" V2
Pro A =9 je
4 12 2
ATA-9E=|12 4 -2 ”[(Z)ZH'
2 -2 —1
Odpovidajici jednotkovy vlastni vekt druhy sl V'[l 1 4r
Oovida]lCl jednotkovy viastnl vekKtor — dru sloupec (] y — s .
p jict j ¥y y sloup j MiT TME
Pro A =0 je
13 12 2
ATA—0E=| 12 13 -2 NH _1 _;L}.
2 -2 8

2 2 117
Odpovidajici jednotkovy vlastni vektor — tfeti sloupec V je [—3, 3 3] .

Ovéite si, ze vektory (sloupce V') jsou ortonormalni.
Pro ¢—ty sloupec matice U plati

1
ui:—Avi.
0;
Tedy
-1
_ . 1
s 2] | Y [
YT MT R0 3 9 V-2 I S U
L . O \/5
T
. 18 1
iy o _1[3 2 2 VI [ ﬂ]
= 92 = — _ —\/T—8 = 1
302 3 —2 ] B -
TS
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Dostavame singularni rozklad

A=USVT =

S-S

S-S
e S-S
ol %‘H &‘H
ol %‘% o

2 2 2
AAT=12 6 2|,
2 2 2

charakteristicky polynom je —A(A — 8)(A — 2), vlastni ¢isla matice AA™ jsou Ay = 8, Ao =
2, A3 = 0 a singularni hodnoty matice A jsou o1 = 2V/2, 09 =2, 03=0.
Nyni vypo¢teme ortonormélni mnozinu vlastnich vektoru matice

2 22 0

ATA=12V/2 6 2
0 2 2
Tyto vlastni vektory tvori sloupce matice V', sloupce matice U ziskime pomoci vztahu
1
u; = — Av;.
oi

1.3 Chemické sité

1. Stechiometrickd matice — chemické slouceniny: E, S1, So, ES1, ES1Ss, E*S1Ss. Ze zapsaného

reakéniho schématu lze vidét, ze 1. a 2., 3. a 4. a 5. a 6. reakce jsou rovnovazné. Pii
uréeni hodnosti stechiometrické matice je tedy mozné uvazovat vzdy jednu z kazdé dvojice.
Vyslednou stechiometrickou matici tedy zapiSeme ve tvaru

-1 0 0
_(1) _(1’ 8 1 [-1 00
V= ~ 3 0 -1 0 |=h)=3.
=10 5 0 01
0 1 -1
0 0 1|

Linearné nezavislé jsou napiiklad reakce 1, 3,5 nebo 2,4, 6 (nebo libovolna kombinace, kde
je vzdy zastoupena pravé jedna reakce z kazdé dvojice).

Soustava mé nekone¢né mnoho Feseni. Rozs{fime-li vyslednou matici z predchoziho postupu
o puvodni reaktanty, ziskdme

-1'1 000 O
A= 00 -1 10 O
00 001 -1

Volime t¥i neznamé jako parametry: xo = r, x4 = s, x5 = t. Pak AZ = 0 plati pro

8
I

OO OO~ =

OO =M= OO

+1

0

= O O O
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Tedy baze prostoru viech Fefent je {(1,1,0,0,0,0)",(0,0,1,1,0,0),(0,0,0,0,1,1)"} a

prostor viech Feseni je podprostor R®,

Vi={ZcR :&=r +t , 1,steR}.

= =0 00O

OO~ OO

OO OO+~

2. Chemické slozky: Ha, O, HoOs. Pfipomenme, ze kazdé reakci odpovida sloupec, kazdé che-
mické slozce fadek. Zde tedy 1 sloupec, 3 slozky:

-1
v=| -1

1

, h(y)=1.

Soustava ma nekone¢né mnoho fesSeni, volim dvé neznamé jako parametry: xo =t, x3 = s.
Pak z; = —t + s. Tedy

I —1 1
r=| a2 | =t 1 |1+s| 0|, tseR.
T3 0 1

1 0
14 v [-1 110 o
=011 ’”_[ 0 -1 1 1}’ hy) =hy") =2
0 1

Soustava ma nekone¢né mnoho feseni, volim dvé neznamé jako parametry: xs =1t, x4 = s.
Pak xo =t + s, 1 = 2t + s. Tedy

T 2 1

. T2 . 1 1
T = 25 =1 1 + s 0 , t,s €R.

T4 0 1

4. Oggtv mechanismus pro rozklad dusiku oxidem
chemické slouc¢eniny: NoOs, NOo, NO3, O9, NO

1 1 0 =17 NyOs
-1 -1 0 3| NO
v=| 1 -1 -1 0| NOs
0 0 1 0 0,
0O 0 1 -1| NO

N2O5 NO2 NOs3 O

2
~1 1 1 0 0 11 10 0
[ 1 -1 -1 0 ~ 2 -1 —1 h(v) = h(¥") =3
0 0o -1 1 1 00 -1 1 1
-1 3 0o 0 -1
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Soustava méa nekone¢né mnoho fesSeni, volim dvé neznamé jako parametry: x5 =t, x4 = s.
Pak x3 =t+ s, 290 = —%s, 1 :t+%s. Tedy

T 1
T2 0
r=|x3 | =t| 1| +=s , t,s €R.
0
1

Lq

O NN =

L5

2 Linearni a nelinearni regrese
1. Mocninnou funkci Ize logaritmovanim prevést na linearni:
InSh=InA+ BlnRe+ ClnSc

a ur¢it hodnoty parametrit A, B, a C podle vztahu p= (XTX)71X ¢, kde X;1 = 1, X; 2 =
In Re;, X; 3 = InSc;,y; = In Sh;. Vysledny vektor p’je vektorem hledannych parametrii ve
tvaru [ nA B C }

1 7.520 0.198 7] [ 2.529 7]
1 8133 0.198 3.083
1 8511 0.198 3.328
1 7372 1.010 2.799
X =11 7516 1.010 y= | 2.936
1 7.641 1.010 3.041
1 8.274 —-0.806 2.509
1 8.544 —0.806 2.756

L 1 8769 —0.806 | | 2.965 ]

1 1 1 1 1 1 1 1 1

XT = | 7520 8134 8511 7.372 7.516 7.641 8274 8544  8.769
0.198 0.198 0.198 1.010 1.010 1.010 -0.807 —-0.807 —0.807

9.000 72.280 1.206 97.376  —11.999 —6.720
XTX = | 72280 582.709 6.916 |, (XTX)"™'=| —11.999 1480  0.826
1.206  6.916 5.127 —6.720  0.826  0.662

5.813 —1.542 —6.078 2.132 0.404 —-1.096 3.513 0.273  —2.427
—-0.377  0.129 0.441 0.038 0.157 0.260 —0.419 -0.196 —0.010

(XTX)_lX = |: —0.706  0.201 0.761 —0.254 —-0.041 0.144 —-0.419 -0.020 0.313

—4.083
P=XTX)"'Xg=| 0794
0.648

Po dopoéteni ziskame, A = e~4083 = 0.017, B = 0.794,C = 0.648. Experimentalni data
byla zkorelovana rovnici Sh = 0.017Re0 79450648,

3 Implicitné zadané funkce

1.
G(4,3) =16 —-36+27—7=0.
oG

oG
— =— 2 T (4,3)=-12+27=1 :
ay(w,y) 3z + 3y~ 8y(’3) +27=15+#0
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Podle véty o implicitnich funkcich definuje rovnice G(x,y) = 0 na okoli bodu (4; 3) impli-
citné funkci jedné proménné y = f(x). Vypocteme y'(4):

y'(z%) i Catt) —%(4’3):7
9% (2%, y*) 95(4,3) 15

Potom, protoze Af = df (diference = diferencialu), je

f(x) = f(z*) = f'(«")(x — ™) pro = € Osz™,
tedy
y1 =y(x1) =y(x*) + 9/ (") (x1 —2") =3+ 1%0.3 =3.02.

Na kalkulacce je G(4.3,3.02) = 0.075608 # 0, ale bod (4.3; 3.02) nelezi na nulové vrstevnici
funkce G(z,y), ziskali jsme tedy jen aproximaci
y(4.3) = 3.02.

2. Vypoc¢téme si parcialni derivaci G:
G.(x,y,z) = 8xz — 6yz.
(a) V bode A = (1;1; 2) je
G(1,1,20) =1+3+422-322 —1=0 = 3+2 =0,
takové zp neexistuje, nelze definovat funkci z = z(z,y).
(b) V bodé B = (1;0; 29) je
G(1,0,20) =1+0+422-0—-1=0 = 2 =0.

Pak G,(1,0,0) = 0, neni tedy splnéna podminka nenulovosti G, (1,0, 0) a tedy rovnice
G(z,y, z) = 0 nedefinuje na okoli bodu (1,0, 0) implicitné funkci z = z(z,y) .

(¢c) V bodé C = (0.5;0; zp) je

Zkontrolujme, zda G, je nenulové v téchto bodech:

Lo YT _ Lo VT _
Gz (27074>_ﬁ7é07 GZ (270a_4>__\ﬁ7£0 =

rovnice G(z,y, z) = 0 definuje na okoli bodu (%, 0; %) a bodu (%, 0; —%) implicitné
funkci z = z(z,y).
Nyni vypocteme derivace z, a zy:

0 _ 95 _ _32°+4?
or %_ 8xrz — 6yz
Tedy
Oz (1 VY __ 5 0zl VT)_ 5
or \2"7 4 | oy7’ 9z \2°7 4 ) oyT’
0:_ Gy _ _by=3
oy %—f 8xz — 6yz’
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16 = Oy

dy 4 4 16

8z<‘0‘\ﬁ>_3\ﬁ 82(1'0' ﬁ)_ 37
27774 ) B

Pomoci totalniho diferencidlu odhadneme zménu z:

As azm+a
iy oy

z 1 1
Ay, kde Az = = Ny=-02—-0=—=.
5 y, kde Ax=0,6—-0,5 10’ Y 0, 0 5

Pro odpovidajici zménu Az dostavame

VT A 41
roz1=—: Nz=———,
Pros =14 807

41
pr022:——\ﬁ'A =

D ANz=——.
4 807
3. (a) F(z,y,2) =22 —2y*+ 22 —dax+22—-1, A=(0;1;1),
OF OF
P(0,1,1) = =24+142-1=0, S- =242 “-(0,1,1)=4#0 =
z z

na okoli bodu A je implicitné definovana funkce z = g(zx,y), g(0,1) = 1.
Vypoéteme piislusné parcialni derivace tak, ze budeme derivovat rovnici F(x,y, z) = 0
postupné podle jednotlivych proménnych:
podle z, z = z(z,y)
0z 0z 2—x 0z

0z
2 22— —4+42—=0 —=—, —(0,1)=1
T “or Ox or z+1’ 8:6(’ ) ’

podle y, z = z(z,y)

8z_0 82_ 2y 8(01)

9:
Ay 49,27 huded
yrg t25 dy 241 oy

2x podle z, z = z(x,y)

0z\? 9%z 0%z 92 —1- (&)2 92
242 = 2 L0902 _ g 2 _ " \ow) 9F _
+ (ax) t2255 12520 9 11 a0 =1,

2x podle z,y, kde z = z(x,y)

|

2<az>_<8z>+2 0%z 0%z B 0%z B %'%Z 0%z 1

Ay oz z@x@y +28$8y =0 ordy 241" 8x8y(0’ ==

2x podle y, z = z(z,y)

2
0z

A 9%z 0%z 0%z 2_<<‘Ty> 9%z 1

442 PR A A (N

* <3y> * 82+ dy? 0 dy? z+1 ’8y2(0’1) 2

(b) F(z,y,2) =2 +y3+22—2—-1, A=(1;0;1),
B or ., oF B
F(LO1) =0, S-=3:2—1 S-(1L,0,1)=2#0 =

na okoli bodu A je implicitné definovana funkce z = g(z,y), g(1,0) = 1.
Vypoéteme piislusné parcialni derivace tak, ze budeme derivovat rovnici F'(x,y,z) =0
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postupné podle jednotlivych proménnych:
podle x, kde z = z(x,y)

0z 0z 0z 32 0z 3
3r2 4322 -2 =0 2= Z(1,0)=-=
I+Zax oz Oz 322 -1’ ax(’) 2’

podle y, z = z(z,y)

0z 0z 0z 392 0z
32 +32 -2 =0 Z=——F— “Z(1,00=0
Yooz oy Oy oy 322 -1’ 8y(’ ) ’

2x podle z, z = z(x,y)

2 2 2 2 6r— 62 (22)2 92 1
6x—|—62’<az> pgple Do Po 6r-Ga(m) P 15

o 0x?2  Oz2 ox2 322 -1 " 0x2

2x podle z,y, kde z = z(x,y)

2 2 2 629z . 0z 2
62 0z (9= +Z2BZ—Q:0 0z _ o %, 82(1,0)207
Ox Oy Oxdy  Oxdy 0x0y 322—-1" 0xzdy
2x podle y, z = z(z,y)
2
oz
92\ > 20?2 0%z 0%z 63/""62(%) 0%z

F(z,y,2) = exp(x)—zyz+2°—2, A= (1;2;0) = F(1,2,0) =e—0+1-2=e—1#0.

Bod A nespliuje podminku F(1,2,0) = 0, neleZi na nulové vrstevnici funkce F', rovnice
F(z,y,z) = 0 nemuze na okoli bodu A implicitné definovat funkci z = g(z,y) .

F(z,y,z) =xcosy+ycosz+zcosx —1, A=(0;0;1),

F(0,0,1) =0, g—f = —ysinz + cos z, %—Z(0,0,l) =1#0 =
na okoli bodu A je rovnici F(x,y,z) = 0 implicitné definované funkce z = g(x,y),
g(0,0) = 1.
Vypo¢teme piislusné parcialni derivace tak, ze budeme derivovat rovnici F(z,y,z) =0
postupné podle jednotlivych proménnych:
podle x, kde z = z(x,y)

cosy+y(—sinz)§; + cosxg; =0 g; = ysinczo%’ g;(0,0) =-1,
podle y, z = z(z,y)
—xsiny + cos z — y sin zgz + COS{L‘gZ =0 g; = j:ysl?nyzlc(?(jszx’ g;( ,0)=-1,
2x podle z, z = z(x,y)
92\ ? . 0%z 0Oz 0%z
—1 COS 2 (83:) —ysinzo—5 —sinao + COSTH—5 = 0
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@ ycosz(gz) —i—smxg; 0%z %2 0,00 =0,

0x? —ysin z 4 cos x Ox?
2x podle z,y, kde z = z(x,y)
i ) 0z 0z 0z ) 0%z n 0%z
—siny —sinz | — | —ycosz | — |- | =— | —ysinz—— +cosz =0,
4 or Y ox oy Y 0x0y 0xdy
922 smy—i—smz(9 +ycoszgi gz 922
v, (0,0) = —sin1,
oxdy —ysinz + cosx " Ox0y
2x podle y, z = z(z,y)
0%z 0%z

z 02\ 2 . n 0
—SIIlZf—SlHZf COSs 2 —_— — SIn z2—— COST——= = N
y dy YSIEG 2 9y2

—x Cosy 9y 9y
5 2
92, Tcosy+2sinz Z—I—ycosz<8y> 922 .
= , =—(0,0) = —2sinl.
oy —ysin z + cosx Oy?
(a) Definujme funkci F' : R> — R piedpisem F(x,t) = f(z) —t - g(x). Pak funkce F je

4.
spojita, F(0,0) =0 a
oF oF
—(z,t) = f'(z) —t-¢'(x) = —=—(0,0)= f'(0) #0.
e =@ -1g@ = 20,0 =10 #
Podle Véty o implicitnich funkcich existuje § > 0 tak, Ze pro |t| < § definuje rovnice
=0.

F(z,t) = 0 implicitné spojitou funkci x = z(t), pficemz x(0)

(b) Derivujeme obé strany rovnice f(x(t)) =t - g(x(t)) podle t. Pro |t| < ¢ je
0
_90

i = 98 gy = — 2(0) 4 2 (0t — O) =
x(t)—f,<t), 0)=0 = Ti(t) ==(0)+ 2 (0)(t —0) 70)

5. Polozme Fy(z,y,2) = 23y — 2 — 1 = 0, Fy(x,y,2) = v + 3% + 23 — 6 = 0. Vypocteme

Jacobian v bodé (1;2;1):

OF; OF; OF,
J_[():Jcl En ai]_[i’)ﬁy o —1] J([121])—[6 1 —1]
oo o [T 1 gy s L
Determinant
oFy OFy 6 1
ox oy - _
‘3}72 31?2‘ _’1 4'_237&0'
oz oy |[1 .
Podle véty o implicitnich funkcich existuji funkce x(z) ( ) tak, ze Fi(z(2),y(2),2) =
0, Fy(z(2),y(2), 2) = 0. Vypocteme jejich derivace: /(1),y'(1) (derivujeme podle z):
ror Or T 3F1
ox oy
OF;  OF; [ or, ] '
L Oz oy
Derivace vyc¢islime a dostaneme soustavu
6 11 [ (1) ! ) 7, 19
[1 4] _y'(l)] _—3] =55 v =53

Nyni aproximujeme z(1,1) a y(1, 1) napiiklad Taylorovym polynomem 1. stupné

7
x(1,1) = (1) +2/(1) 0.1 =1+ .01=103

y(1,1) = y(1)+4¢'(1)-01=2- %0.1 =1.91

Dostavame odhad x = 1.03;y =1.91;z = 1.1.
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Fi(z,y,z,u,v) = 22° 419>+ 22 +u? —o?
By(z,y, z,u,0) = 2% 4224+ 2u—w,

Xo=(1;-1;1), Uy = (0;2) . Ovéfeni podminek existence:

a) F1(1,-1,1,0,2) = 2+1+1—-4 =0, F»(1,-1,1,0,2) = 1+1—2 = 0, Tedy
F(Xo,Up) =0 € R2

b)
oF, O0F
| ou ov | | 2u —2v 10 —4
DyF = OF, oF, |~ [ 5 _1 ] , DuF|u 1102 = [ 9 _1
ou  Ov

det(Dy F) ‘(1’_171,072) =8#0 = DyF ‘(XO,UO) je regularni, hodnost je 2.

Pak z a), b) plyne, Ze existuje okoli B bodu (1,—1,1) v R? a jednozna¢né uréené zobrazeni
g : B — R? takové, 7e

s=atea = B0V | anw=[ 3]0

Tedy g(Xo) = Uy, g € C®(R?) a F(X,9(X))=0V X € B.

Derivace:

OF, OF 0OF
Dg(X) = = (DuF(X,g(X)) " (DxF(X,g(X)), DxF=| S& S4 92
dr Oy 0z

C[4z 22 22 4 -2 2 1] -1 4
DXF_[% 0 2z ]| _[2 02]’[DUF] _8[—2 0]

(1,—1,1,0,2)
1[ -1 4 4 -2 2 1] 21 3

Dg(X)\“,_m__a;[—z 0]'[2 0 2] - _4{—4 2 —2}'

4 Numerické reSeni DR - poc¢atec¢ni tloha
1. Charakteristicka rovnice ma pro zadanou soustavu tvar

M43\ —4=0.

Jednoduchym testem zjistime, Ze Ay = 1 je kofenem této charakteristické rovnice. Nasledné
pouzijeme napiiklad metodou neurcitych koeficienti,

M43 —4=A-1)(aN+bA+c) = (A= 1)(IN2 + 4\ +4)

a nalezneme i zbyléa vlastni ¢isla matice A, Ao = A3 = —2.

Matice soustavy mé tedy jedno redlné vlastni ¢islo \; = 1 s algebraickou nésobnosti 1 a
jedno realné vlastni ¢islo A2 3 = —2 s algebraickou nasobnosti 2.

K nalezeni obecného FeSeni soustavy ' = Az potfebujeme znat vlastni vektory matice A.
Pro vlastni ¢islo Ay = 1 ziskame,

) 0 0 1 hia 0
(A—ME)h = | -3 -3 1 his | =10
0 0 —1]] his 0
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a po vyfeSeni soustavy napiiklad Gaussovou eliminaci ziskdme vlastni vektor Hl(s) =
(—s,5,0)T, t € R\{0}. Pro nalezeni obecného fegeni ale potiebujeme pouze jeden vlastni
vektor a tedy budeme volit s = 1 a ziskdme hy = (—1,1,0)7.

Pro piipad vlastniho ¢isla Ao 3 ziskame,

) 3 0 177 hay 0
(A=Xg3E)ha=| =3 0 1| | hao | =0
0 0 0] | hog 0

Vsimnéme si, Ze matice (A — Ag3FE) ma hodnost h(A — Ay 3E) = 2 a tedy dimenze ja-
dra zobrazeni definovaného touto matici N (A — A2 3F) = 1. Vlastni &slo Ao 3 ma tedy
geometrickou nasobnost 2.

P1i hledani vlastniho vektoru l_ig tedy volime jeden parametr. Priklad vlastniho vektoru
pro volbu hao = s = 1 je hy = (0,1,0)".

Jelikoz N (A—X2 3E) = 1, musime hledat zobecnény vlastni vektor matice A. Ten nalezneme
vyfeSenim soustavy,

3 01 k11 0
(A — )\273E)h2 = -3 0 1 kLQ = 1 = hs.
0 00 k13 0
VyfTeSenim soustavy a volbou k12 = s = 1 ziskAme zobecnény vlastni vektor ve tvaru

k1= (-1/3,1,1)" .
Resenf zadané soustavy hledame ve tvaru
x(t, Cq,Co, 03) = Clekltf_h + 02e>\2,3t52 + Cge/\2’3t(52t + El)

a po dosazeni ziskame

-1 0 0 ~1/3
z(t, 01, Cy, C3) = Cyet 1 +Che 2| 1 | 4+ C3e72 1 |t+ 1
0 0 0 1

2. Neprve nalezneme numerické feseni pomoci zadané metody a nésledné rovnici vyfeSime
analyticky a porovnéme ziskané vysledky.

Numericka €ast: Oznacme si pravou stranu rovnice y' = e” + y jako f(z,y). Zadanou
rovnici poté mizeme prepsat do tvaru y' = f(z,y). Dale si oznacme integracni krok h :=
Tiy1 — X4, 1 = 1,2,.... Metoda Runge-Kutta 4. fadu je pro toto znaceni zadéna piedpisy,

kv = hf(zi,y:)

1 1
ke = hf(xi+ shyyi+ ki)

TR
ks = hf(wi+§h,yz‘+§k‘2)
ky = hf(x+h,y + k3)
1 1
Yirl = Yi+ g(lﬁ +ky) + g(’@ + ks3)

Ozna¢me si nyni poc¢ateéni podminku yo = y(0) = 1 a postupné dosazujme do vySe uvede-
nych vztahii pro h = 0.1. Vysledky jsou zapsany v niZe uvedené tabulce.

Pozn: Metoda Runge-Kutta 4. f4du ma piesnost O(h* a pro krok h = 0.1 by tedy méla
vracet priblizné 4 platné desetind mista. Ve vysledkové tabulce jsou vSsechny hodnoty zao-
krouhleny na 5 desetinych mist. V priubéhu vypoctu byla z diivodu omezeni zaokrouhlova-
cich chyb pouzita presnost vyssi.

Hledana hodnota je 7(0.2) = 1.46568.
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{ x; Yi k1 ko k3 k4

0 0.00000 1.00000 0.20000 0.21513 0.21588 0.23210
1 0.10000 1.21569 0.23209 0.24936 0.25022 0.26873
2 0.20000 1.46568

Analyticka ¢ast: Resen4 rovnice je nehomogenni lineérni diferenciélni rovnici prvniho
Ffadu s konstantnimi koeficienty a specialni pravou stranou. Pii feSeni nejprve nalezneme
obecné FeSeni pridruzené homogenni diferencialni rovnice, yor(x,C) a nasledné metodou
odhadu nalezneme partikularni feSeni rovnice nehomogenni, ypy (). Obecné FeSeni zadané
rovnice ziskame jako,

y(z,C) = you(z,C) +ypn(z).

Pfidruzena homogenni rovnice ma tvar 3y’ —y = 0, jeji chakteristicky polynom je A\—1 =0
a kofen charakteristického polynomu A\; = 1. Resenfm pridruzené homogenni rovnice je
tedy funkce

you(z,C) = Ce”.

Prava strana rovnice f(z,y) = e®, kde a = 1. Zaroven je a = A1 a tedy partikularni feseni
zadané rovnice hledame ve tvaru

YPN = l‘ethm(.f), M =1 dalepak m=0 = P,(z)=A, A€R.
Dosazenim ypy do FeSené rovnice ziskdme
Ae” + Aze” — Aze” =¥ — A=1.
Obecné feseni nehomogenni rovnice tedy je
y(z,C) =you(z,C) +ypn(x) = Ce® +xe® C,x €R.
Partikularni FeSeni vyhovujici po¢ateéni podmince y(0) = 1 ziskdme dosazenim,
y(0,C0)=C=1 = yp(x) =e"(1+2).
a hledana hodnota y(0.2) = 1.46568. Hodnota chyby tedy je e = |y(0.2) — y(0.2)] =
|1.46568 — 1.46568] = 0. Ve sledované piresnosti péti desetinych mist se tedy nalezené
numerické feseni od presného nelisi. Odlisnost je e = 5.52 - 1077,
6 Newtonova metoda
1. Pomoci vhodného obrazku zjistime, kde pfiblizné lezi kofen.
3, .3
| z+y’ =3y | |0
Flz,y) = [ exp(z) — 2y } - { 0

Newtonova metoda:

DF(z) Az, = —F(x)
Tpy1 = xp+ Amy,
|
_ 322 — 3y 3y? — 3z
DF(z) = [ exp(x) -2 '

-2 -1 0 I 2 Zadana poc¢atecni aproximace: zg = (—1;0).
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1. iterace:

DF(z¢) = [ expi())—l) _3 ] » Flao) = [ exp_(l—l) ]

Axy = [ 0.1261834619;0.2071498713 | = =z = [ ~ 08738165381 ]

0.2071498713

2. iterace:

DF(2y) = 2.290666027 —0.6214496139 Flay) = —0.1152853131
V=1 0.4173556520 ) ’ U= 1 0.0030559094

Gaussova eliminace:

Ay | 0.0537879498769325 L. _ [ —0-8200285882
27| 0.0127523071419892 271 0.2199021784 | -

Pro kontrolu zkusme vypocitat hodnoty funkce F'(x2):

Fy(z2) = 0.00018635115, Fy(x2) = 0.0006147067 .

. Pomoci vhodného obrazku zjistime, kde pfiblizné lezi kofen.

i +y—1 0
Newtonova metoda:
¥ DF(.CCk)Al'k = —F(wk)
Tpy1 = T+ Axy
322 1
-1 0 2 3 4 DF(m) N [ -1 3y2 ] ’
' Zadané pocatecni aproximace:
xo = (0,5;0,5).
-1
|_,r"+r—l_}'3—r'——tl
1. iterace:
0.75 1 —0.375
DF(wo) = [ ~1 0.75 ] » Flwo) = [ 0.625 ]
0.58 1.08
Axl[—o.oes] - ””1[0.44] '
2. iterace:
3.49920 1 0.6997120000
DF(w1) = { -1 0.58080 ] » Fla) = [ 0.005184000 }

Gaussova eliminace:

[ —0.132310144468718 ] [ 0.9476898555 }
Al’g = 2 = .

—0.236732342528101 0.2032676575
Pro kontrolu zkusme vypocitat hodnoty funkce F'(x2):

Fy(x2) = 0.0544031387, Fy(x2) = 0.0607087045 .
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7 Fazové portréty soustav linedrnich DR
1. Soustava je lineadrni s matici, determinantem a stopou matice soustavy:

0 1

A:[—k —b

] trA=—-b detA=%

Fazovy portrét vysSetifime na zakladé hodnot stopy a determinantu matice A:

(a) trA =0, detA = 1. Fazovym portrétem pro netlumené kmiténi je centr.
(b) trA = —0.5, detA = 1, detA > %. Fazovym portrétem pro tlumené kmitani je

stabilni ohnisko.

0.25 0.25

)

=
025 -0.2 -0.15 -0.1 -&éy 01 §15 02 025
- 5 3

Obecné feSeni uréime pomoci vlastnich ¢isel a vlastnich vektori matice A. Vlastni &isla
ur¢ime feSenim charakteristického polynomu matice (A — E\):

det(A—EXN) = -A~=b—A) + k=X +b\+k

et b VPR Troo e £ . e
Vlastni ¢isla jsou Aj 2 = M. Jim piislusné vlastni vektory uréime feSenim soustavy
(A—EXN)h; = 0.

(a) )\122',/\2:—1}51—[_11}522[:1]-

dz . .
a | i it N BT 2cost
E IR g e

—0.25 —0.971 ] P [ —0.25 + 0.97i
y 12 =

(b) A1 = —0.2540.97i, Ay = —0.25—0.97i, hy = [ ) )

[ ?Tf :| - [ —0.25-0.971 :| e—0-25¢+0.97i¢ + [ —0.25 4+ 0.97i } e—0.25t—0.97i¢t _

dv
T 1 1
. 2e7 025 c0s 0.97t 1
T | 27925 (—0.25 cos 0.97t — 0.97 sin 0.97¢)
'Pro vypocet jsme pouzili Eulertiv vztah, e®t* = e%(cosbt + isinbt), rovnosti sin(—t) = —sin(t),
cos(t) = cos(—t) a rozklad dvojélenu na soucin a® — b*> = (a + b)(a — b).
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Poznamka: Snadno se presvédéime, Ze v(t) = z/(t).

Fézovym portrétem netlumeného kmiténi je centr, tlumeného kmiténi je stabilni ohnisko.

ReSenfm soustavy pro netlumené kmitani jsou funkce z(t) = Ccos t, v(t) = —C'sint.
Resenim soustavy pro tlumené kmitani jsou funkce

z(t) = Ce " cos0.97t, wv(t) = —Ce "% (-0.25c050.97t — 0.97sin 0.97t) .

8 Fazové portréty soustav nelinedrnich DR

1. Rovnovazné stavy:
5—24+1y2=0 A 4—12=0.

4 rovnovazné stavy: S = (3;2),52 = (3;—2),53 = (—3;2), 5, = (—3; -2),

saw)=| 75 5]

-6 4 - 1
J(Sl):{ 0 _4] =>)\1:—6,h1=[0]>

Ay = —4, l_ig = [ ? } = 5 je stabilni uzel

-6 —4 - 1
J(SQ):|: 0 4:|:>)\1:—6,h1:|:0:|,

Ao =4, hy = [ _i} = 55 je sedlo

J(Sg):[g 4} :>A1:6,51:[é],

Ao = —4,52 = [ _; ] = 53 je sedlo

6 —4 - 1
J(S4)=|:O 4:|?)\1:6,h1:|:0],

Ao =4, Eg = [ i ] =S4 je nestabilni uzel
2. Rovnovazné stavy:
—224+y+2=0 A 3—12=0.

4 rovnovazné stavy:

51:< \/§+2;\/§>, 52:(— \/§+2;\/§>,

53:< —¢§+2;_¢§>, s4:<_ —\/§+2;—\/§>,

J(w,y)z{_zg _2;]
J(Sl)—[_2\”/§+§ 2\/%] = A =-2\/V3+2, Hl—{ﬂ,
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Ao =—2V3, hy= [ ) 21316 } = S je stabilni uzel.

J(SQ):[2\/\/§+§ _2\%] S =2/VE4e, Hl:[é]’

Ao = —2/3, hy = [ 7 ;278 } = Sy je sedlo.

J<S3>=[‘2 Va2 N%] = n=-2/-vaen =]

Ay = 2\/3, ﬁg = [ 3 81637 ] = 53 je sedlo.

J(S4):[2 —\/§+§ 2\/%] = A =2\ —V3+2, Elz[é],
1

Ao =2V3, hy= [ 5 4988 ] = S5 je nestabilni uzel .

9 Zaklady vektorové analyzy

1.
i ’F (l‘,y,Z)
Uu\r = —= —m— = , , , T,Y, 2 0,0,0.
%_ 0 _ y? + 22
oxr Oz x2+y T22) (22424 22)32)
0f2 _ 0 I
oy 0y x2+y VIRt R+ 2] (a2 4y 22320
Ofs _ 0 _ 2+
0z 0z \/m o (x2+y2+22)3/2’
1 2 2
U (22 + y2 + 22)3/2 (227 + 2y~ + 227) (22 + 32 + 22)1/2 |||
2.

O =VATPFA=A, Af=Y-Vf

Pro (z,y,2) # (0,0,0) je

@)

0Of = Of__y o= g T
o PR i2 U ot 2 0: i is G
Vypocteme jesté potiebné druhé derivace:
82f_ y? + 22 an_ 22 + 22 82f_ 22 + o2
oxr2 (%2 +y2 —|—22)3/2 ’ 8y2 o ($2+y2+22)3/2’ 022 (132 +y2 _|_22)3/2 ’
o*f  0*f  O? 2 2
IV O O S S S
ox?  0y? 0z Vaz+y2+22 |7
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3. Oznacme ﬁ(x,y,z) = (fi(z,y, 2), fa(z,y, 2), f3(z,y,2)). Necht F je spojité diferencova-
telné na jednoduse souvislé oblasti G C R3. Pak F je potencialni na G <=

ofi _0f OHh _0fs Ofr Ofs

oy Ox 0z Orx 0Jz Oy V(v,y,2) €G =

of _0f 0N Ofs _ Ofr Ofs _
oy or =0A P o =0A 9, By =0 V(r,y,2) €G.
i j k
7 |9 9 9 |_(0fs_ 0f 0f 0fs 0fa OfY _
rotF(w,y, 2) = ox Oy Oz _<8y 0z 0z Oz’ dx Oy = (0,0,0).
h fo fs
4.
U(F) = U($, Y, Z) = ACOS((K‘b K2, K3)($7 Y, Z) + 6) .
ou .
9 = — Ak sin(k1x + Koy + K32 4+ 6)
x
ou .
ol —Akgsin(k1x + Koy + K3z + 6)
Yy
gu = —Argsin(k1x + Koy + K3z +0) .
z
V- u(r) = —A(k1 + k2 + k3) sin(k - 74 6) .
5. 1)

O Y A y 5 -
0 = 1~ (T T ) ~

Pripomenme, Ze v jednom z piedchozich priklada uz jsme spocitali, ze

ol _ = o _ y ol _ =

or IF" oy I\ 0z (IRl

n n—19||7 n—
ofe _ A" —anllA Tt AP RIAR < ne?) (172 - na?
Oz 72 G 172
n n—190||7
ofy _ PP — w2 - ) (172~ g
dy GES GER GG
n n—10||7 n—
L et | e 1l 50 YO i
9z 72 GES 172
2 _ 2 2 2 _
voa - AP iytes) 3on
7] 7]
(i)
i j k
Ax7T=|a az a3 |=(az—asy,asr —ai1z,a1y — asx)
r Yy =z

. axrt sz — azy a3T — a1z a1y — ask
i) = o =

STAE -\ AR AR AP )Z(f“f”i*)
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of1 _ 0y 3w(agz — agy)
or (alz a3y)am||ﬂ| = ||7:*||5

o _ 00 s Bylasr —arz)
oy — (g, I =

ofs B 02 3z(ary — asx)
0. (aly a2$)az||ﬂ| - ||7:'||5

o 3

V-a(r) = —W(agxz — azxy + asry — a1yz + a1yz —agrz) = 0.

6. (i)

() v U1 V2 U3
U(r) = — = , ,
I \ Va2 +y2 + 22" a2+ 2+ 22 /a2 + 2 + 22

fi= fi(xayaz) = f1(|’ﬂ’)7 1=1,2,3.

) = (f1-f2, f3),

i j k
i —| O 00| _(0n on on  on on on
or Oy Oz oy 0z’ 0Ox 0z O0x Oy )
i fo fs
o wy o u
ay (.’E2 + y2 4 22)3/2 ’ Oz (1’2 + y2 + 22)3/2
o _ of _ w
or (22 +y2 4 22)3/27 0z o (22 + 12 4 22)3/2
of _ v of
Ox (22 +y?2+22)327 0Oy (22 4 y% 4 22)3/2
1 UXT
rot(4(7)) = V22 — U3y, —V1Z + U — 3x, 01y — v2T) = .
() = e )= TR
(i)
ik
Adx7=|ar ay a3 |= (a2z —azy,—a1z+ azr,a1y — azx) = (v1,v2,v3) .
r Yy oz
i jk
., 0 o 0 dvs Ovy Ouvg Ov; Ouvy  Ounp .
—| £ 9 (¢ g g 000 YU _ 97,
ot ) =1 5 3y 8s (ay 02 oz | 02 0z 8y> a

V1 Uy U3

7. skalarni pole f, vektorové pole @
Poznamka: Laplacetiv operator aplikovany na vektorové pole piisobi na jednotlivé slozky
tohoto vektorového pole a generuje tak vektorové pole: At = (Aug, Aug, Aus)

_ of of of\ _o*f [ *f Of

(b) Vdivi=rotV x @+ Ad

. Ou;  Ous = Ous 0g 0g 0Og
L: Vdivd = — +t—+ =] = =57 ) -
vdiva v<8x + dy * 6z> Ve (8x’8y’6z
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kde

o 82 2 2

9 _ Uy n 07u9 . 0“us
Ox 0x?  0x0y 00z
D) 2 2 2

qg _ 8 U1 T 8 u9 + a us
oy oxdy  Oy? = Oyoz
89 82U1 8211,2 8QU3

0z 0xdz * Oy0z + 022

P: rotV x4+ Ad =rot + (Auy, Aug, Aug) =

8U3 6uQ 8U3 8U1 8uQ 8U1

ot | Ov 9z’ _ ox | 9z Ox 9y | + (Auy, Aug, Aug) =

———
(%] () (O}
i j k
o o0 0
= = = = Auy, Aug, Aug) =
O ay Oz + ( Uy, AU, u3)
V1 V2 V3
(9113 61]2 61}3 81)1 6’1}2 81}1
=2 - o ot o e — |+ (Dur, Aug, Aug) =
<6y 92 or | 92 0z 8y>+( u, g, Bu)

. 82’LL2 _ 62U1 + 82u3 _ 82u1 _82U2 + 62u1 + 8ZU3 _ 62U2
C\0xdy Oy 0xdz 0227 0x2  Oxdy  Oydz 022
6ZU3 82U1 02U3 8QUQ

N - Auq, Aug, Aus) .
Oz? +8$82 0y? * 8y82> + (Dur, Aug, Lus)

Prvni slozka:

8211/2 82u1 8QU3 62u1 82u1 82u1 82’11,1
-+ e e
Oxdy  Oy?  Oxdz 022 Ox? Oy? 022

82U1 8211,2 aQU3

=022 " 9z0y " 920z

Druha slozka:

_8%2 + 82u1 4 82U3 _ 821@ + a2UQ 4 82U2 82U2
or?  Oxdy 0Oydz D22 ox?  Oy? 022

62U1 82U2 aQU3
= + 2 2
oxdy  Oy?  0Oyoz

Tteti slozka:

821L3 82u1 aQU3 82u2 82’U3 622@, 82’&3
=24 L + 24
or2  0x0z 0Oy? Oydz  Ox? oy? 072

82u1 821@ 62U3
= + + 258
0xdz  Oydz 022

Zéver: L = P.

() AVf=VAFf
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L:
A(OF OF OF\ _ (p\OF AOF AOF) _
AVI=A (8:6’ oy’ 32) B (Aax’Aay’A82> B
R R T T
C \0x3  0x0y?  0x0z2’ 0x20y  Oy3  Oy0z2?’ 0220z  0y20z 023
" 0*f  0*f O*f
VAaf=v (83:2 * 0y? * 8,22) -
C(L(BLLBLL B 0 (B Py 0 () B Y
-\ 0z \ 022 822 "oy \0x2  Oy? 022 82 oxr?  Oy? 022 N
f 83 agf >’f +ﬁ+ >’f o f >Ff o Pf
3 8:1:83/ 8$822’8x28y Oy?  0ydz2’ 0220z  Oy20z 023
Zavér: L =

(d) Stejné, jako v predchozich piikladech, pozadovanou rovnost ziskate rozepsanim levé
a pravé strany rovnosti a po upravé porovnanim odpovidajicich sloZek vyslednych vektoru.

()

i j k
g 0 0

rot gradf = rot ((9f of (9f> dr Oy 0z | =
0z Oy 0z

(99 9 | 9 *f 9% —(0,0,0)=0
 \0ydz  Oydz’ 0xdz  Ox0z Oxdy Oxoy) T

i § k
" g 90 0
Ui us us

o 8 8U3 GUQ 8 8U3 8U1 8 8U2 8u1 _
_8x(8y 8z>+8y< 8$+8z>+8z<8x 8y>_0
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10 Plosny integral
1. Najdeme pruseciky obou parabol.

1
Va+b

Pro plochy musi platit: P, = P> 4+ P5. Vypocteme jed-
notlivé plochy:

1—az® =b2x* = |z|=

1

Vatb 4
P = 1—(a+0b)z*)der = ———,
! ,#( (a Jo”)da 3va+b

Va+b

I
Obé funkce jsou sudé, maji graf soumérny podle osy /
y, tedy P, = P3

-04

|7 graf y=l-ax"2 graf y=bx"2 |

1

1
P = / T hetdr 4+ [ (1 —az?)dz =
0 1

Va+b
_2Va+b—+a N P2+P3:%\/a+b—\/5

=3 Javatb 3 Vavatb

Parametr b uréime z rovnice P, = Py + P3:

4 4va+b-—+a

= b=3a.
3va+b 3 ava-+b ¢
2. x=pV, y=pV7
or Ox
o a1 14
_| op OV | _ p _
det(J(x,y)) = = =pV7i(y—-1).
= 8 5 1=l e (v-1)
op OV

3. Objem télesa lze napsat jako objemovy integral fffv dV, kde dV pfedstavuje diferencial
objemu télesa. Ulohu lze Fesit
(i) Primou integraci diferencialu objemu dV

(ii) Prevedenim pomoci Gauss-Ostrogradského véty na plosny integral

Ad (i) - pfima integrace Vztah pro diferencial objemu koule 1ze odvodit vice zpisoby.
My v8ak vyuzijeme toho, Ze jiz zname vztah pro diferenciél plochy dS = |[|7i||d¢df. Pro
diferencial objemu plati dV = dSdr = ||7i||d¢dédr.

Normalu povrchu koule 7 uréime jako vektorovy soucin teénych vektora e a es:

ox oz

96 —rsin ¢sinf 6 r cos ¢ cos 6
€ = % = r cos ¢ sin €y = 5 = rsin ¢ cos 6

0z 0z e

5 0 o rsin 6

2 cos ¢ sin® 0

= €1 X€ey = r2 sin ¢ sin’ 0
r2 sin @ cos 6
il = \/n?+n3+n3 = Vrisin20 = r?sind
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= r2sin 0dedodr

7r/2 2
/ / / r? sin @dpdAdr = *7TR3

Ad(ii) - pfevedeni na plosny integral Trojny integral [[[,, dV lze pomoci Gaussovy
véty prevést na plosny integral vektorového pole s jednotkovou divergenci:

J[[av = [[Fas  v-F -

Takovym vektorovym polem je napf. pole F = (z,0, O)T. Polokoule je ohrani¢ena dvéma
plochami - podstavou S a vrchlikem Sy. Tok pole F' pies hranice polokoule uréime jako
soucet toku pres jednotlivé plochy:

v://ﬁ.dig _ // ﬁ.d§1+// Fdg,
S S1 Sa

Zvolené vektorové pole F je rovnobézné s podstavou polokoule, prvni integral na pravé
strané je tedy roven 0.

V:/ F.dS, :/ F - 1i5dS,
Sz 52

Normaélu vrchliku jsme urcili pfi feSeni prvni Gésti

N w/2 2w 92
= // F - n3dSe = / / 3 cos? ¢sin® 0dpdd) = Zmrd
Sz 0 0 3

Poznamka. Pri integraci jsme pouzili vztahy

cos’¢p = —(14cos2¢) a sin®d = % (3sinf —sin30) .

N | =

11 Fourierovy rady a PDR

11.1 Ulohy na Fourierovy fady

1.

0, te(-1,0)
f(t)—{ , ft+2)=f(t) VteR.
t, te€0,1)

Periodické rozsiteni méa skok v bodech t = 2k + 1, k € Z. V ostatnich bodech ¢ € R je
rozsifeni funkce f spojité.

0 oo
~ Y z_: an cos(nmt) + by sin(nwt)), kde

1 1
ag 9 ) tdt 1
1t t)dt 1 L 1 nH" 1,2
0 = [ teostunt)dt = 5 (cosum) ~ 1) = (<14 (1)), 0= 1.2
1 (—1)+!
b, = /ts (nmt)dt = —— cos(nn) , n=12,
0 ™ nm
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2. f(z)=|z| = fjesudda = b,=0.

ap =— [ xcos(nz)dx = u/ v lcos(nx) = = [— sin(nm)] —— [ sin(nz)dz =
7 Jo u'=1 v=sin(nz) 0 nm Jo
=0
2 feos(na)J§ = o [cos(nm) — cos(0)] = —— [(~1)" ~ 1] =
= cos(nz)]y = —— [cos(nm) — cos(0)] = — [(—1)" —
n2m 07 n2g n2m
5— n liché
ap = n2mw
0 n sudé.
Tedy
cos(2n — 1)z
mN*_*Z (2n —1)2
Dosadime-li do fady hodnotu & = 0, dostaneme rovnost
4 1 - 2

T 1 T
2 2 (2n —1)2 2 2n—12 8
n=1 n=1

3. f(t)=t—m, te(0,2m).

a) Hledejme nejprve Fourierovu fadu. Kdyz danou funkci rozsitime periodicky, bude jeji
perioda 27. Pak

2) 27 1 2w

1 2
ao—% ) (t—ﬂ')dt—ﬂ_|:2<t—ﬂ'):|0 —O7

9 21 21

1 1, 1 _
ar = 5 ; (t — m) cos(kt)dt = = ([(t - 71')% sm(kt)]o - /0 z sm(k:t)dt> =

1 1 [1 o
= [ sin(2km) + 7sin(0)] 4+ T [k Cos(kt)] =0,
) 2m

. 2w 2w
by = By ; (t — ) sin(kt)dt = 71r ([(t - 77)?1 cos(kt)} . + /0 }fcos(k‘t)dt) -

1 1 |1 . 2
= [mcos(2km) + mcos(0)] + T [k sm(k:t)] =

Dostaneme tedy

\ \&}

oD g sind
k=1

SIS S S S
F AL
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b)

Sinova Fourierova fada:

Vzhledem k tomu, Ze v ziskané Fourierové fadé vystupuji pouze siny, tak uz to je sinova
rada. Ale zkusme, jak by se sinova fada pocitala. Uvazujeme rozsifeni dané funkce f
na interval (—27,0) tak, aby byla vysledna funkce licha. Puvodni funkce méla délku
defini¢niho oboru L = 27, proto tato nova funkce utvori periodické rozsiteni s T' = 4
a s polovi¢ni frekvenci w = 1/2. Pro sinovou fadu jsou koeficienty ag a aj automaticky
nulové, staci spocitat by.

2 [ 1
by = 2W/O (t — m)sin( S hr)dt =
_ ! (t—w)_—Qcos(lkt) 2ﬂ+/27r2cos(1kt)dt =
T k 2 g Jo k2 B
2 2 2. 11" 2
=~ [wcos(kr) + mcos(0)] + = [k sin(2k:t)L = -2 [1 + (-1)@ .
Dostaneme tedy
2 W11
F(£) ~ —;k [1 +(=1) } sin(5kt).

Vyraz [1 + (—1)"”] je roven 0 pro liché k, takZe se liché nésobky z fady vytrati. Pro
suda k bude tento vyraz roven 2. Muzeme tedy prepsat tuto fadu jen na sudé nasobky
tak, Ze k nahradime 2k. Pak

.2
~ =D g sin
k=1

Dostali jsme stejnou fadu jako v a).

Kosinova Fourierova rfada:

W I N
VENENT N

Kosinovou Fourierovu fadu dostaneme rozsifenim dané funkce f na (—27,0) tak, aby
byla vysledna funkce suda. Puvodni funkce méla délku definiéniho oboru L = 2,
proto tato nova funkce utvofi periodické rozsiteni s T = 47w a s polovi¢ni frekvenci
w = 1/2. Pro sudou funkci jsou by = 0, musime spocitat ag a ay .

9 2
= — t—m)dt =
aop ot \/() ( 7T) 0 )

™

9 (27 1 1 2 . 1 1% T2 1
=5 [ (t—w)cos(th)dt—([(t—w)ksin(zkt)] —/0 ksin(zkt)dt> _

0
2 [2 N
=04 -— |=cos(zkt)| =— (1) —1].
T e [kcos(z )]0 K2n (0]
Dostaneme
>4 1

k=1
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Zde
0 ksudé
— k — —
[( 1) 1] { —2 k liché
Muzeme tedy fadu prepsat jen pro liché nasobky tak, ze nahradime k vyrazem 2k + 1.
Abychom dostali v8echna kladna licha ¢isla (véetné 1), musime zacit s¢itat od 0. Tedy

> 8 2k 41
) N_Zw(2k+1)2 cos(—5—1)-

k=0

4. f(t) =12, t € (—1,1) — tato funkce je suda. Kdyz ji rozsifime periodicky, bude jeji perioda
T = 2, odpovidajici frekvence je tedy w = 7.

Dvoji aplikace metody per—partes dava

™

__Z —itcos(k: t) 1 +1/1 cos(kmt)dt | =
 kn km m o km ) m B

1 1 9 [l
ap = /1 t2 cos(knt)dt = o= [t sin(kﬂﬂf)]i1 - /1 tsin(kmt)dt =

2 [1 L=k
= —— [cos(k —k —— | — sin(knt = —2
122 [cos(km) + cos(—km)] + 122 |:]<J7T sin(km )} » 122
Dostaneme tedy
1 o0
fO) ~ 5+ Z(—nka 5 cos(knt) .
k=1
Prot=1je
I o=
1= 3 + Z(—l) 122 cos(km),
k=1
- 4 2 — 1 7
k k _ —
RS e i B DAy
k=1 k=1
Prot =0 je
IR k - k4 o (—D)F m?
0:§+Z(*1> k272 1= *gzz(*l) k272 = Z 2 12
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D.
1, >0
f(z) =sgn(z) = 0, =0 , fjelicha funkce = ar=0Vk=0,1,2,....
-1, <0

Funkce f mé skok v bodé x = 0, v ostatnich bodech je spojitéa.

f(z) ~ % + i (an cos(nx) + by, sin(nz)), kde

n=1

a, = 0Vn=0,1,2,...

5 [T 9 o 0 nsudé
b, = 7r/0 sln(nx)dx—%(l_(_l) )_{ % n liché.
)~ 230 21— (1 )singoa)

)~ 2 T =(= sin(nz) .

7rn:1n7T

Pro n sudé je vyraz v zévorce roven nule. Vynechame tedy sudé ¢leny a secteme jen liché,
ale pak musime n nahradit 2k +1, £k =0,1,.... Tedy
o

fx) ~

(21{:11) sin((2k + 1)x) = % Z 1 sin((2k + 1)z) .
T =

T
Pro z = 5 dostaneme

7T 8 & s 8 & 1
1=f(=)= — (2k+1)=) = = —1)k.
T kz_: (k4 1)5) = 50 5 (D)

Tedy

i(*l)k _
2k+1 8

k=0

11.2 Ulohy na PDR a Fourierovu metodu

1. Uréime znaménko diskriminantu

dy dy
) 422 4+1=
<d$> ol 0.

Pro diskriminant plati A = 0. Rovnice je parabolicka.

2. Charakteristicka rovnice méa dvojnasobny kofen 3— —1. Odtud y(z) = -z + C, C € R.
Zvolime & = C, tzn. £ = x + y. Za n zvolime libovolnou funkci proménnych x,y, ktera je
linedrné nezavisla na &, napiiklad n = x. Pocitdme parciadlni derivace

ou ou @

oz o€
ou _ ou
oy O

Pu _ Pu_, P
Ox? 02 Totom  On?

0%u B v O%*u
ozoy o€ acon
0%u B 0%u
[
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Po dosazeni do vychozi rovnice dostdvame kanonicky tvar

0*u ou  Ou
%+(a+b)a—£+a—+cu—0

3. Ur¢ime znaménko diskriminantu

dy dy
) _9td 1=
<dx> dx * 0.

Pro diskriminant plati A = 0. Rovnice je parabolicka.

4. Charakteristicka rovnice méa dvojnésobny koren & o = 1. Odtud y(z) = 2+ C, C € R.

Zvolime € = C, tzn. £ = —x +y. Za n zvolime libovolnou funkci proménnych x, y, ktera je
nezavisla na &, napiiklad n = x. Po¢itame parcidlni derivace

ou ou Ou
o~ Coe " an
ou  Ou
oy 9

0%u 0%u 9%u d%u

o2~ e ‘ogon o

0%u B 0%u 0%u
ooy 0 den
0%u B 0%u
oy 08

Po dosazeni do vychozi rovnice dostdvame kanonicky tvar

d%u

5. Na zacatku hleddme funkei 4@ v sou¢inovém tvaru

u(z,y,t) = X(2)Y (y)T'(1).
Po zderivovani, dosazeni do rovnice a elementarnich dpraviach dostavame

X'(@)  Y'(y) _ 1 T'(0)
X(z) Yy T

pricemz musi existovat konstanty p, g, 8 takové, aby p+¢ =0 a

X'(z) Yy 1T
X@) Y e

= B.

Analogickrh zpiisobem, jak v jednodimenzionalnim pfipadé vlnové rovnice a s ohledem na
okrajové podminky, dostavame nenulové feSeni prvni z dvou rovnic vySe pouze pro ziporné

hodnoty p a g, které musi byt ve tvaru p = Lig=— ”2 < 0 pro
m = 1,2,.... Potom X(x) = cysin "7, Y (y) = cosin 752, Nasledne g = - 2”2 - %,
kde n,m =1,2,.... Pro ZJednodusem zépisu budeme pouzwat
_In? m?
Prm =\ 15 + 2
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Potom T'(t) = ¢3 €08 ppmvt + ¢4 8in ppyvt. Analogickym zptisobem, jak v pripadé jednodi-
menzionalni vlnové rovnice, dostavame feSeni ve tvaru sumy

nmx mm
E (@nm, €OS Prm Ut + by, SIN P vt) (sin —) sin Ty
a
n,m

Koeficienty anm a by, hledame pomoci pocateénich podminek. PouZzitim ¢ = 0 v rovnici
vySe a pouzitim pocateéni podminky dostavame
oo
. nmwT\ , muy
f(z,y) = Z Anm (sm —) sin —=.
a b
n,m=1
. . . / . . / -
Tuto rovnost nasobime na obou stranich soucinem funkei sin “7% i sin =™ a pro obé
strany obdrzené rovnice poc¢itame dvojny integral ptes obdelnik [0, a] x [0, b]. Analogicky,
jak v pripadé jednodimenzionalnim, dostavame ay,,, rovné

p / f(z,y) sm —) (sin ?) dzdy.
am@xom

Pocitame parcialni derivace funkce u podle proménné ¢, dosadime t = 0 a pouZijeme pocCé-
te¢ni podminku. Dostéavame

nwr\ . mmy
Z brmPrm v (sm —) sin o

n,m=1

Ové strany vynasobime sou¢inem funkci sin ”;”” a sin ™™ pro ob¢ strany obdrZené rov-

nice poc¢itame dvojny integral pfes obdelnik [0, a] x [0, b] Po zintegrovani a elementarnich
apravach dostavame by, rovne

abpnmv // (z,9) SlIl —) (Sin @) dzdy.

[0,a] % [0,5]

Nakonec se musi dokazat stejnomérna konvergence piislusné rady.

6. Na zacatku hledame funkci @ v sou¢inovém tvaru u(z,t) = X (z)T'(t), = € (0,1), t € (0,00),
ktera je feSenim rovnice, vyhovuje okrajové podmince, pri¢emz se momentalné nezabyvame
pocatecni podminkou. Dvakrat derivujeme #, dosazujeme do rovnice a za predpokladu
X(xz) # 0 a T(t) # 0 délime obé strany souc¢inem X (x)7T'(t). Dostavame rovnici, ktera
plati, pokud obé& strany jsou konstantni a rovné néjakému g € R:

X"(z) 1 T()

mm‘@?m:ﬂ
Z prvni rovnice dostavame
p
X"(x) — ?X( x) =0.

Pro 8 > 0 feSenim je
VB VB
X(z) =aje a4 age” =% x€(0,1).
7 okrajovych podminek plyne as = —a; a

VB _VB
a1<eal—e al>:0.

96



Matematika pro chemické inZengry Sbirka prikladi

Exponencialni funkce je kladna a prosté, proto vyraz v zavorce je nenulovy, proto a; = 0,
a déle as = 0. Z toho plyne, Ze jediné feseni v hledaném tvaru je konstantni funkce rovna
nule.

Pro g = 0 feSenim je

X(z) = a1 + agz, x € (0,1).

Z okrajové podminky 4(0,¢) = 0 plyne a; = 0, a z podminky @(m,t) = 0 plyne a; +al = 0.
Dohromady a1 = ao = 0. To znamené, Ze pro § = 0 jediné feSeni @ v hledaném tvaru
spliujici okrajové podminky je konstantni funkce rovné nule.

Necht 8 < 0. Regenim je

X (x) = ay cos <|mw> + ag sin <|mw> , x € (0,1).
a a

Z okrajové podminky 4(0,t) = 0 plyne a; = 0, odkud
. E
X(z) =agsin | Y—=z |, x € (0,1).
a

Obé okrajové podminky plati a zaroven muze byt as # 0 pokud \/WZ /o = nm, coz

znamend 3 = —a’n?72/I? pro libovolné n = 1,2,.... Z toho plyne, 7e nenulové fefeni @

uvazované rovnice ve tvaru u(z,t) = X (x)7T'(t), které spliuje okrajové podminky, existuje

pravé tehdy, kdyz 8 = —a?n?m? /1% pro libovolné n = 1,2,. . ..

Funkce T bude definovéna tak, aby platila druha pocateéni podminka. Z druhé rovnice v
X"(z) 1 T'(¢)

X)) 21w P

s B =—a?n?r?/1? plyne

a2n27r2t

T(t)=0be & ,te(0,00),

Resenim je libovolna funkce ve tvaru

nmwr _ cx2n27r2t

up(x,t) = ¢y sin e Z ) (z,t) € (0,1) x (0,00)

kde n =1,2,.... Definujeme
o0
u(x,t) = Zun(a:,t).
n=1
Dosadime t = 0 dostavame z pocateéni podminky rovnici

Z Cp Sin nlﬂ = f(x).
n=1

Hledame konkrétni konstanty c,, pro které poc¢ateéni podminka plati. Nasobime obé& strany

rovnice vyrazem sin k?—x s libovolnyn k£ = 1,2, ..., integrujeme v mezich od 0 do [ a vyuzi-
jeme znamého faktu
! !
/, nrtx . knx 55 n==k,
sin — sin —dx =
) l l 0, n#k.
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Obdrzime rovnici

l
/ f(x)sin —dm
0

Odtud plyne, Ze v definici funkcje w,, musime zvolit ¢, rovné

l
2 nmwx
— [ f(z)sin —dx
1
0
a nasledné definovat u vzorcem

)= un(z,t).
n=1

Zbyva dokazat stejnomérnou konvergenci této rady, coz nebudeme délat.
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