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Metricky prostor.

Definice
Metrickym prostorem rozumime kaZdou mnoZinu X opatfenou
metrikou p : X x X — R, spliiujici poZadavky
p(xy) =p(y,x),
p(x,2) <p(x,y)+p(y,2).
p(x,y) >0, pFicemZ p(x,y) =0, pravé kdy? x =y,
pro kaZdé x,y,z € X.

Definice
Necht X je metricky prostor a {x,} je posloupnost v X.
Posloupnost {x,} nazveme cauchyovskou, jestlize p(xn,xm) — 0
pro n,m — oo (tj. ke kaZdému € > 0 existuje ny tak, Ze pro kaZdé
n>ng,m> ng je p(Xn,Xm) <€).
Z¥ejmé kazda poslopnost, kterda ma limitu v X je cauchyovska.
Plyne to z vlastnosti metriky

P(Xn, Xm) < P(Xn, x) + p(Xm, X).
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Normované linedrni prostory.

Definice

Metricky prostor X je tiplny pravé tehdy, kdyZ kaZda cauchyovska
posloupnost ma limitu v X.

P¥iklady uplnych metrickych prostorii jsou nap¥. prostory R” s
euklidovskou metrikou.

Definice

Normovanym linedrnim prostorem rozumime kaZdy vektorovy
prostor V' nad té&lesem F vybaveny normou ||.|| : V — R, splriujici
poZadavek

||x|| >0, pFicemz ||x|| =0, prdvé kdyZ x =o
(o je nulovy prvek prostoru V),

[Joux] = forf[|x]],
x4yl < lixl[+1ly
pro kazdé x,y € V aa € F.

Je-li F =R nazyvame prostor V' redlnym normovanym prostorem, v
pripadé F = C nazvvame prostor V komplexnim nor. prost. 6/84

’



Ptiklad: Je-li X linedrni normovany prostor, potom

p(X7y) = HX_YH7 pro x,y € X
je metrika.

Definice

KaZdy normovany linedrni prostor, ktery je v pFislusné metrice
uplny nazyvame Banachiiv prostor.

Véta

Necht X je normovany linedrni prostor, potom norma

Il : x — ||x|| je na X stejnomé&rné spojita funkce.
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P¥iklady prostorii a jejich norem:

n 5
1P = {x=(x1,...,xn); xi € R( resp.C)}, ||x]|p = (Z ]X,-|p> ,
i=1
p=>1

I ={x=(x1,...,xn); i € R( resp.C)}, ||x|| = r}ne?\]x{|x,-|},
C([a, b]) =

{f,redlna (resp. komplexni) spojita funkce na intervalula, b]},
Il = max [£(¢)],
te(a,b]

A C([a,b]) =

{f,redlna (resp. komplexni) spojita funkce na intervalu|a, b]},

9= [ 1F(olax

¢ = {posloupnost , x = {x,,}; Iim Xn

= SUp|X,,|,

@A co = {posloupnost x = {x,}; I|m xp =0}, ||x]| = sup|x,,]
neN
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P¥iklady dalSich prostorii a jejich norem:

Necht LP(X), p € [1,0) je mnoZina viech y-méFitelnych funkci na
X, kde u je (obvykle) Lebesgueova mira na X C R", pro které

[x |f|Pdu < . Cislo
1
P
fll, = /f”d
11l (XI | u>

nazyvame LP-normou. V ptikladech, se kterymi se setkdvame bude
obvykle X C R interval (nebo X C R? obdélnik apod.) a f bude
spojitad funkce na X, aZ na mnoZinu miry 0. Lebesguelv integral
Ize v téchto pfikladech nahradit Riemannovym integrilem tak, jak
je zavedeno ve skriptech Ml a MII.

Necht £=(X) je mnoZina vech y-mé&Fitelnych funkci na X, pro
které existuje konstanta K tak, Ze |f(x)| < K pro p-skoro viechna
x € X. Nejmensi takové &islo K oznacme

K = sup”|f] = [|fl-
X

a nazyvame ho L”-normou.
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P¥iklady dalSich prostorii a jejich norem:

Normy ||.||, al|.|| maji vechny vlastnosti normy aZ na to, Ze
nenulovd funkce mize mit normu 0. Pro 1 < p < oo definujme
proto t¥idu funkci

[f]={g € LP(X),g = fu—skoro v8ude na X}.
Nyni miZeme definovat prostor
LP(X) ={[f], f € LP(X)}

a operace
[f+g]=1[f]+[g], [af]=alf].

Prostor LP(x) s danymi operacemi je linedrni prostor s normou

I[F1llp = [IF1lp-
Zvolime-li X ={1,2,3,...} dostaneme prostory /P a |~.
Vice o u-méFitelnych funkcich viz [Lukes-Teorie miry]
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P¥iklady dalSich prostorii a jejich norem:

LP(X) = {[f], f € L2(X)}, [Ifllp = (/le”d/«l)pv
L=(X) = {If], f € L2(X)}, ||f||oo:Sl)J<p*|f|,

IP = {posloupnosti x = {x,}, x, € R(resp. C);

i [xal? < oo}, Ix[lp = (i Ixn\”>p,

n=1 n=1
I* = {omezenych posloupnosti x = {x,}, x, €
R(resp. C), suppen [ xal}, [Ix[lo = sug\xn!,
ne

Definice
Rekneme, Ze normy ||.||1 a ||.||2 na linearnim prostoru X jsou
ekvivalentni, existuji-li takové konstanty o3 > 0, Ze

ol x|l < [Ix[l2 < Bllx[[x -
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Normované linedrni prostory.

Snadno se ukaZe, Ze ekvivalentni normy ddvaji stejné topologie, tj.
oteviené mnoziny jsou v pFislusnych metrikach stejné.
Plati dokonce véta:

Véta
Visechny normy na konecné rozmérném linearnim prostoru jsou
navzdjem ekvivalentni.

Diikaz: viz [Luke¥-Zapisky] 1.7 |
Disledek

KaZdy kone¢né rozmérny normovany linearni prostor je Banachiiv.
KaZdy kone¢né& rozmérny podprostor normovaného linedrniho
prostoru je uzavreny.
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Prostor se skalarnim soucinem.

Definice
Prostorem se skalarnim sou¢inem rozumime kaZdy linedrni prostor
H (nad R resp. C), v némZ je pro kaZdé dva body x,y definovan
skaldrni soucin (x,y) jako prvek z R resp. C spliiujici poZadavky:
(a) (x,x)>0a(x,x)=0 < x=o0 (o je nulovy prvek
prostoru),

(b) (x,¥) = (y,x),
(c) (ox,y) =a(x,y), (x,0y) = 0(x,y),
(d) (x+y,2)=(x,2)+(y,2).

Definujeme-li zobrazeni ||| : x — 1/(x,x), ma toto zobrazeni
vlastnosti normy. ObtiZn&jsi je pouze dikaz trojihelnikové
nerovnosti. Obvykle se dokazuje pomoci tzv. Schwartzovy

nerovnosti.
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Véta (Schwartzova nerovnost)

Necht H je prostor se skalirnim sou¢inem, potom pro viechna
x,y € H plati nerovnost

o< X1y [l
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Hilbertiiv prostor

Hilbertiiv prostor je kaZdy prostor se skalarnim soudinem, ktery je

v zavedené normé ||x|| = +/(x,x) uplny.

KaZdy Banachiv prostor nad R (resp. C) tvo¥i Hilbertiv prostor,
jestlize pF¥islusna norma spliiuje pro vSechna x,y tzv.
rovnobé&Znikové pravidlo

Ix+y 124+ llx = yI2 = 2(|x|1? + [ly [I)-
PoloZime-li v redlném pFipadé&
(o) = x4yl = Ix =12,
resp. v komplexnim p¥ipadé
(x,y) = %(I|X+y||2— [Ix = y112) +illx +iy|? = illx =iy,

je norma jiz odvozena ze skaldrniho sou&inu (tj. ||x|| = v/(x,x)).

)
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Ortogondlni prvky a mnoZiny

Dva prvky Hilbertova prostoru H nazyvdme ortogonalni (kolmé),
jestlize

Vp,q€H plati (p,q) =0.
Dv& podmnoziny P, Q C H jsou ortogonalni (P L Q), jestlize

VpeP,qge Q plati (p,q) =0.
Necht M C H, M+ oznatuje ortogonalni doplng&k M, jestlize
M+ ={x € H;(x,m)=0VYme M}.

Véta
M~ je uzav¥eny podprostor H.
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Existence nejbliZsiho prvku

Definice
Necht S je neprdzdnd mnoZina v metrickém prostoru X a xp € X.
Pak definujeme vzddlenost mezi S a xy rovnosti

dist(S,x0) = inf p(x,xp).
xes

Véta

Necht M je uzavreny podprostor Hilbertova prostoru H. Potom ke
kazdému x € H existuje pravé jedno mg € M tak, Ze

||x — mgl|| = dist(x, M).

Geometrickd interpretace této véty je:
Je-li M podprostorem Hilbertova prostoru H, x € H a mg e M,
potom

| x —mo|| = dist(x,M) < x—mg L M.
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Projekce

Necht M je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H. Pro kazdé
x € H ozname m takovy prvek z M, pro ktery

lx — m|| = dist(x, M).

Definice

Zobrazeni P : x — m (m = Px) nazyvame projekci H na M.

Véta
Necht M C H je uzavFeny podprostor. P je projekce H na M a
N(P)={x€ H: Px=o0}. Potom

m P je linedrni zobrazeni,

m P(Px) = Px,
mVxeH:||Px|| <|x|,
m P(H) =M,

m A(P)= Mt
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Algebraicky soucet

Definice

Rekneme, Ze vektorovy prostor W je algebraickym souctem

podprostorii A, B a zapisujeme W = A® B, jestliZe
ANB={0} a W=A+B,

pfitemz A+B={a+b:ac A be B}.
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Definice
Rekneme, Ze vektorovy prostor W je algebraickym souctem
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Algebraicky soucet

Definice
Rekneme, Ze vektorovy prostor W je algebraickym souctem
podprostorii A, B a zapisujeme W = A® B, jestliZe

ANB={0} a W=A+B,

pfitemz A+B={a+b:ac A be B}.

KaZdy prvek z W Ize zapsat jednoznalné jako soulet a—+ b, kde
acAabeB.

Je-li A libovolny podprostor vektorového prostoru W, existuje vZdy
podprostor A? tak, Ze W = A® A?. A9 nazyvame algebraicky
doplnék A ve W.
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Ortonormalni soustavy a baze

H je Hilbertiv prostor a S C H. S nazyvame ortonormalni
soustavou jestlize plati x,y € S, (x,y)=0pro x#y .
(x,x)=1
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Ortonormalni soustavy a baze

H je Hilbertiv prostor a S C H. S nazyvame ortonormalni
soustavou jestlize plati x,y € S, (x,y)=0pro x#y .
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Kazda kone¢na podmnoZina ortonormalni soustavy je linedrné
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Ortonormalni soustavy a baze

H je Hilbertiv prostor a S C H. S nazyvame ortonormalni

soustavou jestlize plati x,y € S, (x,y)=0pro x#y .
(x,x)=1

Kazda kone¢na podmnoZina ortonormalni soustavy je linedrné

nezavisld a tedy kazda ortonormdlni soustava je linedrné nezavisla.

Ortonormalni baze Hilbertova prostoru je kaZda maximalni
ortonormalni soustava (tj. takova soustava, ke které jiz nelze p¥idat
prvek tak, aby zlstala ortonormalini).

Véta

V kaZdém Hilbertové prostoru existuje ortonormalni baze.
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Ortonormalni soustavy a baze

P¥ipomelime pojem Hamelovy (algebraické) baze. Necht X je
linedrni prostor. MnoZina H C X se nazyvd Hamelova baze
prostoru X, jestlize kazdd kone¢nd podmnoZzina prvki z H je
linedrné nezavisla a kazdy prvek z X |ze zapsat jako kone¢na
linedrni kombinace prvki z H.

Pro kone¢n& dimenziondlni prostory je ortonormalni baze rovna
Hamelové bazi.

Pro nekonené dimenzionalni prostor to neplati.
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Ortonormalni soustavy a baze

P¥ipomelime pojem Hamelovy (algebraické) baze. Necht X je
linedrni prostor. MnoZina H C X se nazyvd Hamelova baze
prostoru X, jestlize kazdd kone¢nd podmnoZzina prvki z H je
linedrné nezavisla a kazdy prvek z X |ze zapsat jako kone¢na
linedrni kombinace prvki z H.

Pro kone¢n& dimenziondlni prostory je ortonormalni baze rovna
Hamelové bazi.

Pro nekonené dimenzionalni prostor to neplati.

Véta

Hilbertiv prostor je separabilni, pravé kdyZ v ném existuje spocetnd
ortonormalni baze.

23/84



Ortonormalni soustavy a baze (2)

Véta (Besselova nerovnost)
Je-li {eq}oca ortonormalini soustava v Hilbertové prostoru H a
x € H, plati

Y I(x e < [lx]%.

acA

Véta
Necht X je uplny prostor se skaldrnim sou&inem, necht {e,} je

nekoneénd spoletnd ortogonalni mnoZina v X, pak Fada Z Cnen

n=1

konverguje, pravé kdyz Z |C,|? < o0 a pro soucet Fady

n=1

X = Z Cnen plati vztahy C, = (x, en).
n=1
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Ptiklady ortonormalnich soustav a bazi
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Ptiklady ortonormalnich soustav a bazi

1 1 1 . . . 7 s
a) System E = {E,ﬁcosnx, Jrsinnx; ne N} je ortogondlni
soustavou Hilbertova prostoru L?([0,2x]). Z ptedchozi véty plyne
véta z teorie Fourierovych ¥ad: Jsou-li aj, i =0,1,... a
bi,i=1,2,... posloupnosti redlnych &isel takovych, Ze
ao

54‘ (af,+b,2,)<<>°,

agki

n=1

pak existuje funkce f, [f] € L2([0,2r]) jejiz Fourierovy koeficienty
jsou
1 [2n 1 [2n

ap=— f(x)cosnxdx, b,== f(x)sinnxdx.
T Jo T Jo

Pro funkci f plati

a0

() =12

+ Z an cos nx + by, sin nx
n=1
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Ptiklady ortonormalnich soustav a bazi

b) Soustava funkci {\/%einx; n € N} je ortonormalini baze

komplexniho Hilbertova prostoru L2([0,2mx]).
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Ptiklady ortonormalnich soustav a bazi

inx.

b) Soustava funkci {\/%e ; n € N} je ortonormalini baze

komplexniho Hilbertova prostoru L2([0,2mx]).

c) Necht e, = (0,0,...,1,0,...) jsou " jednotkové” vektory /2.
Potom {e,; n € N} je ortonormalni bazi /2.
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Linedrni zobrazeni, operator,funkcional

Zopakujme si definici linedrniho zobrazeni. P¥edpoklddejme, Ze
M, N jsou normované linedrni prostory s normamy ||.||as, ||| n-

Definice
Necht L: M — N a

L(ox +By) = aL(x) +BL(y),

pro viechna x,y € M, o, € R (resp. C)

pak L nazyvame linearni zobrazeni.
Jestlize M = N mluvime o linearnim operatoru, je-/i
N =R (resp.C) mluvime o linearnim funkcionalu (linedrni formé).
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Linedrni zobrazeni, operator,funkcional

Zopakujme si definici linedrniho zobrazeni. P¥edpoklddejme, Ze
M, N jsou normované linedrni prostory s normamy ||.||as, ||| n-

Definice
Necht L: M — N a

L(ox +By) = aL(x) +BL(y),

pro viechna x,y € M, o, € R (resp. C)

pak L nazyvame linearni zobrazeni.
Jestlize M = N mluvime o linearnim operatoru, je-/i
N =R (resp.C) mluvime o linearnim funkcionalu (linedrni formé).

Definice
Rikdame, Ze linedrni zobrazeni L : M — N je omezené zobrazuje-li
omezené mnoZiny v M na omezené mnoZiny v N.
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Plati, Ze linedrni zobrazeni je omezené, jestlize je omezené na
jednotkové kouli, tj,

JK >0, takové, Ze | Lx||y < K proV x € M, ||x||m < 1.
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Plati, Ze linedrni zobrazeni je omezené, jestlize je omezené na
jednotkové kouli, tj,

JK >0, takové, Ze | Lx||y < K proV x € M, ||x||m < 1.

Linedrni zobrazeni L: M — N je spojité v a € M jestlize plati

Pro v8echna Og(La) existuje Os(a) takové, Zze L(Os(a)) C Og(La),
t].

Ve>0306>0 takové, Ze pro Vx; ||x—allm < & plati ||[Lx—La||ny <e.
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Plati, Ze linedrni zobrazeni je omezené, jestlize je omezené na
jednotkové kouli, tj,

JK >0, takové, Ze | Lx||y < K proV x € M, ||x||m < 1.

Linedrni zobrazeni L: M — N je spojité v a € M jestlize plati

Pro v8echna Og(La) existuje Os(a) takové, Zze L(Os(a)) C Og(La),
tj.
Ve>0306>0 takové, Ze pro Vx; ||x—allm < & plati ||[Lx—La||ny <e.
Plati uZite¢na véta
Véta

Necht L: M — N je linedrni zobrazeni, nasledujici vyroky jsou
ekvivalentni

(i) L je spojité
(ii) L je spojité v o (o je nulovy prvek)
(iii) L je omezené
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Norma linedrniho zobrazen

Definice
Necht L: M — N je omezeny linedrni zobrazeni. Cislo

ILIl= sup |[lLx]|n,

lIxlIm<1

nazyvame normou linearniho zobrazeni L.
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Norma linedrniho zobrazen

Definice
Necht L: M — N je omezeny linedrni zobrazeni. Cislo

ILl = sup [ILx][n,

lIxlIm<1

nazyvame normou linearniho zobrazeni L.

Symbolem L£(M,N) ozna&me prostor viech omezenych (spojitych)
linedrnich zobrazeni z M do N.

Jestlize M = N je L(M) prostor viech omezenych linedrnich
operatori na M.

Jestlize N =R(resp. C) je L(M,R) = M* prostor v&ech omezenych
linedrnich funkciondld (dudl prostoru M).
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Véta

Necht M, N jsou normované linedrni prostory, potom L(M,N) s
normou

IL = sup [ILx][n,

lIxlIm=1

je také normovany linedarni prostor. Je-Ii N Banachiiv je i prostor
L(M,N) Banachiiv, spacidln& M* je Banachiyv. Navic pro
Le L(M,N) a x € M plati

Ixln < LI aa-
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Véta

Necht M, N jsou normované linedrni prostory, potom L(M,N) s
normou

ILl = sup [ILx][n,

lIxlm<1

je také normovany linearni prostor. Je-li N Banachiiv je i prostor
L(M,N) Banachiiv, spacidln& M* je Banachiyv. Navic pro
Le L(M,N) a x € M plati

ILxl[n < (L[] as-
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Priklady
P¥iklad: Necht T: C([-1,1]) = R a pro f € C([-1,1]) je

fl|= f(t).
11l = max [(2)

Funkciondl T je definovan vztahem Tf = 7f(—1)—2f(0)+ f(3).

Zjistéte, zda je funkciondl spojity. V p¥ipadg, Ze je spojity,
vypoctéte normu funkciondlu T.
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Priklady
P¥iklad: Necht T: C([-1,1]) = R a pro f € C([-1,1]) je

fl|= max |f(t).
I£1l= max, 1F(£)
Funkciondl T je definovan vztahem Tf = 7f(—1)—2f(0)+ f(3).
Zjistéte, zda je funkciondl spojity. V p¥ipadg, Ze je spojity,
vypoctéte normu funkciondlu T.

Priklad: Necht T : L2([0,1]) — L2([0,1]) a pro f € L%([0,1]) je

1
IFl= 1/ [ 1F2du
0

Operator T je definovan vztahem Tf(t) =t fol fdu. Zjistéte, zda je
operator spojity. V pFipadé, Ze je spojity, vypoltéte normu
operdtoru T.
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Frechet-Rieszova véta

Véta
Necht F je spojity linedrni funkciondl na Hilbertové& prostoru H,
potom
o€ H takové, Ze Yx € H; F(x) = (x,).
Navic ||F|| = ||o|.
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Frechet-Rieszova véta

Véta
Necht F je spojity linedrni funkciondl na Hilbertové prostoru H,
potom
o€ H takové, Ze Yx € H; F(x) = (x,).
Navic ||F|| = ||o|.

P¥iklad: Necht F: [2([0,]) — R a pro f € L?([0,7]) je

T
I1#l= 1/ [ 1Fdn
0

Funkciondl F je definovan vztahem

Ff = /0 " F(x)sin(x)dx.

Zjistéte, zda je funkcional spojity. V pfipadg, Ze je spojity,
vypoltéte normu funkcionalu F.
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Piklady

P¥iklad: Necht F: /2 — R a pro x € I je

IXII= 4/ 2 x4
n=1

Funkciondl F je definovan vztahem

oo

n

Fx = Z Wx,,.

n=1

Zjistéte, zda je funkcional spojity. V pFipadg, Ze je spojity,
vypoctéte normu funkciondlu F.
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R(T)={y=Tx; xe X}

nazyvame obor hodnot operdtoru T.

R (T) je linedrni podprostor prostoru X.

Je-li X kone&né& dimenziondlni, potom je R(T) uzavfeny.
Je-li X nekone¥né& dimenzionalni, potom nemusi byt R(T)
uzavreny.

Véta
Necht X je Banachiiv prostor a T € L(X). Existuje-li > 0 tak, Ze

|| Tx|| > Bl|x|| pro vSechna x € X, potom R(T) je uzaviend
mnoZina.
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Definice
Cislo A € C se nazyvd vlastni hodnota operdtoru T € L(X)
existuje-li x # o, pro n&Z T x = Ax.
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vektor (funkce) pfislusejici viastni hodnoté A.

MnoZinu vsech vlastnich hodnot zna&ime 6,(T) a nazyvame
bodové spektrum operitoru T.

Plati: A je vlastni hodnota operdtoru T, jestlize operator T — Al
neni prosty, tj. inverzni operdtor (T —A/)~! neexistuje.

Véta

Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni pro operatory na konecné
dimenziondlnim linedrnim prostoru X

(i) A neni vlastni hodnota operdtoru T
(i) R(T —Al) =X, tj. operator T —Al je na.

Vé&ta ¥ikd, Ze rovnice Tx —Ax = y md ¥eSeni pravé tehdy, kdyz
homogenni rovnice Tx —Ax =0 m3a pouze trividlni ¥eseni.

V prostorech nekone¢né dimenze to neplati, existuji v nich
operatory, které jsou prosté a nejsou na, nebo naopak.
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Spektrum operatoru

Definice

Rikdme, e komplexni &islo A leZi ve spektru operdtoru T, zna&ime
o(T), jestlize bud operdtor T — Al neni prosty, nebo

R(T =Ml #X.

Plati 6,(T) C o(T).
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Spektrum operatoru

Definice

Rikdme, e komplexni &islo A leZi ve spektru operdtoru T, zna&ime
o(T), jestlize bud operdtor T — Al neni prosty, nebo

R(T =Ml #X.

Plati 6,(T) C o(T).

Definice

Operator T € L(X) je invertibilni pravé tehdy, kdyZ? existuje
operdtor L € L(X) takovy, Ze LT = TL =1, kde | je identicky
operator na X (tj. Tx = x pro vSechna x € X).

Véta
Operator T € L(X) je invertibilni pravé& tehdy, kdyZ je prosty a na.

Plati A ¢ o(T) < (T —Al) je invertibilni.
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P¥iklad: Operator T : /2 — /? je definovany vztahem

X1 X1 X1
§7X3+§7X4+Za"')
je invertibilni operator, protoZe existuje operdtor L : [ — /|2
definovany vztahem

T(X11X27X37X4a"') — (Xl +X17X2+

X1 X1 X1 X1
L(x1,%0,Xx3,%4,...) = (X1 — =, X% — —,X3— —, X4 — —,...
(x1,%2,x3,%,...) = (x1 2T X T X s )
pro ktery plati LT = T L = I|. D4 se ukazat, Ze operatory T i L
jsou spojité. Plati

T T 2
\THS\/(1+2\@+6)3||LHS (1+—=+5;)

Véta
Necht X je Banachiiv prostor a T € L(X). Potom o(T) je
uzaviend mnoZina a

o(T)C{AeC; A <[ITI[}-
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P¥iklad: X = /? je Banach(iv (dokonce Hilbertiiv) prostor,

1xabl = | X bl
n=1

Definujme operator R: I> — I?
R(Xl,XQ,X3,...):(O,X]_,XQ,X3,...).

Urlete spektrum operatoru R.
P¥iklad: X = L2([0,1]) je Banachiiv (dokonce Hilbertiiv) prostor,

Hf\lzm-

Definujme operétor L: L2([0,1]) — L2([0,1])
Lf(t) = tf(t).

Urlete spektrum operatoru L.
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Spektralni teorie v Hilbertovych prostorech

Necht T € L(Hy,H,), Hy,H> jsou Hilbertovy prostory, potom
existuje pravé jedno zobrazeni T*: H, — Hj tak, Ze

(Tx,y)=(x,T"y) pro Vx € Hy,y € H,
pfitom T* € L(Ha, H1) a [|[T*| = T|.
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Spektralni teorie v Hilbertovych prostorech

Necht T € L(Hy,H,), Hy,H> jsou Hilbertovy prostory, potom

existuje pravé jedno zobrazeni T*: H, — Hj tak, Ze
(Tx,y)=(x,T"y) pro Vx € Hy,y € H,

pritom T* € L(Hp, H1) a ||T*|| = T|

Definice

Zobrazeni T* se nazyva adjungované zobrazeni k zobrazeni T.

Definice

Necht H je Hilbertiv prostor. Operdtor T € L(H) se nazyvd
hermitovsky (samoadjungovany) jestliZze T* = T. Pokud
TT*=T*T Fikame, Ze T je normalni.

Plati, Ze vlastni hodnoty hermitovského operatoru jsou redlné. Pro
kazdé A € 6,(T) a x # o vlastni vektor plati totiz

A(x,x) = (Ax,x) = (Tx,x) = (x, Tx) = A(x,x) = A||x|> =A|x|]* =
A=A
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Je-li T hermitovsky plati, Ze vlastni vektory p¥islusejici riiznym
vlastnim &islim jsou ortogonalni.
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Véta
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Je-li T hermitovsky plati, Ze vlastni vektory p¥islusejici riiznym
vlastnim &islim jsou ortogonalni.

Véta
Necht H je Hilbertiv prostor. Operdtor T € L(H) je hermitovsky,
potom I Tl = sup {(Txx)}.
[Ix[=1
Véta

Necht H je Hilbertiv prostor. Operdtor T € L(H) je hermitovsky,
oznacme
mr = inf {(Tx,x)} Mt = sup {(Tx,x)},
[Ix]I=1 Ixl=1
potom
o(T) C [mr,M7], pficemZ my, Mt €o(T).
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Je-li T hermitovsky plati, Ze vlastni vektory p¥islusejici riiznym
vlastnim &islim jsou ortogonalni.

Véta
Necht H je Hilbertiv prostor. Operdtor T € L(H) je hermitovsky,
potom I Tl = sup {(Txx)}.
[Ix[=1
Véta

Necht H je Hilbertiv prostor. Operdtor T € L(H) je hermitovsky,
oznaéme

mr= inf {(Tx,x)}  Mr= sup {(Tx,x)},

[Ix]I=1 Ixl=1
potom
o(T) C [mr,M7], pficemZ my, Mt €o(T).
Definice
Relné ¢&islo r(T) = sup {|A|} nazyvdme spaktralni polomér.

Aeo(T)
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Véta
Je-li T € L(H) hermitovsky je r(T) = | T||.
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Véta
Je-li T € L(H) hermitovsky je r(T) = | T||.

Pviklad:
H = {f € L?([0,1]); f(0) = f(1) =0 a f m4 oo derivaci na [0,1]}.
2

Definujme operator D = e Dokazte, Ze D je hermitovsky

operator. Vlastni hodnoty operatoru D jsou —n?w? a vlastni funkce
sin(nmt), n € N. Poznamenejme, Ze tento operator neni spojity,
jinak by nutné bylo jeho spektrum omezené.
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Popis stavu &astice

Stav &astice v &asovém okamZiku t je v kvantové mechanice tipln&
popsan komplexni funkci y(r,t), kde r = (x,y,z) € M C R3. y
musi byt spojitd a musi mit spojité parcialni derivace podle viech
promé&nnych x,y,z, t. Tato funkce se nazyva vinova funkce.
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VInova funkce Y sice slouzi k iplnému popisu stavu &astice, jeji
hodnoty v3ak nemaji konkrétni vyznam. Interpretace vinové funkce
byla odvozena z experimentalnich pozorovani a ma statisticky
vyznam.
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p(r.t) = y(r,t)?

znamena hustotu pravdépodobnosti polohy ¢3stice.
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Popis stavu &astice

Stav &astice v &asovém okamZiku t je v kvantové mechanice tipln&
popsan komplexni funkci y(r,t), kde r = (x,y,z) € M CR3. y
musi byt spojitd a musi mit spojité parcialni derivace podle viech
promé&nnych x,y,z, t. Tato funkce se nazyva vinova funkce.

VInova funkce Y sice slouzi k iplnému popisu stavu &astice, jeji
hodnoty v3ak nemaji konkrétni vyznam. Interpretace vinové funkce
byla odvozena z experimentalnich pozorovani a ma statisticky
vyznam.

Z vinové funkce odvozena veli€ina
2
p(r,t) =|y(r,t)|
znamena hustotu pravdépodobnosti polohy ¢3stice.

Dil¢i pravdépodobnost, Ze se ¢astice nachazi (byla by m&Fenim
zjisté&na) v malém okoli bodu r o objemu dV ozna¢me dP. Plati

dP =p(r,t)dV = |y(r,t)[?dV
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Popis stavu &astice - (2)

Necht Q C M. Pravd&podobnost, e &3stice se nachdzi uvnit¥
objemu Q vypotteme
/ y(r, t)[dV.
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Popis stavu &astice - (2)

Necht Q C M. Pravd&podobnost, e &3stice se nachdzi uvnit¥
objemu Q vypotteme
/ y(r, t)[dV.

Je pfFirozené predpokladat, Ze

[ hure)Pav =1,

t wll=1.
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Popis stavu &astice - (2)

Necht Q C M. Pravd&podobnost, e &3stice se nachdzi uvnit¥
objemu Q vypotteme
/ y(r, t)[dV.

Je pfFirozené predpokladat, Ze

[ hure)Pav =1,
4. vl = 1.

Z normovaci podminky lIze odvodit fyzikalni rozmé&r vinové funkce -
m~3/2 (v p¥ipad& jednorozm&rného pohybu m~1/2 v p¥ipad&
dvojrozmé&rného pohybu m™1).
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Princip superpozice stavil

Jestlize se kvantovy systém miZe nachazet ve stavu popsaném
vinovou funkci W1 a jestlize se miZe nachazet i ve stavu popsaném
vinovou funkci yo, potom se kvantovy systém miiZe nachazet i ve
stavu , pro ktery plati

Y =cavyi+ VYo,

kde c1, ¢ jsou libovolné komplexni konstanty.
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Princip superpozice stavil

Jestlize se kvantovy systém miZe nachazet ve stavu popsaném
vinovou funkci W1 a jestlize se miZe nachazet i ve stavu popsaném
vinovou funkci yo, potom se kvantovy systém miiZe nachazet i ve
stavu , pro ktery plati

Y = cy1+ ey,
kde c1, ¢ jsou libovolné komplexni konstanty.

MnoZinu v8ech mozZnych vinovych funkci y popisujici viechny
stavy pevné zvoleného kvantového objektu spolu s nulovou funkci
nazyvame stavovym prostorem a zna&ime V.

v je linedrni podprostor L2(M). Zavedeme v ném skaldrni sougin

(W1,¥2) / ya(r, t)ya(r, t)dV

vl = Vi) =/ [ 1wir.opav

a hormu
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Princip superpozice stavi - (2)
Jaky vyznam maji konstanty ci,cp ve vztahu
Y= c1y1 + yr?
P¥edpokladejme, Ze W1, W> jsou normované a ortogonalni. Potom

1= (y,¥) = (a1 + a2, a1+ o) = [al* +|ef*.

To Ize interpretovat tak, Ze systém v kvantovém stavu Y se s
pravd&podobnosti |c;|? nachdzi ve stavu y; s pravd&podobnosti
|co|? se nachdzi ve stavu .
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Princip superpozice stavi - (2)
Jaky vyznam maji konstanty ci,cp ve vztahu

Y= c1y1 + yr?

P¥edpokladejme, Ze W1, W> jsou normované a ortogonalni. Potom

1= (y,¥) = (a1 + a2, a1+ o) = [al* +|ef*.

To Ize interpretovat tak, Ze systém v kvantovém stavu Y se s
pravd&podobnosti |c;|? nachdzi ve stavu y; s pravd&podobnosti
|co|? se nachdzi ve stavu .

Napf¥iklad, jestlize vinova funkce W1 popisuje stav ¢astice, ktery je
charakterizovan tim, Ze p¥i méFeni veli¢iny F se ziska jeji pfesna
hodnota F; a Ze ve stavu Yo ma veli¢ina F pfesnou hodnotu Fo,
potom uvedeme-li &3astici do stavu Y = c; Y1 + oo dostaneme pfFi
opakovaném méfeni pouze hodnoty F; a F» a to s pravdépodob-
nosti |c1|? a |2
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Obsah

Né&co z kvantové mechaniky.

m FyzikdIni veli¢iny v kvantové machanice.
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Operatory fyzikalnich veli¢in

P¥i budovani teoretického apardtu kvantové mechaniky se ukazalo,
ze fyzikalni veli¢iny v ném hraji roli operatorii definovanych na
stavovém prostoru V.
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Operatory fyzikalnich veli¢in

P¥i budovani teoretického apardtu kvantové mechaniky se ukazalo,
ze fyzikalni veli¢iny v ném hraji roli operatorii definovanych na
stavovém prostoru V.

Je-li operator F hermitovsky, jsou jeho vlastni &isla redlnd a vinové
vlastni funkce p¥islugejici riznym vlastnim vektoriim jsou
ortogonalni.

Jestlize k jednomu vlastnimu &islu existuje vice linearné nezavislych
vlastnich funkci (vlastni &islo je degenerované), potom mnoZina
viech vlastnich funkci pFislugejicich danému vlastnimu &islu tvoFi
linedrni prostor 1}, (1) C V), jehoZ dimenze je dj > 1.
Zkonstruujeme ortonormdlini bazi (Gramm-Schmidtova
ortonormalizace).
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Postulaty o operatorech fyzikalnich veligin

Kazdé fyzikalni veli¢iné F je v kvantové mechanice pfifazen
linedrni a hermitovsky operator F.
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Postulaty o operatorech fyzikalnich veligin

Kazdé fyzikalni veli¢iné F je v kvantové mechanice pfifazen
linedrni a hermitovsky operator F.

Zakladnim fyzikdlnim veli¢indm mechaniky - soufadnicim
astice x,y,z a slozkam hybnosti &stice px, py,p; - jsou
pfitazeny operdtory X,¥,2, px, py, P podle schématu

x—=X=xl,ysy=yl,z>2="71

. ., 0 . 0 . 0
px_>Px:_|-h&apy_>Py:_|-h®7Pz_>Pz:_|-h$

nebo-li zapsano vektorové

r—f=ril, pop=—inv
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Postulaty o operatorech fyzikalnich veli¢in - (2)

Je-li fyzikalni veli¢ina F vyjad¥ena pomoci zdkladnich
mechanickych veli¢in vztahem F = F(r,p), je ji p¥ifazen
operator podle schématu

F — F = F(¢,p).
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Je-li fyzikalni veli¢ina F vyjad¥ena pomoci zdkladnich
mechanickych veli¢in vztahem F = F(r,p), je ji p¥ifazen
operator podle schématu

F — F = F(¢,p).

MnoZina vlastnich &isel operatorli F koresponduje s mnoZinou
moznych hodnot veli¢iny F naméFenych v jednotlivych aktech
experimentu.
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Postulaty o operatorech fyzikalnich veli¢in - (2)

Je-li fyzikalni veli¢ina F vyjad¥ena pomoci zdkladnich
mechanickych veli¢in vztahem F = F(r,p), je ji p¥ifazen
operator podle schématu

F — F = F(¢,p).

MnoZina vlastnich &isel operatori F koresponduje s mnoZinou
moznych hodnot veli¢iny F naméFenych v jednotlivych aktech
experimentu.

Skalarni souin (W, Fy) koresponduje za predpokladu, Ze  je
normovana vinova funkce, se stfedni hodnotou (F)y, veli¢iny F
ve stavu Y vyhodnocenou z dostatecného poctu jednotlivych
aktl experimentu.
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Postulaty plynouci z matematiky

@ MnoZina v8ech vlastnich funkci W, operatoru F tvofi ve
stavovém prostoru ‘¥ tplnou bazi. To znamen3, Ze kazdou
funkci W € V' Ize jednoznainé vyjadFit jako linedrni kombinaci

v=Y v
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Postulaty plynouci z matematiky

@ MnoZina v8ech vlastnich funkci W, operatoru F tvofi ve
stavovém prostoru ‘¥ tplnou bazi. To znamen3, Ze kazdou
funkci W € V' Ize jednoznainé vyjadFit jako linedrni kombinaci

v=Y v

Kazda vlastni funkce y, operatoru F fyzikalni veli¢iny F
popisuje specificky stav ¢astice, v némz ma veli¢ina F tzv.
ostrou hodnotu shodnou s hodnotou vlastniho &fsla A,, to
znamena, Ze pfi opakovaném méfeni F v tomtéZ stavu Y, se
vZzdy nam&¥ F = A,,.
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Pozndmky k postuldtim

Je-li t¥eba pFitadit operdtor soudinu dvou veli¢in A a B, jejichz
operatory A a B nejsou komutativni, postupujeme podle pravidla

F=AB — ﬁ:E(Aé+éA).
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Pozndmky k postuldtim

Je-li t¥eba pFitadit operdtor soudinu dvou veli¢in A a B, jejichz
operatory A a B nejsou komutativni, postupujeme podle pravidla
F=AB — F= 5(Z\E§+E§A).
Bod ¢. 4 je spojovacim mistkem mezi teorii e experimentem tim,
Ze dava do souvislosti teoreticky vypoltena vlastni &isla operatoru
F s &iselnymi hodnotami veli¢iny F namé&fenymi v experimentu.
Nikdy nelze naméFit v jednom aktu experimentu pro veli¢inu F
¢iselnou hodnotu, kterd by nebyla shodnd s nékterym vlastnim
&islem.
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Pozndmky k postuldtim

Je-li t¥eba pFitadit operdtor soudinu dvou veli¢in A a B, jejichz
operatory A a B nejsou komutativni, postupujeme podle pravidla

F=AB — F= 5(Z\E§+E§A).
Bod ¢. 4 je spojovacim mistkem mezi teorii e experimentem tim,
Ze dava do souvislosti teoreticky vypoltena vlastni &isla operatoru
F s &iselnymi hodnotami veli¢iny F namé&fenymi v experimentu.
Nikdy nelze naméFit v jednom aktu experimentu pro veli¢inu F
¢iselnou hodnotu, kterd by nebyla shodnd s nékterym vlastnim
&islem.
Bod ¢. 5 predstavuje dalsi spojovaci miistek mezi teorii a
experimentem. I

(Fyy = W FV)

y=

(v,v)

levd strana vzorce odpovida stfedni hodnoté veli¢iny F ziskané v
dostate¢né poletné fadé méreni a pravd strana se vypolte z teorie.
Vzorec lze vyuZit k ovéFeni 7. tvrzeni a k vypoctu stfedni
kvadratické odchylky.
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Pozndmky k postuldtim - 2

Z 6. bodu plyne disledek: vyjad¥ime li vinovou funkci y
studovaného stavu v podobé y =Y, c,¥,, budeme si jisti, Ze pfi
mé¥eni veliiny F pro ni nem&fme pouze hodnoty A, a to kazdou s
Eetnosti |cp|?.
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Nékolik konkrétnich ptikladl operatord.

Operator kinetické energie
Pro kinetickou energii T ¢&astice plati v klasické mechanice
1 5 p* _ p+p+p

T =mv = o =" 2m

Podle 2. a 3. postulatu o operdtorech dostaneme operator
ﬁf—i—ﬁ%—i—ﬁ% —h? < 02 02 02 ) 1%

T = — — 4 4 ) =_—"A
2m 2m 8x12+3x22+8x32 2m
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Nékolik konkrétnich ptikladl operatord.

Operator kinetické energie
Pro kinetickou energii T ¢&astice plati v klasické mechanice
1 5 p* _ p+p+p

T =mv = o =" 2m

Podle 2. a 3. postulatu o operdtorech dostaneme operator

PR +B3+ 53 —712<82 o? 82)__772A

T = — s 9 2
2m 2m ax12+3x22+8x32 2m

Operator potencialni energie
Pohybuje-li se &astice v konzervativnim poli popsaném potencialni
energii V(r) dostaneme operator

~

vV = v(r)i.
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Hamilton(iv operdtor - Hamiltonian.

Hamiltoniiv operator
Pro operdtor H celkové energie &astice v konzervativnim poli

dostaneme
N 7 R
H=-—A V(r)l.
A+ V()
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Hamilton(iv operdtor - Hamiltonian.

Hamiltoniiv operator
Pro operdtor H celkové energie &astice v konzervativnim poli

dostaneme )

A ~

A=———A+ V()i
A+ V()

Hamiltonidn pro elektricky nabitou &astici s ndbojem @ a
hmotnosti m podrobenou vlivu elektrického pole popsaného
vektorovym potencidlem A a skaldrnim potencidlem ¢ a souasn&
konzervativniho pole s potencidlni energii V' ma tvar

. p— QAT1)? . .

Vypnuti elektromagnetického pole A=0, ¢ =0.
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Momentu hybnosti.

Operator momentu hybnosti
Momentu hybnosti L = r x p pfifadime operator

L=Fxp,
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Momentu hybnosti.

Operator momentu hybnosti
Momentu hybnosti L = r x p pfifadime operator

izfxﬁ,
N 0 0
Li = |T7(X38X2—x BX3>
. o d
Ly |'h<xlax3 — X 8X1>
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Komutaéni relace.

Uvazujme operatory 01 a O,. Potom symbol
[01,02] = 010.— 0,0

nazyvame komutdtor operator(i 01 a Os.
Jestlize operatory 01 a O spolu komutuji, potom komutator se
rovna 0.
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Komutaéni relace.

Uvazujme operatory 01 a O,. Potom symbol
[01,02] = 010.— 0,0

nazyvame komutdtor operator(i 01 a Os.
Jestlize operatory 01 a O spolu komutuji, potom komutator se
rovna 0.

Pro operatory definované 2. postuldtem plati

[)?Ia)?_]] = 67 [ﬁl?ﬁ_]] = 05

68/84



Komutaéni relace.

Uvazujme operatory 01 a O,. Potom symbol
[01,02] = 010.— 0,0

nazyvame komutdtor operator(i 01 a Os.
Jestlize operatory 01 a O spolu komutuji, potom komutator se
rovna 0.

Pro operatory definované 2. postuldtem plati

[)?I’)?_]] = 67 [ﬁhp\j] = 65

[%,p] = ihd;1
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Pravidla pro komutator.

Pro komutator plati nasledujici pravidla
| [A.8] = —[B.4)

| [AB+(] = [A B]+[A C]
| [A BC] = BIA C]+[A B]C.
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Pravidla pro komutator.

Pro komutator plati nasledujici pravidla

[A,B] = —[B,A],

[A,B+C] = [A B]+[A (],

[A,BC] = BIA, C]+A,BIC.
PouzZijeme pravidla pro operdtor k-té soutadnice a operdtor
kinetické energie

B T = -1 Y[R = =
X, = — X = ——
ks 2mj:1 kvpj om .

Jj=1 Jj=1

3 3 ih
Bil%i, Bl + Y[Rk BjlBy | = —Pr
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Pravidla pro komutator.

Pro komutator plati nasledujici pravidla

[A,B] = —[B,A],

[A,B+C] = [A B]+[A (],

[A,BC] = BIA, C]+A,BIC.
PouzZijeme pravidla pro operdtor k-té soutadnice a operdtor
kinetické energie

e T1= 52 Y (501

X, = — X = ——

k> 2m &~ kvpj om \ 4 ~
J=1 Jj=1 j=1

Komutaéni relace zapsana vektorové

. ih
[F,T] = —p.
m

Pro komutator operatoru hybnosti a operatoru potencidlni energie
dostaneme
[p,V] = ihgradV 1.

3 3 ih
Bil%i, Bl + Y[Rk BjlBy | = —Pr
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Pravidla pro komutator - 2.

Urcete komutdatory

5. V], [L1,La], [L, 03], [Ls,L4].
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Pravidla pro komutator - 2.

Urcete komutdatory
6, V], (L1 1o, [L2,03], [Ls,14].

Plati tvrzeni:
Jestlize operatory F a G maji systém stejnych vlastnich vektord,
potom [F,G] =0.
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Pravidla pro komutator - 2.

Urcete komutdatory
6, V], (L1 1o, [L2,03], [Ls,14].

Plati tvrzeni:

JestliZze operatory Faé maji systém stejnych vlastnich vektord,
potom [F, ] =0.

Jsou-li v8echna vlastni &isla operatoru F negenerovana plati veta i
naopak:

Jestlize [l:_7 @] =0, potom systém vlastnich vektorii operatoru F je
i systém vlastnich vektor(i operdtoru G.
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Pravidla pro komutator - 2.

Urcete komutdatory
6, V], (L1 1o, [L2,03], [Ls,14].

Plati tvrzeni:

JestliZze operatory Faé maji systém stejnych vlastnich vektord,
potom [F, ] =0.

Jsou-li v8echna vlastni &isla operatoru F negenerovana plati veta i
naopak:

Jestlize [l:_7 @] =0, potom systém vlastnich vektorii operatoru F je
i systém vlastnich vektor(i operdtoru G.

M-l operétor F generovana vlastni &isla a [F, G] = 0, potom Ize
vybrat takovy systém vlastnich vektorli operatoru F, Ze je také
systémem vlastnich vektor operatoru G.
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Relace neurditosti.

Budeme vé&novat pozornost otdzce soucasné mé¥itelnosti dvou
(pFipadné i vice) fyzikalnich veli¢in. Maji-li dva operatory Faé
spole¢né vlastni funkce, potom existuji stavy v kterych mizZeme u
obou veli¢éin F a G naméFit souasné ostré hodnoty. V opaéném
pFipad& nejsou veli¢iny F a G soulasné méFitelné, t.j. jestlize

[l:_, @] # 0 potom velitiny F a G nejsou soutasn& méfitelné.

71/84



Relace neurditosti.

Budeme vé&novat pozornost otdzce soucasné mé¥itelnosti dvou
(pFipadné i vice) fyzikalnich veli¢in. Maji-li dva operatory Faé
spole¢né vlastni funkce, potom existuji stavy v kterych mizZeme u
obou veli¢éin F a G naméFit souasné ostré hodnoty. V opaéném
pFipad& nejsou veli¢iny F a G soulasné méFitelné, t.j. jestlize

[l:_, @] # 0 potom velitiny F a G nejsou soutasn& méfitelné.

Zkoumejme problém soucasné méfitelnosti dvou fyzikalnich veli¢in
A a B, pro jejiz operdtory A a B plati komutaéni relace

(Vo))

[A B] =iK.
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Relace neurditosti.

Budeme vé&novat pozornost otdzce soucasné mé¥itelnosti dvou
(pFipadné i vice) fyzikalnich veli¢in. Maji-li dva operatory Faé
spole¢né vlastni funkce, potom existuji stavy v kterych mizZeme u
obou veli¢éin F a G naméFit souasné ostré hodnoty. V opaéném
pFipad& nejsou veli¢iny F a G soulasné méFitelné, t.j. jestlize

[l:_, @] # 0 potom velitiny F a G nejsou soutasn& méfitelné.

Zkoumejme problém soucasné méfitelnosti dvou fyzikalnich veli¢in
A a B, pro jejiz operdtory A a B plati komutaéni relace
[A B] =iK.

Pro odchylky hodnot veli¢in od jejich stfednich hodnot zavedeme
operatory téchto odchylek

— N

AA=A— (A1, AB=B-(B)i.
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Relace neurditosti - 2.

Pro operdtory AA a AB plati komutaéni relace

[AA,AB]=iK.
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Relace neurditosti - 2.

Pro operatory AAa AB plati komutaéni relace
[AA,AB] =

Za méfitko velikosti chyby pfi mé&feni veli¢in A a B zvolime jejich
st¥edni odchylky definované pomoci AA a AB takto

BA = [(BANY2] = (v, (BAW)' 2,
8B = (BB = (v, (ABYw)",
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st¥edni odchylky definované pomoci AA a AB takto

BA = [(BANY2] = (v, (BAW)' 2,
8B = (BB = (v, (ABYw)",

Veli¢indm 8A a OB se v kvantové mechanice obvykle ¥ika
neurditosti fyzikdlnich veli¢in A a B.
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Relace neurditosti - 2.

Pro operatory AAa AB plati komutaéni relace
[AA,AB] =

Za méfitko velikosti chyby pfi mé&feni veli¢in A a B zvolime jejich
st¥edni odchylky definované pomoci AA a AB takto

BA = [(BANY2] = (v, (BAW)' 2,
8B = (BB = (v, (ABYw)",

Veli¢indm 8A a OB se v kvantové mechanice obvykle ¥ika
neurditosti fyzikalnich veli¢in A a B.

Zvolme nezapornou veli¢inu

1(8) = (EAA—IAB)Y, (EAA—IAB)Y) > 0.

72/84



Relace neurditosti - 3.
Funkce /(&) je kvadratickou funkci prom&nné &
1(8) = E%(8A)* +&(K) +(8B)* > 0.
Pro diskriminant tedy musi platit
((K))* —4(8A)*(3B)* < 0,

po malé Gpravé dostaneme tzv. relaci neurditosti
1
d0AdB > §|<K)|

Je-li stredni hodnota komutdtoru K nenulovd, nemize nikdy nastat
pfipad 8A = 0B = 0 a obé& velitiny nelze soucasn& urdit.

73/84



Relace neurditosti - 3.
Funkce /(&) je kvadratickou funkci prom&nné &
1(8) = E%(8A)* +&(K) +(8B)* > 0.
Pro diskriminant tedy musi platit
((K))* —4(8A)*(3B)* < 0,

po malé Gpravé dostaneme tzv. relaci neurditosti
1
d0AdB > §|<K)|

Je-li stredni hodnota komutdtoru K nenulovd, nemize nikdy nastat
pfipad 8A = 0B = 0 a obé& velitiny nelze soucasn& urdit.

V p¥ipad& nulového komutdtoru K mohou pro neurtitosti 8A a 8B
nastat obecn& vSechny p¥ipady a tedy i pfipad dA = 6B = 0. Proto
mluvime o principidlni sou¢asné mé¥itelnosti.

73/84



Relace neurditosti - 4.

P¥ipomeneme-li si komuta&ni relaci
[)?lﬁﬁk] =inl
dostaneme zavaznou relaci neurcitosti
h
dxk Opk > >

které se ¥ikd Heisenbergova relace neurcitosti. Tato relace nas nuti
vzdat se pojmu trajektorie ¢astice.
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Relace neurditosti - 4.

P¥ipomeneme-li si komuta&ni relaci
[)?lﬁﬁk] =inl
dostaneme zavaznou relaci neurcitosti
h
dxk Opk > >

které se ¥ikd Heisenbergova relace neurcitosti. Tato relace nas nuti
vzdat se pojmu trajektorie ¢astice.

Operatory kinetické energie Ta potencialni energie v spolu
nekomutuji. Navic nekomutuji ani s hamiltonidnem, ktery je jejich
souttem. Znamena to, Ze ve stavech s ostrou hodnotou energie E
maji jeji slozky T a V neostré hodnoty.
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Nestacionarni Schrodingerova rovnice.

K dokonéeni popisu zakladniho formalniho schématu kvantové
machaniky jesté zbyvd uvést, jak se v konkrdtnich pfipadech uréi
moZné kvantové stavy Castice nebo souboru &astic.
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V roce 1926 nalezl Schrédinger diferencidlni rovnici, ktera
umoziiuje urdit vlastnosti kvantového objektu.
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umoziiuje urdit vlastnosti kvantového objektu.

Jestlize kvantovému systému pfislusi Hamiltonian H ma tato
rovnice tvar

Loy .

a nazyva se Schrodingerova rovnice.
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K dokonéeni popisu zakladniho formalniho schématu kvantové
machaniky jesté zbyvd uvést, jak se v konkrdtnich pfipadech uréi
moZné kvantové stavy Castice nebo souboru &astic.

V roce 1926 nalezl Schrédinger diferencidlni rovnici, ktera
umoziiuje urdit vlastnosti kvantového objektu.

Jestlize kvantovému systému pfislusi Hamiltonian H ma tato
rovnice tvar

Loy .

a nazyva se Schrodingerova rovnice.

Jejim zdkladnim GZelem je nalézt vinovou funkci y(x,t) daného
systému.
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Stacionarni Schrodingerova rovnice.

Je-li studovany kvantovy systém dostate¢né izolovan od svého
okoli, je splnén p?edpoklad, Ze jeho Hamiltonidan H nezavisi na
Ease, nebo-li, ze % =0
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P¥edpoklad umoZiiuje uvaZovat vinovou funkci ve tvaru

v(x,t) = o(r) T(2).
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Je-li studovany kvantovy systém dostate¢né izolovan od svého
okoli, je spIné&n pfedpoklad, Ze jeho Hamiltonidn H nezavisi na

¢ase, nebo-li, ze aa’;’ =0

P¥edpoklad umoZiiuje uvaZovat vinovou funkci ve tvaru

v(x,t) = o(r) T(2).

Dosad me takto separovanou vinovou funkci do nestaciondrni
Schrodingerovy rovnice

o\ = 1 Ag.

a vydé&lme obé& strany rovnice @(r) T(t), dostaneme

1 dT(t)  He(r)
T(t) dt  o(r)
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Stacionarni Schrodingerova rovnice.

Je-li studovany kvantovy systém dostate¢né izolovan od svého
okoli, je splnén pFedpokIad, Ze jeho Hamiltonian H nezavisi na
Ease, nebo-li, ze % =0

P¥edpoklad umoZiiuje uvaZovat vinovou funkci ve tvaru

v(x,t) = o(r) T(2).

Dosad me takto separovanou vinovou funkci do nestaciondrni
Schrodingerovy rovnice

o\ = 1 Ag.

a vydé&lme obé& strany rovnice @(r) T(t), dostaneme
1 dT(t)  He(r)
T(t) dt ()

Leva strana rovnice zavisi pouze na t a prava strana pouze na r.
Obé strany se tedy musi rovnat konstant&, oznaéme ji E.

ih
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Stacionarni Schrodingerova rovnice - 2.

Dostaneme dvé& diferencialni rovnice

mdzgt) = ET(t) (2)

Ao(r) = Eq(r). (3)
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Stacionarni Schrodingerova rovnice - 2.

Dostaneme dvé& diferencialni rovnice

i‘hdzgt) = ET(t) (2)
Ao(r) = Eq(r). (3)
Prvni ma feSeni
T(t) = e i5t.

V druhé rovnici vystupuje Hamiltonidn a je riiznad pro rizné
Hamiltonidany. Nazyva se stacionarni Schrodingerova rovnice.

Rovnice je zaroveii rovnici pro vypolet vlastnich funkci ¢, a
vlastnich &isel E, operatoru H, t.j.

I:I(pn(r) = En (Pn(r)'
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Stacionarni Schrodingerova rovnice - 2.

Dostaneme dvé& diferencialni rovnice

i‘hdzgt) = ET(t) (2)
Ao(r) = Eq(r). (3)
Prvni ma feSeni
T(t) = e i5t.

V druhé rovnici vystupuje Hamiltonidn a je riiznad pro rizné
Hamiltonidany. Nazyva se stacionarni Schrodingerova rovnice.

Rovnice je zaroveii rovnici pro vypolet vlastnich funkci ¢, a
vlastnich &isel E, operatoru H, t.j.

I:I(pn(r) = En (Pn(r)'

Vlastni &isla E,, lze interpretovat jako jediné mozné hodnoty

energie E systému, které Ize ziskat experimentdlnim mé&fenim.
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Stacionarni Schrodingerova rovnice - 3.

Energie E, se nazyvdji hladinami energie systému. VInové funkce
©®p, jsou vinovymi funkcemi specifickych stavli systému, v nichZ ma
jeho energie ostrou hodnotu &iselné shodnou s hodnotou
p¥islusného vlastniho &isla Ej,.
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jeho energie ostrou hodnotu &iselné shodnou s hodnotou
p¥islusného vlastniho &isla Ej,.

Celkovou vinovou funkci y(r, t) ¥edici rovnici (1) je
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Stacionarni Schrodingerova rovnice - 3.

Energie E, se nazyvdji hladinami energie systému. VInové funkce
©®p, jsou vinovymi funkcemi specifickych stavli systému, v nichZ ma
jeho energie ostrou hodnotu &iselné shodnou s hodnotou
p¥islusného vlastniho &isla Ej,.

i

Celkovou vinovou funkci y(r, t) ¥edici rovnici (1) je

+E

w(r ) =@n(r)e ™", (4)

Stavy kvantového systému popsané vinovou funkci (4) se nazyvaji
stacionarni stavy. Za stacionarni stav povaZujeme stav

m jehoZ vinova funkce je YeSenim staciondrni Schrodingerovy
rovnice

® v némZ ma systém ostrou hodnotu energie

m jehoZ vinova funkce je zdvisld na &ase pouze prostfednictvim

multiplikativniho faktoru e 1%t.
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Nestacionarni Schrodingerova rovnice

Vratme se k nestaciondrni Schrodingerové rovnici (1). VSechna jeji
FeSeni maji tvar (princip superpozice)

y(r.t) = Y chn(r)e ",

Stavy, popsané touto vinovou funkci se nazyvaji nestaciondrni
stavy.

Mé-li studovany systém Casové zavisly hamiltonian H(t), plati
pouze nestacionarni Schrodingerova rovnice a v8echny stavy
systému jsou nestacionarnimi.
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Schrodingerova rovnice - volna &astice

Pro jednoduchost budeme nejd¥ive diskutovat volnou &astici v
jedné dimenzi. Odpovidajici Schrodingerova rovnice s potencidlem
V =0 m3 tvar

w_ Wy

ot 2m ox2’
Staciondrni Schrodingerova rovnice

ih

d2 2mE
<dx2+'hz) o(x) = 0.
Oznaéme
2mE 5
w =

Regeni staciondrni Schrodingerovy rovnice je

e:l:lkx'

o(x) =
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Schrodingerova rovnice - volna &astice- 2

Zaved me impuls &4stice p = hk, potom &asové zavisla vinova
funkce je
1
\V(X: t) _ eﬁ(Etfkpx)’

kde impulz p miZe nabyvat kladnych i zdpornych hodnot.
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Schrodingerova rovnice - volna &astice- 2

Zaved me impuls &4stice p = hk, potom &asové zavisla vinova
funkce je
1
y(x,t) = em(Erkp),

kde impulz p miZe nabyvat kladnych i zdpornych hodnot.

Celkova energie &astice je rovna jeji kinetické energii

-h2k2 p2
T 2m  2m’
VInova funkce je vlastni funkci hamiltonianu
772 d2 p2

9} Ll
V=5 a®x) = 5 0(x)
s vlastni hodnotou % a operdtoru impulsu

d

o) = —-h—

Py i

s vlastni hodnotou p. Oba operatory spolu komutuji, maji tedy

stejné vlastni funkce.

¥ = py
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