Dodatek 2: Funkce dvou proménnych
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Funkce dvou proménnych

Definice: Realnou funkci dvou realnych proménnych,
definovanou na mnoziné ¢ # M C R?, rozumime ptedpis f,
ktery kazdé usporadané dvoijici realnych Cisel (x,y) e M
prifazuje jedno realné Cislo z € R.

Zapisujeme ve tvaru:

z=1f(x,y) nebo f:M—R

Mnozinu M nazyvame definicnim oborem funkce f a piSeme
M = D(f).
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Graf funkce dvou proménnych

Definice: Necht f : D(f) C R? — R je funkce dvou promé&nnych
zadand predpisem z = f(x, y). Potom grafem funkce f
rozumime mnozinu

graf f = {(x,y.f(x,¥)) € R* | (x,y) € D()}

Definice: Necht K je kfivka, ktera vznikne jako fez (prinik)
grafu funkce z = f(x, y) rovinou z = z,. Kolmy prdmeét této
kfivky do roviny x, y nazyvame z, - vrstevnici grafu funkce f.

2o - vrstevnice = {(x,y) € D(f) | f(x,y) = z0}
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Operace s funkcemi dvou proménnych

- stejné jako pro funkce jedné proménné
m souctem funkci f(x, y) a g(x, y) je funkce h = f + g ur€ena
predpisem
h(x,y) = f(x,y) +9(x,y)
s definiénim oborem
D(h) = D(f) N D(g)

|
m slozenim funkce f(x, y) s funkci g(z) se rozumi funkce
h = g o f urCena predpisem
h(x,y) = g(f(x,y))
s definiénim oborem

D(h) = {(x,y) € D(f) [ f(x,y) € D(g)}
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Spoijitost (1)

Definice: ¢-ovym okolim bodu (Xo, y5) € R? se rozumi mnozina

O:(x0, ¥0) = {(x,¥) € R? | p((x,¥), (X0, ¥0)) < €},
kde

p(%.9), (0, 50)) = /(X = %)% + (¥ — yo)?
je vzdalenost bodu (x, y) a (xo, Yo)-

Definice: Necht funkce f(x, y) je definovand v jistém okoli
bodu (X, ¥o) € R?. Funkce f je spojita v bodé (xp, yo) jestlize

Ve>030>0V(x,y) € Os(x0,%): |f(x,y)—f(X0,¥0)| < e
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Spoijitost (2)

Véta: Necht funkce jedné proménné f(x) je spojita na intervalu
(a, b) a necht funkce jedné proménné g(y) je spojita na
intervalu (c, d). Potom funkce dvou proménnych

hi(x,y) =) +9(y) a h(x,y)=£x)g(y)

jsou spojité na obdélniku (a, b) x (c, d) a funkce

halx.y) = g(y)

je spojitd na obdélniku (a, b) x (c, d) vSude, kde g(y) # 0.
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Parcialni derivace funkci dvou proménnych (1)

m parcialni derivace prvniho fadu

. h, f(Xo,
m podle x: g—)f((xmyo) = lim f(xo + }’o,)7 (X0, ¥o)
f h) —f
m podle y: g;(xo,}/o) = lim (X0, %0 + 21 (X0, Yo)

m parcialni derivace druhého radu
Fr_ o (of\ &1 _ o (of
ox2 ~ 9x \ ox ay2 oy \ oy
Pr_ o (of\ 1 _ o (of
oxdy  Ox \ 9y dyox Oy \ Ox

m parcialni derivace vyssich radu
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Parcialni derivace funkci dvou proménnych (2)

Véta: Ma-li funkce f(x, y) spojité druhé parcialni derivace na
(a,b) x (c,d) c R?, pak na (a, b) x (c, d) plati
o?f  0%f
ox0y  Oyox’
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Gradient

Definice: Uvazujme funkci f(x, y) dvou proménnych a bod
(X0, Yo) € D(f). Za predpokladu, Ze parcialni derivace

%(xo,yo) a gy(xo, Yo) existuji, nazyvame vektor

of of
<aX(XO7y0)7 ay(X07y0)>

gradientem funkce f v bodé (xp, ¥o) a znacime grad f(xo, yo).

Poznamka: Gradient je vektor, ktery udava smér nejrychlejsiho
rustu funkce.
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