Kapitola 10: Diferencialni rovnice.
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Co je to diferencialni rovnice?

Diferencialni rovnice je vztah mezi hledanou funkci y(x), jejimi
derivacemi y’(x), y"(x), y"(x), ... a nezavisle proménnou x.
Resenim diferencialni rovnice je funkce.
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Co je to diferencialni rovnice?

Diferencialni rovnice je vztah mezi hledanou funkci y(x), jejimi
derivacemi y’(x), y"(x), y"(x), ... a nezavisle proménnou x.
Resenim diferencialni rovnice je funkce.

Ptiklady diferencidlnich rovnic: ¥’ = 3x
y'y = sin(x)
" 2

y"=xy"=2yy" = x
Definice:
Mnozina vSech feSeni diferencialni rovnice se nazyva obecné
reseni. Jedno konkrétni feSeni se nazyva partikularni reseni.
Graf partikularniho feSeni se nazyva integralni krivka.
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Co je to diferencialni rovnice?

Diferencialni rovnice je vztah mezi hledanou funkci y(x), jejimi
derivacemi y’(x), y"(x), y"(x), ... a nezavisle proménnou x.
Resenim diferencialni rovnice je funkce.

Ptiklady diferencialnich rovnic: ¥y’ = 3x

y'y = sin(x)

" 2
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ymoxy'-2yy = X
Definice:
Mnozina vSech feSeni diferencialni rovnice se nazyva obecné
reseni. Jedno konkrétni feSeni se nazyva partikularni reseni.
Graf partikularniho feSeni se nazyva integralni krivka.

V aplikacich diferencialnich rovnic se setkdvdme s ulohou

nalézt partikularni feSeni diferencialni rovnice, které pro danou

hodnotu xy nezavisle proménné x nabyva pfedepsanou

hodnotu yy, tj. hledame feSeni, aby splfovalo pocatecni
odminku

P y(x) = Yo
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Rovnice typu y' = f(x) g(y)-
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Rovnice typu y' = f(x) g(y)-

Véta: Uvazujme rovnici y’ = f(x) g(y). Je-li funkce f(x) spojita
na intervalu (a, b) a g'(y) je spojita na intervalu (c, d), pak
kazdym bodem obdélniku O = (a, b) x (c, d) prochazi pravé
jedna integralni kiivka. Nebo-li existuje prave jedno reSeni
rovnice y’ = f(x) g(y) spliujici pocate¢ni podminku y(xo) = o,
kde [Xo,yo] e 0.
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rovnice y’ = f(x) g(y) spliujici pocate¢ni podminku y(xo) = o,
kde [Xo,yo] e 0.

Geometricky vyznam: V kazdém bodé [x, y] obdélniku O
nakreslime kratkou Usecku o smérnici f(x)g(y), tim obdrzime
smérové pole. Usedka je teéna k integralni kfivce prochazejici
bodem [x, y]
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na intervalu (a, b) a g'(y) je spojita na intervalu (c, d), pak
kazdym bodem obdélniku O = (a, b) x (c, d) prochazi pravé
jedna integralni kiivka. Nebo-li existuje prave jedno reSeni
rovnice y’ = f(x) g(y) spliujici pocate¢ni podminku y(xo) = o,
kde [Xo,yo] e 0.

Geometricky vyznam: V kazdém bodé [x, y] obdélniku O
nakreslime kratkou Usecku o smérnici f(x)g(y), tim obdrzime
smérové pole. Usedka je teéna k integralni kfivce prochazejici
bodem [x, y]

Nadale budeme uvazovat pouze rovnici y' = f(x) g(y), kde f(x)
je spojita na (a, b) a g'(y) je spojita na (c, d).
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Metoda separace proménnych.
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Metoda separace proménnych.

Najdeme v8echny body yq, pro které g(yo) = 0.
Potom y = y; je konstantni feSeni diferencialni rovnice

y' =1Hx)9y)-
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Metoda separace proménnych.

Najdeme v8echny body yq, pro které g(yo) = 0.
Potom y = y; je konstantni feSeni diferencialni rovnice
y' = f(x)9(y).
dy

d*X:f(X)Q(Y),XGL}/GJ
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Metoda separace proménnych.

Najdeme v8echny body yq, pro které g(yo) = 0.

Potom y = y, je konstantni feseni diferencialni rovnice
y'=1(x)a(y).
gi(/ = f(x)g(y), xel, yed
Separujeme proménnéc:i

yo_
o) " f(x)dx
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Metoda separace proménnych.

Najdeme v8echny body yq, pro které g(yo) = 0.
Potom y = y; je konstantni feSeni diferencialni rovnice

y'=1Hx)9(y). g
d% = f(X)g(y), xel, yed
Separujeme proménnéc:i
y
—— = f(x)dx
a(y) ()

dy
/g(y) _/f(x)dx
G(y)+ Cy = F(x) + Cy,

kde Cy, C> € R jsou libovolné konstanty.

G(y) = F(x) + C,
kde C = Cg — C1.
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Separujeme proménnéc:i
y
—— = f(x)dx
a(y) ()
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G(}/) + C1 = F(X) + Cg,
kde Cy, C> € R jsou libovolné konstanty.
G(y) = F(x) + C,
kde C = Cg — C1.

y(x) = G (F(x)+C),
kde x € (a, b).
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Metoda separace proménnych - shrnuti.

Véta: Necht je funkce f(x) spojita na intervalu (a, b) a funkce
g(y) spojita na intervalu (c, d). Potom:

Je-li g(yp) = 0 pro néjaké y;, € (c, d), je konstantni funkce

y(x) =

definované na (a, b) feSenim rovnice y’ = f(x) g(y).

Je-li g(y) # 0 pro kazdeé y € (c, d), pak obecné feSeni
rovnice y' = f(x) g(y) na obdélniku (a, b) x (c, d) ma tvar

y(x) = G'(F(x) +C),

kde F(x /f x)dx a G(x) = /g(y)dy
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Linearni rovnice 1. radu

Predpokladejme, Ze funkce ap(x), ai(x), by(x), a(x), b(x) jsou
spojité na intervalu | = (o, 8)
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Linearni rovnice 1. radu

Predpokladejme, Ze funkce ap(x), ai(x), by(x), a(x), b(x) jsou
spojité na intervalu | = (o, 8)
Definice: Rovnici tvaru
ao(X)y' + ai(x)y = bi(x), ao(x)#0Vx el
nebo ekvivalentni rovnici tvaru
y' +a(x)y = b(x)
nazyvame linearni diferencialni rovnici 1. fadu.
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Rovnici
y' +a(x)y=0

nazyvame homogenni linearni diferencialni rovnici 1. fadu -
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Linearni rovnice 1. radu
Predpokladejme, Ze funkce ap(x), ai(x), by(x), a(x), b(x) jsou
spojité na intervalu | = (o, 8)
Definice: Rovnici tvaru
ao(X)y' +ai(x)y = bi(x), a(x)#0Vxel
nebo ekvivalentni rovnici tvaru
y' +a(x)y = b(x)
nazyvame linearni diferencialni rovnici 1. fadu.

Rovnici
y'+a(x)y=0

nazyvame homogenni linearni diferencialni rovnici 1. fadu -
HLDR.
Rovnici y' +a(x)y =b(x), Ixel:b(x)#0

nazyvame nehomogenni linearni diferencialni rovnici 1. fadu -
NLDR.
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Regeni HLDR.

Véta: Mnozina vSech feseni HLDR 1. fadu
y' +a(x)y=0

ma tvar
yu(x) = Ce "™, CeR,

kde A(x) = /a(x)dx.
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Regeni HLDR.

Véta: Mnozina vSech feseni HLDR 1. fadu
y' +a(x)y=0

ma tvar
yu(x) = Ce "™, CeR,

kde A(x) = /a(x)dx.
Véta: Obecné feSeni NLDR 1. fadu

y' +a(x)y = b(x)
je ve tvaru

YZYp+YHa

kde yp je jedno libovolné partikularni feSeni NLDR a y, jsou
vSechna feSeni HLDR.
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Reseni NLDR - metoda variace konstanty.

Uvazujme NLDR
y' +a(x)y =b(x), xecl.

Redime HLDR:

YH(x) = Ce™™ CeR, AX)= /a(x)dx.

Oznaéme ¢(x) = e A% tj. yu(x) = Cyp(x).
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Reseni NLDR - metoda variace konstanty.

Uvazujme NLDR
y' +a(x)y =b(x), xecl.

Redime HLDR:

YH(x) = Ce™™ CeR, AX)= /a(x)dx.

Oznaéme ¢(x) = e A% tj. yu(x) = Cyp(x).
Variace konstanty:
hledame partikularni feSeni NLDR ve tvaru
Yo(X) = c(x)p(x),
kde c(x) je néjaka funkce definovana na /.

8/10



Reseni NLDR - metoda variace konstanty.

Uvazujme NLDR
y' +a(x)y =b(x), xecl.
Resime HLDR:
Yu(x) = Ce™ ™™ CeR, Alx)= / a(x)dx.
Oznaéme ¢(x) = e A% tj. yu(x) = Cyp(x).

Variace konstanty:
hledame partikularni feSeni NLDR ve tvaru

Yo(X) = c(x)p(x),
kde c(x) je néjaka funkce definovana na /.
Dosadime y, do NLDR.

¢'(X)p(x) + c(x)¢'(x) + a(x)e(x)p(x) = b(x)
dostaneme rovnici pro ¢’(x)

&/(x)e(x) = b(x).
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Reseni NLDR - metoda variace konstanty.

Uvazujme NLDR
y' +a(x)y =b(x), xecl.
Resime HLDR:
Yu(x) = Ce™ ™™ CeR, Alx)= / a(x)dx.
Oznaéme ¢(x) = e A% tj. yu(x) = Cyp(x).

Variace konstanty:
hledame partikularni feSeni NLDR ve tvaru

Yo(X) = c(x)p(x),
kde c(x) je néjaka funkce definovana na /.
Dosadime y, do NLDR.

¢'(X)p(x) + c(x)¢'(x) + a(x)e(x)p(x) = b(x)
dostaneme rovnici pro ¢’(x)
¢/ (X)(x) = b(x).

Z této rovnice vypoéteme ¢’(x) a integraci vypocteme c(x).
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Variace konstanty - shrnuti.
Véta: Necht je dana NLDR
y' +a(x)y = b(x)
(resp. ap(x)y’ + a1(X)y = by(x), ao(x) # 0 V¥x € I)
a necht obecné reseni prifazené HLDR ma tvar
Yu(x) = Coo(x).
Splniuje-li funkce ¢(x) rovnici

b1(x)
ap(X)

¢ (x)p(x) = b(x) (resp. ¢/(x)p(x) = )

je funkce
Yo(X) = c(x)p(X)
feSenim uvazované NLDR.
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Eulerova metoda.

Numericka metoda pro vypocet priblizného rfeSeni diferencialni
rovnice:

y' = f(x,y) xe(ab) y(@)=y.
Dostaneme priblizné feSeni v kone¢ném poctu uzlovych bodu
a=xg,X,---,Xn=b, xj € (a, b).

Oznacme tuto pfibliznou hodnotu y; = y(x;).
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Eulerova metoda.

Numericka metoda pro vypocet priblizného rfeSeni diferencialni
rovnice: .

y = fx,y) xe(ab) y(a)=y.
Dostaneme priblizné feSeni v kone¢ném poctu uzlovych bodu
a=xg,X,---,Xn=b, xj € (a, b).

Oznacme tuto pfibliznou hodnotu y; = y(x;).

Ziskédme tedy funkci zadanou tabulkou:

‘XO Xq Xn‘
‘}’0 i |- }/n‘
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Eulerova metoda.

Numericka metoda pro vypocet priblizného rfeSeni diferencialni
rovnice: .

y = fx,y) xe(ab) y(a)=y.
Dostaneme priblizné feSeni v kone¢ném poctu uzlovych bodu
a=xg,X,---,Xn=b, xj € (a, b).

Oznacme tuto pfibliznou hodnotu y; = y(x;).

Ziskédme tedy funkci zadanou tabulkou:

o [ [ [
‘ Yol Yi || Yn \
Zname-li pocatecni hodnotu yg, priblizné hodnoty vypocteme
Eulerovou metodou:
Yisr = Yi + hf(x,y) i=0,1,....n
Xiy1 = Xi + h,
kde h je krok metody. Chyba E(h) = y, — y(b) je tmérna
veli¢iné h. Eulerova metoda je metoda 1. fadu.
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