Kapitola 10: Diferencialni rovnice.

Co je to diferencialni rovnice?
Diferencidlni rovnice je vztah mezi hledanou funkei y(z), jejimi derivacemi
y'(z),y"(x),y" (x),... anezdvisle proménnou z. ReSenim diferencidlni rovnice

je funkce. Ptiklady diferencidlnich rovnic:y / 3
yy = sin(z)
y/// . a:y” . 2yy/ — .7}2

Definice: Mnozina vsech feSeni diferencidlni rovnice se nazyva obecné reseni.
Jedno konkrétni feSeni se nazyva partikuldrni reseni. Graf partikuldrniho feSeni
se nazyva integrdlni kiivka. V aplikacich diferencidlnich rovnic se setkdvame s
ulohou nalézt partikularni feSeni diferencidlni rovnice, které pro danou hodnotu
xo nezavisle proménné x nabyva predepsanou hodnotu vy, tj. hleddme feSeni, aby
spliiovalo pocdtecni podminku

y(ro) = Yo

Rovnice typu /' = f(x) g(y).

Véta: Uvazujme rovnici ' = f(z) g(y). Je-li funkce f(z) spojitd na intervalu
(a,b) a ¢'(y) je spojitd na intervalu (¢, d), pak kazdym bodem obdélniku O =
(a,b) x (¢, d) prochézi pravé jedna integralni kiivka. Nebo-li existuje pravé jedno
feSeni rovnice ¥’ = f(x)g(y) spliujici pocatecni podminku y(z¢) = yo, kde
[ZEQ, yo] € 0.

Geometricky vyznam: V kazdém bodé¢ [z, y] obdélniku O nakreslime kratkou
tisecku o smérnici f(x)g(y), tim obdrzime smérové pole. Usetka je te¢na k in-
tegralni kiivce prochdzejici bodem [z, y|[4mm] Naddle budeme uvaZzovat pouze
rovnici ¥ = f(x) g(y), kde f(x) je spojita na (a, b) a ¢'(y) je spojitd na (c, d).

Metoda separace proménnych.

1. Najdeme vSechny body o, pro které g(yo) = 0. Potom y = vy je konstantni
FesSeni diferencidlni rovnice ' = f(z) g(y).
dy

2. 9 = flx)gly), z€l, yelJ



3. Separujeme proménné: d
Y
—— = f(x)dx

9(y)

dy
—— = [ f(x)dx
/ 9(y) )
G(y) + C1 = F(x) + Cy,
kde ', C5 € R jsou libovolné konstanty.

kdeC:Cg—C'l.

kde x € (a,b).

Metoda separace proménnych - shrnuti.
Véta: Necht' je funkce f(x) spojitd na intervalu (a,b) a funkce g(y) spojitd na
intervalu (c, d). Potom:

1. Je-li g(yo) = 0 pro néjaké yo € (c, d), je konstantni funkce

y(x) = yo
definované na (a, b) feSenim rovnice /' = f(z) g(y).

2. Je-li g(y) # 0 pro kazdé y € (c,d), pak obecné FeSeni rovnice y' =
f(x) g(y) na obdélniku (a, b) x (¢, d) ma tvar

y(z) = GH(F(z) +C),

kde F(z) = / flr)de a G(z) = / ﬁdy.



Linearni rovnice 1. Fadu

Predpoklddejme, Ze funkce ag(z), ai(z), bi(x), a(x), b(x) jsou spojité na in-
tervalu I = («a, )
Definice: Rovnici tvaru

ao(2)y’ + ai(x)y = bi(z), ao(z) #0Vr €I
nebo ekvivalentni rovnici tvaru
Y +a(z)y = b(x)
nazyvame linedrni diferencidlni rovnici 1. Fddu. Rovnici
v +a(z)y=0

nazyvame homogenni linedrni diferencidlni rovnici 1. Fddu - HLDR. Rovnici
v +a(z)y=>0b(x), Fxel:bx)#0

nazyvame nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici 1. ¥ddu - NLDR.

Reseni HLDR.
Véta: Mnozina vSech feSeni HLDR 1. fadu

v +a(z)y=0
ma tvar
yu(z) = Ce_A(x), C eR,
kde A(x) = /a(ac)dx.
Véta: Obecné feseni NLDR 1. fadu

Y + a(x)y = b(x)

je ve tvaru
Y="YptYn,

kde y, je jedno libovolné partikularni feSeni NLDR a yy jsou vSechna feSeni
HLDR.



Reseni NLDR - metoda variace konstanty.
Uvazujme NLDR

1. Resime HLDR:
ya(z) = Ce @ CecR, Alx)= /a(:v)dx.

v +a(x)y=>b(z), zel.

Oznaéme p(z) = e 4@ j. yu(z) = Cp(x).
2. Variace konstanty: hleddme partikularni feSeni NLDR ve tvaru

yp(w) = c(x)p(),
kde ¢(x) je néjaka funkce definovand na /. Dosadime y,, do NLDR.

c(z)e(z) + c(x)¢'(z) + a(z)c(z)p(r) = b(z)

dostaneme rovnici pro ¢ ()

Z této rovnice vypoclteme () a integraci vypocteme c¢(z).

Variace konstanty - shrnuti.
Véta: Necht' je dana NLDR

Y +a(z)y = b(x)

(resp. ao(2)y’ + ai(x)y = bi(z), ao(z) # 0V € I)

a necht’ obecné fesSeni prifazené HLDR m4 tvar

yu () = Co().

Spliuje-li funkce ¢(x) rovnici

je funkce

feSenim uvazované NLDR.



Eulerova metoda.

Numerickd metoda pro vypocet pribliZzného feSeni diferencidlni rovnice:

z € {a,b) yla) = yo.

/

y:

Dostaneme pfiblizné feseni v kone¢ném poctu uzlovych bodtii a = z¢, x4, . .

f(z,y)

<y Ly =

b, z; € (a,b). Ozname tuto pribliznou hodnotu y; = y(z;). Ziskame tedy funkci

zadanou tabulkou:

Zo

T

Ln

Yo

n

Yn

Zname-li pocateni hodnotu g, pfiblizné hodnoty vypolteme Eulerovou meto-

dou:

Yi+1

Tiv1 =

vi + hf(zi,y)

fL‘Z—Fh,

1=0,1,...,n

kde h je krok metody. Chyba E(h) = y,, — y(b) je Gmérnd veli¢iné h. Eulerova

metoda je metoda 1. fadu.



