Kapitola 11: Vektory a matice:
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Prostor R"

R?"={(xy,....xp) | ;€ R,i=1,...,n}, neN

® X = (X1,...,Xn) € R" se nazyva vektor
® X je j-t4 soufadnice vektoru X
m rovnost vektoru:

X=y & Vi=1,....n: x;=Y;

m graficka reprezentace vektorli pro n = 2,3
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Operace na vektorech

Definice: Necht @ = (ay, ..., an), b= (by,....bp) eR", a € R.

m souctem vektor(i 3 a b je vektor
d+b=(ay+by,...,an+bp) €R"
m o-nasobek vektoru & je vektor

ad=(aay,...,aay) eR”
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Operace na vektorech

Definice: Necht @ = (ay, ..., an), b= (by,....bp) eR", a € R.

m souctem vektor(i 3 a b je vektor
d+b=(ay+by,...,an+bp) €R"
m o-nasobek vektoru & je vektor

ad=(aay,...,aay) eR”

(D§+ :B+§

(i) (3+b)+E=4d+ (b+0)
(i) a(@+b)=ad+ab
(iv) (¢ +p)@=cad+pa
(v) (aB)a=a(pa)
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Linearni kombinace vektort

Definice: Necht' &y, ay,...,dx € R"anecht a4, as,...,ax € R.
Vektor

K
d=a1d1+apdy+ -+ agdx :Zaiéi
i=1
nazyvame linearni kombinaci vektort &, .. ., 8 a Cisla
a1, ..., ax koeficienty této linearni kombinace.
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Linearni kombinace vektort

Definice: Necht' &y, ay,...,dx € R"anecht a4, as,...,ax € R.
Vektor

k
a=ay & +a2§2+"~+ak§k:Zai§,~
i=1

nazyvame linearni kombinaci vektort &, .. ., 8 a Cisla
a1, ..., ax koeficienty této linearni kombinace.
Jsou-livdechna «; =0, i = 1,..., n, nazyvame linearni

kombinaci trivialni. Ta je vzdy rovna nulovému vektoru
6=(0,...,0).
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Linearni kombinace vektort

Definice: Necht' &y, ay,...,dx € R"anecht a4, as,...,ax € R.
Vektor

k
a=ay & +04252+"~+Oék§k2204,'§,~
i=1

nazyvame linearni kombinaci vektort &, .. ., 8 a Cisla
a1, ..., ax koeficienty této linearni kombinace.
Jsou-livdechna «; =0, i = 1,..., n, nazyvame linearni

kombinaci trivialni. Ta je vzdy rovna nulovému vektoru
6=(0,...,0).

Je-li alespon jedno «; # 0, nazyvame linearni kombinaci
netrivialni.
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Linearni nezavislost vektort (1)

Definice: Systém vektord &j, ..., d € R" nazyvame linearné
nezavislym (LN), jestlize pouze trividlni linearni kombinace
téchto vektoru je rovna o.
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Linearni nezavislost vektort (1)

Definice: Systém vektord &j, ..., d € R" nazyvame linearné
nezavislym (LN), jestlize pouze trividlni linearni kombinace
téchto vektoru je rovna o.

Systém vektorl &y, ..., 8¢ € R"” nazyvame linearné zavislym
(LZ), jestlize neni LN, t.j. existuje alespon jedna netrivialni
linearni kombinace téchto vektor(, ktera je rovna o.
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Linearni nezavislost vektort (1)

Definice: Systém vektord &j, ..., d € R" nazyvame linearné
nezavislym (LN), jestlize pouze trividlni linearni kombinace
téchto vektoru je rovna o.

Systém vektorl &y, ..., 8¢ € R"” nazyvame linearné zavislym
(LZ), jestlize neni LN, t.j. existuje alespon jedna netrivialni
linearni kombinace téchto vektor(, ktera je rovna o.

Plati: Systém vektortl &y, ..., dx € R" je LN pravé tehdy, kdyz

k
Za,-é,-zé = aj=---=q=0
i=1
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Linearni nezavislost vektorl (2)

Poznamka: Systém vektorl d;,...,8x € R” je LN < zadny z
vektorl nelze vyjadfrit jako linearni kombinaci ostatnich vektoru.

Ekvivalentné: Systém &y, ..., dx € R" je LZ < néktery z vektor(
je linearni kombinaci ostatnich vektoru.
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Linearni nezavislost vektorl (2)

Poznamka: Systém vektorl d;,...,8x € R” je LN < zadny z
vektorl nelze vyjadfrit jako linearni kombinaci ostatnich vektoru.

Ekvivalentné: Systém &y, ..., dx € R" je LZ < néktery z vektor(
je linearni kombinaci ostatnich vektoru.

Véta: Nasledujici Upravy neméni LZ/LN systému vektord
ay,...,ax € R™

m vynasobeni nékterého vektoru &; nenulovym Cislem

m pricteni néjakého vektoru &; k néjakému jinému vektoru &
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Linearni nezavislost vektorl (2)

Poznamka: Systém vektorl d;,...,8x € R” je LN < zadny z
vektorl nelze vyjadfrit jako linearni kombinaci ostatnich vektoru.

Ekvivalentné: Systém &y, ..., dx € R" je LZ < néktery z vektor(
je linearni kombinaci ostatnich vektoru.

Véta: Nasledujici Upravy neméni LZ/LN systému vektord
ay,...,ax € R™

m vynasobeni nékterého vektoru &; nenulovym Cislem

m pricteni néjakého vektoru &; k néjakému jinému vektoru &

Dusledek:
ay,...,85 € anSOU LN < 3y —|—ZL1 a,'é,‘,ég,...,ék S anSOU
LN
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Matice

a1 ase
az1 do
A = (a’])l:177m =
Jj=1,..,n
am ame

m A - matice typu (m, n)

ain

azn
c Rmx n

amn
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Matice

ayr a2 - dip
ayy dz - ap
mxn
A= (aij)l:L...,m = . . . . eR
= : : : :
am @&@mz2 -+ @amn

m A - matice typu (m, n)
m /- fadkovy index, j - sloupcovy index
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Matice

ay a2 -+ Qn
ayy dz - ap
mxn
A= (8j)i=1,..m = . , _ _ eR
Jj=1,..,n : : : :
am @&@mz2 -+ @amn

m A - matice typu (m, n)

m /- fadkovy index, j - sloupcovy index

m (aq, - ,ap) € R" -Ttadkovy vektor matice A

m (@i, -, am)" € R™ - sloupcovy vektor matice A
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Matice

ay a2 -+ Qn
ayy dz - ap
mxn
A= (8j)i=1,..m = . , _ e R™*
Jj=1,..,n
am @&@mz2 -+ @amn

m A - matice typu (m, n)

m /- fadkovy index, j - sloupcovy index
m (aq, - ,ap) € R" -Ttadkovy vektor matice A

m (@i, -, am)" € R™ - sloupcovy vektor matice A
m rovnost matic A = (&j)i—1,..m a B = (bj)i—1

-----

1,...,n Jj=1,...,n

A=B & Vi=1,....m j=1,....n: a;j=Dbj
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Matice

ayr a2 - dip
ayy dz - ap
mxn
A= (aij)l:L...,m = . . . . e R™
= : : : :
am @&@mz2 -+ @amn

m A - matice typu (m, n)
m /- fadkovy index, j - sloupcovy index

m (aq, - ,ap) € R" -Ttadkovy vektor matice A

m (&), - ,amj)T € R™ - sloupcovy vektor matice A
m rovnost matic A = (&;)i—1

5.

1,...,n Jj=1,...,n

A=B & Vi=1,....m j=1,....n: a;j=Dbj

-----
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Matice

ayr a2 - dip
ayy dz - ap
mxn
A= (aij)I:1,.. m= . . . eR
Jj=1,..,n
am @&@mz2 -+ @amn

m A - matice typu (m, n)
m /- fadkovy index, j - sloupcovy index

m (aq, - ,ap) € R" -Ttadkovy vektor matice A

m (@i, -, am)" € R™ - sloupcovy vektor matice A

m rovnost matic A = (&j)i=1,..ma B = (bj)i=1,..m:
j 1""»” j:1,...,n

A=B & Vi=1,....m j=1,....n: a;j=Dbj

m {ai1,...,a}, K = min{m, n} - hlavni diagonala matice A

m matice typu (n, n) se nazyva ctvercova matice
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Operace s maticemi - s¢itani, nasobeni Cislem

Definice: Je-li A= (a;), B = (bj) e R™" a o € R, pak

m souctem matic Aa B je matice A+ B = C = (¢j) € R™"
sprvky cj = a;+ by, Vi=1,....m;j=1,...,n.
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Operace s maticemi - s¢itani, nasobeni Cislem

Definice: Je-li A= (a;), B = (bj) e R™" a o € R, pak
m souctem matic Aa B je matice A+ B = C = (¢j) € R™"
sprvky cj = a;+ by, Vi=1,....m;j=1,...,n.
m o - nasobkem matice A je matice « A= C = (¢;) € R™"
sprvky ¢j =aa;, Yi=1,....m j=1,...,n
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Operace s maticemi - s¢itani, nasobeni Cislem

Definice: Je-li A= (a;), B = (bj) e R™" a o € R, pak
m souctem matic Aa B je matice A+ B = C = (¢j) € R™"
sprvky cj = a;+ by, Vi=1,....m;j=1,...,n.
m o - nasobkem matice A je matice « A= C = (¢;) € R™"
sprvky ¢j =aa;, Yi=1,....m j=1,...,n

Véta: Necht A, B, C jsou libovolné matice typu (m, n) a necht
a, B € R, pak plati:
(i) A+B=B+A
(i) (A+B)+ C=A+(B+C)
(i) «(A+B)=aA+aB
(iv) (a +B)A=aA+BA
(V) (aB)A=a(BA)
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Operace s maticemi - nasobeni (1)

Pripomenuti: Skalarnim soucinem vektord

—

a=(ay,...,an),b=(b1,...,bn) € R" rozumime reélné ¢islo

n
3-b=aib +---+anbnzza,-b,-.
i—1
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Operace s maticemi - nasobeni (1)

Pripomenuti: Skalarnim soucinem vektord

—

a=(ay,...,an),b=(b1,...,bn) € R" rozumime reélné ¢islo
n
5'5:a1b1 +"'+anbn:za,‘bi.
i=1
Definice: Je-li A = (a;) € R™¥ a B = (b;) € R**", pak

soucinem matic A a B (v tomto poradi) je matice
A-B=C = (cj) e R™" s prvky

k
Cj = é,' . bj = Za;,b,/,
1=1

kde 3; je i-ty fadek matice A a 5,- je j-ty sloupec matice B.
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Operace s maticemi - nasobeni (2)

Véta: Pro operaci ndasobeni matic plati (pokud maji uvedené
operace smysl):

(i) (A-B)-C=A-(B-C)

(i) A-(B+C)=A-B+A-C

(iii) (A+B) C=A-C+B-C
)

(iv) a(A-B)=(aA)-B=A-(aB)
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Operace s maticemi - nasobeni (2)

Véta: Pro operaci ndasobeni matic plati (pokud maji uvedené
operace smysl):

() (A-B)-C=A-(B-C)
(i) A-(B+C)=A-B+A-C
(iii) (A+B) C=A-C+B-C
(V) a(A-B) = (aA)-B=A-(aB)

Definice: Ctvercova matice fadu n, t.j. matice typu (n, n), ktera
ma na hlavni diagonale samé 1 a ostatni prvky jsou rovny 0, se
nazyva jednotkova matice a znaci se E (nebo E,).

10/15



Operace s maticemi - nasobeni (2)

Véta: Pro operaci ndasobeni matic plati (pokud maji uvedené
operace smysl):

() (A-B)-C=A-(B-C)
(i) A-(B+C)=A-B+A-C
(iii) (A+B) C=A-C+B-C
(iv) «(A-B)=(aA)-B=A-(aB)

Definice: Ctvercova matice fadu n, t.j. matice typu (n, n), ktera
ma na hlavni diagonale samé 1 a ostatni prvky jsou rovny 0, se
nazyva jednotkova matice a znaci se E (nebo E,).

Plati: Je-li A matice typu (m, n), pak

En-A=A  A-E,=A
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Operace s maticemi - transponovani

Definice: Je-li A = (aj)i=1,..m € R™", pak transponovanou
Jj=1,..,n
matici k matici A rozumime matici A7 = (bj)i=1,..n € R™™,

j=1,....m
kde Vi:1,...,n,j:1,...,m: b,-j:aj,-.
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Operace s maticemi - transponovani

Definice: Je-li A = (aj)i=1,..m € R™", pak transponovanou
Jj=1,..,n
matici k matici A rozumime matici A7 = (bj)i=1,..n € R™™,

j=1,....m
kde Vi:1,...,n,j:1,...,m: b,-j:aj,-.

Poznamka: j-ty fadek matice A’ je j-ty sloupec matice A, i-ty
sloupec matice A" je i-ty Fadek matice A.
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Operace s maticemi - transponovani

Definice: Je-li A = (aj)i=1,..m € R™", pak transponovanou
Jj=1,..,n
matici k matici A rozumime matici A7 = (bj)i=1,..n € R™™,

kde Vi:1, .,n,j:1,...,m: b,-j:aj,-.

Poznamka: j-ty fadek matice A’ je j-ty sloupec matice A, i-ty
sloupec matice A" je i-ty Fadek matice A.

Véta: Pro operaci transponovani plati (pokud maji uvedené
operace smysl):

(i) (A+ B) =AT+ BT

(i) (@A)T =aAT

(i) (A-B)T BT AT

(v) (ATYT =
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Operace s maticemi - transponovani

Definice: Je-li A = (aj)i=1,..m € R™", pak transponovanou
Jj=1,..,n
matici k matici A rozumime matici A7 = (bj)i=1,..n € R™™,

kde Vi:1, .,n,j:1,...,m: b,-j:aj,-.

Poznamka: j-ty fadek matice A’ je j-ty sloupec matice A, i-ty
sloupec matice A" je i-ty Fadek matice A.

Véta: Pro operaci transponovani plati (pokud maji uvedené
operace smysl):

(i) (A+ B) =AT+ BT

(i) (aA)T =aAT

(i) (A-B)T BT AT

(v) (ATYT =
Definice: Ctvercovou matici A, pro kterou plati A = A7,

nazyvame symetrickou matici.
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Determinanty (1)
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Determinanty (1)

Definice:

m Determinantem Ctvercové matice A= [a], a € R fadu 1
rozumime Cislo det A = a.
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Determinanty (1)

Definice:

m Determinantem Ctvercové matice A= [a], a € R fadu 1
rozumime Cislo det A = a.

m Necht' A = (gj) je Ctvercova matice fadu n. OznaCme
symbolem Mj, i,j =1,..., n, determinant ¢tvercové matice
fadu (n — 1), kterd vznikne vynechanim j-tého radku a
J-tého sloupce z matice A. Zvolme k e N, 1 < k < n,
potom determinantem matice A rozumime ¢islo

det A = (—1)k+1ak1 M +---+ (—1)k+”ak,, Min

n

= > (=1 Yay My
j=1
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m Determinantem Ctvercové matice A= [a], a € R fadu 1
rozumime Cislo det A = a.

m Necht' A = (gj) je Ctvercova matice fadu n. OznaCme
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J-tého sloupce z matice A. Zvolme k e N, 1 < k < n,
potom determinantem matice A rozumime ¢islo

det A = (—1)k+1ak1 M +---+ (—1)k+”ak,, Min

n

= > (1) Yay My
j=1
M; - minor (n — 1)-ho fadu k prvku a; matice A
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Determinanty (1)

Definice:

m Determinantem Ctvercové matice A= [a], a € R fadu 1
rozumime Cislo det A = a.

m Necht' A = (gj) je Ctvercova matice fadu n. OznaCme
symbolem Mj, i,j =1,..., n, determinant ¢tvercové matice
fadu (n — 1), kterd vznikne vynechanim j-tého radku a
J-tého sloupce z matice A. Zvolme k e N, 1 < k < n,
potom determinantem matice A rozumime ¢islo

det A = (—1)k+1ak1 M +---+ (—1)k+”ak,, Min

n
= Y (—1)ag My
j=1
Mj o - minor (n — 1)-ho fadu k prvku a; matice A
(—1)"IM; - algebraicky dopliiek prvku a;

>
I
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Determinanty (1)

Definice:

m Determinantem Ctvercové matice A= [a], a € R fadu 1
rozumime Cislo det A = a.

m Necht' A = (gj) je Ctvercova matice fadu n. OznaCme
symbolem Mj, i,j =1, ..., n, determinant ¢tvercové matice
fadu (n — 1), kterd vznikne vynechanim j-tého radku a
J-tého sloupce z matice A. Zvolme k e N, 1 < k < n,
potom determinantem matice A rozumime ¢islo

det A = (—1)k+1ak1 M +---+ (—1)k+”ak,, Min

n
= > (=1 Yay My
j=1
M;; - minor (n — 1)-ho fadu k prvku a; matice A
Aj = (—1)"M; - algebraicky dopliiek prvku a;
det A= 27:1 axj Ag; - rozvoj determinantu matice A podle
k-tého radku
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Determinanty (2)

Tvrzeni:
(i) Hodnota determinantu nezavisi na volbé radku, podle
kterého determinant rozvijime.

13/15



Determinanty (2)

Tvrzeni:
(i) Hodnota determinantu nezavisi na volbé radku, podle
kterého determinant rozvijime.
(i) Podobné Ize udélat rozvoj podle k-tého sloupce

n
det A= Z aj Aik
i=1
a hodnota determinantu se také nezméni.
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Determinanty (2)

Tvrzeni:
(i) Hodnota determinantu nezavisi na volbé radku, podle
kterého determinant rozvijime.
(i) Podobné Ize udélat rozvoj podle k-tého sloupce

n
det A= Z aj Aik
i=1
a hodnota determinantu se také nezméni.

Véta: Necht A je tvercova matice. Pak det A =det AT,
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Determinanty (2)

Tvrzeni:
(i) Hodnota determinantu nezavisi na volbé radku, podle
kterého determinant rozvijime.
(i) Podobné Ize udélat rozvoj podle k-tého sloupce

n
det A= Z aj Aik
i=1
a hodnota determinantu se také nezméni.

Véta: Necht A je tvercova matice. Pak det A =det AT,

ay arpe

a1 az

Véta:
(i) det [

] = a1 dg2 — aq2 Azt
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Determinanty (2)

Tvrzeni:
(i) Hodnota determinantu nezavisi na volbé radku, podle
kterého determinant rozvijime.
(i) Podobné Ize udélat rozvoj podle k-tého sloupce

n
det A= Z aj Aik

i=1

a hodnota determinantu se také nezméni.

Véta: Necht A je &tvercova matice. Pak det A =det A”.

Véta:
(i) det

(ii)y Sarr

det

ay arpe

= a1 do2 — a2 doq

a1 az

usovo pravidlo

ayy a2 a3
azq dzo azs
az1 dsz2 4ass

= aq1 @gp 833 + @21 832 813 + 812 823 A3t

—@&8i13dp2d31 — as3pdp3z d11 — do1 812433
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Determinanty (3)

Véta:
(i) Determinant matice A se nezméni, pfiCteme-li k fadku
(sloupci) matice A libovolny nasobek jiného fadku
(sloupce) matice A.
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Determinanty (3)

Véta:
(i) Determinant matice A se nezméni, pfiCteme-li k fadku
(sloupci) matice A libovolny nasobek jiného fadku
(sloupce) matice A.

(ii) Vznikne-li matice B z matice A vynasobenim jejiho fadku
(sloupce) Cislem «, plati

det B = «a det A
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Determinanty (3)

Véta:
(i) Determinant matice A se nezméni, pfiCteme-li k fadku
(sloupci) matice A libovolny nasobek jiného fadku
(sloupce) matice A.

(ii) Vznikne-li matice B z matice A vynasobenim jejiho fadku
(sloupce) Cislem «, plati

det B = «a det A

(iii) Vznikne-li matice B z matice A zaménénim dvou radku
(sloupcu) matice A, plati

det B = —det A.
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Determinanty (4)

Véta: Je-li A = (a;) ¢tvercova HT-matice Fadu n, je

n
det A=ay1 @» ... @ = Ha,-,-.
i=1
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Determinanty (4)

Véta: Je-li A = (a;) ¢tvercova HT-matice Fadu n, je
n
det A=ay1 @» ... @ = Ha,-,-.
i=1

Definice: Rikame, Ze &tvercova matice A je regularni, jestlize
det A # 0.V opacném pripadé, det A =0, se matice A nazyva
singularni.
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Determinanty (4)

Véta: Je-li A = (a;) ¢tvercova HT-matice Fadu n, je
n
det A=ay1 @» ... @ = Ha,-,-.
i=1

Definice: Rikame, Ze &tvercova matice A je regularni, jestlize
det A # 0.V opacném pripadé, det A =0, se matice A nazyva
singularni.

Véta: Je-li A étvercova matice fadu n, pak

det AZ0 < h(A)=n
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Determinanty (4)

Véta: Je-li A = (a;) ¢tvercova HT-matice Fadu n, je
n
det A=ay1 @» ... @ = Ha,-,-.
i=1

Definice: Rikame, Ze &tvercova matice A je regularni, jestlize
det A # 0.V opacném pripadé, det A =0, se matice A nazyva
singularni.

Véta: Je-li A étvercova matice fadu n, pak

det AZ0 < h(A)=n

Véta: Jsou-li A a B ¢tvercové matice fadu n, pak plati

det AB=det A det B
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