Kapitola 12: Soustavy linearnich algebraickych
rovnic

Soustavy linearnich algebraickych rovnic (1)
Definice: Soustavou m linedrnich algebraickych rovnic o n nezndmych rozu-
mime soustavu rovnic

anry + -+ apr, = by
Gm1 1 + 0+ T, = bm7
kde a;;,0; € R,¢ = 1,...,m,5 = 1,...,n jsou dand Cisla a x,...,x, jsou

neznamé.

A = (ai;) - matice soustavy (matice typu (m,n))
b=(by,...,by)T - vektor pravych stran
T=(x1,...,2,)7 -vektor nezndmych

(A | b) - rozSiFend matice soustavy (matice typu (m,n + 1))

Soustavy linearnich algebraickych rovnic (2)
Je-li vektor b nulovy vektor, nazyvame soustavu homogenni. Jinak fikame, Ze
soustava je nehomogenni.

Resenim soustavy rozumime kazdy vektor ¥, ktery po dosazeni do rovnic rov-
nice spliuje.

Maticovy zapis

Soustava
a1 1 + .. -+ A1y Ty = b1
Am1x1 + - + QpnT, = bm
ma maticovy z4pis
11 - Qip T by
am1 Amn T, bm



neboli

ReSeni soustav
o Vy:={y€R"| Ay = b} - vSechna feSeni nehomogenni

soustavy A ¥ = b, 57& o

o Vi :={y€R"| Ay = 5} - v§echna feSeni homogenni

soustavy Ax = 0

Véta: Frobeniova véta
Soustava A ¥ = b ma feseni pravé tehdy, kdyz

h(A) = h((A]b)).
Reseni homogennich soustav (1)
Véta: Homogenni soustava AZ = ¢ je vzdy fesitelnd. VSechna jeji feseni
spliuji:
(1) soucet dvou feSeni je opét feSeni
AZ=0 N Ay=0 = A[@+9y)=0
(i1) nasobek feSeni je opct feSeni
A¥=0 = A(ad)=0

Pocet LN feSeni homogenni soustavy je roven ¢islu k = n — h(A).

ReSeni homogennich soustav (2)
AZ¥ =0, k=n—h(A)
Poznamka: Jsou-li 43, . . ., 4 LN feSeni soustavy A & = 0, potom kazdé jiné
feSeni této soustavy je linearni kombinaci vektort iy, . . . , ¥.
Ve={yp=ch+ - +ay|laeRi=1.. k}
Uy - obecné Feseni homogenni soustavy Az = o

Poznamka:



e h(A)=n = k=n—h(A)=0

= AT = 0 md pouze nulové (tzv. trividlni) feSeni
e h(A)<n = k=n—h(A)>0

= A7 = 0 ma nenulové fesen{

= A Z = 0 mé nekone¢né mnoho feSeni

Reseni nehomogennich soustav
Véta: Necht' ¥y € R" je feSenim soustavy AZ = b. Necht' V je mnoZina
vSech feSeni pfislusné homogenni soustavy A ¥ = 0.
Pak libovolné feSeni soustavy A ¥ = b lze psét ve tvaru
:fo+17, kde v € VH.

Naopak, kazdy vektor Z = 7 + ¥, kde 7 € Vjy, je feSenim soustavy A Z = b.

Gaussova eliminace
Metoda feSeni soustav linedrnich rovnic A Z = b:

(i) (A|b) prevedeme ekviv. Gpravami na HT-matici (B | d)

e pfi prohazovéni sloupct se prohazuji i neznamé
e sloupec odpovidajici sloupci pravych stran nesmime zaménit s jinym
sloupcem
(ii) h(A) = h(B). h((A]b)) = h(B|d))
o h(A) < h((A|b)) = soustava nem4 feseni
e h(A) = h((A]b)) = soustava m4 fedeni
- h(A) =n = pravé jedno feseni
- h(A) <n = nekone¢né mnoho feseni
(iii) k =n — h(A) uddva pocet volitelnych nezndmych

= poslednich £ nezndmych volime za parametry

(iv) zpétny chod Gaussovy eliminace: hodnoty ostatnich nezndmych postupné

uréujeme z rovnic, které piedstavuji fadky matice (B | d) v zavislosti na
parametrech

- postupujeme od posledniho k prvnimu fadku (B | Jj



Cramerovo pravidlo

Véta: Uvazujme soustavu n linedrnich algebraickych rovnic o n neznamych
s maticovou reprezentaci A7 = b, kde A = (a;;) je regularni Ctvercovd matice
fadu n. Oznaéme A; matici, ktera vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce

A vektorem b pravych stranproz = 1,...,n.
Potom jediné feSeni 7 = (z1,...,x,)T soustavy A% = b je ddno vztahem
rp=——, i=1,...,n.
(2 det A 7 7 Y



