Kapitola 1: Realné funkce

Ciselné mnoziny

N, Ny, Z,Q, I, R, C
Definice: Kartézsky soucin M x N mnozin M a N je mnoZina vSech uspora-
danych dvojic, ve kterych je prvni slozka prvkem mnoziny M a druhd prvkem

mnoZiny V.
M x N ={(m,n)lme MAneN}

Definice: Necht' ) # M C R. Rikdme, Ze mnoZina M je shora (resp. zdola)
omezena, jestlize existuje a € R takové, Ze pro vSechnam € M je m < a (resp.
m > a). Cislo a pak nazyvame horni (resp. dolni) zdvorou mnoZiny M.

MnoZinu, kterd je omezend shora i zdola nazyvdme omezenou.

Definice: Necht () # M C R. Rikdme, Ze &islo max M (resp. min M) je maxi-
mem (resp. minimem) mnoZiny M, jestliZe plati:

(i) Ym € M : m < max M (resp. m > min M)

(ii) max M € M (resp. min M € M)

Realné funkce jedné realné proménné
Definice: Necht’ M C R. Jestlize kazdému x € M je pfifazeno jistym predpisem
f pravé jedno y € R, fikdme, Ze y je funkci .

Veli¢inu z (vzor) nazyvame nezdvisle proménnou, veli€inu y (obraz) zavisle
proménnou.

Mnozinu M nazyvéame definiénim oborem funkce f, znacime ji D(f). Mno-
zinu {y = f(x)|z € D(f)} nazgvame oborem hodnot funkce f, znacime ji H(f).

e Znateni:y = f(x), f: M - R,z f(x),z—y

e Obecnéjsi pojem: zobrazeni



Zpusoby zadani funkce
e analytickym pfedpisem (vyrazem)

e graficky

Definice: Grafem funkce f rozumime mnoZinu usporddanych dvojic reél-
nych &isel (x, f(x)), kde = € D(f). PiSeme,

graf f = {(z, f(x))]x € D(f)}

e tabulkou hodnot, algoritmem, slovné

Urceni defini¢niho oboru je soucasti zadani funkce. Neni-li defini¢ni obor za-
dan, mysli se prirozeny defini¢ni obor.

Poznamka: Dvé funkce f a g se rovnaji (zapisujeme f = g), jestlize
i) D(f) = D(g)
(ii) Vo € D(f) : f(z) = g(z)

Tabulka I.

Tabulka I.

Operace s funkcemi (+, —, -, \)
Definice: Necht' f a g jsou redlné funkce jedné redlné proménné s defini¢nimi
obory D(f) a D(g).

e Souctem funkci f a g nazyvame funkci h = f + g s definiénim oborem
D(h) = D(f) N D(g) definovanou predpisem

Vo € D(h): h(z) = f(z) + g(x)

e Soucinem funkci f a g nazyvame funkci h = f - ¢ s defini¢nim oborem
D(h) = D(f) N D(g) definovanou piedpisem

Ve € D(h): h(z) = f(z) - g(x)



e Podilem funkci f a g nazyvame funkci h = § s defini¢nim oborem D(h) =
(D(f) N D(g))\ N(g), kde N(g) = {o & D(g)lg(z) = 0}, definovanou
predpisem

f(x)

Ve € D(h): h(z) = 7@)

Operace s funkcemi (slozena funkce)
Definice: Necht' f a g jsou redlné funkce jedné redlné proménné s defini¢nimi

obory D(f)a D(g).

e Necht’ plati H(f) C D(g). Funkci h s definiénim oborem D(h) = D(f)
definovanou predpisem

Vz € D(h) : h(z) = g(f(z))

nazyvame slozenou funkci a znacime jih = g o f.

g - vnéjsi funkce, f - vnitfni funkce

e Neni-li splnéno H(f) C D(g), rozumime defini¢nim oborem sloZené funkce
h = g o f mnoZinu

D(h) =A{z € D(f)|f(x) € D(g)}

Poznamka: Obecné neplati go f = fog.

Vlastnosti funkeci - prosté funkce
Definice: Funkce [ : D(f) C R — R je prostana M C D(f), jestlize

Vo, xe € M a1 # x9 = f(x1) # f(22)

Poznamka:

e ckvivalentni formulace — dikaz, Ze f je prosta

Vay,xe € M : f(x1) = f(12) = 21 = 29

e negace — diikaz, Ze f neni prosta

Jr1, 9 € M 21 # 29 A f21) = f(22)



Vlastnosti funkei - monotonni funkce
Definice: Mé&jme danu funkci f : D(f) C R — Ramnozinu M C D(f). Jestlize
pro kazdé z1, x9 € M, x1 < x5 plati

@ f(z1)
(i) f(z1)
(i) f(z1)
(iv) f(z1)

Maé-li f jednu z vlastnosti (i) — (iv), nazyvame ji monotonni. Ma-li f vlastnost
() nebo (7i7), nazyvame ji ryze monotonni.

< f(x2), je funkce f rostouci na M
< f(x2), je funkce f neklesajici na M

f(x2)
f(x2)
f(z2), je funkce f klesajici na M
f(x2)

AVARRY,

x3), je funkce f nerostouci na M

Tvrzeni: Soucet dvou rostoucich (klesajicich) funkci je funkce rostouci (klesa-
jici). (neplati pro soucin a podil funkci)

Véta: Je-li funkce f ryze monotonni na mnoziné M C R, je na M prosta.

Vlastnosti funkei - omezené funkce
Definice:

e Rikdme, Ze funkce f je na svém definiénim oboru D(f) omezena zdola,
jestlize
dd e RVz € D(f): d < f(x)
e Rikdme, Ze funkce f je na svém definiénim oboru D(f) omezena shora,
jestlize
JdheRVz e D(f): f(z)<h

e Funkci, kterd je omezend zdola i shora nazyvame omezenou.

Vlastnosti funkei - sudé a liché funkce
Definice:

e Rikdme, 7e funkce f : D(f) — R je sud4, jestlize

Ve e D(f): f(z) = f(-=)



e Rikdme, 7e funkce f : D(f) — R je lich4, jestlize

Vo e D(f): fla) = —f(—a)

Poznamka:
(i) Graf sudé funkce je soumérny podle osy y.
(i1) Graf liché funkce je soumérny podle pocétku.

(i1) Defini¢ni obor sudé nebo liché funkce je soumérny podle pocétku.

Vlastnosti funkeci - periodické funkce
Definice: Funkci f : D(f) — R nazyvame periodickou, jestlize 9p € R, p # 0
takové, Ze:

(i) =€ D(f)=xzxpe D(f)
(i) Ve € D(f): f(z£p) = f(2)

Cislo p nazyvame periodou funkce f. Nejmensi kladnou periodu nazyvame pri-
mitivni periodou.

Véta:

(i) Je-li funkce f periodicka s periodou p a funkce g takovd, ze H(f) C D(g),
pak slozend funkce h(z) = g(f(x)) je rovnéz periodickd s periodou p.

(i) Je-li funkce f periodicka s periodou p a a € R, a # 0, pak funkce g(x) =

f(ax) je periodickd s periodou 2.

Inverzni funkce

Definice: Necht' f : D(f) — R je prostd, s oborem hodnot H ( f). Inverzni funke{
k funkci f rozumime funkci f~! s defini¢nim oborem D(f~1) = H(f) a’s oborem
hodnot H(f~1) = D(f) definovanou vztahem

y=f(z)ez=["(y)

Poznamka:



(i) Graf inverzni funkce f~! je soumémy s grafem funkce f podle pfimky y =

x.

(i) Vz € D(f): f7'(f(z)) ==
(i) Yy € D(f71) : f(f7'(w) =

iv) (f)7=f

Exponencialni a logaritmické funkce

y=a" < z=1log,(y),reRy>01#a>0

Uzitetné: h(z) = f(2)9@) = @) (/@)

Cyklometrické funkce

Véta:

Vlastnosti funkcei arcsin(x), arccos(z), arctg(z), arccotg(z)

f(z) arcsin(x) arccos(z) arctg(z) arccotg(x)

D(f) <_171> <_1>1> R R

H(f) <_%’%> <077T> (_%’% (Ovﬂ-)

rostouci v/ - v —

klesajici — v — v

suda — — — —

licha v - v -

fYz) sin(z) cos(z) tg(z) cotg(z)
re(-%.%) ze€(0m wxe(-5%) xec(0,m)

Véta: arcsin(z) + arccos(z) = 5 proz € (—1,1)
arctg(x)+ arccotg(x) = Z proz € R

-z

2



