Spojitost a limita funkce

Okoli bodu
Znaceni: Va € R Ve > 0 oznaCujeme

e O.(a)=(a—¢e,a+¢) ¢c-0vé okoli bodu a
OX(a) = (a,a + €) pravé okoli, O_(a) = (a — ,a) levé okoli
e P.a)=0.(a)\{a}  e-ové prstencové okoli bodu a
PX(a) = (a,a +€) pravé okoli, P- (a) = (a — €,a) levé okoli
e v —a xse'blizi"ka
2 nabyva hodnot libovolné blizkych k a
r—at,r —>a—,r — +00,T — —00
Spojitost funkce (1)

Definice: Necht' funkce f je definovana v jistém okoli bodu a. Rikdme, e f je
spojitd v bodé a € D(f), jestlize

VO:(f(a)) 30s(a) - f(Os(a)) € O(f(a))

ekvivalentné:

Ve>036>0: |x—a|<d=|f(x)— fla)] <e

Definice: Rikame, 7e funkce f je spojitd na otevieném intervalu (a, b), je-li spojita
v kazdém bodé tohoto intervalu.

Spojitost funkce (2)
Definice: Rikdme, Ze funkce f je spojitd zpraval vbodé a € D(f), jestlize

VO:(f(a)) 307 (a) : f(OF (a)) € O:(f(a))

Definice: Rikdme, Ze funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b), je-li
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e spojita v kazdém bodé¢ intervalu (a, b),
e spojitd zprava v bod¢ a,

e spojitd zleva v bodé b.

Spojitost funkce (3)
Véta: Jsou-li funkce f a g spojité v bod€ a, pak jsou v tomto bod¢€ spojité i funkce
|f], f £ g, f.9, aje-li g(a) # 0 paki L.

Véta: Je-li
e funkce y = f(x) spojitd v bodé = = a,
e funkce z = g(y) spojitd v bodé y = f(a),

pak slozena funkce h(z) = g(f(x)) je spojitd v bodé = = a.

Limita funkce

Definice: Necht’ funkce f : D(f) — R je definovédna v néjakém P(a) C D(f).

Rikdme, Ze funkce f md v bodé a limitu A € R, znaéime lim f(z) = A, jestlize
T—a

VO.(A) IPs(a) : F(Ps(a)) € O.(A)
ekvivalentné

Ve>030>0: 0<|z—al<d=|f(z)—A|l<e

Véta: Funkce f ma v bodé a nejvyse jednu limitu.

Vypocet limit (1)
Véta: Funkce f je spojitd v bodé a < lim f(x) = f(a).

r—a

Véta: Necht' [ : D(f) > R,g: D(9) > R,a e R.

P(a) 1 (Yr € Pla): f(z) = g(x)) = lim f(z) = lim g(z)

r—a
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Véta (o policajtech):
Necht’ plati:

o vz €Pa): g(x) < f(z) < h(x)

e lim g(z) = lim h(z)

T—ra r—a

Potom existuje lim f(z) a rovnd se lim g(z).
r—a T—a

Vypocet limit (2)
Véta: Necht’ lim f(z) = Aalim g(x) = B,kde A, B € R. Plati:
Tr—a r—a

() lim(f(x) + g(x)) = lim f(z) & lim g(x) = A+ B

r—a

(i) lim(f(z).g(x)) = lim f(x).lim g(z) = A.B

i) et 5 0. pak limn 2] = (tm 7(a))/(tm o)) = 5

Véta (o limité sloZené funkce): Necht’ lim g(z) = A a necht’ funkce f je spojitd
T—a
v bodé A. Potom plati

lim f(g(x)) = f(A).

T—a

Poznamka:
lim [f(x)]g(x) — 1im 9@ In f(2)

T—a T—a

Jednostranné limity
Definice: Necht' funkce f : D(f) — R je definovdna v n&jakém P*(a) C D(f).

Rikame, e limita funkce f v bodé a zprava je rovna A € R, znaéime lim f(x) =
r—a+

A, jestlize
VO.(A) IPf(a): f(Pf(a)) C O(A)

Definice: Necht’ funkce f : D(f) — R je definovéana v n&jakém P~ (a) C D(f).

Rikdme, Ze limita funkce f v bodé a zleva je rovna A € R, znaime lim f(z) =
T—a—

A, jestlize
VO-(A) FP; (a) - f(Pj(a)) € O(A)
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Véta: lim f(z) existuje < lim, ., f(z) = lim, ., f(x)
Tr—a

Pak
lim f(z) = lim f(z) = lim f(z)

T—a z—a+ r—a—
Véty u oboustrannych limit plati i pro jednostranné limity:

(i) f ma v bod¢€ a nejvyse jednu limitu zprava/zleva

(ii) f je spojitd v bodé€ a zprava/zleva < lim f(z) = f(a)

r—at

(i) f(z) = g(z) prox € P*(a) = lim f(z) = lim g(x)

r—at r—a+t

Vo € PHa) : g(z) < flz) <

(iv) Vétao policajtech:[-1mm}y(z) = limjE flz) =
r—a
) mligl:l: g(a:) - :sligl:t h(fE)
xlirc?:tg(x)
) lim (f()£g(x)) = lim_f(2)% lim_g(x)
(vi) lim @) = (lim f(x))/(lim g(z)), pokud lim g(x) # 0
r—at g(x) r—at r—at ’ r—at
vii) A, 9(x) = A = lim f(g(x)) = f(4)
f spojita v bodé A zprava/zleva
Nevlastni limity
lim f(z) =L

r—a

I. Je-li a, L € R tfikdme vlastni limita ve vlastnim bodé
II. Je-lia € R, L = oo fikame nevlastni limita ve vlastnim bodé
III. Je-li a = +oo L € R fikdme vlastni limita v nevlastnim bodé

IV. Je-li a = 00, L = 00 fikame nevlastni limita v nevlastnim bodé
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Ptipad I. jsme objasnili v pfedchozich odstavcich. Nyni probereme ptipady II.,
L. aIV.

Nevlastni limity II.
Definice: Necht f(x) je definovana v P(a) potom

(i) lim f(x) = oo jestlize
VK >0 3Ps(a) takové, 7ze ¥V x € Ps(a) je f(z) > K

(i) lim f(z) = —oo jestlize
r—a

VL <0 3Ps(a) takové, ze ¥V x € Ps(a) je f(z) <L

Poznamka: PouZijeme-li P; (a) nebo P; (a) dostdvame jednostranné nevlastni
limity ve vlastnim bodé:

() lm f(x)=co  lm fz)=o0

r—a—

(i) lim f(x)=—o0 lim f(x) =—o0

T—a+ r—a—

Véta:

(i) 11_r)nf(x):oo < lim f(z) = lim f(z) =00

r—a+ T—a—

(ii) glglg{llf(:c) =—c0 < lim f(z)= lim f(z)=—00

r—a+ rT—a—

Véta:

(i) Necht' lim f(z) =00 a lim g(x) = oo, potom
Tr—a T—a

lim f(z) + g(x) =00 lim f(x) - () = oo.

Tr—a
(ii) Necht lim f(z) = —o0 a lim g(x) = —o0 , potom
r—a Tr—a

lim f(z) 4+ g(z) = —o0 lim f(x) - g(z) = 0.

T—a r—ra



(iii) Necht' lim f(x) = o0 a lim g(z) = —oo , potom
r—a Tr—a

lim f(x) - g(z) = —o0

Tr—a

(iv) Necht lim f(z) = A€ R, A>0a lim g(z) = £o0 , potom
r—a

r—a

lim f(x) - g(z) = £oo.

T—ra

(v) Necht' lim f(z) = A€ R a limg(z) = £oo, potom
Tr—a

r—a

im M =
g

Véta: Necht” funkce f je omezenad na néjakém P(a), pak plati

(i) Je-li lim g(x) = 400, pak lim L& =0,
z—a 9(z)

T—a

(ii) Je-li lim g(z) = 0 pak, lim f(z)g(z) =0.
r—a T—a

Véta: Necht' lim f(z) = A >0 a limg(xz) =0, pak

T—a Tr—a

(i) Je-li g(x) > 0 naP(a), plati

lim M = 400
a=a g(x)

(i) Je-li g(z) < 0 na P(a), plati
f)
s B

(iii) Jestlize funkce g(x) nabyva na kazdém P(a) kladnych i zdpornych hodnot,

potom :
_ f(@)
A g()

neexistuje.



Nevlastni limity III.
Definice: Necht' f(z) je definovana na (0, co) (resp. (—oo, 0) ). Rikdme, Ze funkce
f ma v nevlastnim bodé oo (resp. —oo) limitu L, (resp. Lo) a piSeme

lim f(z) =Ly (resp. lim f(z) = Lo)

200 P
jestlize

V O.(Ly) 321 > 0 takové, Ze V x > x; plati f(z) € O (Ly)
(resp.

YV O.(Lsy) x < 0 takové, ze V o < xq plati f(x) € O (L2))

Nevlastni limity III. (2)
Véta (o policajtech):
Necht’ plati:

o Vu € (a,00): g(x) < f(x) < ()

e lim g(z) = lim h(x)

T—r00 T—00
Potom existuje lim f(z) arovndse lim g(x).
T—00 T—00

Véta: Necht’ lim f(z) = Aa lim g(x) = B,kde A, B € R. Plati:
x—+o00 r—300
(1) lirin (f(z)£g(z)) = lim f(z)£ lim g(x)=A£B
T—>T 00

r—Fo00 r—Fo00

(i) lim (f(z).g(x)) = lim f(z). lim g(x) = A.B

r—Fo00 r—F00 r—F00
e o fle) : _4
(iii) je-li B # 0, pak Tim o (Im f(x))/( lim g(z)) =5



Nevlastni limity I'V.
Definice: Necht' f(z) je definovédna na (0, co) nebo (—o0,0).

(i) Rikame, 7e funkce f ma v nevlastnim bodé& oo limitu oo a piSeme lim f(x) =
T—r 00

oo jestlize

VK >03z >0 takové, ze V x > z; plati f(x) > K .

(ii) Rikdme, Ze funkce f ma v nevlastnim bodé oo limitu —oc a pieme lim f(z) =
Tr—r00

—o0 jestlize

VL<0dxz >0 takové,ze V x > z plati f(z) < L.

(iii) Rikdme, Ze funkce f m4 v nevlastnim bodé —co limitu oo a piSeme lim f(z) =
T—r—00

oo jestlize

VK >03z, <0 takové, ze V o < o plati f(x) > K .

(iv) Rikame, Ze funkce f md v nevlastnim bodé —ooc limitu —oc a pieme lim f(z) =
Tr—r—00

—o0 jestlize

VL<03dxzy <0 takové,Ze V x < zy plati f(z) < L.

Véta:
(i) Necht lim f(z) =00 a lim g(x) = oo, potom
z—+oo r—+o00
i f@)g@) oo lim f(0)-gle) = oo
(ii) Necht xkr:iloof(x) =—00 a xgrinoog(x) = —00 , potom
lim f(z) +g(z) = =00 lim f(x)-g(z) = o0,



(iii) Necht lim f(x) =00 a lim g(x) = —o0, potom
z—+oo x—+o00
lim f(z) - g(x) = —o0

(iv) Necht lirf flz)=A€eR, A>0a lim g(z)=+o0,
T—>L 00

r—+oo

lim f(z) - g(z) = +o0.

T—ra

(v) Necht hlil flz)=A€R a lim g(zr)=+oo, potom
T—r00

r—+0o0

f (=)

AR

=0.

Nevlastni limity IV. (2)

Véta: Necht’ funkce f je omezend na néjakém (xg, 00), resp. (—oo, zg) pak plati

STl T . iy L@
(i) Je-li lim g(z) = Fo0, pak lim 725 =0.

(ii) Je-li mgrfoog(x) = 0 pak, xgrinoo f(z)g(z) =0.

Véta: Necht’ lim f(z)=A>0 a

r—F00

lim g(zx) =0, pak

r—Foo

(i) Je-li g(x) > 0 na (a, c0) nebo (—o0, a), plati

lim M

(i) Je-li g(z) < O na (a, c0) nebo (—oo, a), plati

f(x)

A ) T



Limita posloupnosti
Definice: V n € IN definujeme Cislo a,, € R. Potom fikdme, Ze Cisla

ai, ag, ag, ...

tvoti posloupnost redlnych Cisel. Cislo a,, nazyvdme n—ty ¢len posloupnosti, n je
index Cisla a,,. Posloupnost zkracené zapisujeme {a, }°° . Pfedpis, jak z indexu
n dostaneme a,, se nazyva vzorec pro n—ty Clen:

a, = f(n), f:IN—=R.
Aritmeticka posloupnost:
a, =ai + (n—1)d,

kde d € R je diference. Geometricka posloupnost:

n
anp =4¢q ,

kde ¢ € R je kvocient.

Limita posloupnosti (2)

Definice: Rikdme, 7e posloupnost {a, }>°, ma limitu A, piSeme lim a, = A,
n—oo

jestlize
VO:(A) Ing € N takové, ze Vn > ng plati a,, € O.(A).

lim a, = 400 jestlize
n—oo

VK > 0dng € N takové, ze Vn > ng plati a,, > K,

VL <0dng € N takové, ze Vn > ng plati a,, < L.

Posloupnost {a,, }2° | nazyvame konvergentni, jestlize lim a,, = A € R (vlastn{
n—oo

limita). JestliZe posloupnost nemd vlastni limitu nebo limita neexistuje, fikdme,
7e posloupnost je divergentni.
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Limita posloupnosti (3)
Definice: Mé&jme posloupnost {a,, }5° ,

(1) Jestlize Vn € NN plati
ap < apy1 (resp. ap, < aneq)
fikdme, Ze posloupnost je rostouci (resp. neklesajici).
(i1) Jestlize Vn € N plati
Ap > Apyp (TESP. Ay > Q1)
fikame, Ze posloupnost je klesajici (resp. nerostouci).
Véta:

e Je-li posloupnost {a,, }2° ; neklesajici a shora omezend, potom ma vlastni
limitu.

e Je-li posloupnost {a,}>°, nerostouci a zdola omezend, potom md vlastni
limitu.

Eulerovo cislo
D4 se dokézat, Ze existuje vlastni limita

1 n
lim (1 + —) .
n—oo n

1 n
e = lim (1 + —) .
n—0o0 n

Cislo e nazyvame Eulerovo cislo.

Definice: Oznac¢me
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