Derivace funkce

Derivace funkce v bodé
Definice: JestliZe existuje
f(x) — f(@o)

lim L&) = J\Zo)
T—rx0 T — xo

potom se tato limita nazyva derivaci funkce f v bodé xy a oznaCuje se f’(xo). Plati

tedy
o) — tim 108 = I 0]

T—T0 xr — xo
Je-li limita vlastni/nevlastni, mluvime o viastni/neviastni derivaci funkce f v bodé
Zo-.
Poznamka: Zvolime-li substituci x — xy = h dostaneme ekvivalentni vzorec pro

derivaci v bodé
f(zo+h) — f(xo)
. )

f'(x) = lim

h—0

Vyznam derivace

e Geometricky vyznam:
1/ (x0) je smérnici teCny ke grafu funkce f v bodé€ zg

~> rovnice te¢ny:  y — f(zo) = f'(z0)(x — x0)

e ve fyzice, v chemii: ~~ okamzitd rychlost (reakce)

fto+ A t) — f(to)

—) /
At At—0 f <t0)
prumérna rychlost zmény okamZitd rychlost zmény
funkcénich hodnot funkc¢nich hodnot v Case ¢



Jednostranné derivace v bodé
Definice:

e Derivace funkce [ v bodé x zprava

, pokud limita existuje

fjr(iﬂo): lim M

=0+ T — 2o

e Derivace funkce f v bodé x zleva

fL(xo) = lim M

T—T0— T — X

, pokud limita existuje

Véta: Funkce f md v bodé x, derivaci < f' (zo) = f’ (o).
Potom plati:

f'(@o) = fi(wo) = [~ (o)

Derivace funkce na intervalu
Definice:

e Funkce f ma derivaci na intervalu (a,b) < f ma derivaci v kazdém bodé
intervalu (a, b).

e Funkce f md derivaci na intervalu (a, by < f ma derivaci na intervalu (a, b)
a md jednostranné derivace f* (a), f*(b).

Véta: Ma-li funkce f vlastni derivaci na intervalu (a, b), pak je f na (a, b) spojita.

! opacnd implikace neplati'!



Derivace elementarnich funkei

(k) =0 keR
() =a- 2! aeR
(a*) = a® - In(a) 1#a>0
(o8, (@) = s L#a>0
(sin(z))" = cos(z) (cos(z)) = —sin(x)
(@) = — (cote(@)) = —

8 ~ cos?(z) &  sin®(x)
(arcsin(z)) = ! (arccos(z)) = !

Vi Vi

(arctg(z)) = 14}952 (arccotg(z))" = 1;22

Pravidla pro vypocet derivaci
Véta:

O [k-f@)] =k f(x),keR
(i) [f(z) £ g(2)] = f'(x) £ g'(2)
(i) [f(z)-g(2)]" = f'(x) - g(x) + f(2) - ¢'(x)

f(w)}' f(x)-g(x) — f(x)-g'(x)
g(z)

@iv) {
) ()] = F/(o(a)) - 9'(2)

Definice (derivace vysSich radu): Necht’ n € Ny. n-tou derivaci funkce f, kterou
oznacujeme f (n) definujeme vztahem

) = [f(n—l)}'7 kde f© = ¢



Véta o stiedni hodnoté
Véta (Lagrangeova véta o stiedni hodnoté€): Necht’ funkce f je spojitd na inter-
valu (a, b) a ma derivaci na otevieném intervalu (a, b). Potom

b) —
dce (a,b):  fle) = Fb) = fla)
b—a
Véta: Ma-li spojita funkce f na intervalu (a,b) kladnou derivaci (Vx € (a,b) :
f'(x) > 0), pak funkce f je v intervalu (a, b) rostouci.

Véta (Cauchyova véta o stfedni hodnoté): Necht' funkce f a g jsou spojité na
intervalu (a, b) a maji derivace na otevieném intervalu (a, b). Necht' ¢’'(z) # 0 na
(a,b). Potom

de € (a,b) : =

I’Hospitalovo pravidlo

Véta:
. . s B s =)
(i) Necht' lim f(x) = lim g(z) = 0 anecht’ lim existuje,
T—a T—a z—a (gj‘)
nebo
!/
(i) necht’ lim |g(x)| = +o00 a necht’ lim existuje.
z—a T—a g’(q})

Potom

e

: _ o J(@)
W) A )

Poznamka: Véta plati i pro limity lim , lim , lim , lim .
r—a+ r—a— T—+00 T——00



