Kapitola 4: Prabéh funkce
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Funkce monotonni

Véta:
Necht je f spojita a ma derivaci na intervalu /. Potom plati
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Funkce monotonni

Véta:
Necht je f spojita a ma derivaci na intervalu /. Potom plati
(i) Je-li f'(x) > 0 na I, je funkce f rostouci na /.
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Funkce monotonni

Véta:

Necht je f spojita a ma derivaci na intervalu /. Potom plati
(i) Je-li f'(x) > 0 na I, je funkce f rostouci na /.
(i) Je-li f'(x) > 0 na I, je funkce f neklesajici na /.
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Funkce monotonni

Véta:

Necht je f spojita a ma derivaci na intervalu /. Potom plati
(i) Je-li f'(x) > 0 na I, je funkce f rostouci na /.

(i) Je-li f'(x) > 0 na I, je funkce f neklesajici na /.

(i) Je-li f'(x) < 0 na I, je funkce f klesajici na /.
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Funkce monotonni

Véta:

Necht je f spojita a ma derivaci na intervalu /. Potom plati

(i) Je-li f'(x) > 0 na I, je funkce f rostouci na /.
(i) Je-li f'(x) > 0 na I, je funkce f neklesajici na /.
(i) Je-li f'(x) < 0 na I, je funkce f klesajici na /.
(iv) Je-li f'(x) < 0na I, je funkce f nerostouci na /.
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Funkce monotonni

Véta:

Necht je f spojita a ma derivaci na intervalu /. Potom plati

(i) Je-li f'(x) > 0 na I, je funkce f rostouci na /.
(i) Je-li f'(x) > 0 na I, je funkce f neklesajici na /.
(i) Je-li f'(x) < 0 na I, je funkce f klesajici na /.
(iv) Je-li f'(x) < 0na I, je funkce f nerostouci na /.
(v) Je-li f'(x) = 0 na I, je funkce f konstantni na /.
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Funkce monotonni

Véta:
Necht je f spojita a ma derivaci na intervalu /. Potom plati

(i) Je-li f'(x) > 0 na I, je funkce f rostouci na /.

(i) Je-li f'(x) > 0 na I, je funkce f neklesajici na /.

(i) Je-li f'(x) < 0 na I, je funkce f klesajici na /.

(iv) Je-li f'(x) < 0na I, je funkce f nerostouci na /.

(v) Je-li f'(x) = 0 na I, je funkce f konstantni na /.

Véta:

Necht je funkce f spojita na / a necht ma kromeé v kone¢ném
pocCtu bodl x1, Xz, . .. Xk v intervalu I derivaci f'(x) > 0.
Potom je f rostouci na intervalu /.
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Lokalni extrémy funkce

Definice: Necht je funkce f definovana na (a, b). Rikame, Ze
funkce f ma v bodé xy € (a, b) lokalni maximum (resp.
minimum), jestlize 3P(xp) takové, Zze

vV x € P(xo) plati f(x) < f(xp) (resp. f(x) > f(xo)).
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Lokalni extrémy funkce

Definice: Necht je funkce f definovana na (a, b). Rikame, Ze
funkce f ma v bodé xy € (a, b) lokalni maximum (resp.
minimum), jestlize 3P(xp) takové, Zze

vV x € P(xo) plati f(x) < f(xp) (resp. f(x) > f(xo)).

Jsou-li v definici ostré nerovnosti, mluvime o ostrém lokalnim
maximu (resp. minimu).
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Lokalni extrémy funkce

Definice: Necht je funkce f definovana na (a, b). Rikame, Ze
funkce f ma v bodé xy € (a, b) lokalni maximum (resp.
minimum), jestlize 3P(xp) takové, Zze

vV x € P(xo) plati f(x) < f(xp) (resp. f(x) > f(xo)).

Jsou-li v definici ostré nerovnosti, mluvime o ostrém lokalnim

maximu (resp. minimu).

Véta:

Necht je funkce f spojita na (a, b) a xp € (a, b). Potom plati

(i) Jestlize 3P(xp) takové, Ze
VxeP (x) je f(x)>0a
VxePt(x) je f(x)<0
ma funkce f v bodé xy ostré lokalni maximum.

3/12



Lokalni extrémy funkce (2)

pokraCovani véety:

(i) Jestlize 3P(xp) takové, ze

VxeP (x) je f(x)<O0a
VxePr(x) je f(x)>0

ma funkce f v bodé xg ostré lokalni minimum.
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Lokalni extrémy funkce (2)

pokraCovani veéty:
(i) Jestlize 3P(xp) takové, ze
VxeP (x) je f(x)<O0a
VxePr(x) je f(x)>0

ma funkce f v bodé xg ostré lokalni minimum.
(iiii) Je-li f'(xp) # 0, pak funkce f nema v bodé X, lokalni
extrém.
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Lokalni extrémy funkce (2)

pokraCovani veéty:

(i) Jestlize 3P(xp) takové, ze

VxeP (x) je f(x)<O0a
VxePr(x) je f(x)>0

ma funkce f v bodé xg ostré lokalni minimum.

(iiii) Je-li f'(xp) # 0, pak funkce f nema v bodé X, lokalni
extrém.

Véta:
Necht je funkce f definovana na (a, b) a xo € (a, b). Je-li

f'(x0) =0a f"(xp) > 0 (resp. f’(xo) < 0) ma funkce f v bodé xo
lokalni minimum (resp. maximum).
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Globalni extremy funkce

Definice:
Rikame, Ze funkce f ma v bodé xy € D(f) globalni maximum
(resp. minimum) jestlize

Vx e D(f) je f(x) < f(xp) (resp.f(x)> f(xp)).

Cislo f(xo) pak nazyvame maximalni (resp. minimalni)
hodnotou funkce f.
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Globalni extremy funkce

Definice:
Rikame, Ze funkce f ma v bodé xy € D(f) globalni maximum
(resp. minimum) jestlize

Vx e D(f) je f(x) < f(xp) (resp.f(x)> f(xp)).

Cislo f(xo) pak nazyvame maximalni (resp. minimalni)
hodnotou funkce f.

Poznamka: Ne kazda funkce ma maximalni a minimalni
hodnotu.
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Globalni extremy funkce

Definice:
Rikame, Ze funkce f ma v bodé xy € D(f) globalni maximum
(resp. minimum) jestlize

Vx e D(f) je f(x) < f(xp) (resp.f(x)> f(xp)).
Cislo f(xo) pak nazyvame maximalni (resp. minimalni)
hodnotou funkce f.

Poznamka: Ne kazda funkce ma maximalni a minimalni
hodnotu.

Véta:

Necht je funkce f spojita na (a, b), potom funkce nabyva své
maximalni a minimalni hodnoty na (a, b).
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Globalni extremy funkce

Definice:
Rikame, Ze funkce f ma v bodé xy € D(f) globalni maximum
(resp. minimum) jestlize

Vx e D(f) je f(x) < f(xp) (resp. f(x) > f(xp))-
Cislo f(xo) pak nazyvame maximalni (resp. minimalni)
hodnotou funkce f.

Poznamka: Ne kazda funkce ma maximalni a minimalni
hodnotu.

Véta:

Necht je funkce f spojita na (a, b), potom funkce nabyva své
maximalni a minimalni hodnoty na (a, b).

Poznamka: Maximalni a minimalni hodnotu nabyva funkce
bud v bodech lokalnich extrému nebo v krajnich bodech.
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Funkce konvexni a konkavni
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Funkce konvexni a konkavni

Definice: Necht je funkce f spojita na /.
Jestlize pro libovolné xq, xo, X3 € 1, pro které plati
X1 < X2 < X3 leZi bod P, = [xo, f(x2)] pod pfimkou nebo na
pfimce spojujici body Py = [x1, f(xq1)] a Ps = [x3, f(X3)],
fikdme, ze funkce je konvexni na /.
Jestlize bod P lezi nad ptimkou nebo na pfimce, fikame,
ze funkce je konkavni na /.
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Funkce konvexni a konkavni

Definice: Necht je funkce f spojita na /.

Jestlize pro libovolné xq, xo, X3 € 1, pro které plati
X1 < X2 < X3 leZi bod P, = [xo, f(x2)] pod pfimkou nebo na
pfimce spojujici body Py = [x1, f(xq1)] a Ps = [x3, f(X3)],
fikdme, ze funkce je konvexni na /.

Jestlize bod P lezi nad ptimkou nebo na pfimce, fikame,
ze funkce je konkavni na /.

Véta:

Necht funkce f ma na intervalu / druhou derivaci. Potom plati:
(i) Je-li f’(x) > 0nal, je f konvexni na /.
(i) Je-li f"(x) <0nal,je f konkavnina .
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Inflexni body

Definice: Necht je funkce f spojita na (a, b). Necht xq € (a, b)
a funkce ma v bodé xg derivaci (i nevlastni). Jestlize

Vx € (axg) jef konkavni (resp. konvexni)
avxe(xg,b) jef konvexni(resp. konkavni)

fikdme, ze f ma v bodé xq inflexi nebo graf funkce f ma v bodé
[Xo, f(X0)] inflexni bod.
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Inflexni body

Definice: Necht je funkce f spojita na (a, b). Necht xq € (a, b)
a funkce ma v bodé xg derivaci (i nevlastni). Jestlize

Vx € (axg) jef konkavni (resp. konvexni)
avxe(xg,b) jef konvexni(resp. konkavni)

fikdme, ze f ma v bodé xq inflexi nebo graf funkce f ma v bodé
[Xo, f(X0)] inflexni bod.

Véta:
Necht funkce f m& na intervalu (a, b) druhou derivaci.
(i) Existuje-li prstencové okoli P(xp) takové, ze
Vx e P (x)jef'(x)>0
avVxePt(x)jef’(x)<0.
nebo obraceng,
ma funkce f v bodé Xy inflexi.
(i) Je-li f"(xg) = 0a f”(xo) # 0, méa funkce f v bodé X inflexi.
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Asymptoty grafu funkce
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Asymptoty grafu funkce
Definice: Jestlize pro fumkci f plati

lim f(x) = +occ nebo lim f(x) = +oo
X—a+ X—a—

nazyvame pfimku o rovnici x = a vertikalni asymptotou grafu
funkce f.
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Asymptoty grafu funkce
Definice: Jestlize pro fumkci f plati

lim f(x) = +occ nebo lim f(x) = +oo
X—a+ X—a—

nazyvame pfimku o rovnici x = a vertikalni asymptotou grafu
funkce f.

Definice: Jestlize pro fumkci f plati

lim f(x) =b e R nebo Xﬂrp f(x)y=beR

X—00

nazyvame primku o rovnici y = b horizontalni asymptotou grafu
funkce f v oo (resp. v —o0).
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Asymptoty grafu funkce
Definice: Jestlize pro fumkci f plati

lim f(x) = +occ nebo lim f(x) = +oo
X—a+ X—a—

nazyvame pfimku o rovnici x = a vertikalni asymptotou grafu
funkce f.
Definice: Jestlize pro fumkci f plati

lim f(x) =b e R nebo Xﬂrp f(x)y=beR

X—00
nazyvame primku o rovnici y = b horizontalni asymptotou grafu
funkce f v oo (resp. v —o0).

Definice: Pfimka o rovnici y = k x + q je obecnou asymptotou
grafu funkce f v oo (resp. v —c0), jestlize

lim (f(x) —kx—qg)=0 (resp. lim (f(x)—kx—q=0).

li
X—00 X——00
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Asymptoty grafu funkce (2)

Véta:
Pfimka o rovnici y = k x + g je obecnou asymptotou grafu
funkce f v oo, jestlize

. f(x) , B
xILmooT =keR a XILmOO(f(x) —kx)=qgeR.

Podobné pro —occ.
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VySetfovani prabéhu funkce

Ur€eni D(f), sudost, lichost, periodicita.

Spojitost, limity (pfipadné jednostranné limity) v krajnich
bodech defini¢niho oboru a v bodech nespojitosti.

f'(x) = monotonnost, lokalni extrémy.

f’(x) = konvexnost, konkavnost, inflexe.

VySetreni asymptot.

A Nakresleni grafu funkce f a urCeni H(f).
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Newtonova metoda - metoda tecen

Numericka metoda pro pfiblizné ureni kofene algebraické
rovnice
f(x)=0.
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Newtonova metoda - metoda tecen

Numericka metoda pro priblizné urCeni kofene algebraické

rovnice
f(x)=0.

Predpokladame, ze f je spojitd a ma prvni a druhou derivaci na
intervalu (a, b).

11/12



Newtonova metoda - metoda tecen

Numericka metoda pro priblizné urCeni kofene algebraické
rovnice
f(x)=0.

Predpokladame, ze f je spojitd a ma prvni a druhou derivaci na
intervalu (a, b).

Véta:
Necht f(a) f(b) < 0, pak 3 c¢(a, b) takové, Ze f(c) = 0.
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Newtonova metoda - metoda tecen

Numericka metoda pro priblizné urCeni kofene algebraické
rovnice
f(x)=0.

Predpokladame, ze f je spojitd a ma prvni a druhou derivaci na
intervalu (a, b).

Véta:
Necht f(a) f(b) < 0, pak 3 c¢(a, b) takové, Ze f(c) = 0.

Definice: Jestlize v intervalu (a, b) existuje prave jeden kofen
nazyvame interval (a, b) separacni interval.
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Newtonova metoda - metoda tecen

Numericka metoda pro priblizné urCeni kofene algebraické
rovnice
f(x)=0.

Predpokladame, ze f je spojitd a ma prvni a druhou derivaci na
intervalu (a, b).

Véta:
Necht f(a) f(b) < 0, pak 3 c¢(a, b) takové, Ze f(c) = 0.

Definice: Jestlize v intervalu (a, b) existuje prave jeden kofen
nazyvame interval (a, b) separacni interval.

Necht « je kofen rovnice f(x) = 0.
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Newtonova metoda - metoda tecen (2)

Newtonova metoda
Zvolme xg € (a, b) takové, ze f(xp)f"(xp) > 0.
Sestrojme posloupnost {xp}5°

f(x,
Xn41 = Xn — f,((xf;))-
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Newtonova metoda - metoda tecen (2)

Newtonova metoda
Zvolme xg € (a, b) takové, ze f(xp)f"(xp) > 0.
Sestrojme posloupnost {xp}5°

f(x
Xn41 = Xn — f,((xf;))-

Posloupnost {x,}5° , nazyvame posloupnost postupnych
aproximaci kofene «. X, je n—ta aproximace kofene a.
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Newtonova metoda - metoda tecen (2)

Newtonova metoda
Zvolme xg € (a, b) takové, ze f(xp)f"(xp) > 0.
Sestrojme posloupnost {xp}5°

f(x,
Xn41 = Xn — f,((xf;))-

Posloupnost {x,}5° , nazyvame posloupnost postupnych
aproximaci kofene «. X, je n—ta aproximace kofene a.

Véta:
Jsou-li splnény predpoklady

(iy f(a)f(b) <0

(i) f(x)#A0proVx e (a,b)

(i) f"(x) #£A0proVx e (a,b)

(iv) xg € (a, b), f(Xo)f”(Xo) >0, fl(Xo) #0,
potom pro posloupnost {xp}>° , plati

lim x, = a.

n—oo
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