Kapitola 4: Prabéh funkce

Funkce monotonni
Véta: Necht’ je f spojitd a ma derivaci na intervalu /. Potom plati

(i) Je-li f'(x) > Ona I, je funkce f rostouci na /.
(ii) Je-li f'(x) > O na I, je funkce f neklesajici na I.
(iii) Je-li f'(x) < Ona I, je funkce f klesajicina I.

f'(x) < 0na I, je funkce f nerostouci na I.
(z) =

@iv) Je-li f'(z

(v) Je-li f'(x 0 na [, je funkce f konstantni na /.

Véta: Necht’ je funkce f spojitd na I a necht’ ma kromé v kone¢ném poctu bodu
x1,Za,...x vintervalu [ derivaci f'(z) > 0. Potom je f rostouci na intervalu /.

Lokalni extrémy funkce
Definice: Necht’ je funkce f definovand na (a, b). Rikdme, e funkce f ma v bodé
xo € (a, b) lokdlni maximum (resp. minimum), jestlize 3P (x) takové, ze

Va € P(xo) platl f(z) < f(xo) (resp. f(x) = f(x0)).

Jsou-li v definici ostré nerovnosti, mluvime o ostrém lokdlnim maximu (resp. mi-
nimu).
Véta: Necht’ je funkce f spojitd na (a, b) a ¢ € (a, b). Potom plati

(i) Jestlize 3P (x() takové, ze

VeeP (xg) je fl(x)>0a
Vo eP(z) je fl(x)<0

ma funkce f v bodé x( ostré lokalni maximum.



Lokalni extrémy funkce (2)
pokracovani véty:

(ii) Jestlize 3P(x() takové, Ze
VeeP (zg) je fl(r)<Oa
VzePr(z) je fllx)>0
ma funkce f v bodé€ xy ostré lokalni minimum.

(iiii) Je-li f'(xo) # 0, pak funkce f nemd v bodé z lokalni extrém.

Véta: Necht' je funkce f definovand na (a,b) a o € (a,b). Je-li f'(zg) =0 a
" (xo) > 0 (resp. f"(xo) < 0) md funkce f v bod€ xy lokédlni minimum (resp.
maximum).

Globalni extrémy funkce
Definice: Rikdme, 7e funkce f md v bodé zq € D(f) globdlni maximum (resp.
minimum) jestlize

Va e D(f) je f(x) < f(xo) (resp. f(z) = f(x0)).

Cislo f(z0) pak nazyvame maximdlni (resp. minimdlni) hodnotou funkce f.
Poznamka: Ne kazda funkce ma maximalni a minimdalni hodnotu.[2mm] Véta:
Necht’ je funkce f spojitd na (a, b), potom funkce nabyva své maximalni a mi-
nimélni hodnoty na (a,b). [2mm] Poznamka: Maximdln{ a minimdlni hodnotu
nabyva funkce bud’ v bodech lokalnich extrémi nebo v krajnich bodech.

Funkce konvexni a konkavni
Definice: Necht’ je funkce f spojitd na /.

1. Jestlize pro libovolné x1,x9, 23 € I, pro které plati z; < xo < x3 lezi
bod P, = [z, f(x2)] pod pfimkou nebo na piimce spojujici body P, =
(21, f(x1)] a P3 = [x3, f(23)], fikdme, Ze funkce je konvexni na I.

2. Jestlize bod P, lezi nad pfimkou nebo na primce, fikdme, Ze funkce je kon-
kdvni na I.

Véta: Necht’ funkce f ma na intervalu / druhou derivaci. Potom plati:
(i) Je-li f”(x) > Onal,je f konvexnina I.

(ii) Je-li f”(x) < Onal,je f konkdvni na I.



Inflexni body
Definice: Necht’ je funkce f spojitd na (a,b). Necht' zy € (a,b) a funkce md v
bodé xq derivaci (i nevlastni). Jestlize
Va € (a,z9) jef konkdvni (resp. konvexni)

aVaz € (x9,b) jef konvexni (resp. konkdvni)
fikdme, Ze f ma v bodé€ x inflexi nebo graf funkce f ma v bodé€ [z, f(xo)] inflexni
bod.
Véta: Necht’ funkce f md na intervalu (a, b) druhou derivaci.

(i) Existuje-li prstencové okoli P(xq) takové, Ze Vo € P~ (x) je
f"(x) >0 aVa € Pt(xg)je f'(x) <O. nebo obrécené,

mad funkce f v bodé x inflexi.

(ii) Je-li f”(xo) = 0a f"(zo) # 0, md funkce f v bodé x inflexi.

Asymptoty grafu funkce
Definice: Jestlize pro fumkci f plati
lim f(x) =400 nebo lim f(x)= 40

r—a+ T—a—

nazyvame piimku o rovnici x = a vertikdlni asymptotou grafu funkce f.[3mm]
Definice: Jestlize pro fumkci f plati

lim f(zr) =b€ R nebo lim f(z)=beR
T—00 T——00

nazyvame primku o rovnici y = b horizontdlni asymptotou grafu funkce f v oo
(resp. v —00).
Definice: Piimka o rovnici y = kx + ¢ je obecnou asymptotou grafu funkce f v
0o (resp. v —00), jestlize

lim (f(x) —kx —q) =0 (resp. lim (f(z) —kx—q=0).

T—>00

T—r—00

Asymptoty grafu funkce (2)
Véta: Piimka o rovnici y = k x + ¢ je obecnou asymptotou grafu funkce f v oo,

jestlize
lim @:kER a lim(f(x)—kz)=q€R.

r—0o0 I T—00

Podobné pro —oc.



VySetfovani prubéhu funkce

1. Uréeni D(f), sudost, lichost, periodicita.

2. Spojitost, limity (piipadn€ jednostranné limity) v krajnich bodech definic-
niho oboru a v bodech nespojitosti.

. f'(x) = monotonnost, lokdln{ extrémy.

3
4. f"(x) = konvexnost, konkdvnost, inflexe.
5. VySetfeni asymptot.

6

. Nakreslen{ grafu funkce f a urCeni H (f).

Newtonova metoda - metoda tecen
Numerickd metoda pro pfiblizné urCeni kotene algebraické rovnice

f(z)=0.
Predpokldddme, Ze f je spojitd a ma prvni a druhou derivaci na intervalu (a, b).[3mm]
Véta: Necht' f(a) f(b) < 0, pak Jc(a, b) takové, Ze f(c) = 0.[3mm] Definice:
Jestlize v intervalu (a, b) existuje pravé jeden kofen nazyvame interval (a, b) se-
paracni interval.[3mm] Necht’ « je kofen rovnice f(z) = 0.[3mm]

Newtonova metoda - metoda tecen (2)
Zvolme z € (a, b) takové, Ze f(xo)f"(xo) > 0. Sestrojme posloupnost {z,,}°

f(zn)

$n+1 = ITL - f/(l' )
n

Posloupnost {z,, }°° , nazyvame posloupnost postupnych aproximaci kofene «. x,,
je n—td aproximace kotene «.[3mm] Véta: Jsou-li splnény predpoklady

(i) f(a) f(b) <0
(ii)) f'(z) #O0proVzx € (a,b)
(iii) f"(x) #0proVzx € (a,b)
(iv) @o € (a,b), f(xo)f"(x0) >0, f'(z0) # 0,

potom pro posloupnost {x,, }>° , plati

lim z, = a.
n—oo



