Kapitola 7: Integral.
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Neurcity integral.
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Neurcity integral.

Definice: Necht f je funkce definovana na intervalu /. Funkci F
definovanou na intervalu /, pro kterou plati

F'(x)=f(x)Vxel

nazyvame primitivni funkci k funkci f na intervalu /.
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Neurcity integral.
Definice: Necht f je funkce definovana na intervalu /. Funkci F
definovanou na intervalu /, pro kterou plati
F'(x)=f(x)Vxel
nazyvame primitivni funkci k funkci f na intervalu /.

Poznamka: Je-li F primitivni funkce k funkci f na intervalu / a
G(x) = F(x) + cpro x € I, kde c je konstanta, je G také
primitivni funkce k funkci f na intervalu /.

Definice: MnoZinu vSech primitivnich funkci k funkci f na
intervalu / nazyvame neurcity integral k funkci f na intervalu / a
oznacujeme

/f(x)dx = {F(x) +c¢; c € R, F je primitivni funkci k f na /}.
Umluva: Nebudeme rozli$ovat mezi primitivni funkci a

neurCitym integralem.
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Existence primitivni funkce.
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Existence primitivni funkce.

Véta: O existenci primitivni funkce
Necht funkce f je spojita na intervalu /, potom f ma na intervalu
I primitivni funkci.
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Existence primitivni funkce.

Véta: O existenci primitivni funkce

Necht funkce f je spojita na intervalu /, potom f ma na intervalu
I primitivni funkci.

Poznamka: Existuji funkce, které podle pfedchozi vety maji
primitivni funkci, my ji ale neumime nalézt pomoci znamych
funkci. Mizeme ji tedy definovat pomoci integralu. Napf.:

/ *de /smx
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Tabulka primitivnich funkcich.

[x"dx = X" ner, n# —1
1y —

J % dx =In|x|

[ sinxdx = —cos x

J cos xdx = sinx

[a¥dx = & a>0,a#1
[ : +X2 = arctgx

—arcsmx
serx = 19X
fsi‘rj]—xxz—cotgx
f\/rfln\x+\/)m1 a#0

ff(())(() = In|f(x)]
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Vlastnosti integrall
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Vlastnosti integrall

Véta: Plati
(i) /k f(x)dx = k/ f(x) dx, kde k je konstanta.

(il / (f(x) + g(x)) dx = / f(x)dx + / g(x) dx
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Metody vypoctu neurcCitych integrald.
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Metody vypoctu neurcCitych integrald.

Metoda per partes.
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Metody vypoctu neurcCitych integrald.

Metoda per partes.

Véta:
Necht funkce u a v maji v intervalu / spojité derivace. Potom v
intervalu / plati

/u(x) V/(x)dx = u(x) v(x) /u’(x) v(x)dx.
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Metoda substitucni

Véta: Necht funkce f(t) je spojita na intervalu (a, b) a necht
funkce t = ¢(x) ma spojitou prvni derivaci v intervalu («, 5) a
zobrazuje interval (o, 8) na interval (a, b).

) Pak
[ ety tax = [ i dt = F(t) = Fe(x),

kde F je primitivni funkce k f na (a, b).

t = ¢(x) je pouZita substituce
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Metoda substitucni

Véta: Necht funkce f(t) je spojita na intervalu (a, b) a necht
funkce t = ¢(x) ma spojitou prvni derivaci v intervalu («, 5) a

zobrazuje interval (o, 8) na interval (a, b).
) Pak
[ et xex = [ f1yt= F(t) = Fe(x),
kde F je primitivni funkce k f na (a, b).
(i) Necht navic Vx € (o, 8) : ¢'(x) # 0. Pak
[ fyat= [ Het0)e () dx = Fx) = Fe (1)
kde F je primitivni funkce k f(¢o(x))¢’(x) na (o, B).

t = ¢(x) je pouZita substituce
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Integrace racionalnich lomenych funkci
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Integrace racionalnich lomenych funkci

m déleni polynomu
m rozklad polynomu na soucin kofenovych Cinitel(l

m rozklad ryze lomenych raciondlnich funkci na soucet
parcialnich zlomku

m integrace parcialnich zlomku
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Rozklad polynomu v kofenové cCinitele.
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Rozklad polynomu v kofenové cCinitele.
Pfipomenme tvar polynomu:
Pn(X) = anX" + ap_1x" '+ +aix + ap,

kde ne NN, ag, ai, ..., an € R jsou koeficienty a a, # 0.
Po(x) = ap je polynom nultého stupné.

Kofenem polynomu Pp(x) pro n > 1 rozumime Cislo a € C
takové, Zze Pp(«) = 0.
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Rozklad polynomu v kofenové Cinitele.

Pfipomenme tvar polynomu:

n—1

Pn(x) = anx" + an_1x""' + .-+ a;x + &,

kde ne NN, ag, ai, ..., an € R jsou koeficienty a a, # 0.
Po(x) = ap je polynom nultého stupné.

Kofenem polynomu Pp(x) pro n > 1 rozumime Cislo a € C
takové, Zze Pp(«) = 0.

Véta: Je-li Cislo a kofenem polynomu Pp(x), potom
Pn(x) = (x — 2)Q(x),

kde Q(x) je polynom (n — 1)-niho stupné.

Definice: « je k-nasobnym kofenem polynomu P(x), jestlize
P(x) = (x — a)*Q(x),

Q(x) je polynom, Q(«) # 0.
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Rozklad polynomu v kofenové Cinitele (2).

Poznamka: o je k-nasobnym kofenem polynomu P(x) <

P(a) =0, P'(a)=0,...,P" (o) =0a PX(a) #£0.
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Rozklad polynomu v kofenové Cinitele (2).

Poznamka: o je k-nasobnym kofenem polynomu P(x) <
P(a) =0, P'(a)=0,...,P" (o) =0a PX(a) #£0.

Véta: Ma-li polynom P,(x) dva komplexné sdruzené kofeny
a -+ ib, potom

Po(x) = (X*+ px + q)Q(x),

kde Q(x) je polynom (n — 2)-hého stupné a kofeny a + ib jsou
kofeny polynomu x? + p x + q.
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Rozklad polynomu v kofenové Cinitele (2).

Poznamka: o je k-nasobnym kofenem polynomu P(x) <
P(a) =0, P'(a)=0,...,P" (o) =0a PX(a) #£0.

Véta: Ma-li polynom P,(x) dva komplexné sdruzené kofeny
a -+ ib, potom

Po(x) = (X*+ px + q)Q(x),

kde Q(x) je polynom (n — 2)-hého stupné a kofeny a + ib jsou
kofeny polynomu x? + p x + q.

Véta: Kazdy polynom n-tého stupné ma pravé n korend,

pritom kazdy kofen pocitame s jeho nasobnosti (nékteré koreny
mohou byt komplexni).
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Racionalné lomené funkce.
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Racionalné lomené funkce.

Definice: Funkce tvaru g(();; kde P(x), Q(x) jsou polynomy,
nazyvame racionalni lomenou funkci.

Je-li stupen P(x) menSi nez stupen Q(x) nazyvame funkci ryze
lomenou racionalni funkci.

Je-li stupen P(x) vétsi nez stupen Q(x) nazyvame funkci
neryze lomenou racionalni funkci.
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Racionalné lomené funkce.

Definice: Funkce tvaru g(();; kde P(x), Q(x) jsou polynomy,
nazyvame racionalni lomenou funkci.

Je-li stupen P(x) menSi nez stupen Q(x) nazyvame funkci ryze
lomenou racionalni funkci.

Je-li stupen P(x) vétsi nez stupen Q(x) nazyvame funkci
neryze lomenou racionalni funkci.

Véta: Kazda racionalni lomené funkce je souétem polynomu a
ryze lomené raciondlni funkce.

Poznamka: Polynom umime integrovat. Musime se naucit
integrovat ryze lomenou racionalni funkci.

Ryze lomenou racionalni funkci musime rozlozit na parcialni
zlomky.
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Rozklad na parcialni zlomky.
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Rozklad na parcialni zlomky.

Jmenovatel rozlozime na kofenové Cinitele.
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Rozklad na parcialni zlomky.

Jmenovatel rozlozime na kofenové Cinitele.
Je-li v rozkladu jmenovatele vyraz (ax + b), odpovida v
rozkladu racionalni lomené funkce tomuto ¢&initeli zlomek

_A
(ax+b)’

kde A je néjaka vhodna realna konstanta.

12/14



Rozklad na parcialni zlomky.

Jmenovatel rozlozime na kofenové Cinitele.
Je-li v rozkladu jmenovatele vyraz (ax + b), odpovida v
rozkladu racionalni lomené funkce tomuto ¢&initeli zlomek

_A
(ax+b)’

kde A je néjaka vhodna realna konstanta.

Je-li v rozkladu jmenovatele vyraz (ax + b)k, k =2,3, ...,
odpovidaji v rozkladu racionalni lomené funkce tomuto
Ciniteli zlomky

Ay Ao A
(ax+b)" (ax+b)2"" " (ax+ b)k’

kde Ay, Ao, ..., A jsou né€jaké vhodné realné konstanty.
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Rozklad na parcialni zlomky.
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Rozklad na parcialni zlomky.

Je-li v rozkladu jmenovatele vyraz (ax? + b x + ¢),
odpovida v rozkladu racionalni lomené funkce tomuto

Giniteli zlomek
Ax+ B

(ax2+bx+c)’

kde A, B jsou néjaké vhodné realné konstanty.
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Rozklad na parcialni zlomky.

Je-li v rozkladu jmenovatele vyraz (ax? + b x + ¢),
odpovida v rozkladu racionalni lomené funkce tomuto

Giniteli zlomek
Ax+ B

(ax2+bx+c)’

kde A, B jsou néjaké vhodné realné konstanty.

Je-li v rozkladu jmenovatele vyraz (ax? + bx + ¢)k,
k =2,3,..., odpovidaji v rozkladu racionalni lomené
funkce tomuto Ciniteli zlomky

A1 x + B Aox + Bo AxX + By
(ax2+bx+c) (ax2+bx+c)2 " (ax2+bx+c)k’
kde Aq, By,,..., Ak, Bk jsou néjaké vhodné realné
konstanty.
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Integrace racionalnich lomenych funkci

14/14



Integrace racionalnich lomenych funkci

Naucime se integrovat racionalné lomené funkce, které se
objevuji v rozkladu ryze lomené racionalni funkce na parcialni
zlomky:

[ Ao [P [ B,
(ax+b) 7 ) (ax+ bk )] (ax2+bx+c)
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