Kapitola 7: Integral.

Neurdity integral.
Definice: Necht’ f je funkce definovana na intervalu /. Funkci I’ definovanou na
intervalu /, pro kterou plati

F'(z) = f(x)Vx el

nazyvame primitivni funkci k funkci f na intervalu I.

Poznamka: Je-li F primitivni funkce k funkci f naintervalu I a G(z) = F(x)+c
pro z € I, kde c je konstanta, je G také primitivni funkce k funkci f na intervalu
I.

Definice: MnoZinu vSech primitivnich funkci k funkci f na intervalu / nazyvame
neurcity integrdl k funkci f na intervalu / a oznacujeme

/f(x) de ={F(z) +¢; ¢ € R, F je primitivni funkcik f na I}.
Umluva: Nebudeme rozliSovat mezi primitivni funkei a neuréitym integralem.

Existence primitivni funkce.

Véta: O existenci primitivni funkce Necht' funkce f je spojita na intervalu I,
potom f ma na intervalu / primitivni funkci. Poznamka: Existuji funkce, které
podle predchozi véty maji primitivni funkci, my ji ale neumime nalézt pomoci
znamych funkci. MiZeme ji tedy definovat pomoci integralu. Napft.:
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Tabulka primitivnich funkcich.
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Vlastnosti integralu
Véta: Plati

(i) /k: flz)dx =k / f(z) dz, kde k je konstanta.
i [ (7(e) £ gl do = [ flo)aot [ glo)ar

Metody vypoctu neurcitych integrali.

Metoda per partes.
Véta: Necht' funkce v a v maji v intervalu [ spojité derivace. Potom v intervalu
I plati



Metoda substitucni
Véta: Necht’ funkce f(¢) je spojitd na intervalu (a, b) a necht’ funkce t = ¢(x)
mad spojitou prvni derivaci v intervalu («, ) a zobrazuje interval («, [3) na interval

(a,b).

OEE e = [ sod=Fo) = Fel)

kde F je primitivni funkce k f na (a,b).

(if) Necht navic Vz € (a, 8) : ¢'(x) # 0. Pak
[roa= [ s = Pa) = F(¢ (1),
kde F je primitivni funkce k f(p(z))¢'(x) na («, 5).

t = () je pouzita substituce

Integrace racionalnich lomenych funkci
e déleni polynomu
e rozklad polynomu na soucin kofenovych Ciniteld
e rozklad ryze lomenych raciondlnich funkei na soucet parcialnich zlomki

e integrace parcialnich zlomku
Rozklad polynomu v korenové Cinitele.
Pfipomenime tvar polynomu:
Pn(l‘) = an‘rn + an—lxn_l + -+ a1x + Qg ,

kde n € N, ag, ay, . . ., a, € R jsou koeficienty a a,, # 0. Py(x) = ag je polynom
nultého stupné. Koienem polynomu P,(x) pro n > 1 rozumime &islo a € C
takové, ze P,(a) = 0.



Véta: Je-li Cislo a kofenem polynomu P, (x), potom

Bu(z) = (x — a)Q(x),

kde Q(z) je polynom (n — 1)-niho stupné.
Definice: « je k-ndsobnym korenem polynomu P(z), jestlize

P(z) = (z — a)*Q(x),

Q(x) je polynom, Q(a) # 0.

Rozklad polynomu v korenové Cinitele (2).
Poznamka: « je k-ndasobnym kofenem polynomu P(x) <

P(a) =0, P'(a)=0,...,P"*(a) =0a P*(a) #0.
Véta: Md-li polynom P, (x) dva komplexné sdruzené kofeny a =+ ib, potom

P.(z) = (2> +pz+q)Q(x),

kde Q(x) je polynom (n — 2)-hého stupné a kofeny a =+ ib jsou kofeny polynomu
> +pr+q.

Véta: Kazdy polynom n-tého stupné ma pravé n kofent, pfitom kazdy koten
pocitime s jeho ndsobnosti (nékteré kofeny mohou byt komplexni).

Racionalné lomené funkce.
P(x)

x
ndlni lomenou funkct. Je%( st)upeﬁ P(x) mensi neZ stupen (Q(z) nazyvame funkci
ryze lomenou raciondlni funkci. Je-1i stupeni P(z) vetsi nez stupen Q(z) nazy-
vame funkci neryze lomenou raciondlni funkct.

Véta: Kazda raciondlni lomena funkce je souctem polynomu a ryze lomené raci-
ondlni funkce.

Poznamka: Polynom umime integrovat. Musime se naucit integrovat ryze lome-
nou raciondlni funkci. Ryze lomenou raciondlni funkci musime rozloZit na parci-
dlni zlomky.

Definice: Funkce tvaru

, kde P(z), Q(z) jsou polynomy, nazyvame racio-



Rozklad na parcialni zlomky.
1. Jmenovatel rozloZime na korenové Cinitele.

2. Je-li v rozkladu jmenovatele vyraz (a x +b), odpovida v rozkladu raciondln{
lomené funkce tomuto Ciniteli zlomek

4

(ax+0b)’
kde A je néjakd vhodna redlnd konstanta.

3. Je-li v rozkladu jmenovatele vyraz (az + b)*, k = 2,3, ..., odpovidaji v
rozkladu raciondlni lomené funkce tomuto Ciniteli zlomky
Ay A Ap
(ax+b) (ax+b)? " (ax+b)k’

kde Ay, A, ..., A jsou néjaké vhodné redlné konstanty.

Rozklad na parcialni zlomky.

4. Je-li v rozkladu jmenovatele vyraz (a z? + bz + c), odpovidd v rozkladu
racionalni lomené funkce tomuto Ciniteli zlomek

Ax+ B
(az?+bx+c)’

kde A, B jsou néjaké vhodné redlné konstanty.
5. Je-li v rozkladu jmenovatele vyraz (a 22 +bx+c)*, k = 2,3, ..., odpovidaji
v rozkladu raciondlni lomené funkce tomuto Ciniteli zlomky

A1$+Bl A2$—|—Bg Ak$+Bk
(az?+bx+ec) (ax?+bx+c)? " " (az?+bx+c)F’

kde Ay, Bi,,..., Ay, By jsou néjaké vhodné redlné konstanty.

Integrace racionalnich lomenych funkci
Naucime se integrovat raciondlné lomené funkce, které se objevuji v rozkladu
ryze lomené raciondlni funkce na parcidlni zlomky:

/ A / Ay / Ax+ B
2 g [ —2 g d .
(ax +b) (ax + b)F (ax?4+bx+c)




