Kapitola 11: Linearni diferencialni rovnice
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Linearni diferencialni rovnice-LDR

Definice: Necht ay(x), a;(x), ..., an(x), b(x) jsou spojité
funkce na néjakém intervalu /, ap(x) # 0 pro vS8echna x € I.
Rovnici

ao(X)y"™ + ay(x)y"" ) + -+ ap_1(X)y' + an(x)y = b(x),

kde y € C"(/) je hledana funkce, nazyvame linearni
diferencialni rovnici n-tého fadu (LDR n-tého fadu).
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Je-li b(x) = 0 pro vSechna x € | nazyvame rovnici homogenni
LDR (HLDR).
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Definice: Necht ay(x), a;(x), ..., an(x), b(x) jsou spojité
funkce na néjakém intervalu /, ap(x) # 0 pro vS8echna x € I.
Rovnici

ao(x)y" + a (x)y "D 4 -+ ap_1(X)y + an(X)y = b(x),
kde y € C"(/) je hledana funkce, nazyvame linearni
diferencialni rovnici n-tého fadu (LDR n-tého fadu).

Je-li b(x) = 0 pro vSechna x € | nazyvame rovnici homogenni
LDR (HLDR).

Existuje-li x € I takové, ze b(x) # 0 nazyvame rovnici
nehomogenni LDR (NLDR).

Funkce ag(x), a1(x), ..., an(x) nazyvame koeficienty LDR.

Jestlize tyto funkce nezavisi na x (jsou konstantni) nazavame
rovnici LDR s konstantnimi koeficienty.
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Proc linearni?

Necht ap(x), a1(x), ..., an(x) € C(I)

Definujeme-li zobrazeni L: C"(I) — C(/) pfedpisem
L(y) = a0y +a(x)y" D + -+ ap ()Y + an(x)y,

plati, Ze zobrazeni L je lineérni.
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Proc linearni?

Necht ap(x), a1(x), ..., an(x) € C(I)

Definujeme-li zobrazeni L: C"(I) — C(/) pfedpisem
L(y) = a0y +a(x)y" D + -+ ap ()Y + an(x)y,

plati, Ze zobrazeni L je lineérni.

Nyni mizeme LDR zapsat
Ly = b(x),

kde L je linearni zobrazeni.
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Véta o existenci a jednoznacnosti

Necht xg € 1a yg, V1, Vo,...,¥n—-1 € R.
Pocatecni podminky pro LDR n-tého fadu Ly = b(x) jsou
tvaru

¥(X0) = Yo, ¥ (X0) = y1, Y (x0) = Yo, - -, Y"1 (X0) = Yn_1.
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Véta o existenci a jednoznacnosti

Necht xo € I'a yo, V1, Yo,...,¥Yn—1 € R.
Pocatecni podminky pro LDR n-tého fadu Ly = b(x) jsou
tvaru

¥(X0) = Yo, ¥ (X0) = y1, Y (x0) = Yo, - -, Y"1 (X0) = Yn_1.

Véta: Necht ap(x), ai(x),...,an(x),b(x) € C(I)a ap(x) #0

pro v8echna x € [ a necht xp € I, potom pro libovolné

Yo, Y1, Yo, -, ¥n_1 € R existuje pravé jedno feseni y € C"(/)
diferencialni rovnice Ly = b(x), které vyhovuje pocatecnim

podminkam

y(X0) = Y0, ¥'(X0) = y1, ¥"(x0) = Yo, -, ¥ (X0) = V1.
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LDR 1. a 2. radu
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LDR 1. a 2. radu

Obecné plati, ag, a1, a» jsou funkce proménné x:

ap, ay, a € C().
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LDR 1. a 2. radu

Obecné plati, ag, a1, a» jsou funkce proménné x:
ap, ay, a € C().

LDR 1. fadu:
ao(x)y' + ai1(x)y = b(x)

Pocatecni podminky: y(Xo) = yo.
Regeni y € C'()).
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LDR 1. a 2. radu

Obecné plati, ag, a1, a» jsou funkce proménné x:
ap, ay, a € C().
LDR 1. radu:
ao(x)y’ + ai(x)y = b(x)

Pocatecni podminky: y(Xo) = yo.
Regeni y € C'()).

LDR 2. fadu:

a(x)y" +a(x)y' +a(x)y = b(x)
Pocatecni podminky: y(xo) = yo, ¥'(X0) = y1-
Redeni y € C?()).

Nadale budeme pracovat jen s LDR 2. fadu. VSechny definice,
vety a tvrzeni budou podobné platit pro LDR n-tého fadu.
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Homogenni LDR 2. fadu
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Homogenni LDR 2. fadu
L: C3(l)y — C())
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Homogenni LDR 2. fadu
L: C3(l) — C(1)
L(y) = ao(x)y” + a1(x)y’ + a2(x)y, L je linearni
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L(y) = ao(x)y” + a1(x)y’ + a2(x)y, L je linearni
HLDR 2. f&du: Ly = 0
Mnozinu vSech feSeni HLDR oznaéme V4, potom mizeme psat
Vi = {y € C¥(I); Ly =0} = N(L).
Protoze L je linearni vime, ze V4 je linearni podprostor C?(/).

Véta: Mnozina V4 je linearni podprostor C?(/) a plati
dim Vy = 2.

Definice: Bazi prostoru Vy ndzyvame fundamentalni systém
feSeni HLDR

Je-li y1(x), y2(x) fundamentalni systém feSeni HLDR 2. fadu
potom obecné feseni je tvaru

y(x) = Ciy1(x) + Coya(x).
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Homogenni LDR 1. fadu
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Homogenni LDR 1. fadu

L: C'(I) — C(l)
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Homogenni LDR 1. fadu

L: C'(I) — C(l)
Lly) = a(x)y' +ai(x)y,
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Homogenni LDR 1. fadu

L:C'(I) - C())
L(y) = ay(x)y’ + a1(x)y, L je linearni
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Homogenni LDR 1. fadu

L:C'(I) - C())
L(y) = ay(x)y’ + a1(x)y, L je linearni
HLDR 1. fadu: Ly — 0
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Homogenni LDR 1. fadu

L:C'(I) - C())
L(y) = ay(x)y’ + a1(x)y, L je linearni
HLDR 1. fadu: Ly — 0

Vi je linearni podprostor C'(/), dim Vi = 1.
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Homogenni LDR 1. fadu

L: C'() = C(I

Lly) = ao(x)y’ +ai(x)y, L je linearni
HLDR 1.fadu: Ly = 0

Vi je linearni podprostor C1(l), dimVy =1.

Je-li y1(x) fundamentélni systém feSeni HLDR 1. fadu potom
obecné feseni je tvaru

y(x) = Ciyi(x).
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Homogenni LDR 1. fadu

L: C'() = C(I

Lly) = ao(x)y’ +ai(x)y, L je linearni
HLDR 1.fadu: Ly = 0

Vi je linearni podprostor C1(l), dimVy =1.

Je-li y1(x) fundamentélni systém feSeni HLDR 1. fadu potom
obecné feseni je tvaru

y(x) = Ciy1(x).

HLDR 1. fadu umime fesit metodou separace proménnych.
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Reseni homogenni LDR 2.fadu s konstantnimi
koeficienty.

8/17



Reseni homogenni LDR 2.fadu s konstantnimi
koeficienty.

aoy”(x) + a1y (x) + ay(x) = 0 provxel
ap, a1, a € R jsou konstanty a ag # 0.
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Reseni homogenni LDR 2.fadu s konstantnimi
koeficienty.

aoy”(x) + a1y (x) + ay(x) = 0 provxel
ap, a1, a € R jsou konstanty a ag # 0.

Algebraicka rovnice
30/\2+a1)\+32 =0

se nazyva charakteristicka rovnice LDR 2. fadu s konstantnimi
koeficienty.
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Reseni homogenni LDR 2.fadu s konstantnimi
koeficienty.

aoy"(X)+ a1y’ (x)+ ay(x) = 0 provVxel
ap, a1, a € R jsou konstanty a ag # 0.
Algebraicka rovnice

30/\2+a1)\+32 =0

se nazyva charakteristicka rovnice LDR 2. fadu s konstantnimi
koeficienty.
Charakteristicka rovnice ma 2 koremy A, A\, mohou nastat tfi
pripady

dva rGizné realné koreny,
dva stejné realné koreny (dvojnasobny kofen),
dva komplexné sdruzené koreny.
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Reseni homogenni LDR 2.fadu s konstantnimi
koeficienty-2

9/17



Reseni homogenni LDR 2.fadu s konstantnimi
koeficienty-2

A # A2, A1, A2 € R potom fundamentalni systém je tvaru
y1(x) = eMX, yo(x) = e*2* a obecné feseni ma tvar

y(x) = CieM+ Gy e

9/17



Reseni homogenni LDR 2.fadu s konstantnimi
koeficienty-2

A # A2, A1, A2 € R potom fundamentalni systém je tvaru
y1(x) = eMX, yo(x) = e*2* a obecné feseni ma tvar

y(x) = CieM+ Gy e
A2 = A, A € R potom fundamentalni systém je tvaru

1(x) = eM, yo(x) = x e a obecné feseni ma tvar
y Y

y(x) = Ci e+ Cox e™
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Reseni homogenni LDR 2.fadu s konstantnimi
koeficienty-2
A # A2, A1, A2 € R potom fundamentalni systém je tvaru
y1(x) = eMX, yo(x) = e*2* a obecné feseni ma tvar

y(x) = Cy eM* + Cy e’

A2 = A, A € R potom fundamentalni systém je tvaru
y1(x) = e, yo(x) = x e a obecné feSeni ma tvar

y(x) = Ci e+ Cox e™

M2 = a=ib, a,b € R potom fundamentalni systém je
tvaru y1(x) = e?*cosbx, y»(x) = e?*sinbx a obecné
feSeni mé tvar

y(x) = Cye?*cosbx+ C, e sinbx

9/17



VA4

Metoda snizeni radu
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Metoda snizeni fadu
Predpokladejme rovnici:

ao(x)y" +ai(x)y’ = 0, a(x)#0, xel

10/17



Metoda snizeni radu
Predpokladejme rovnici:
ao(x)y" +ai(x)y’ = 0, a(x)#0, xel

Zavedeme substituci: z(x) = y'(x) Vx € I. Dostaneme
rovnici:
ao(X)Z/—i- ai(x)z =0
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Metoda snizeni radu
Predpokladejme rovnici:
ao(x)y" +ai(x)y’ = 0, a(x)#0, xel

Zavedeme substituci: z(x) = y’(x) Vx € I. Dostaneme
rovnici:

ao(X)Z/—i- ai(x)z =0
HLDR 1. fadu vyfeSime metodu separace a dostaneme:

z(x) = C1z1(x)

y(x) = /z(x)dx = Cy /21 (x)dx + Co.

Fundamentalni systém puvodni rovnice je

7100 = [ 200dx. o) = 1.
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Reseni nehomogenni LDR 2. Fadu
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Reseni nehomogenni LDR 2. Fadu

Uvazujme obecnou LDR 2. fadu

ao(x)y" + a1(x)y’ + ax(x)y = b(x)
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Reseni nehomogenni LDR 2. Fadu

Uvazujme obecnou LDR 2. fadu
ao(x)y” + ai(x)y’ + a(x)y = b(x)

Necht y;(x), y2(x) je fundamentélni systém.

Oznacme feseni HLDR
YH(X,C) = C1y1(x) + Cay2(x), kde C = (Cy,C;) € R?
Véta: Obecné feSeni NLDR 2. fadu ma tvar
YN(X,€) = yu(x,C) + yp(x), C =€ R?,

kde yH(x, C) je feSeni HLDR 2. f. a y,(x) je néjaké partikularni
feSeni NLDR 2. .
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Metoda variace konstant
Resime NLDR 2. F.
a(X)y" +ai(x)y +ax(x)y = b(x) V¥xel, ayx)#A0V¥xel
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Metoda variace konstant
Resime NLDR 2. ¥.
a(X)y" +ai(x)y +ax(x)y = b(x) V¥xel, ayx)#A0V¥xel
1. krok
Resime pfidruzenou HLDR 2. f.

a(X)y" +ai(x)y' + ax(x)y = 0 Vxel ag(x)#0Vxel
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Metoda variace konstant
Resime NLDR 2. T,
a(X)y" +ai(x)y +ax(x)y = b(x) V¥xel, ayx)#A0V¥xel
1. krok
Resime pfidruzenou HLDR 2. f.
a(X)y" +ai(x)y' + ax(x)y = 0 Vxel ag(x)#0Vxel
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Y = Ciyi(x) + Caya(x)
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Metoda variace konstant
Resime NLDR 2. T,
a(X)y" +ai(x)y +ax(x)y = b(x) V¥xel, ayx)#A0V¥xel
1. krok
Resime pfidruzenou HLDR 2. f.
a(X)y" +ai(x)y' + ax(x)y = 0 Vxel ag(x)#0Vxel
Necht y4(x), y2(x) je fundamentéini systém HLDR 2. f.
yu = Ciyi(x) + Caya(x)
2. krok

Hledame néjaké partikularni feSeni NLDR 2. f. Zkusime ho
hledat ve tvaru

Yo(X) = c1(X) y1(x) + (X)) ya(x) Vx el
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Metoda variace konstant - 2
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Metoda variace konstant - 2
Hledadme funkce ¢} (x) a c,(x) splnujici rovnice:
ci(X)y1(x) + ca(X)ye(x) = 0

i (x)yi(x) + ca(x)ya(x)
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Metoda variace konstant - 2

Hledadme funkce ¢} (x) a c,(x) splnujici rovnice:

ci(X)y1(x) + c(x)ye(x) = 0
b(x)

Gy + e = 2.

potom

ci(x) :/CQ (x)dx a ca(x) :/cé(x)dx.
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Metoda variace konstant - 2

Hledadme funkce ¢} (x) a c,(x) splnujici rovnice:

ci(X)y1(x) + ca(x)y2(x) = 0
b(x)

Gy + e = 2.

potom

ci(x) :/cq (x)dx a ca(x) :/cé(x)dx.

Dostavame partikularni feSeni HLDR 2. T.

Yo(X) = ci(x) y1(x) + ca(x)ya(x) Vx el
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Metoda variace konstant - 2
Hledadme funkce ¢} (x) a c,(x) splnujici rovnice:

ci(X)y1(x) + ca(x)y2(x) = 0
b(x)

Gy + e = 2.

potom

ci(x) :/cq (x)dx a ca(x) :/cé(x)dx.

Dostavame partikularni feSeni HLDR 2. T.
Yo(X) = ci(X) y1(x) + c(x)ye(x) Vxel

3. krok

YN(X) = yu(X) + yp(x) Yxel
yn(x) = Ciyi(x) + Coyo(x) + yp(x) VxelaCy,CeR.
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Metoda variace konstant - 2
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potom

ci(x) :/cq (x)dx a ca(x) :/cé(x)dx.

Dostavame partikularni feSeni HLDR 2. T.
Yo(X) = ci(X) y1(x) + c(x)ye(x) Vxel

3. krok

YN(X) = yu(X) + yp(x) Yxel
yn(x) = Ciyi(x) + Coyo(x) + yp(x) VxelaCy,CeR.
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Metoda odhadu

Pripomenme metodu odhadu pro feSeni NLDR 2. f. se
spacialni pravou stranou.
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Pripomenme metodu odhadu pro feSeni NLDR 2. f. se
spacialni pravou stranou.

Linearni diferencialni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty
je rovnice tvaru

ay'(x)+ay(x)+ay(x)=b(x) Vxel, a#0,

kde ao, ai, ag € R jsou konstanty.
Predpokladejme, Ze b(x) je specialni prava strana ve tvaru

b(x) = e**(P(x) sin(8 x) + Q(x) cos(j x)),

kde P(x), Q(x) jsou polynomy v proménné x, «, 5 € R jsou
konstanty.
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Metoda odhadu -2

1. krok

15/17



Metoda odhadu -2

1. krok
Resime ptidruzenou HLDR 2. f. s konstantnimi koeficienty

ay' +ajy +ay =0 Vxcl, a #0.

15/17



Metoda odhadu -2

1. krok
Resime ptidruzenou HLDR 2. f. s konstantnimi koeficienty
ay' +ajy +ay =0 Vxcl, a #0.

Necht y4(x), y2(x) je fundamentélni systém, potom Fegeni
HLDR 2. F. je tvaru

Yo = Ciyi(x) + Caye(x)

15/17



Metoda odhadu -2

1. krok
Resime ptidruzenou HLDR 2. f. s konstantnimi koeficienty
ay' +ajy +ay =0 Vxcl, a #0.

Necht y4(x), y2(x) je fundamentélni systém, potom Fegeni
HLDR 2. F. je tvaru

Yo = Ciyi(x) + Caye(x)

2. krok

15/17



Metoda odhadu -2

1. krok
Resime ptidruzenou HLDR 2. f. s konstantnimi koeficienty
ay' +ajy +ay =0 Vxcl, a #0.

Necht y1(x), y2(x) je fundamentalni systém, potom Fedeni
HLDR 2. F. je tvaru

Yo = Ciyi(x) + Caye(x)

2. krok

Hledame néjaké partikularni feSeni NLDR 2. f. Zkusime ho
hledat ve tvaru

Yp(x) = x¥ X (R(x) sin(5 x) + S(x) cos(f x)), kde
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Metoda odhadu -3

m ke {0,1,2}
0 « + i neni kofen charakteristické rovnice
1 «a+ iB je jednonasobny kofen char. rovnice
2 «+ ip je dvojnasobny kofen char. rovnice

m R(x), S(x) - polynomy stupné max{st. P(x), st. Q(x)}
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Metoda odhadu -3

m ke {0,1,2}
0 « + i neni kofen charakteristické rovnice
1 «a+ iB je jednonasobny kofen char. rovnice
2 «+ ip je dvojnasobny kofen char. rovnice

m R(x), S(x) - polynomy stupné max{st. P(x), st. Q(x)}
3. krok

Obecné feseni NLDR

yN(X) = yu(X)+yp(x) Vxel

INX) = Cryi(x)+ Coyo(X)+ yp(x) VxelaCy,CoeR.
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teCni podminky
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Okrajové ulohy

Uvazujme obecnou LDR 2. fadu

ao(x)y" + ai(x)y’ + a=(x)y = b(x), x € (a,b)

Pocatecni podminky

y(a) = yo, ¥'(a) = y1

Plati véta o existenci a
jednoznacnosti.
Existuje pravé jedno
feSeni splnujici poca-
teCni podminky

Okrajové podminky

y(a@) = Yo, y(b) = y1
Neplati véta o existenci a
jednoznacnosti.
m Existuje feSeni
m neexistuje feSeni
m existuje nekonecné
mnoho feSeni
splnujici okrajové podminky.
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