Kapitola 11: Linearni diferencialni rovnice

Linearni diferencialni rovnice-LDR
Definice: Necht' ag(z),a1(x),. .., a,(z), b(x) jsou spojité funkce na néjakém in-
tervalu I, ap(z) # 0 pro vSechna = € I. Rovnici

ao(x)y(”) + al(x)y(”_l) + ot a1 ()Y +an(z)y = b(x),

kde y € C™(I) je hledana funkce, nazyvame linedrni diferencidlni rovnici n-tého
rddu (LDR n-tého tadu).

Je-li b(z) = 0 pro vSechna = € I nazyvame rovnici homogenni LDR (HLDR).
Existuje-li x € [ takové, Ze b(x) # 0 nazyvdme rovnici nehomogenni LDR
(NLDR).

Funkce ag(x), a1(z), . .., a,(x) nazyvdme koeficienty LDR.

JestliZe tyto funkce nezdvisi na x (jsou konstantni) nazavame rovnici LDR s kon-
stantnimi koeficienty.

Pro¢ linearni?
Necht’ agp(z), a1(x), ..., a,(x) € C(I)
Definujeme-li zobrazeni L : C"(I) — C(I) predpisem

L(y) = ao(x)y™ + ai(2)y™ ™V + -+ ap_1(2)y + an(z)y,

plati, Ze zobrazeni L je linearni.
Nyni miZzeme LDR zapsat

kde L je linearni zobrazeni.

Véta o existenci a jednoznacnosti
Necht g € I a yo, ¥1, Y2, .- -, Yn—1 € R. Pocdtecni podminky pro LDR n-
tého fadu Ly = b(x) jsou tvaru

y(wo) = vo, ¥ (20) = y1, " (20) = Y2, .- -, ¥ (T0) = Yn_1.

Véta: Necht’ ag(z), a1(z), ..., a,(x),b(x) € C(I)aag(x) # 0provsechnax € [
a necht’ zy € I, potom pro libovolné vy, y1, y2,...,yn—1 € R existuje pravé
jedno feseni y € C™(I) diferencialni rovnice Ly = b(x), které vyhovuje poca-
te¢nfm podminkdm y(zo) = yo, v'(z0) = y1, ¥ (x0) = v, ..., ¥ (20) = Yn_1.
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LDR 1. a 2. fadu
Obecné plati, ag, a1, as jsou funkce proménné z:

ap, ay,as € C(I).

LDR 1. radu:
ao(2)y’ + ai(z)y = b(x)

Pocétecni podminky: y(z¢) = yo. Refeni y € C*(1).
LDR 2. radu:

ao(2)y" + ar(x)y + as(x)y = b(x)
Pocétecni podminky: y(z0) = yo, ¥/ (20) = y1. ReSeni y € C?(I).
Nadale budeme pracovat jen s LDR 2. fddu. VSechny definice, véty a tvrzeni bu-
dou podobné platit pro LDR n-tého fadu.

Homogenni LDR 2. radu
L:C*I) = C(I)
L(y) = ao(z)y” + ai(x)y + az(z)y,
L je lineédrni
HLDR 2. fadu: Ly = 0
MnoZinu vSech feseni HLDR ozna¢me Vj, potom miiZzeme psat

Vi = {y € C*(I); Ly =0} = N(L).

ProtoZe L je linedrni vime, Ze Vy je linedrni podprostor C?(1).

Véta: MnoZina Vy; je linedrni podprostor C?(1) a plati dim V = 2.

Definice: Bazi prostoru Vy ndzyvame fundamentdlni systém reseni HLDR

Je-li y1(x), y2(x) fundamentalni systém feSeni HLDR 2. fddu potom obecné fe-
Seni je tvaru

y(r) = Ciyi(z) + Coya(w).

Homogenni LDR 1. radu
L:CYI) — C(I)

L(y) = ao(z)y" + a1(z)y,
L je linedrni



HLDR 1.f4du: Ly = 0

Vi je linedrni podprostor C''(7), dim Vy = 1.

Je-li y;(z) fundamentalni systém feSeni HLDR 1. fddu potom obecné feSeni je
tvaru

y(z) = Ciy(x).
HLDR 1. fddu umime feSit metodou separace promeénnych.

ReSeni homogenni LDR 2.f4du s konstantnimi koeficienty.

aoy” (z) + ey’ (z) + agy(x) = 0 proVax €[

ag, ay,as € R jsou konstanty a ag # 0.
Algebraickad rovnice
ap)\> +aA+ay; = 0

se nazyva charakteristickd rovnice LDR 2. fddu s konstantnimi koeficienty.
Charakteristickd rovnice md 2 kofemy A1, Ay, mohou nastat tii ptipady

1. dva rtizné redlné kofeny,
2. dva stejné redlné koreny (dvojndsobny koren),

3. dva komplexné sdruZené koteny.

Reseni homogenni LDR 2.¥adu s konstantnimi koeficienty-2

. &1 # X2, A1, A2 € R potom fundamentdlni systém je tvaru y;(z) =
eM? yy(z) = e*2* a obecné feSeni ma tvar

y(l’) = Cl eAlx + CQ eA”

2. A2 = A, X € R potom fundamentdln{ systém je tvaru y, (v) = e**, yo(z) =

x e a obecné feSeni m4 tvar

y(x) = Oy e + Cyr e



3. A2 = a+ib, a,b € R potom fundamentdlni systém je tvaru y; ()

e*®cosbx, yo(x) = e**sinbx a obecné feSeni ma tvar

y(x) = Cre*®cosbr+ Cy e*sinba

Metoda sniZeni Fadu
Predpokladejme rovnici:

ao(x)y" +ar(x)y = 0, ao(z)#0, zel.

Zavedeme substituci: z(z) = y/(x) Vax € I. Dostaneme rovnici:

ap(z)z' + a1(x)z = 0

HLDR 1. fddu vyfesime metodu separace a dostaneme:

z(x) = Crz1(x)

Fundamentalni systém piivodni rovnice je

yi(z) = /Zl(ﬂi)dx, ya(z) = 1.

ReSeni nehomogenni LDR 2. ¥adu
UvaZujme obecnou LDR 2. fadu

ao(2)y" + ar(x)y + az(z)y = b(x)

Necht’ y;(z), yo(z) je fundamentdlni systém.
Oznac¢me feSeni HLDR

yH(ZB,C) = Cl y1($) + Cg y2($), kde C = (01,02) € ]R2
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Véta: Obecné feseni NLDR 2. fadu ma tvar
yn(2,C) = yu(z,C) + yy(z), C =€ R,

kde yg(z, C) je feSeni HLDR 2. f. a y,(x) je néjaké partikuldrni feSeni NLDR 2.

f.

Metgda variace konstant

Resime NLDR 2. f.
ao(2)y" + ar(x)y +as(x)y = b(zr) Vzel, af(r) #0Vz el

1. krok

Resime pfidruzenou HLDR 2. f.

ao(2)y" +ar1(x)y +as(x)y = 0 Vzel, ap(z) #0Vz el

Necht y; (), y2(z) je fundamentdlni systém HLDR 2. f.

yr = Cryi(z) + Coya(x)
2. krok

Hleddame néjaké partikularni feSeni NLDR 2. f. Zkusime ho hledat ve tvaru

yp(x) = ci(x)yi(z) + co(z) yo(z) Vael.

Hleddme funkce ¢} () a ¢, (z) spliiujici rovnice:

(@) + &z)p(z) = 0
@) + dlalhle) = oo

potom
ci(x) = /c’l(x)dx a c(r) = /c’z(x)dx
Dostavame partikularni feSeni HLDR 2. t.

yo(r) = ci(@)n(z) + ca(z)ya(x) Vo el



3. krok

yn(z) = yu(x) + yy(x) Vxel.
yn(x) Ciy(x) + Cyyo(w) + yp(w) Vo elal,Cy R

Metoda odhadu

Pripomenime metodu odhadu pro feSeni NLDR 2. f. se spacidlni pravou stra-
nou.
Linedrni diferencidlni rovnice 2. fddu s konstantnimi koeficienty je rovnice tvaru

a0y’ (z) + a1y (x) + azy(x) = bx) Vel ag#0,

kde a9, aq,ap € R jsou konstanty.

Predpoklddejme, Ze b(x) je specidlni prava strana ve tvaru

b(x) = e**(P(x) sin(fx) + Q(x) cos(Sx)),

kde P(z),Q(z) jsou polynomy v proménné z, v, 5 € R jsou konstanty.

1. krok
Resime pfidruzenou HLDR 2. f. s konstantnimi koeficienty
aoy” + a1y +ay = 0 Vael, ag#0.
Necht 1 (z), y2(z) je fundamentélni systém, potom feseni HLDR 2. f. je tvaru
yr = Ciyi(x) + Caya(x)
2. krok

Hledame néjaké partikularni feSeni NLDR 2. f. Zkusime ho hledat ve tvaru

yp(x) = 2" e (R(x) sin(Bx) + S(z) cos(Bx)), kde



e ke{0,1,2}
0 « + i/ neni kofen charakteristické rovnice
1 «+ 40 je jednonasobny kofen char. rovnice

2« +1f je dvojndsobny kofen char. rovnice
e R(z),S(z) - polynomy stupné max{st. P(z),st. Q(z)}
3. krok
Obecné feSeni NLDR

yn(®) = yu(x) +yy(r) Yael
yn(z) = Cryi(x) + Coya(z) +yp(z) Yz elaly,CyeR.

Okrajové alohy
Uvazujme obecnou LDR 2. fadu

ao(2)y" + a1 (2)y’ + aa(x)y = b(x), x € (a,b)

Pocateéni podminky Okrajové podminky

y(a) =yo, y'(a) =y y(a) = yo, y(b) =m
Plati véta o existenci a Neplati véta o existenci a
jednoznacnosti. jednoznacnosti.

Existuje pravé jedno
feSeni spliujici poca-

teéni podminky e Existuje feSeni

e neexistuje feseni

e cxistuje  nekonecCné
mnoho feSen{

spliujici  okrajové  pod-
minky.



