Kapitola 12: Soustavy diferencialnich rovnic
1. radu
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Zakladni pojmy

Definice: Rovnice tvaru

dx

a - f(t,X,y)

dy

E - g(taXJ’), tE/

nazyvame soustavou dvou diferencialnich rovnic 1. radu.
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dx
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dy
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nazyvame soustavou dvou diferencialnich rovnic 1. radu.
Regenim soustavy rozumime takovou dvojici funkci (x(£), y(t)),
definovanych na intervalu I C R, které po dosazeni do rovnic
tyto rovnice splnuji pro vSechna t € /.
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Zakladni pojmy

Definice: Rovnice tvaru

dx

E - f(t,X,y)

dy

E - g(taxay)7 tE/

nazyvame soustavou dvou diferencialnich rovnic 1. radu.
Regenim soustavy rozumime takovou dvojici funkci (x(£), y(t)),
definovanych na intervalu I C R, které po dosazeni do rovnic
tyto rovnice splnuji pro vSechna t € /.

Poznamka: Budeme psat

x’—d—x
- dt
,_ Ay
Yo = ar
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Autonomni soustava je soustava

x' = f(x,y)
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y' = glxy), tel
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Rovnice x = x(t), y = y(t) Yt € | jsou parametrickymi
rovnicemi trajektorie feseni.
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Autonomni soustava je soustava

x' = f(x,y)
/

y' = glxy), tel
feSenimje x = x(t), y = y(t) Vte .
Kazdému feSeni (x(t), y(t)) V't € I odpovida rovinna kfivka.

Definice: Rovinnou kfivku odpovidajici feSeni

(x(1),y(t)) Yt € | dané soustavy nazyvame trajektorii feSeni.
Rovnice x = x(t), y = y(t) Yt € | jsou parametrickymi
rovnicemi trajektorie feseni.

Bod S = (xo, o) nazyvadme rovnovaznym stavem soustavy
jestlize f(xo, ¥o) = 0, 9(xo, ¥o) = 0. PFislusné reSeni
x(t) = xo, y(t) = yo Vt € I nazyvame stacionarnim reSenim.
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Autonomni linearni systém
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Autonomni linearni systém

Definice: Soustavu diferencialnich rovnic

X = apX+anpy
y' = anx+axny,

kde aj € R, i = 1,2;j = 1,2 nazyvame soustavu linearnich
diferencialnich rovnic 1. fadu s konstantnimi koeficienty.
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Matici
A— a1 are
as1 a2

nazyvame matici soustavy.
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Autonomni linearni systém

Definice: Soustavu diferencialnich rovnic
X = apnX+apy
Y = anXx+any,

kde aj € R, i = 1,2;j = 1,2 nazyvame soustavu linearnich
diferencialnich rovnic 1. fadu s konstantnimi koeficienty.

Matici
A— a1 are
as1 a2

nazyvame matici soustavy.

Poznamka: Oznaéme Z(t) = ( ;Eg ) pak Z’ ( )

a soustavu Ize pomoci matice A a vektorové funkce Z(t) zapsat
ve vektorovém tvaru
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Reseni autonomni linearni soustavy
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Re$eni autonomni linearni soustavy

ProtoZe zobrazeni, které kazdé vektorové funkci Z prifadi
vektorovou funkci (Z/ = AZ) je linearni. Jeho jadro Vj je
linearni podprostor prostoru (C'(/))? dimenze 2.
Fundamentalni systém bude mit tedy dva prvky {Z;(t), Zo(t)}.
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Re$eni autonomni linearni soustavy

ProtoZe zobrazeni, které kazdé vektorové funkci Z prifadi
vektorovou funkci (Z/ = AZ) je linearni. Jeho jadro Vj je
linearni podprostor prostoru (C'(/))? dimenze 2.
Fundamentalni systém bude mit tedy dva prvky {Z;(t), Zo(t)}.

Poznamenejme, Ze vektorové funkce Z;(t), Zx(t) jsou feSenim
autonomni lineérni soustavy

Z(t) = AZ(1).

a jsou to LN prvky (C'(/1))2.

Obecné fedeni soustavy ma tvar

Z(t) = C1Z(t) + Ca2(1).
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Postup reSeni soustavy DR
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Postup reSeni soustavy DR

Hledame fedeni ve tvaru Z = e lh, ;.

- h erh
At 1 1
Z= € ( 2>< )\t2>'
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Mh = AR,
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Postup reSeni soustavy DR

Hledame fedeni ve tvaru Z = e lh, ;.

h eMh

2 At 1) _ 1

Dosadime do soustavy DR a dostaneme
Mh = AR,

hledame tedy &islo A a vektor A tak, aby spliiovaly predchozi
rovnici.

Definice: Nenulovy vektor h a &islo A, které splfuji rovnici
Ah = X\ hnazyvame vlastnim vektorem a vlastnim Cislem
matice A.
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Postup reSeni soustavy DR

Hledame fedeni ve tvaru Z = e lh, ;.

h erh
- At 1 1
2= ¢€ <h2><e“h2>'

Dosadime do soustavy DR a dostaneme
Mh = AR,
hledame tedy &islo A a vektor A tak, aby spliiovaly predchozi

rovnici.

Definice: Nenulovy vektor h a &islo A, které spliiuiji rovnici
Ah = X\ hnazyvame vlastnim vektorem a vlastnim Cislem
matice A.

Poznamka: Vektor h # 0 je vlastni vektor matice A prisludejici
vlastnimu Cislu A matice A.
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Postup reSeni soustavy DR - 2
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Postup reSeni soustavy DR - 2

Poznamka: Jestlize h je vlastni vektor matice A prislusejici
vlastnimu ¢&islu A\, potom pro vS§echna nenulova o« € Rje a h
také vlastnim vektorem matice A pfislusejici vlastnimu Cislu \.
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Postup reSeni soustavy DR - 2

Poznamka: Jestlize h je vlastni vektor matice A prislusejici
vlastnimu ¢&islu A\, potom pro vS§echna nenulova o« € Rje a h
také vlastnim vektorem matice A pfislusejici vlastnimu Cislu \.

Dale plati

()\B — AR, h+# 6) o det(A — AE) = 0,
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Postup reSeni soustavy DR - 2

Poznamka: Jestlize h je vlastni vektor matice A prislusejici
vlastnimu ¢&islu A\, potom pro vS§echna nenulova o« € Rje a h
také vlastnim vektorem matice A prisluSejici vlastnimu &islu .

Dale plati

()\B — AR, h+# 6) o det(A — AE) = 0,

- (a11 + ax)\ +detA = 0.

Mohou nastat tfi pfipady:
dvé rizna vlastni Cisla Ay # Ao, A\, Ao € R

dvé stejna vlastni Cisla A\ = A2, A, A2 € R, (nebudeme
délat)
dvé komplexné sdruzena vlastni Cisla.
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Prfipad 1.

8/14



Prfipad 1.

hy vlastni vektor pfisl. A1

M#E X, Ay, €R = o ™
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Prfipad 1.

hy vlastni vektor pfisl. A1

MFEd M, oeR = , ..
17 %2 M A ho  vlastni vektor pfisl. Ao

Zi(t) = eMth

Fundamentalni systém o
YSEM () = edlh,

Obecné feseni autonomni linearni soustavy dvou DR 1. fadu je:

Z = C4 e th1 + Co eAZ’hg.
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Pripad 3.

Vlastni Cisla A2 = a + ib, vlastni vektory budou také
komplexné sdruzené.

9/14



Pripad 3.

Vlastni Cisla A2 = a + ib, vlastni vektory budou také
komplexné sdruzené.

~

2 = Mth
Fundamentalni systém 31( ) Re( eA tth)
Z(t) = Im(eM!hy)
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Pripad 3.

Vlastni Cisla A2 = a + ib, vlastni vektory budou také
komplexné sdruzené.

N

—~~
~

N—r
I

Re( e thy)

Z
Fundamentalni systém S
YSIM sty = Im(eMthy)

Obecné feseni autonomni linearni soustavy dvou DR 1. fadu je:

2(f) = Cq 21(t) + 0222(2‘).
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Eulerova metoda

Metoda pro priblizné feSeni soustavy DR 1. fadu.
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Metoda pro priblizné feSeni soustavy DR 1. fadu.

Méjme soustavu DR 1. fadu

dx
a - f(t,X,y)
?; = g(t,x,y), te(ab)

s pocate¢ni podminkou x(a) = xo, y(a) = ¥o-
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Eulerova metoda

Metoda pro priblizné feSeni soustavy DR 1. fadu.

Méjme soustavu DR 1. fadu

dx
dt
dy
dt

f(t,x,y)

g(t,x,y), te(ab)

s pocate¢ni podminkou x(a) = xo, y(a) = ¥o-

Zvolme déleni intervalu (a,b), a=1ty < t; < --- < t, = bakrok

metody h = 2=2 potom t; = a+ i h.
n
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Eulerova metoda

Metoda pro priblizné feSeni soustavy DR 1. fadu.

Méjme soustavu DR 1. fadu

dx
a - f(t,X,y)
?; = g(t,x,y), te(ab)

s pocate¢ni podminkou x(a) = xo, y(a) = ¥o-

Zvolme déleni intervalu (a,b), a=1ty < t; < --- < t, = bakrok
metody h = ©-2, potom t; = a+ i h.
Oznacme x; = x(&) a y; = y(4).

Potom jeden krok Eulerovy metody je
Xiy1 = X+ hf(t, x,y)
Yier = Yi+hg(ti, x, i)
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Model "Dravec - korist"
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V rybniku Ziji dva druhy ryb:

Malé ryby - kofist (zivi se tfeba planktonem a maji ho dostatek
nezavisle na poctu ryb)

Velké ryby - dravec (poziraji malé ryby)

Sestrojime jednoduchy matematicky model

x(t)... mnozstvi malych ryb v Case t

y(t)... mnozstvi velkych ryb v Case ¢

dx

E...

2}; ... rychlost zmény mnozstvi velkych ryb

rychlost zmény mnozstvi malych ryb
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muzeme popsat rovnici

12/14
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Model "Dravec - korist"- 2

Kdyby v rybniku byly jen malé ryby, chovani malych ryb
muzeme popsat rovnici

dx

E - aX( t)7
kde a > 0 je prirastkovy koeficient.
Jestlize v rybniku budou i velké ryby, tak bude pfirtistek malych
ryb zaviset na poctu velkych ryb. Misto koeficientu a bude
koeficient &, kde

a=a- ay(t), a>0.
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Model "Dravec - kofist"- 2
Kdyby v rybniku byly jen malé ryby, chovani malych ryb
muzeme popsat rovnici

dx
E - aX(t)7

kde a > 0 je prirastkovy koeficient.

Jestlize v rybniku budou i velké ryby, tak bude pfirtistek malych
ryb zaviset na poctu velkych ryb. Misto koeficientu a bude
koeficient &, kde

a=a- ay(t), a>0.
Rovnice pro chovani malych ryb ma pak tvar

= (@ ay)x()
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kde b > 0 je koeficient vymirani.

Jestlize v rybniku budou i malé ryby, tak bude vymirani velkych
ryb zaviset na poctu malych ryb. Misto koeficientu b bude
koeficient b, kde

b =b-p8x(), B>0.

Rovnice pro chovani velkych ryb ma pak tvar

dy
& = —(b=Bx(®)y().
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Model "Dravec - korist"- 4

Dostdvame tedy autonomni soustavu dvou diferencialnich
rovnic 1. fadu

(::I); = (a—ay(1)x(t)
dy _
g = (b= Bx)y(),

kde o, 5,a,b > 0.
Soustava ma dva rovnovazné stavy
b a
81 :[070]7 82: |:,8’Oé .
Nelinearni soustavu DR neumime feSit, ale umime najit rovnici
pro trajektorii feseni.

Nebo muzeme soustavu DR vyreSit numericky a dostaneme
pfiblizné feSeni x(t), y(t) v néjakych uzlovych bodech
O=tfy<h<---<th=T.
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