Kapitola 2: Realné funkce vice proménnych
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Vlastnosti bodovych mnozin

Definice: Je-li £ > 0, pak =-ovym okolim bodu X € R”
rozumime mnozinu bodu

O:(X)={Y eR", p(X,Y) <e}
Podobné prstencové okoli

P.(X)={YeR", 0<p(X,Y)<¢e}

2/11



Vlastnosti bodovych mnozin

Definice: Je-li £ > 0, pak =-ovym okolim bodu X € R”
rozumime mnozinu bodu

O:(X)={Y eR", p(X,Y) <e}
Podobné prstencové okoli
P.(X)={YeR", 0<p(X,Y)<e}

Definice: Necht M C R". Rikame, ze bod X € M je vnitini bod
mnoziny M prave tehdy, kdyz

10.(X) takové, 2e O.(X) C M.

2/11



Vlastnosti bodovych mnozin

Definice: Je-li £ > 0, pak =-ovym okolim bodu X € R”
rozumime mnozinu bodu

O:(X)={Y eR", p(X,Y) <e}
Podobné prstencové okoli
P.(X)={YeR", 0<p(X,Y)<e}

Definice: Necht M C R". Rikame, ze bod X € M je vnitini bod
mnoziny M prave tehdy, kdyz

J30.(X) takové, ze O.(X) C M.
Rikame, Ze bod Y je hrani¢ni bod mnoZziny M pravé tehdy, kdyz

VO.(Y) plati O.(Y)NM# 0 a 0.(Y) N (R"\ M) # 0
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Vlastnosti bodovych mnozin - 2

Definice: Mnozinu vSech vnitfnich bodd mnoziny M nazyvame
vnittkem mnoziny M a znacime int(M)
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Mnozinu v8ech hrani¢nich bodd mnoziny M nazyvame hranici
mnoziny M a zna¢ime H(M).

Definice: Rikdme, Ze mnozina G C R” je oteviena mnozina,
jestlize
VX € G, plati ze X je vnitfni bod mnoziny G.

Rikame, ze mnozina F C R" je uzaviena mnozina, jestlize
doplnék R\ F je mnozina oteviena.

Véta: Mnozina F C R" je uzaviena pravé tehdy, kdyz
H(F) C F.
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Vlastnosti bodovych mnozin - 3

Definice: Rikdme, Ze mnozina M C R" je omezena, jestlize
existuje k > 0 takové, ze

p(X, O) <k,

vzdalenost bodu X od pocatku je menSi nebo rovna k.
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Definice: Rikdme, Ze mnozina M C R" je omezena, jestlize
existuje k > 0 takové, ze

p(X,0) <k,
vzdalenost bodu X od pocatku je menSi nebo rovna k.

Necht zobrazeni o(t) = (p1(t),...,¢n(t)), t € (a,b) je
parametrizace krivky £ v R".

Definice: Rikame, ze G C R” je souvisla mnozina, jestlize pro
libovolné body A, B € G existuje kfivka K lezici v G, pro kterou
plati p(a) = Aa ¢(b) = B.

Souvislou otevienou mnozinu budeme nazyvat oblast.
Souvislou uzavienou mnozinu budeme nazyvat uzavienou
oblasti
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Vlastnosti bodovych mnozin - 4

Definice: Rikame, ze mnozina K C R" je konvexni, jestlize pro
vSechny body A, B € K lezi Usecka s krajnimi body A, B v
mnoziné K.
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Funkce vice reélnych proménnych

Definice: Necht M C R", M +# (). Realnou funkci n realnych
proméennych, definovanou na mnoziné M, rozumime predpis f,
ktery kazdé usporadané n-tici realnych Cisel

(X1,X2,...,Xn) €M
prifazuje praveé jedno realné Cislo y € R.
Mnozinu M nazyvame definicnim oborem funkce f a piSeme
D(f) = M.
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Funkce vice reélnych proménnych

Definice: Necht M C R", M +# (). Realnou funkci n realnych
proméennych, definovanou na mnoziné M, rozumime predpis f,
ktery kazdé usporadané n-tici realnych Cisel

(X1,X2,...,Xn) €M
prifazuje prave jedno realné Cislo y € R.
Mnozinu M nazyvame definicnim oborem funkce f a piSeme
D(f) = M.

Prirozenym definicnim oborem rozumime mnozinu vS§ech
usporadanych n-tic realnych Cisel, pro ktera ma predpis f
smysl.

Definice: Necht y = f(xq, X2, ..., Xn) je funkce n reélnych
proménnych definovanad na M C R", M # (). Potom grafem
funkce f rozumime mnozinu

graf(f) = {(¥1, X, ..., Xn, ¥) € R™: (xq,%2,...,xa) € M a
y =1f(x4,X2,...,Xn)}.
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Zobrazeni z R" do R¥

Definice: Necht M C R", M # (). Zobrazenim f z mnoziny M
do mnoziny R¥ rozumime predpis, ktery kazdé usporadané
n-tici (xy, X2, . .., Xn) € M pfifazuje pravé jednu usporadanou
k-tici (y1, Y2, .. .,,Yk). Zapisujeme

Y=Y, Yk) =F(x1,%,..., Xn)

nebo
f: MCR" — RF
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Zobrazeni z R" do R¥

Definice: Necht M C R", M # (). Zobrazenim f z mnoziny M
do mnoziny R¥ rozumime predpis, ktery kazdé usporadané
n-tici (xy, X2, . .., Xn) € M pfifazuje pravé jednu usporadanou
k-tici (y1, Y2, .. .,,Yk). Zapisujeme

Y=Y, Yk) =F(x1,%,..., Xn)

nebo
f: MCR" — RF

Mnozinu M nazyvame defini¢nim oborem zobrazeni f a piSeme
D(f) = M.

Poznamka: f = (f, f», . .., fx), pro defini¢ni obor plati

k
D(f) = () D(f)
i=1
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Spojitost funkci vice proménnych

Definice: Necht M c R", M # 0, f : M — R. Rikame, Ze fukce
f je spojita v bodé a = (ay, a, ..., an) € M, jestlize plati

VO(f(a)) 30;(a) takove, Zze V x € Os(a)nM plati f(x) € O.(f(a)).
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Spojitost funkci vice proménnych

Definice: Necht M c R", M # 0, f : M — R. Rikame, Ze fukce
f je spojita v bodé a = (ay, a, ..., an) € M, jestlize plati

VO(f(a)) 30;(a) takove, Zze V x € Os(a)nM plati f(x) € O.(f(a)).

Funkce f: M C R" — R je spojitda na mnoziné M, jestlize je
spojita v kazdém bodé x € M.
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Spojitost funkci vice proménnych - 2

Véta: Necht f: D(f)CR" - Rag: D(g) CR" — R.
Jsou-li funkce f(x) a g(x) spojité v bodé a € R", potom jsou
spojité v bodé a i funkce

f(x)

f(x) £ g(x), f(x)-9g(x), ﬁpokudg(a)#o-
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Spojitost funkci vice proménnych - 2

Véta: Necht f: D(f)CR"—>Rag: D(g) CR" — R.
Jsou-li funkce f(x) a g(x) spojité v bodé a € R", potom jsou
spojité v bodé a i funkce

f(x)
f(x) £ g(x), f(x)-g(x), 9x) pokud g(a) # 0
Véta:Necht’f:D(f)C]R”—>IRg D(9) CR—R,
H(f) € D(g) a h(x) = g(f(x)) (h: D(f) CR" — R).

Je-li funkce f(x) spojita v bodé a € R” a funkce g(y) spojita v
bodé f(a) € R, potom funkce h(x) je spojita v bode a.

Véta: Necht f: R” — R je definovana predpisem
f(x) =f(x1,Xo,...,Xn) = X;
pro néjaké pevneé i = 1,..., n. Potom funkce f je spojitd na R".
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Globalni maximum a minimum

Definice: Necht f: MC R" — RR. If{l’kéme, ze funkce f ma
v bodé xo € M globalni maximum (resp. minimum), jestlize pro
kazdé x € M plati

f(x) < f(xo)  (resp. f(x) > f(xo)).

Véta: Necht M c R" je uzaviend a ohrani¢ena mnozina a
funkce f je spojita na mnoziné M. Potom funkce f nabyva na
mnoziné M svého maxima a minima.
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Limita funkci vice proménnych
Definice: Necht f: M C R" — R a necht pro vSechna
prstencové okoli Ps(a) plati Ps(a) N M # (). Rikame, Ze funkce
ma v bodé a limitu L a piSeme )|(I£>na f(x) = L jestlize

vV O.(L) 3Ps(a) takove, ze V x € Ps(a) N M plati f(x) € O-(L).
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Limita funkci vice proménnych

Definice: Necht f: M C R" — R a necht pro vSechna
prstencova okoli P;(a) plati Ps(a) N M # 0. Rikame, ze funkce
ma v bodé a limitu L a piSeme ,|(I£>na f(x) = L jestlize

vV O.(L) 3Ps(a) takove, ze V x € Ps(a) N M plati f(x) € O-(L).

Véta: Funkce f: M C R"” — R ma v bodé a nejvyse jednu
limitu.

Véta: Necht f: M C R" — R, M je oteviena a a € M.
Potom funkce f je spojitd v bodé a < )I(ana f(x) = f(a)
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