Kapitola 2: Realné funkce vice proménnych

Vlastnosti bodovych mnozin
Definice: Je-li £ > 0, pak e-ovym okolim bodu X € R" rozumime mnoZinu bodt

0.(X) = {Y € R, p(X,Y) < ¢}
Podobné prstencové okoli
P(X)={Y eR", 0< p(X,Y) <¢e}

Definice: Necht' M C R™. Rikdme, %e bod X € M je vnitini bod mnoziny M pravé tehdy,
kdy?
FO(X) takové, ze O (X) C M .

Rikdme, 7e bod Y je hranicni bod mnoziny M pravé tehdy, kdy?
VOL(Y)plai O.(Y)NM #£PaO(Y)N(R"\ M) £ 0

Vlastnosti bodovych mnoZin - 2
Definice: Mnozinu vSech vnitfnich bodi mnoZiny M nazyvame vnitikem mnoZiny M a
zna¢ime int(M) MnoZinu vSech hrani¢nich bodt mnoZiny M nazyvame hranici mnoZiny M
a zna¢ime H(M).
Definice: Rikime, Ze mnoZzina G C R" je oteviend mnoZina, jestlize

VX € G, plati Ze X je vnitfni bod mnoZiny G .

Rikdme, 7e mnozina F' C R™ je uzaviend mnoZina, jestlize doplndk R" \ F je mnoZina
oteviend.
Véta: Mnozina ' C R" je uzaviend praveé tehdy, kdyz H(F') C F.

Vlastnostivbodovjwh mnoZin - 3

Definice: Rikdme, Ze mnozina M C R je omezend, jestlize existuje k > 0 takové, Ze
p(X,0) <k,

vzdalenost bodu X od pocatku je mensi nebo rovna k.

Necht zobrazeni ¢(t) = (¢1(¢),...,pn(t)), t € {(a,b) je parametrizace kiivky I v R".

Definice: Rikame, Ze G C R™ je souvisld mnoZina, jestlize pro libovolné body A, B € G

existuje kiivka K lezici v G, pro kterou plati ¢(a) = A a p(b) = B.

Souvislou otevienou mnoZinu budeme nazyvat oblast.

Souvislou uzavienou mnoZinu budeme nazyvat uzavienou oblasti

Vlastnosti bodovych mnoZin - 4

Definice: Rikame, 7e mnoZina K C R™ je konvexni, jestlize pro viechny body A, B € K
lezi tsecka s krajnimi body A, B v mnoZiné K.



Funkce vice realnych proménnych
Definice: Necht M C R", M # (. Redlnou funkci n redlnych proménnych, definovanou
na mnoziné M, rozumime ptedpis f, ktery kazdé usporddané n-tici redlnych Cisel

(z1,22,...,2n) EM

Z Xz

pfifazuje pravé jedno redlné ¢islo y € R. MnoZinu M nazyvdme defini¢nim oborem funkce
fapiSeme D(f) = M.

Prirozenym definicnim oborem rozumime mnoZzinu vSech usporadanych n-tic redlnych ¢isel,
pro kterd ma predpis f smysl.

Definice: Necht’ y = f(z1,x2,..., ) je funkce n redlnych proménnych definovand na
M CR"™, M # (. Potom grafem funkce f rozumime mnoZinu

graf(f) = {(z1,22,...,2n,y) € R"; (21,22,...,2,) E M a
y:f(mhm??"'ax”)}'

Zobrazeni z R" do R*
Definice: Necht M C R", M # 0. Zobrazenim f z mnoZiny M do mnoZiny R* rozu-

mime predpis, ktery kazdé uspofadané n-tici (x1,x2,...,2n) € M pfifazuje pravé jednu
usporfddanou k-tici (y1,y2, - - -, , Yk ). Zapisujeme

y = (yl»y27" 'aayk) = f(l'l,l'Q,...,ZEn)
nebo

f: MCR" —» R”

MnoZinu M nazyvame definiénim oborem zobrazeni f a piSeme D(f) = M.

k
Poznamka: f = (f1, f2,..., fx), pro definiéni obor plati D(f) = ﬂ D(f:)
=1

Spojitost funkeci vice proménnych
Definice: Necht M C R™, M # (), f : M — R. Rikdme, Ze fukce f je spojitd v bodé
a = (a1,az2,...,a,) € M, jestlize plati

VO:(f(a)) 30s(a) takové, ze Va € Os(a) N M plati f(x) € O:(f(a)).

Funkce f : M C R" — R je spojitd na mnoziné M, jestlize je spojita v kazdém bodé
x e M.

Spojitost funkeci vice proménnych - 2
Véta: Necht' f : D(f) CR"™ - Rag: D(g) C R"™ — R. Jsou-li funkce f(x) a g(x)
spojité v bodé a € R™, potom jsou spojité v bodé a i funkce

z) £g(x), f(z) g(z), o) PORud g(a) #0.
Véta: Necht f : D(f) CR" - R,g: D(g) CR — R, H(f) C D(g) a h(z) =
g(f(x)) (h: D(f) C R™ — R). Je-li funkce f(x) spojitd v bodé @ € R"™ a funkce g(y)
spojitd v bodé f(a) € R, potom funkce h(x) je spojitd v bodé a.
Véta: Necht’ f : R" — R je definovand pfedpisem

f(m):f(l‘lvaa"'axn):mi

pro n&jaké pevné i = 1, ..., n. Potom funkce f je spojitd na R"™.



Globalni maximum a minimum
Definice: Necht f : M C R™ — R. Rikdme, Ze funkce f m4 v bodé xo € M globdlni
maximum (resp. minimum), jestlize pro kazdé € M plati

f(®) < f(xo)  (resp. f(x) = f(0)).

Véta: Necht’ M C R" je uzavfend a ohrani¢end mnoZina a funkce f je spojitd na mnoZziné
M. Potom funkce f nabyva na mnozin¢ M svého maxima a minima.

Limita funkci vice proménnych

Definice: Necht’ f : M C R™ — IR a necht’ pro vechna prstencova okoli Ps(a) plati

Ps(a) N M # 0. Rikdme, Ze funkce md v bodé a limitu L a pieme lim f(zx) = L jestlize
T—a

YV Oc (L) 3Ps(a) takové, ze Va € Ps(a) N M plati f(x) € Oc(L).

Véta: Funkce f : M C R"™ — R mé v bod€ a nejvyse jednu limitu.

Véta: Necht' f : M C R" — R, M je oteviend a @ € M. Potom funkce f je spojitd v
bodé¢ a & lim f(x) = f(a)[2cm]
T—a



