Kapitola 3: Derivace funkci vice proménnych
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Parcialni derivace
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Parcialni derivace

Definice: Necht f: M C R" — R je funkce definovana na
O(a), a= (a1, ao,...,an) € M. Potom parcialni derivaci funkce
f podle x; v bodé a rozumime

aif(a)i II f(a17...,ai+h,...;an)—f(a1,32,...,an).

h—0 h

2/14



Parcialni derivace
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aif(a)i II f(a17...,ai+h7...;an)—f(a1,32,...,an).

h—0 h
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02f (x) = o ([ of

oxiox;~ 7 0x; \ 0

x)), xeG.

2/14



Parcialni derivace

Definice: Necht f: M C R" — R je funkce definovana na
O(a), a= (a1, ao,...,an) € M. Potom parcialni derivaci funkce
f podle x; v bodé a rozumime

aif(a)i II f(a17...,ai+h7...;an)—f(a1,32,...,an).

h—0 h

Druhou parcialni derivaci podle proménnych x; a x; na oteviené
mnoziné G C R" rozumime

02f (x) = o ([ of

oxiox;~ 7 0x; \ 0

x)), xeG.

Véta: Ma-li funkce f(xq, X2, . .., Xp) Spojité vSechny druhé
parcialni derivace na oteviené mnoziné G C R", pak na G plati
o2f 02f
DX;OXj (%) = OXjOXi ().
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Mnoziny C(G)
Muzeme nyni zavést mnoziny:

C(G) = {f, kde f je spojita funkce na G}
CK(G) = {f, kde f mé& k-té spojité parcialni derivace na G}
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Mnoziny C(G)

Muzeme nyni zavést mnoziny:

C(G) = {f, kde f je spojita funkce na G}
CK(G) = {f, kde f mé& k-té spojité parcialni derivace na G}

Je-li f € C'(G) fikame, Ze f je spojité diferencovatelna na G
Je-li f € CK(G) Fikame, Ze f je k-krét spojité diferencovatelna
na G.

Véta: Necht f: M C R" — R, G je oteviena podmnozina M.
Jestlize f € C'(G), potom f je spojita na G.

Poznamka: Plati

CK(G) c CX(G), Vk=0,1,2,...
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Gradient

Definice: Necht f(x1, Xz, ..., Xp) je funkce n proménnych, bod
a € D(f) a existuje 7(a). Vektor
I

of of of
((M(a), aXZ(a),...,@Xn(a))

nazyvame gradient funkce f v bodé a a znacime

grad f(a).
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Derivace ve sméru

Definice: Necht' f(x1, Xz, ..., X») je funkce n proménnych
Xo € D(f), f je definovana na O(xy), 8 € R" takovy, ze
|all = 1. Potom

im [0+ hd) — f(x0)
h—0 h

pokud existuje, nezyvame derivaci funkce f v bodé xq ve
sméru vektoru & a znacime ji

Df(Xo,é).
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Definice: Necht' f(x1, Xz, ..., X») je funkce n proménnych
Xo € D(f), f je definovana na O(xy), 8 € R" takovy, ze
|all = 1. Potom

im [0+ hd) — f(x0)
h—0 h

pokud existuje, nezyvame derivaci funkce f v bodé xq ve
sméru vektoru & a znacime ji

Df(Xo,é).

Véta: Je-li f € C'(G), G C R" je oteviena mnozina, xo € G a
acRn |a|| =1, pak

Df(xo,d) = gradf(xo)a.
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Derivovani slozenych funkci
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Derivovani slozenych funkci

h: Hc R" — RK
9g: GCRF SR 3 f=goh = f: HCR"-R
H(h) S D(g)=G
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Derivovani slozenych funkci
h: HCc R" — RX
9g: GCRF SR 3 f=goh = f: HCR"-R
H(h) S D(9) =G
h(x) = (hi(x), ha(X), ..., he(x)), kde x = (X1, X2, ..., Xn)
g(a) =g(ai, a,...,a)

Véta: Necht G C R¥ je oteviena mnozinaa g € C'(G).
Necht H C R" je oteviena mnozina a funkce h; € C'(H), pro

j=1,... k.
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Véta: Necht G C R¥ je oteviena mnozinaa g € C'(G).
Necht H C R" je oteviena mnozina a funkce h; € C'(H), pro
j=1,... k.

Necht pro kazdé x = (x1, X2,...,Xn) € H je h(x) € G.
Polozme a; = hj(xy,Xo,...,xp)proj=1,2,...,ka

(X1, X2, ..., Xn) = g(h1 (X1, ..., Xn), -, he(X1, ..., Xn)).
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Derivovani slozenych funkci
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Potom f € C'(H) a
k
Aﬁ
8x, ; 0a; 8x,
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Derivovani slozenych funkci
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Véta: Necht G C R¥ je oteviena mnozinaa g € C'(G).
Necht H C R" je oteviena mnozina a funkce h; € C'(H), pro
j=1,... k.
Necht pro kazdé x = (x1, X2,...,Xn) € H je h(x) € G.
Polozme a; = hj(xy,Xo,...,xp)proj=1,2,...,ka
f(X1,X2,...,Xn) = g(h'l(x'la"'axn)?'"ahk(X'la"',Xn))'
Potom f € C'(H) a
K K
ﬁ, Aﬁ oh
ax, ; 03 8x, ; 5, X)) gy ()
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Derivovani slozenych funkci - poznamky

Muzeme psat

« g « ag , ,0a;
il ) _ = /
ax, § 9a; ax, ; o2, ax, )
Plati

0ay

OX; (X)
of (09 0g !
aX’_(X)_ <8a1 a)v"‘aaak(a)> aa:

8xl; (X)
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Derivace zobrazeni z R" do R¥

Definice: necht f: GC R" — R, f=(fi, f,...,f) a

f; € C'(G) jsou funkce n proménnych xy,.. ., X,, 0znaéme
X = (X1,X2,...,Xn)-
Pak matici typu (k, n)
LX) Sm(x) ... %(x)
O (x)y O(x)y .. Pb(x
f/(X) _ Jf(X) _ 8)(1( ) 8)(2( ) 8)(,,( )
Se(x) FE(x) ... FE(x)

nazyvame derivaci zobrazeni f v bodé x nebo také Jacobiho
matici zobrazeni f v bodé x.
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Derivace zobrazeni z R" do R¥

Definice: necht f: GC R" — R, f=(fi, f,...,f) a

f; € C'(G) jsou funkce n proménnych xy,.. ., X,, 0znaéme
X = (X1,X2,...,Xn)-
Pak matici typu (k, n)
f
%(X) (g%(X) %(X)
=2(x) 22(x) ... F2(x
f'(x) = Jsi(x) = x4 _( ) 8’(2.( ) 770 (X)
Se(x) FE(x) ... FE(x)

nazyvame derivaci zobrazeni f v bodé x nebo také Jacobiho
matici zobrazeni f v bodé x.

Poznamka: Jestlize kK = 1, potom se jedna o funkci
f:GCR"—=Ra
f'(x) = grad f(x).
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Derivovani slozenych zobrazeni z R" do R"”
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Derivovani slozenych zobrazeni z R" do R"”
h: HCR" — RX

g: GCRFSR™ » f=goh = f: HCR" - R™
H(h) S D(g)=G
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Derivovani slozenych zobrazeni z R" do R"”

h: HCc R" - R

g: GCRFSR™ 3 f=goh = f: HCR" - R"
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Derivovani slozenych zobrazeni z R" do R"”
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Derivovani slozenych zobrazeni z R" do R"”

h: Hc R" — RX
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Derivovani slozenych zobrazeni z R" do R"”

h: HCR" — Rk
g: GCRFSR™ » f=goh = f: HCR" - R™
H(h) S D(g)=G

h(X) = (h1 (X)7 h2(x)7 B hk(X)), kde x = (X17X27 <o 7Xn)
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Derivovani slozenych zobrazeni z R" do R"”

h: HCR" — Rk
g: GCRFSR™ » f=goh = f: HCR" - R™
H(h) S D(g)=G

h(x) = (h1(x), ha(X), ..., he(x)), kde x = (X1, X2, ..., Xn)
9(a) = (91(a),92(a). ..., gm(a)), kde a = (a1, az, . .., a)

Véta: Necht G c R je oteviena mnoZina a gj € C'(G) pro
f=1,...,m.

Necht H ¢ R" je oteviena mnozina a funkce h; € C'(H), pro
i=1,... k.

Necht pro kazdé x = (xq, X2,...,Xn) € Hje h(x) € G.

Pak pro derivaci slozeného zobrazeni f(x) = g(h(x)) plati

f'(x) = g'(h(x)) h(x) .
SN~~~ S——
Ji(x)  Jg(h(x)) Jn(x)

Jacobiho matice ~ Jacobiho matice ~ Jacobiho matice
zobrazeni f zobrazeni g zobrazeni h
v bodé x v bodé h(x) v bodé x 9/14



Totalni diferencial
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Totalni diferencial
Definice: Necht funkce f(x, y) ma spojité parcialni derivace v
bodé (xo, yo), potom vyraz

of
df(xo, ¥o,dx,dy) = ——(xo, ¥0)dx + ——(xo, ¥o)dy
ox oy

nazyvame totalni diferencial funkce f v bodé (xo, yo)-
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Totalni diferencial

Definice: Necht funkce f(x, y) ma spojité parcialni derivace v
bodé (xo, yo), potom vyraz

of
df(xo, yo,dx,dy) = a(xo,}’o)dx + @(XO,YO)OU’

nazyvame totalni diferencial funkce f v bodé (xo, yo)-
Af(XOv.yOadde.y) = f(XO + dX,YO + dy) - f(XO’yO)

nazyvame diferenci funkce f v bodé (xo, ¥o)-

Definice: Necht funkce f(xq, X2, . .., Xn) ma spojité parcialni

derivace v bodé xo = (x9, X9, ..., x%), potom vyraz
11 %2 n

of of of
dF(x0,dX) = - (Xodxy + 5 (Xo)dre + -+ - (xo)dxn,
kde dx = (dxy,dxz, ...,dx,), nazyvame totalni diferencial
funkce f v bodé xq.
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Totalni diferencial

Definice: Necht funkce f(x, y) ma spojité parcialni derivace v
bodé (xo, yo), potom vyraz

of
df(xo, yo,dx,dy) = a(xo,}’o)dx + @(XO,YO)OU’

nazyvame totalni diferencial funkce f v bodé (xo, yo)-
Af(XOv.yOadde.y) = f(XO + dX,YO + dy) - f(XO’yO)

nazyvame diferenci funkce f v bodé (xo, ¥o)-

Definice: Necht funkce f(xq, X2, . .., Xn) ma spojité parcialni

derivace v bodé xo = (x9, X9, ..., x%), potom vyraz
11 %2 n

of of of
df(xg,dx) = 87)(1(X0dX1 + @(Xo)dXQ +- 4+ TXn(Xo)an,
kde dx = (dxy,dxz, ...,dx,), nazyvame totalni diferencial
funkce f v bodé xq.
ANf(xg,dx) = f(xo +dx) — f(xo)

nazyvame diferenci funkce f v bodé xo.
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TecCna rovina ke grafu funkci dvou proménnych
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TecCna rovina ke grafu funkci dvou proménnych

Definice: Ma-li funkce f(x, y) spojité parcialni derivace v bodé
(X0, Yo), hazyvame rovnici

of of
z = f(xo, Yo) + 87()(0,}’0)()( — Xo) + a*y(xov}’o)(y ),

teCnou rovinou ke grafu funkce f v bodé T = (xg, Yo, f(Xo0, ¥0))-
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Taylortv polynom

Omezime se pouze na funkce dvou proménnych.
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Taylortv polynom
Omezime se pouze na funkce dvou proménnych.
Definice: Necht f: M c R? — R, (xo, o) € M,
f e C'(O(x0, ¥o))
of of
T1(x. y) = (%0, ¥o) + 5~ (X0, Yo) (X — Xo) + @(Xo, Yo)(¥ — Yo)

nazyvame TaylorGv polynom 1. stupné k funkci f v bodé (xo, yo)-
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Taylortv polynom
Omezime se pouze na funkce dvou proménnych.
Definice: Necht f: M c R? — R, (xo, o) € M,
f e C'(O(x0, ¥o))

of of
T1(x. y) = (%0, ¥o) + 5~ (X0, Yo) (X — Xo) + @(Xo, Yo)(¥ — Yo)
nazyvame TaylorGv polynom 1. stupné k funkci f v bodé (xo, yo)-

f € C3(0O(x0, ¥0))
of of
Ta(x,y) = f(x0, Yo) + 5(Xo,yo)(x — Xo) + @(Xo,yo)(y — Yo)+

1/ 2f , . oPf
t3 W(XOJ/O)(X — Xo) +28x6y(xo’y°)(x —X0)(¥Y — Yo)+

2
52000 - o))

nazyvame Taylortv polynom 2. stupné k funkci f v bodé (xp, o).
12/14



Taylorav polynom - 2
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Taylorav polynom - 2
f € C3(O(x0, ¥0))

of of
T3(x,y) = f(x0, Yo) + a(xo,}’o)(x — Xo) + @(XO»YO)(Y — Yo)+

i (L o)~ 302 + 2.2 (0 y0)x— 30)(y — 300+
Ix2 0, Y0 0 oxdy 0, Y0 o)\Y — Yo

N ,
ayg (X0, Yo)(¥ — Yo)° ) +

6 ox2dy
93f

03f
£330, X — x0)(y ol + 5 (0 36)(y 30

nazyvame Taylortv polynom 3. stupné k funkci f v bodé (xp, o).

3 3
+1 (g 3 (X0, Y0) (X — %0)° +8-—5— a (X0, ¥o)(x — X0)2(y — ¥o)+

13/14



Taylorav polynom - 2
f € C3(O(xo, y0)) f .
Talx,y) = 1(10,0) + 5 (10,10)(X — 30) + 500 )Y ~ o)+

i (L o)~ 302 + 2.2 (0 y0)x— 30)(y — 300+
Ix2 0, Y0 0 oxdy 0, Y0 o)\Y — Yo

N ,
ayg (X0, Yo)(¥ — Yo)° ) +

+1 0% (X0, Yo)(X — X0)° + 3—5— o*f (X0, ¥0) (X — X0)2(y — yo)+
6 \ ox3 0, Y0 0 ox20y 0, Y0 0) Y — Yo
93 f

3f
£330, X — x0)(y ol + 5 (0 36)(y 30
nazyvame Taylortv polynom 3. stupné k funkci f v bodé (xp, o).
YV (x,y) € O(Xo, Yo) @ pro e malé plati
f(Xay) = Tn(XJ/)-
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Newtonova metoda

Meéjme soustavu dvou nelinearnich rovnic

f‘I(Xuy) =0
fZ(Xay) =0
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Newtonova metoda

Meéjme soustavu dvou nelinearnich rovnic

f1(X,y) =0 _
hlx.y) = 0 < F(x)=0.

Necht (x*, y*) je kofen soustavy a (xg, yo) € O(x*, y*),
F c C?(O(x*,y*)) a det Jg(x) # 0 na O(x*, y*), potom metodu

AX _ f(xn,}/n)
JF(Xn, ¥n) ( Ay ) - ( f;(men) >
Xng1 ) _ [ Xn X
(yn+1>_<Yn>+<Ay>

nazyvame Newtonova metoda pro soustavu nelinearnich
rovnic.

Je-li O(x*, y*) dostate¢né malé, potom nILm (Xn, ¥n) = (X*, y").
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