Kapitola 3: Derivace funkci vice proménnych

Parcialni derivace
Definice: Necht’ f : M C R"™ — R je funkce definovanina O(a), a = (a1, az,...,an) €
M. Potom parcidlni derivaci funkce f podle x; v bodé a rozumime

of . flar,...,ai 4+ h, oo an) — fla,az,. .. an)
aml(a)_ilbli% h '

Druhou parcidlni derivaci podle proménnych z; a x; na oteviené mnoziné G C R" rozu-

mime )
o°f 0 of
= = G.
amiax]‘ * 0x; (axj (:I:)) ’ re
Véta: Mé-li funkce f(z1,z2, ..., Zn) spojité viechny druhé parciélni derivace na oteviené

mnoziné G C R", pak na G plati
0*f o2 f
(9:1’7;82Ej )= 8.%]8131 (il!)

Mnoziny C*(G)
MiZeme nyni zavést mnoZiny:
C(G) = {/f, kde f je spojita funkce na G}
C*(@G) = {J, kde f md k-té spojité parcialni derivace na G}

Je-li f € CY(Q) ¥ikdme, Ze f je spojité diferencovatelnd na G Je-li f € C*(G) fikdme, Ze
f je k-krat spojité diferencovatelnd na G.
Véta: Necht' f : M C R"™ — R, G je oteviend podmnoZzina M. Jestlize f € CI(G),
potom f je spojitd na G.
Poznamka: Plati

cH @) ccq@),  VYE=0,1,2,...

Gradient
Definice: Necht' f(z1,x2,...,x,) je funkce n proménnych, bod @ € D(f) a existuje
of

P (a). Vektor
O (o O (@ OF
(L@ g @ @)
nazyvame gradient funkce f v bodé a a znacime

grad f(a).

Derivace ve sméru
Definice: Necht' f(z1,z2,...,2n) je funkce n proménnych o € D(f), f je defino-
vana na O(xo), @ € R" takovy, Ze ||@|| = 1. Potom
iy 4 (@0 + hd) = f(o)
h—0 h

)

pokud existuje, nezyvame derivaci funkce f v bodé o ve sméru vektoru @ a znac¢ime ji
Df(wo, a)

Véta: Je-li f € C*(G), G C R™ je oteviend mnoZina, zo € G ad € R", ||d@|| = 1, pak

Df(xo,d) = grad f(xo)ad.



Derivovani sloZenych funkci

h: HCR"— R

g: GCRF - R f=goh = f: HCR" =R

H(h) SD(g) =G
h(z) = (h1(x), ha(x), ..., hi(x)), kde & = (z1,22,...,2n) g(a) = g(a1,az, ..., ar)
Véta: Necht G C RF je oteviend mnozinaa g € C''(G). Necht H C R™ je oteviend mno-
%ina a funkce h; € C*(H),proj = 1,...,k. Necht pro kazdé x = (z1,x2,...,z,) € H
je h(xz) € G.Polozme aj = hj(z1,z2,...,zn)proj=1,2,...  ka

fx1,@a, . xn) = g(hi(x1, .oy @n)y e ooy Ak(T1, - .y T0)).
Potom f € C'(H) a

Derivovani sloZzenych funkci - poznamky
MiZeme psit

Plati

381{ (x) = (%(a),...,%(@) ,

Derivace zobrazeni z R" do R*
Definice: necht f : G C R™ — R”, f = (f1, fo,..., fx) a fi € C*(G) jsou funkce

n proménnych z1, . .., Ty, 0znaéme = (x1,x2, ..., Z,). Pak matici typu (k, n)
B e - g
) o (®) (@) .. gE(z)
(@) = Js(x) =
d o o
sih@) G ik @)

nazyvame derivaci zobrazeni f v bodé x nebo také Jacobiho matici zobrazeni f v bodé x.
Poznamka: Jestlize k = 1, potom se jednd o funkci f : G CR"™ — Ra

f'(®) = grad f ().

Derivovani sloZenych zobrazeni z R" do R™
h: HCR"—R"
g:GCRF -R™ 3 f=goh = f: HCR" - R™
H(h) C D(g) = G
h(z) = (hi(x), ha(x), ..., he(x)) kde x = (z1,22,...,2.) g(a) = (g1(a), g2(a), ..., gm(a)),
kde a = (a1, az,...,ax)
Véta: Necht G C RF je oteviend mnozina a g; € C*(G) pro j = 1,...,m. Necht
H C R™ je oteviend mnoZina a funkce h; € C*(H), proi = 1,...,k. Necht pro



kazdé * = (z1,22,...,2n) € H je h(z) € G. Pak pro derivaci sloZeného zobrazen{
= g(h(x)) plati

Ji(@)  Jg(h(z)) Jn()

Jacobiho matice Jacobiho matice Jacobiho matice
zobrazeni f zobrazeni g zobrazeni h

v bodé @ vbodé h(x) v bodé @

Totalni diferencial
Definice: Necht' funkce f(z,y) md spojité parcidlni derivace v bodé (zo, yo), potom
vyraz

_of of
df(l'(),y(),dl',dy) - ax (m()?yo)dx + ay (Jfo,yo)dy

nazyvame fotdlni diferencidl funkce f v bod€ (zo, yo).

Af(5607y0,d1‘7dy) = f(l'O + d.’L‘7y0 + dy) - f(ﬂfo,yo)

nazyvame diferenci funkce f v bod& (xo,yo).

Definice: Necht' funkce f(z1,z2,...,Zn) ma spojité parcidlni derivace v bodé x¢ =
(x9,29,...,22), potom vyraz

df(xo,dx) = %(wodxl + aa—xi(wo)dmz + -4 %(wo)dmn,
kde de = (dz1,dz2,. .., dzy), nazyvame totdlni diferencidl funkce f v bodé xo.

Af(xo,dx) = f(xo +dx) — f(x0)

nazyvame diferenci funkce f v bodé xo.

Tecna rovina ke grafu funkci dvou proménnych
Definice: Mé-li funkce f(z,y) spojité parcidlni derivace v bodé (zo, yo), nazyvime
rovnici

z = f(wo,y0) + %(ﬂﬂo,yO)(i«" —x0) + %(woyyO)(y — %)

te¢nou rovinou ke grafu funkce f v bodé T' = (xo, yo, f (o, Yo)).

Taylorav polynom
Omezime se pouze na funkce dvou proménnych.

Definice: Necht’ f : M C R? = R, (x0,%0) € M,
[ € CH(O(wo,y0)) of of

Ti(z,y) = f(zo,50) + 57 (x0, yo) (& — z0) + @($07yo)(y — %)
nazyvame Tayloriv polynom 1. stupné k funkci f v bodé (xo,yo)-
f € C*(O(z0,y0)) of of

Ta(x,y) = f(xo0,%0) + %(3307?40)(1»‘ — o) + @(xo,yo)(y — Yo)+
1 (07 9
5 (G o mte 0 4 257 Lol 0l - )

+§7§<m0,y0)(y ~0)?

nazyvame Tayloriv polynom 2. stupné k funkci f v bodé (xo,yo)-



Taylortv polynom - 2

f € C*(O(z0, 1)) 5 5
Ty(a,1) = F(@0,0) + G (a0, 90) @ = 0) + G- 0,10) (0 = o)+

2 2
+3 (52 @nme a0+ 25 e e 2=

452 om0 —w)*) +
1
6

+ (%(mo,yo)(m —20)” + 35 75— (20,40)(z — 20)*(y — yo)+

3 0x20y s
°f o°f
+3W($0,y0)($ —20)(y — ¥0)° + Tyg(ﬂfoy Yo)(y — yO)S)

nazyvame Tayloriv polynom 3. stupné k funkci f v bodé (xo,yo)-
YV (z,y) € Oc(zo,yo) a pro e malé plati

f(z,y) = Ta(z,y).

Newtonova metoda
Me¢jme soustavu dvou nelinedrnich rovnic

fl(xvy) = 0
fQ(xvy) = 0

Necht’ (x*,4*) je kofen soustavy a (zo, yo) € O(z*,y*), F € C*(O(z*,y*)) adet Jr(z) #
0 na O(z*,y™), potom metodu

Ax f1(%n, yn)
Jr(Tn,Yn) ( Ay ) _( fo(Tn,yn) )
_— B Tn Az
(yn+1 >_<yn )JF(AZ/)

nazyvame Newtonova metoda pro soustavu nelinedrnich rovnic.
Je-li O(z*, y*) dostate€né malé, potom lLim (z,,yn) = (z",y").
n—oo

& F(x)=0.



