Kapitola 7: Krivkovy ilntegrél vektorového
pole
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Vektorové pole
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Vektorové pole

Definice: Vektorovym polem na mnoziné G ¢ R® rozumime

zobrazeni
F: G — ]RS,

které kazdému bodu X € G pfifazuje vektor F(X) € R3, ktery
vychazi z bodu X.
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Vektorové pole

Definice: Vektorovym polem na mnoziné G ¢ R® rozumime

zobrazeni
F: G — ]RS,

které kazdému bodu X € G pfifazuje vektor F(X) € R3, ktery
vychazi z bodu X.

F(X) = F(x,y,2) = (Fi(x,y,2), Fa(X,y, 2), Fa(x, ¥, 2))
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Vektorové pole

Definice: Vektorovym polem na mnoziné G ¢ R® rozumime
zobrazeni
F: G — RS,

které kazdému bodu X € G pfifazuje vektor F(X) € R3, ktery
vychazi z bodu X.

=

F(X) = F(x,y,2) = (Fi(x,y,2), Fa(X,y, 2), Fa(x, ¥, 2))

Definice: Rovinnym vektorovym polem na mnoziné G c R?
rozumime zobrazeni

/3:G—>]R2,

které kazdému bodu X € G piitazuje vektor F(X) € R2, ktery
vychazi z bodu X.
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Vektorové pole

Definice: Vektorovym polem na mnoziné G ¢ R® rozumime
zobrazeni
F: G — RS,

které kazdému bodu X € G pfifazuje vektor F(X) € R3, ktery
vychazi z bodu X.

=

F(X) = F(x,y,2) = (Fi(x,y,2), Fa(X,y, 2), Fa(x, ¥, 2))

Definice: Rovinnym vektorovym polem na mnoziné G c R?
rozumime zobrazeni

/3:G—>]R2,

které kazdému bodu X € G piitazuje vektor F(X) € R2, ktery
vychazi z bodu X.

F(X) = F(x,y) = (Fi(x,y), F2(x,¥))
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Vektorové pole na kfivkach
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Vektorové pole na kfivkach
F:GCcR® = R?

3/14



Vektorové pole na kfivkach
F:GCcR® = R?
Fo.:KCcR® - R}, KCG,

symbol F|. nazyvame restrikce vektoroveho pole F na
mnozinu K.
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Vektorové pole na kfivkach
F:GCR® — R?
Fo.:KCcR® - R}, KCG,
symbol ’:_I;c nazyvame restrikce vektorového pole F na
mnozinu K.

Je-li kfivka zadana parametricky
r(t) = (x(1), y(1),2(1)), te(ab),
potom

Fle(x.y,2) = F(r(t)) = (Fy(r(1)), Fa(r(t)), Fa(r(1))) =
= (F1(x(), y(1), 2(1)), Fa(x(2), ¥ (1), 2(1)), Fa(x(1), ¥ (1), 2(1)))-
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Vektorové pole na kfivkach
F:GCcR® = R?
Fo.:KCcR® - R}, KCG,

symbol F|. nazyvame restrikce vektoroveho pole F na
mnozinu K.

Je-li kfivka zadana parametricky
r(t) = (x(1), y(1),2(1)), te(ab),
potom

Fio(x,y.2) = F(r(t)) = (Fi(r(t)), Fa(r(1)), F3(r(1)) =
= (F1(x(1), (1), 2(1)), F2(x(1), (1), 2(1)), Fa(x(1), ¥ (1), 2(1)))-
Oznaéme

h(t) = (F1(x(1), y(1), 2(1)), Fa(x(1), y (1), 2(1)), Fa(x(1), ¥ (1), 2(1))),
potom h: (a,b) — R3.
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Vektorové pole na kfivkach
F:GCcR® = R?
Fo.:KCcR® - R}, KCG,

symbol F|. nazyvame restrikce vektoroveho pole F na
mnozinu K.

Je-li kfivka zadana parametricky
r(t) = (x(1), y(1),2(1)), te(ab),
potom

Fi(x,y,2) = F(r(t) = (Fi(r(1)), Fa(r(1)), Fa(r(t))) =
= (F1(x(1), ¥ (1), 2(1)), Fa(x(1), (1), (1)), Fa(x(1), y(1), 2(1)))-

Oznacme

h(t) = (F1(x(1), y(1), 2(1)), Fa(x(1), y (1), 2(1)), F3(x(1), ¥ (1), 2(1))),

potom h: (a,b) — R3.

Poznamka: Zvolime-li jinou parametrizaci dostaneme jinou

funkci, ktera m4 jiny definiCni obor nez h, ale stejny obor

hodnot.
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Prace sily. Kfivkovy integral vektorového pole.
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Prace sily. Kfivkovy integral vektorového pole.

Definice: Kfivkovym integralem vektorového pole F po kiivce
IC, s parametrizaci r(t) : (a, b) — R3, rozumime

n

S5 = . -
/KF -dr = lim_ ;(P, — Pi_4)- F(P),
kde P; = r(t;) je bod lezici na k¥ivce IC,
a=1Il<t<---<t,=bjedéleniintervalu (a, b). Kfivku K
nazyvame integracni cestou.
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Prace sily. Kfivkovy integral vektorového pole.

Definice: Kfivkovym integralem vektorového pole F po kiivce
IC, s parametrizaci r(t) : (a, b) — R3, rozumime
— 4 -
/ F.dr= lim Y (Pi—Pi_y)- F(P),
K

n—oo 4
i=1

kde P; = r(t;) je bod lezici na k¥ivce IC,
a=t <t <---<Ilp=bjedéleniintervalu (a, b). Kfivku K
nazyvame integracni cestou.

Véta: Plati

- b = oy
/KF-dr :/{sz F(r(t))-r'(t)dt.
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Vlastnosti kfivkoveho integralu vektorového pole.
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Vlastnosti kfivkoveho integralu vektorového pole.

Véta:
/(aF‘+,Bé)-dr—a/F‘-dr+6/é-dr
K K K

proVa,3 € Ra F,G spojité na K
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Vlastnosti kfivkoveho integralu vektorového pole.

Véta:
/(aF‘+,Bé)-dr—a/F‘-dr+6/é-dr
K K K

proVa,3 € Ra F,G spojité na K

I:_~dr—/ F.dr+ I:_~dr+-~-+/ E.dr
IC1+IC2";‘“"‘;‘ICK ]C1 ’CZ ICk

5/14



Vlastnosti kfivkoveho integralu vektorového pole.

Véta:
/(aF‘+,Bé)-dr—a/F‘-dr+6/é-dr
K K K

proVa,3 € Ra F,G spojité na K

I:'~dr—/ F.dr+ F.dr+---

Ky +HCo++ 4Kk

/ If'dr:—/l:'-dr
ik K

K4 Ko

-dr

5/14



Vlastnosti kfivkoveho integralu vektorového pole.

Véta:
/(aF‘+,Bé)-dr—a/F‘-dr+6/é-dr
K K K

proVa,3 € Ra F,G spojité na K

F‘-dr—/

Ky +HCo++ 4Kk

/ F"dr:—/l:'-dr
K IC

Kfivkovy integral nezavisi na parametrizaci kfivky K.

F.dr+ F‘~dr+-~-+/ F.dr
Ks Kx
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Diferencialni formy prislusné k vektorovému poli F
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Diferencialni formy prislusné k vektorovému poli F

M&jme vektorové pole F : GC R® — R3

,E(vaaz) = (F1(X7.yaz)7FZ(Xayvz)aF?:(X?yvz))
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Diferencialni formy prislusné k vektorovému poli F

M&jme vektorové pole F : GC R® — R3
,E(vaaz) = (F1(X7.yaz)>FZ(Xayvz)aF?:(X?yvz))

dr = (dx,dy,dz)
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Diferencialni formy prislusné k vektorovému poli F
M&jme vektorové pole F : G c R® — R3
F(x,y,2) = (Fi(x.y.2), Fa(x.y.2), F3(x,¥,2))
dr = (dx,dy,dz)

ﬁ(j—l>': F1(X7y7z)dX+F2(X7yaz)dy+F3(X7yaz)dz
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Diferencialni formy prislusné k vektorovému poli F
M&jme vektorové pole F : G c R® — R3
F(x,y,2) = (Fi(x,y,2), Fa(X. ¥, 2), Fa(x, ¥, 2))
dr = (dx,dy,dz)
F. d_l>‘ = Fi(x,y,z)dx + Fa(x,y,z)dy + F3(x,y,z)dz

Definice: Vyraz Fi(x, y,z)dx + Fa(x,y, z)dy + F3(x,y,z)dz
nazyvame diferencialni forma pfislusna vektorovému poli F.
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Diferencialni formy prislusné k vektorovému poli F
M&jme vektorové pole F : G c R® — R3
F(x,y,2) = (Fi(x,y,2), Fa(X. ¥, 2), Fa(x, ¥, 2))
dr = (dx,dy,dz)
F. d_l>‘ = Fi(x,y,z)dx + Fa(x,y,z)dy + F3(x,y,z)dz

Definice: Vyraz Fi(x, y,z)dx + Fa(x,y, z)dy + F3(x,y,z)dz
nazyvame diferencialni forma pfislusna vektorovému poli F.

Pocitame-li integral
/ ﬁd—r>: / F1(X,y,Z)dX—|- F2(X7y7z)dy+ F3(X7.yuz)dz
K K

fikdme, ze integrujeme diferencialni formu po kfivce.
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Potencialni vektorove pole
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Potencialni vektorové pole

Definice: Necht funkce U(x, y, z) je spojité diferencovatelna
funkce na oteviené mnoziné G C RR3. Jestlize pro vektorové
pole F(x,y,z) na mnoZiné G plati

F‘(x,y, z) =grad U(x,y, 2),
pak vektorové pole F nazyvame potencialni vektorové pole na

G. Funkci U(x, y, z) nazyvame potencialem vektorového pole
F na G.
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Potencialni vektorové pole

Definice: Necht funkce U(x, y, z) je spojité diferencovatelna
funkce na oteviené mnoziné G C RR3. Jestlize pro vektorové
pole F(x,y,z) na mnoziné G plati

F(x,y,z) =grad U(x, y, 2),
pak vektorové pole F nazyvame potencialni vektorové pole na

G. Funkci U(x, y, z) nazyvame potencialem vektorového pole
F na G.

Poznamka: Diferencialni forma, ktera je ur¢ena potencialnim
vektorovym polem F je totalnim diferencialem potenciélu U, {j.
= = oU ou ou
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Potencialni vektorové pole

Definice: Necht funkce U(x, y, z) je spojité diferencovatelna
funkce na oteviené mnoziné G C RR3. Jestlize pro vektorové
pole F(x,y,z) na mnoziné G plati

F(x,y,z) =grad U(x, y, 2),
pak vektorové pole F nazyvame potencialni vektorové pole na
G. Funkci U(x, y, z) nazyvame potencialem vektorového pole
F na G.

Poznamka: Diferencialni forma, ktera je ur¢ena potencialnim

vektorovym polem F je totalnim diferencialem potenciélu U, {j.
= = oU ou ou

Véta: Necht F je spojité potencialni pole na oblasti G C R?3,

které ma potencial U(x, y, z). Necht kfivka K C G, pak

/ F.dr = U(k. b.KC) — U(p. b.K).
K
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Nezavislost kfivkového integralu vektorového pole na
cesté
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Nezavislost kfivkového integralu vektorového pole na
cesté

Definice: Necht F je spojité vektorové pole na oblasti G C R3.
Rikame, Ze kivkovy integrél / F. (ﬁ‘ nezavisi v mnoziné G na

K
integracni ceste, jestlize pro VK1, Ko C G takové, ze
p.b. L1 =p.b. Ko ak. b. £y =k. b. o plati

//:-.c?r—/ E.dr
K4 Ko
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Nezavislost kfivkového integralu vektorového pole na
cesté

Definice: Necht F je spoijité ve_ktorové pole na oblasti G C R3.

Rikame, Ze kivkovy integrél / F. d_;' nezavisi v mnoziné G na
K

integracni ceste, jestlize pro VK1, Ko C G takové, ze

p.b. L1 =p.b. Ko ak. b. £y =k. b. o plati

/l:'-(i_;—/ E.dr
K4 Ko

y = = . . . - .
Veta: Necht / F - dr nezavisi v oblasti G na integracni ceste,
K

/F-.o?r
Ic

pro kazdou uzavienou krivku K C G.

pak
0
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Nezavislost kfivkového integralu vektorového pole na
cesté-2
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Nezavislost kfivkového integralu vektorového pole na
cesté-2

Véta: Necht F je spojité vektorové pole na oblasti G C R3

L 2 L , , . .
takové, Zze [ F -dr nezvisi v oblasti G na integracni cesté.
K

Pak je F potencialni na oblasti G.
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Integrace totalniho diferencialu
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Integrace totalniho diferencialu

Chceme-li vypocitat kfivkovy integrél z potenciélniho
vektorového pole:
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Integrace totalniho diferencialu

Chceme-li vypocitat kfivkovy integrél z potenciélniho
vektorového pole:

Urcit, Ze pole je potencialni.
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Integrace totalniho diferencialu

Chceme-li vypocitat kfivkovy integrél z potenciélniho
vektorového pole:

Urcit, Ze pole je potencialni.
Najit potencidl, tj. funkci U(x, y, z) takovou, Ze

ou ou ou
de + a—ydy + Edz = Fidx + F>dy + Fsdz.
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Integrace totalniho diferencialu

Chceme-li vypocitat kfivkovy integrél z potenciélniho
vektorového pole:

Urcit, Ze pole je potencialni.
Najit potencidl, tj. funkci U(x, y, z) takovou, Ze

ou ou ou
de + a—ydy + Edz = Fidx + F>dy + Fsdz.

Vypocitat integral

/ F.dr = U(k. b.C) — U(p. b.K).
K
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1. Rovinny pfipad - R2
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1. Rovinny pfipad - R2

Definice: Oblast G C R? nazyvame jednodu$e souvislou

oblasti, jestlize pro ni plati:
Pro vSechny jednoduché uzaviené kfivky K C G plati, Zze
vnitfek kfivky lezi v mnoziné G.
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1. Rovinny pfipad - R2

Definice: Oblast G C R? nazyvame jednodu$e souvislou
oblasti, jestlize pro ni plati:

Pro v§echny jednoduché uzavrené kfivky K C G plati, ze
vnitfek kfivky lezi v mnoziné G.

Véta: Necht F(x, y) = (Fi(x, y), Fa(x,y)) je rovinné vektorové
pole spojite diferencovatelné na jednoduse souvislé mnoziné
G C R?. Pak F je potencialni pravé tehdy, kdyZ na mnoziné G
plati

oFy  0F;

dy  ox’
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1. Rovinny pfipad - R2

Definice: Oblast G C R? nazyvame jednodu$e souvislou
oblasti, jestlize pro ni plati:

Pro v§echny jednoduché uzavrené kfivky K C G plati, ze
vnitfek kfivky lezi v mnoziné G.

Véta: Necht F(x, y) = (Fi(x, y), Fa(x,y)) je rovinné vektorové
pole spojite diferencovatelné na jednoduse souvislé mnoziné
G C R?. Pak F je potencialni pravé tehdy, kdyZ na mnoziné G
plati

oFy  0F

dy  ox’
Dusledek: Necht F(x, y) = (Fi(x,y), Fa(x,y)) je rovinné
vektorové pole spoijité diferencovatelné na jednodus$e souvislé
mnozing G C R2. Pak dif. forma Fy(x, y)dx + Fa(x, y)dy je
totalnim diferencialem néjaké funkce praveé tehdy, kdyz na
mnoziné G plati OF,  OF

dy  Ox’
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2. Prostorovy pfipad - R3
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2. Prostorovy pfipad - R3

Definice: Oblast G C R® nazyvame jednodu$e souvislou
oblasti, jestlize pro ni plati:

Pro v§echny jednoduché uzaviené kfivky L C G existuje plocha
S, takova, ze celd lezi v G a kfivka K je hranici plochy S.
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2. Prostorovy pfipad - R3

Definice: Oblast G C R® nazyvame jednodu$e souvislou
oblasti, jestlize pro ni plati:

Pro v§echny jednoduché uzaviené kfivky L C G existuje plocha
S, takova, ze celd lezi v G a kfivka K je hranici plochy S.

Véta: Necht F(x,y, z) = (Fi(x,y, 2), Fa(x, v, 2), F3(x,y, 2)) je
vektorové pole spoijité diferencovatelné na jednoduse souvislé
mnoziné G C R3. Pak F je potencialni pravé tehdy, kdyz na

mnoZing G plati OF,  OF, OF  OFy 0F,  0F;

oy ox’ 0z ox’ 0z ay
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2. Prostorovy pfipad - R3

Definice: Oblast G C R® nazyvame jednodu$e souvislou
oblasti, jestlize pro ni plati:

Pro v§echny jednoduché uzaviené kfivky L C G existuje plocha
S, takova, ze celd lezi v G a kfivka K je hranici plochy S.

Véta: Necht F(x,y, z) = (Fi(x,y, 2), Fa(x, v, 2), F3(x,y, 2)) je
vektorové pole spoijité diferencovatelné na jednoduse souvislé
mnoziné G C R3. Pak F je potencialni pravé tehdy, kdyz na

mnoZing G plati OF,  OF, OF  OFy 0F,  0F;

oy ox’ 0z ox’ 0z ay
Dusledek: Necht
F(X,y,Z) = (F1 (X’y7 Z)a FZ(X7y7 Z)v F3(X7y7 Z)) je vektorové
pole spoijité diferencovatelné na jednodus$e souvislé mnoziné
G C R3. Pak Fi(x,y,z)dx + Fa(x,y,z)dy + F3(x,y, z)dz je
totalnim diferencialem néjaké funkce pravée tehdy, kdyz na

v W I 4
mnoziné G plati OF, OF, OF, OF3 0Fy,  OF3

oy ox’ 0z ox’ 0z ay
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Vypocet potencialu v R?
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Vypocet potencialu v R?

1. zpusob Hledame U(x, y) takovou, Ze

ou

a(X’y) =Fi(x,y) a Z;‘;(x,y) = Fa2(x,y).
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Vypocet potencialu v R?

1. zpusob Hledame U(x, y) takovou, Ze

ou

a(X’y) =Fi(x,y) a gl;(x,y) = Fa2(x,y).

2. zpusob Pole je potenciélni na G = / F - F nezavisi na
K

ceste.
Zvolime pevny bod A = (&g, by) € G a libovolny

v v

bod X = (xo, ¥o), zvolime co "nejjednodussi"
kfivku s poc¢ateCnim bodem A a koncovym bodem

X. Potom plati U(xo, yo) = / F.7 4K, kde K je
K
konstanta.
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Vypocet potencialu v R3
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Vypocet potencialu v R3
1. zpusob Hledame U(x, y, z) takovou, ze

ou ou
87(X7yaz) — F1(X7yaz)7 @(XL}CZ) = FZ(XaY»Z) a

ou
E(Xayaz) = F3(X7yaz)'
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Vypocet potencialu v R3
1. zpusob Hledame U(x, y, z) takovou, ze

ou ou
87(X7yaz) — F1(X7yaz)7 @(XL}CZ) = FZ(XaY»Z) a

ou

E(Xayaz) = F3(X7yaz)'

2. zplisob Pole je potencialni na G = / F . ¥ nezavisi na
K

ceste.

Zvolime pevny bod A = (ay, by, ¢y) € G a libovolny

bod X = (xo, Yo, 20), zvolime co "nejjednodussi"

kfivku s poc¢ateCnim bodem A a koncovym bodem

X. Potom plati U(Xo, Yo, Zo) = / F-7+K,kde K
K

je konstanta.
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