Kapitola 8: Dvojny integral
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Riemanova definice dvojného integralu pres obdelnik
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Riemanova definice dvojného integralu pres obdelnik

Predpokladejme f: D ¢ R?> — R je spojitd nezaporna funkce.
D = (a,b) x (c,d).
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D= (a,b) x (c,d).
Chceme vypocitat objem télesa T:

T={(x,y,2) eR® xe(ab), ye(cd), 0<z<f(x,y)h

2/21



Riemanova definice dvojného integralu pres obdelnik

Predpokladejme f: D ¢ R?> — R je spojitd nezaporna funkce.
D = (a,b) x (c,d).
Chceme vypocitat objem télesa T:

T={(x,y,2) € R% x € (a,b), y € (¢,d), 0 < z < f(x,y)}.

Definice: Necht f(x, y) je omezené funkce na D, potom
dvojnym (Riemannovym) integralem funkce f pfes mnozinu D
rozumime cCislo

//f (x,y)dxdy = HILTOZZ f(Xi, 7)) AxiNy;,

m=00 j=1 j=1

pokud Ilmlta vpravo je kone¢na a nezavisi na vybéru déleni
a=xo<xg<--<xp=bc=y<y;<---<y,=ba
vybéru bodd X; € (X;_1,X;) @ §; € (¥j—1,V)), i=1....n, j=1,...m.
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Riemanova definice dvojného integralu pres obdelnik

Pfedpokladejme f: D c R? — R je spojita nezaporna funkce.
D= (a,b) x (c,d).
Chceme vypocitat objem télesa T:

T={(x,y,2) €R3 xc(ab), yc(cd), 0<z<f(x,y)}
Definice: Necht f(x, y) je omezené funkce na D, potom
dvojnym (Riemannovym) integralem funkce f pfes mnozinu D
rozumime cCislo

m
//f (x,y)dxdy = lim ZZ f(Xi, ;) DxiAy;,
m=00 j=1 j=1

pokud Ilmlta vpravo je kone¢na a nezavisi na vybéru déleni
a=x<x1<--<xp=bc=y<y<---<y,=ba
vybéru bodd X; € (X;_1,X;) @ §; € (¥j—1,V)), i=1....n, j=1,...m.
Véta: Je-li funkce f spojita na D = (a, b) x (c, d), pak existuje
dvojny integral [['f(x,y)dxdy.

D
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Vypocet dvojného integralu pfes obdelnikové obory
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Vypocet dvojného integralu pfes obdelnikové obory

Fubiniova véta pro obdélnikovy integrac¢ni obor:
Necht f(x, y) je spojita na mnoziné D = (a, b) x (c, d), potom

f(x,y)dxdy = b f(x,y)dy | dx
! J ()
= /d (/bf (x,y dx) dy
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Vypocet dvojného integralu pfes obdelnikové obory

Fubiniova véta pro obdélnikovy integrac¢ni obor:
Necht f(x, y) je spojitd na mnoziné D = (a, b) x (c, d), potom

b

//f(x,y)dxdy = / (/d f(x,y)dy) dx
D c

a
d

_ /(/b f(x,y)dx) dy

c

Véta: Necht g(x) je spojitd na mnoziné (a, b) a h(y) je spojita
na mnoziné (c, d), potom plati

J[feyraxsy ( /b g(x)dx) ( /d h(y)dy).
D a c
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Dvojny integral pfes standardni mnozinu
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Dvojny integral pfes standardni mnozinu

Véta: Necht funkce f(x, y) je omezend na O = (a,b) x (c,d) a
spojita na obdélniku O s vyjimkou kone¢ného poctu bodu nebo
bodU kone¢ného poctu oblouku, potom

//f(x, y)dxdy existuje.
o}
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Dvojny integral pfes standardni mnozinu

Véta: Necht funkce f(x, y) je omezend na O = (a,b) x (c,d) a
spojita na obdélniku O s vyjimkou kone¢ného poctu bodu nebo
bodU kone¢ného poctu oblouku, potom

//f(x, y)dxdy existuje.
o}

Zavedeme pojem Standardni mnozina D
D je omezena, D C R?

hranice #(D) je tvofena konecnym poctem jednoduchych
uzavrenych kfivek a bodu.
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Dvojny integral pfes standardni mnozinu

Véta: Necht funkce f(x, y) je omezend na O = (a,b) x (c,d) a
spojita na obdélniku O s vyjimkou kone¢ného poctu bodu nebo
bodU kone¢ného poctu oblouku, potom

//f(x, y)dxdy existuje.
o}

Zavedeme pojem Standardni mnozina D
D je omezena, D C R?
hranice #(D) je tvofena konecnym poctem jednoduchych
uzavrenych kfivek a bodu.

Definujme funkci

f(x,y)  pro(x,y)eD

gxy) =4 4 pro (x,y) € (a,b) x (c,d) \ D
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Dvojny integral pfes standardni mnozinu

Véta: Necht funkce f(x, y) je omezend na O = (a,b) x (c,d) a
spojita na obdélniku O s vyjimkou kone¢ného poctu bodu nebo
bodU kone¢ného poctu oblouku, potom

/ f(x,y)dxdy existuje.

Zavedeme pojem Standardni mnozina D
D je omezena, D C R?
hranice #(D) je tvofena konecnym poctem jednoduchych
uzavrenych kfivek a bodu.

Definujme funkci
f(x,y)  pro(x,y)eD

9y =9 pro (x,y) € (a,b) x (c,d)\ D
T={(x,y,2); (x,y)e D, 0<z<f(x,y)}jetéleso T.
Objem télesa T:

vV = / g(x, y)dxdy

(a,b) x {(c,d) 4/21



Dvojny integral pres standardni mnozinu - 2
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Dvojny integral pres standardni mnozinu - 2

Definice: Necht funkce f(x, y) je omezené na standardni
mnoziné D C (a, b) x (c, d). Polozme

_ Jfxy) pro(xy)eD
geey) = { 0 pro (x.) € (a,b) x (c,d)\ D

pak dvojnym integralem funkce f pfes mnozinu D rozumime

Cislo
//f(x y)dxdy = // g(x, y)dxdy,

pokud integral vpravo eX|stu1e. Mnozinu D nazyvame
integracnim oborem.
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Dvojny integral pres standardni mnozinu - 3

6/21



Dvojny integral pres standardni mnozinu - 3

Véta: Necht D je standadni mnozina. Necht K c Da K je
tvofena konecné mnoha oblouky a body. Necht f a g jsou
omezené funkce na D a spojité a sobé rovné na mnoziné
D\ K. Potom existuji dvojné integraly funkce f a g pres
mnozinu D a rovnaji se, t.].

//f(x,y)dxdy = //g(x,y)dxdy
D D
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Vlastnosti dvojného integralu
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Vlastnosti dvojného integralu

Véta: Necht existuji vSechny integraly vystupujici ve vété.
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Vlastnosti dvojného integralu

Véta: Necht existuji vSechny integraly vystupujici ve vété.
Necht «, 8 € R, pak

[[«foxpy+agtxyroxdy = a [[ fixyyaxay+s [[ gtx.yyaxay.
D D D
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Vlastnosti dvojného integralu

Véta: Necht existuji vSechny integraly vystupujici ve vété.
Necht «, 8 € R, pak

[[«foxpy+agtxyroxdy = a [[ fixyyaxay+s [[ gtx.yyaxay.
D D D

n
NechtD = .U D;, pak

i=1

//f(x,y) dxdy = ;Zi/f(x,y) dxdy.

D
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Vlastnosti dvojného integralu

Véta: Necht existuji vSechny integraly vystupujici ve vété.
Necht «, 8 € R, pak

[[«foxpy+agtxyroxdy = a [[ fixyyaxay+s [[ gtx.yyaxay.
D D D

n
NechtD = .U D;, pak

i=1

//f(x,y) dxdy = ;Zi/f(x,y) dxdy.

D

Necht f(x, y) je nezéporna funkce, pak

Z/f(x,y) dxdy > 0.
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Standadni mnozina 1. a 2. typu
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Standadni mnozina 1. a 2. typu

Definice:
Rikdme, ze D je standardni mnozina 1. typu jestlize

D={(x,y) € R? x € (ab), ¢1(x) <y < va(x)},

kde ¢1(x), wa2(x) jsou spojité funkce na (a, b) a p1(x) < ¢a(x)
Vxe(ab).
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Standadni mnozina 1. a 2. typu

Definice:
Rikdme, ze D je standardni mnozina 1. typu jestlize

D={(x,y) € R? x € (ab), ¢1(x) <y < va(x)},

kde ¢1(x), wa2(x) jsou spojité funkce na (a, b) a p1(x) < ¢a(x)
Vxe(ab).

Rikame, ze D je standardni mnozina 2. typu jestlize
D={(x.y) € R? y € (c,d), v1(y) < x < va(¥)},

kde 11 (y). w2(y) jsou spoité funkce na (c. d) a v1(y) < va(y)

)
Yy e (cd).

8/21



Vypocet dvojného integralu
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Vypocet dvojného integralu

Fubiniova véta: Necht existuje [[f(x,y)dxdy.
D
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Vypocet dvojného integralu
Fubiniova véta: Necht existuje [[f(x,y)dxdy.
D

Necht' D je mnozina 1. typu

D= {(x,y) € R% x € (a,b), v1(x) <y < p2(x)}.

Pak
w2(x)

//fxydxdy / /fxydy dx.
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Vypocet dvojného integralu
Fubiniova véta: Necht existuje [[f(x,y)dxdy.
D
Necht' D je mnozina 1. typu

D= {(x,y) € R% x € (a,b), v1(x) <y < p2(x)}.

Pak
w2(x)

//fxydxdy / /fxydy dx.

Necht D je mnozina 2. typu

D={(x,y) € R?% y € (c.d), ¥1(y) < x < 2(y)}-

Pak
d [ ¥2(y)

//fxy)dxdy / /f(xydx dy.
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PloSny obsah pomoci dvojného integralu
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PloSny obsah pomoci dvojného integralu

Poznamka: Dvojného integralu muzeme vyuZzit i pro vypocet
plodného obsahu mnoziny D ¢ R?. Plodny obsah se rovna
Ciselné objemu télesa o vySce 1, tedy

Pp = //1 dxdy.
D
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Substitu¢ni metoda pro dvojny integral
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Substitu¢ni metoda pro dvojny integral

Méjme z0brazeni & : HcC R2 — R2,
®(u,v) = (o(u,v),¥(u,v)) = (x,y), rovnice x = ¢(u, V)
y = (u,v)

nazyvame transformacnimi rovnicemi.
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Substitu¢ni metoda pro dvojny integral

Méjme z0brazeni & : HcC R2 — R2,
®(u,v) = (o(u,v),¥(u,v)) = (x,y), rovnice x = ¢(u, V)
y = (u,v)

nazyvame transformacnimi rovnicemi.

Definice: Zobrazeni 3 nazyvame ragularni zobrazeni jestlize
— . . , .
® je prosté na H, tj. V (uy, vy), (Up, v») € R? plati

(Ur, V1) # (s, v2) = B (r, 1) # B (U, Vo).

& je na H spojité diferencovatelné.

¢ ¢
J(u,v) :det< ou (1Y) 5 (1Y) > 0

qauv) G
proV(u,v) € H.
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Véta o substituci
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Véta o substituci

Véta: Necht existuje dvojny integral [[f(x,y)dxdy, kde D je
D
standardni mnozina. Necht = (¢, @) je regularni zobrazeni

takové, ze zobr_a>zuje standardni mnozinu H na standardni
mnozinu D, tj. ¢ (H) = D. Pak

//f(x,y) dxdy = //f(@(u, V), (U, v)) |J(u, v)| dudv
D H
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Véta o substituci

Véta: Necht existuje dvojny integral [[f(x,y)dxdy, kde D je
D

, = , " ]
standardni mnozina. Necht & = (¢, ¢) je regularni zobrazeni
takové, ze zobr_a>zuje standardni mnozinu H na standardni
mnozinu D, tj. ¢ (H) = D. Pak

//f(x,y) dxdy = //f(@(u, V), (U, v)) |J(u, v)| dudv
D H

Nejcastéjsi substituci je substituce do polarnich soufadnic.
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Polarni souradnice
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Polarni souradnice

Transformacni rovnice pro polarni soufadnice jsou

X = rcost
y = rsint, re(0,00), te(0,27)
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Polarni souradnice

Transformacni rovnice pro polarni soufadnice jsou

X = rcost
y = rsint, re(0,00), te(0,27)

(r, 1) = (1, 1) = (o(r, 1), 0(r, 1) = (X, )
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Polarni souradnice

Transformacni rovnice pro polarni soufadnice jsou

X = rcost
y = rsint, re(0,00), te(0,27)

(r, 1) = (1, 1) = (o(r, 1), 0(r, 1) = (X, )

cost —rsint
sint rcost

J(r,t) = det (

):rcoszt+rsin2t: r 0.
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Nevlastni integraly
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Nevlastni integraly

Definice: Necht D ¢ R? je mnozina
neomezena

hranice D je tvofena konecnym poctem UsecCek a
polopfimek
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Nevlastni integraly

Definice: Necht D c R? je mnozina
neomezena
hranice D je tvofena konecnym poctem UsecCek a
polopfimek
Necht D, = DN {(x,y) € R?, x? + y? < n?},
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polopfimek
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Nevlastni integraly

Definice: Necht D c R? je mnozina
neomezena
hranice D je tvofena konecnym poctem UsecCek a
polopfimek
Necht D, = DN {(x,y) € R?, x? + y? < n?},
Necht f(x, y) je omezena funkce na mnoziné D.
Necht pro V n € IN existuje

//f(x, y)dxdy.
Dn
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Nevlastni integraly

Definice: Necht D c R? je mnozina
neomezena
hranice D je tvofena konecnym poctem UsecCek a
polopfimek
Necht D, = DN {(x,y) € R?, x? + y? < n?},
Necht f(x, y) je omezena funkce na mnoziné D.
Necht pro V n € IN existuje

//f(x, y)dxdy.
Dn

Potom nevlastnim dvojnym integralem rozumime

//f(x,y)dxdy = nILm //f(x,y)dxdy,
D Dn

pokud limita vpravo existuje.
14/21



Nevlastni integraly - 2
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Nevlastni integraly - 2

Véta: Je-li f(x, y) spojita omezena na D = (a,00) x (c, )
potom

//f(x,y) dxdy = /:o</:<;‘(x,y)dy> dx = /Cm</alo<}(x,y)dx> dy
D

pokud existuji integraly na pravé strané.
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Nevlastni integraly - 2

Véta: Je-li f(x, y) spojita omezena na D = (a,00) x (c, )
potom

//f(x,y) dxdy = /:o</co<;‘(x,y)dy> dx = /Cm</alo<;(x,y)dx> dy
D

pokud existuji integraly na pravé strané.

Poznamka: podobny vztah plati pro
D = (a,b) x (¢, ) D = (—o00,00) x (€, 0)
D = (a,00) x (c,d) D = (—o0,00) x {c, d)

15/21



Laplacelv integral
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Laplacelv integral

o0 2
/ e & dx a>0
Jo
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Laplaceuv integral

/ e~ @°dx a>0
Jo
Vypocteme nejdrive integral | = / e *dx pomoci dvojného

0
integralu.
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Laplaceuv integral

o0 2
/ e & dx a>0
Jo

Vypocteme nejdrive integral | = / e *dx pomoci dvojného

0
integralu. ProtoZe plati:

// e~ V) dxdy = < / e"‘zdx> < / e‘yzdy> =P
0 0
D

kde D = (0, 00) x (0, 00).
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Laplacelv integral

o0 2
/ e & dx a>0
Jo

Vypocteme nejdrive integral | = / e *dx pomoci dvojného

0
integralu. ProtoZe plati:

// e~ () dxdy = < / e"‘zdx) < / e‘yzdy> =P,
0 0
D

kde D = (0, 00) x (0, 00).

Dostaneme | = %\/7? po substituci t = v/ax potom plati

e _1E
/Oe dx_z\/;.
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Dodatek: Trojny integral
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Trojny integral
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Trojny integral

Podobné jako dvojny integral muzeme zavést trojny integral
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Trojny integral

Podobné jako dvojny integral muzeme zavést trojny integral

/D//f(x, z,y)dxdydz,

kde D c RS2 je integragni obor.
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Trojny integral

Podobné jako dvojny integral muzeme zavést trojny integral

/D//f(x, z,y)dxdydz,

kde D c RS2 je integragni obor.

Jestlize f(x, y, z) je hustota télesa D v bodé (x, y, z), potom
trojny integral pfes mnozinu D predstavuje hmotnost télesa D.
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Trojny integral

Podobné jako dvojny integral muzeme zavést trojny integral

/D//f(x, z,y)dxdydz,

kde D c RS2 je integragni obor.

Jestlize f(x, y, z) je hustota télesa D v bodé (x, y, z), potom
trojny integral pfes mnozinu D predstavuje hmotnost télesa D.

Jestlize D = (a, b) x (c,d) x (e, f) plati

J[[ftx.z.y)axdyoz — /ab (/Cd (/ef f(x,y,z)dz> dy> ax.
D
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Trojny integral - 2
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Trojny integral - 2

D c R3:
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Trojny integral - 2

D c R3:

b
/D//f(x, z,y)dxdydz = /a <//f(x,y, Z)dde)dx _

D(x)



Trojny integral - 2

D c R3:

b
///f(x, z,y)dxdydz = / <//f(x,y, z)dydz)dx =
D T Do)
b wa(x) P2(X,y)
:/ / / f(x,y,z)dz | dy | dx.
a ©1(x) P1(x.y)
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Véta o substituci
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Véta o substituci

Necht H c R® a zobrazeni & : H — R® je regularni, 1.
® je prosté a g(H) =D
& je spojité diferencovatelné na H
detJ(u,v,w) #0proV(u,v,w) € H,
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Véta o substituci

Necht H C R® a zobrazeni & : H — R® je regularni, 1.
® je prosté a g(H) =D
& je spojité diferencovatelné na H
detJ(u,v,w) #0proV(u,v,w) € H,

potom plati

// f(x,y,z)dxdydz = ///f (u,v,w))|detJ(u, v, w)|dudvdw
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Véta o substituci

Necht H C R® a zobrazeni & : H — R® je regularni, 1.
® je prosté a g(H) =
& je spojité diferencovatelné na H
detJ(u,v,w) #0proV(u,v,w) € H,

potom plati

// f(x,y,z)dxdydz = ///f (u,v,w))|detJ(u, v, w)|dudvdw

Poznamka: NejCastéjSi substituce je substituce do sférickych
soufadnic nebo do valcovych (cylindrickych) soufadnic.
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Sférické a valcové souradnice
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Sférické a valcové souradnice

Transformacni rovnice pro sférické soufadnice jsou

X = rcostsinu
y = rsintsinu
z = rcosu, re(0,00),te(0,27), ue(0,m)

%
(r7 t,U)'-) (b(ra t,U) :(901(r,t,U),gOg(r,t,U),,SO:g(r, t,U)) = (Xay>z)
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Sférické a valcové souradnice

Transformacni rovnice pro sférické soufadnice jsou

X = rcostsinu
y = rsintsinu
z = rcosu, re(0,00),te(0,27), ue(0,m)

%
(r7 t,U)'-) (b(ra t,U) :(901(r,t,U),gOg(r,t,U),,SO:g(r, t,U)) = (Xay>z)

detJ(r,t,u) = —r? sinwu.
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Sférické a valcové souradnice

Transformacni rovnice pro sférické soufadnice jsou

X = rcostsinu
y = rsintsinu
z = rcosu, re(0,00),te(0,27), ue(0,m)

%
(r7 tv U) = (b(ra ta U) = (901(ra t, U)MPZ(r, ta U)77803(r7 tv U)) = (Xay>z)
detJ(r,t,u) = —r? sinwu.

Transformacni rovnice pro valcové soufadnice jsou

X = rcost
y = rsint
z = z, re(0,0), te(0,27), ze R
_>
(rJ t7 Z) ’_> q)(r7 t? Z) - (()01 (rJ t? 2)7()02(r7 t7 2)7?()03(,’7 t? Z)) - (X7.y7 Z)
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Sférické a valcové souradnice
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Transformacni rovnice pro valcové soufadnice jsou

X = rcost
y = rsint
z = z, re(0,0), te(0,27), ze R
_>
(rJ t7 Z) ’_> q)(r7 t? Z) - (()01 (rJ t? 2)7()02(r7 t7 2)7?()03(,’7 t? Z)) - (X7.y7 Z)

detd(r,t,z) =r.
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Sférické a valcové souradnice

Transformacni rovnice pro sférické soufadnice jsou
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y = rsintsinu
z = rcosu, re(0,00),te(0,27), ue(0,m)

%
(r7 tv U) = (b(ra ta U) = (901(ra t, U)MPZ(r, ta U)77803(r7 tv U)) = (Xay>z)
detJ(r,t,u) = —r? sinwu.

Transformacni rovnice pro valcové soufadnice jsou

X = rcost
y = rsint
z = z, re(0,0), te(0,27), ze R
_>
(rJ t7 Z) ’_> q)(r7 t? Z) - (()01 (rJ t? 2)7()02(r7 t7 2)7?()03(,’7 t? Z)) - (X7.y7 Z)

detd(r,t,z) =r.
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