Kapitola 8: Dvojny integral

Riemanova definice dvojného integralu pies obdelnik
Predpokladejme f : D € R? — R je spojitd nezdpornd funkce. D = (a,b) x (c, d).
Chceme vypocitat objem télesa 7"
T ={(z,y,2) € R% w € (a,b), y € {¢,d), 0 < z < f(z,9)}.

Definice: Necht' f(z,y) je omezend funkce na D, potom dvojnym (Riemannovym) integrd-
lem funkce f pres mnoZinu D rozumime ¢islo

/ f(a,y)dady = lim ZZ f(@, 05) DwiDy;,
D

””i 1j5=1

pokud limita vpravo je kone¢nd a nezdvisi na vybérudélenia =z < 1 < --- <z, = b,
=y < y1 < -0 < yn = bavybérubodl & € (wi—1,2:) a Py € (Yi-1,Y5),
i=1,..., n, j=1,...,m.

Véta: Je-li funkce f spojitdna D = (a, b) x (c, d), pak existuje dvojny integral [[ f(z,y) dzdy.
D

Vypocet dvojného integralu pres obdelnikové obory
Fubiniova véta pro obdélnikovy integracni obor: Necht' f(z,y) je spojitd na mnoZin&
D = {(a,b) x {(c,d), potom

b

/ /df(azy)dy dz

a

/ f(z,y) dady
D
d

/ /bf(%y)d:r dy

Véta: Necht' g(z) je spojitd na mnoZiné (a, b) a h(y) je spojitd na mnoZiné (c, d), potom

plati
J[ v aoty = /b g(x)de /d h(y)dy

Dvojny integral pies standardni mnoZinu
Véta: Necht’ funkce f(z,y) je omezend na O = (a,b) x (c,d) a spojitd na obdélniku O s
vyjimkou kone¢ného poctu bodi nebo bodt kone¢ného poctu oblouki, potom

/f(m,y)dxdy existuje.

Zavedeme pojem Standardni mnoZina D

1. D je omezend, D C R?
2. hranice H (D) je tvofena konednym poétem jednoduchych uzavienych kiivek a bodd.

Definujme funkci

g(z,y) = { f(a,y) pro (z,y) € D

0 pro (z,y) € {(a,b) x {(¢,d)\ D
T ={(z,y,2); (z,y) € D, 0< 2z < f(z,y)} je téleso T. Objem télesa T™:
// (z,y) dzdy
:0) x(c,d)



Dvojny integral pres standardni mnozZinu - 2
Definice: Necht' funkce f(z,y) je omezend na standardni mnozing€ D C (a,b) x (c,d).
PoloZzme
0 pro (z,y) € (a,b) x (c,d) \ D~
pak dvojnym integrdlem funkce f pies mnoZinu D rozumime Cislo

[ 1@y = [ gw.v) s,

(a,b) X (c,d)

g(z,y) = { flz,y) pro (z,y) € D

pokud integral vpravo existuje. MnoZinu D nazyvame integranim oborem.

Dvojny integral pres standardni mnoZinu - 3

Véta: Necht' D je standadni mnoZina. Necht K C D a K je tvofena konené mnoha
oblouky a body. Necht’ f a g jsou omezené funkce na D a spojité a sobé rovné na mnoziné
D\ K. Potom existuji dvojné integrély funkce f a g pfes mnoZinu D a rovnaji se, t.j.

//f(ﬂf,y) dzdy = //g(%y) dzdy
D D

Vlastnosti dvojného integralu
Véta: Necht’ existuji v§echny integraly vystupujici ve vété.

1. Necht o, 8 € R, pak
Z/ o f(z,y) + Bz, y) dudy = a Z [ 560, dody+ 5 Z/ 9(z,y) dudy,

2. Necht D = |J D;, pak

[ #y away = Z J[ 16 daay.

3. Necht' f(z,vy) je nezdpornd funkce, pak

//f(w,y) dzdy > 0.
D
Standadni mnoZina 1. a 2. typu

Definice: Rikdme, 7e D je standardni mnoZina 1. typu jestlize
D ={(z,y) € R*; z € (a,b), p1(z) <y < pa(x)},

kde ©1(x), @2(z) jsou spojité funkce na (a,b) a @1 (z) < pa(x) Vo € (a,b). Rikime, Ze
D je standardni mnoZina 2. typu jestlize

D= {(z,y) € R*; y € (c,d), ¥1(y) <z < ¥a(y)},
kde ¥1(y), 12(y) jsou spojité funkce na (c, d) a 11 (y) < ¥2(y) Yy € (c,d).



Vypocet dvojného integralu
Fubiniova véta: Necht existuje [[ f(z,y) dzdy.
D

1. Necht' D je mnoZina 1. typu

D ={(z,y) € R* z € (a,b), p1(2) <y < pa(a)}.

Pak b @ (x)
//f(:v,y)dwdy=/ / f(z,y)dy | dz.
D a  \pi1(z)

2. Necht' D je mnoZina 2. typu
D ={(z,y) € R*; y € (c,d), ¥1(y) <= < ea(y)}.

// f(z,y) dady = /d

¢ \yi(y)

Pak o (y

Plosny obsah pomoci dvojného integralu
Poznamka: Dvojného integrdlu miiZeme vyuZit i pro vypocet plosného obsahu mnoZziny

Z X7,

D C R?. Plo¥ny obsah se rovnd &iselng objemu télesa o vysce 1, tedy

Pp = //ldxdy.
D

Substitu¢ni metoda pro dvojny integral o
Méjme zobrazeni & : H C R® — R? @ (u,v) = (p(u,v),¥(u,v)) = (2,y),
rovnice = ¢(u,v) nazyvame transforma¢nimi rovnicemi.

Yy = TZJ(U’ U)

_)
Definice: Zobrazeni ® nazyvame raguldrni zobrazeni jestlize
H
1. @ jeprosténa H, .V (u1,v1), (uz,v2) € R? plati

(U1,’U1) 75 (UQ,UQ) = g(ul,vl) 75 8(’[@,1}2).

_>
2. @ jena H spojite diferencovatelné.

3.
o0 o0

J(u,v) = det ( g;; (u,v) g]j] (u,v) > #0
Bu v

proV (u,v) € H.

W



Véta o substituci
Véta: Necht existuje dvojny integral [[ f(x,y) dzdy, kde D je standardni mnoZina. Necht
D

= . P . (s . . . p
D = (p,9)je rigularm zobrazeni takové, Ze zobrazuje standardni mnoZinu H na standardni

mnozinu D, tj. ® (H) = D. Pak

// f(z,y) dady = // F (@, 0), (0, 0)) | (w, )] dudv

2

Nejcastéjsi substituci je substituce do poldrnich souradnic.
Polarni souradnice
Transformac¢ni rovnice pro poldrni soufadnice jsou
r = T cost
= rsint, re (0,00), te(0,2m)

(r,t) > B(r,8) = (p(r, 1), V(1 1) = (2,1)

J(r,t) = det (

cost —r sint

. =rcos’t + rsin’t =r # 0.
sint 7 cost

Nevlastni integraly
Definice: Necht D C R? je mnoZina

1. neomezena

2. hranice D je tvofena kone¢nym poctem tsecek a polopiimek

Necht D,, = DN {(x,y) € R? 2® +1® < n?}. Necht’ f(z,y) je omezend funkce na
mnoziné D. Necht’ pro Vn € N existuje

b{/f(x, y) dzdy.

Potom nevlastnim dvojnym integrdlem rozumime

Z/ f(e,y)dody = lim 14 / f(z,y)dzdy,

pokud limita vpravo existuje.

Nevlastni integraly - 2
Véta: Je-li f(z,y) spojitd omezend na D = (a, 00) X (¢, 00) potom

//f(w,y) dzdy = [lw</cwf(w,y)dy> dz = /:o(/:of(w,y)dx) dy

pokud existuji integraly na pravé strané.
Poznamka: podobny vztah plati pro D = (a, b) x (¢, c0) D = (—o00,00) X (¢, 00)

D = {a,) x {¢,d) D = (—00,00) X {¢,d)



Laplaceuv integral

oo 2
/ e " dx a>0
0

2
Vypocteme nejdiive integrdl I = / e~ " dx pomoci dvojného integrdlu. ProtoZe plati:
0

// e—(12+y2)dxdy — (/ e—x2dx) </ e—y2dy) — 12’
0 0
D

kde D = (0,00) x (0, 00). Dostaneme I = £ /7, po substituci ¢ = \/ax potom platf

/ e dg = 1 T
0 2V a

Dodatek: Trojny integral

Trojny integral
Podobné jako dvojny integrdl miZeme zavést trojny integral

/D//f(x, z,y)dzdydz,

kde D C R? je integradni obor. Jestlize f(z,v,2) je hustota télesa D v bodé (x,y, z),
potom trojny integral pfes mnoZinu D predstavuje hmotnost télesa D. Jestlize D = (a, b) X

(c.d) x (e, f) plati

///f(a;,z7y)dxdydz - /ab </d (/eff(a:,y,z)dz) dy> de

Trojny integral - 2
D C R*

///f(x’z’y)dxdydz = /ab (//f(fc,y,Z)dydz)dx =
D

D(z)
b w2 (x) Ya(z,y)
:/ / / flz,y,2)dz | dy | dz.
a w1 () P1(z,y)

Véta o substituci N
Necht’ H C R® azobrazeni & : H — R? je reguldni, .

— —
1. ® jeprostéa ®(H)=D
_>
2. @ je spojité diferencovatelné na H

3. det J(u,v,w) # 0 proV (u,v,w) € H,
potom plati

///f(x,y,z)dzdydz = ///f(g(u,v,w))\detJ(u,fu,w)\dudvdw

Poznamka: Nejcastéjsi substituce je substituce do sférickych soufadnic nebo do vilcovych
(cylindrickych) soufadnic.



Sférické a valcové souradnice
Transformac¢ni rovnice pro sférické souradnice jsou

r = 1rcostsinu

Yy
z = rcosu, 71E€(0,00),t€(0,2m), ue(0,m)

r sint sinu

_>
(,r.’ t7 u) H @ (T7 t? u) = (801(717 t’ u)7¢2(r7 t’ u)’7£p3(r7 t? u)) = (:C7 y’ Z)

detJ(r,t,u) = —r? sinu. Transforma&ni rovnice pro valcové soufadnice jsou
r = 7T cost
y = rsint
z = 2z 71€(0,00),t€(0,2m), z€ R

—
(T7 t? Z) '_> (P (T7 t7 Z) = (‘pl(T’? t7 Z)7<p2(r7 t? Z)7 ) 903(7’7 t? Z)) = (a:7 y? Z)

detJ(r,t,z) =r.



