Kapitola 9: Linearni prostor
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Zavedeni operaci scitani a nasobeni

Definice:

Rikame, Ze na mnoziné X je zadana operace scitani, kterou
oznacime symbolem &, je-li pro V x, y € X pfifazen prvek z
mnoziny X nazyvany jejich souétem a oznacovan x @ y.
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Obecny linearni prostor

Definice: Necht' V je neprazdna mnozina, na které jsou
definovany operace @, ©. Rikdme, Ze mnoZina V spolu s
operacemi &, ® tvofi linearni prostor jestlize operace @&, ®
splnuji nasledujici vlastnosti (axiomy)
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Definice: Necht' V je neprazdna mnozina, na které jsou
definovany operace @, ©. Rikdme, Ze mnoZina V spolu s
operacemi &, ® tvofi linearni prostor jestlize operace @&, ®
splnuji nasledujici vlastnosti (axiomy)

acob=baaproVva, bec V komutativni zakon

(aeob)oc=ad(boc)prova, b, cecV
asociativni zakon

Jo € Vtakovy,2ea®o=aprovac V
existence nulového prvku

V a existuje (—a) € V, takovy,Z2e a® (—a) = o
existence opacného prvku

1oa=aprovac V.

A(a+p)oa=(cca)e(foa)Vac Va,BeR
distributivni zakon

a0(@asb)=(acca)d(aob)Va,bec VacR
distributivni zdkon

B (o p)eoa=ac(feoa)proVac Va,s eR.
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Poznamky

m Nadale nebudeme rozliSovat mezi operacemi +, &, -, ®,
budeme psat pouze +, -. Ze zapisu bude vzdy jasné o
kterou operaci se jedna.

m Prvky linearniho prostoru budeme nazyvat vektory.
m Realna Cisla «, 3, ... budeme nazyvat skalary.

m Misto linearni prostor se nékdy fika vektorovy prostor (jeho
prvky jsou vektory).

m Necht V spolu s operacemi +, - je linearni prostor a necht
a < V je libovolny prvek. Potom

0O-a=o0
(—-1)-a=(—a).
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Linearni prostor R”

R”:{éz(a1,ag,...,an); a R, i:1,2,...,n}
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Linearni prostor R”

R"={d=(a1,a,...,an); & €R, i=1,2,...,n}

Prova beR"d=(ay,a,...,an), b= (b1, bo,...,bn)je
souctem prvki &, b vektor

G+b=(ai+by,a+bs,...,an+bs) € R".
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Linearni prostor R”

R"={d=(a1,a,...,an); & €R, i=1,2,...,n}

Prova beR"d=(ay,a,...,an), b= (b1, bo,...,bn)je

souctem prvki &, b vektor
G+b=(ai+by,a+bs,...,an+bs) € R".

ProvYdc R" a«a € R je a-nasobkem prvkl & prvek

a-éz(aa1,aa2,...,aan)E]R”.

Véta: Mnozina R" spolu s operacemi + a - tvofi linearni prostor.
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Prostor C(/)

C(h={f:1 — R, fspojitdna I}
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Prostor C(/)

C(h={f:1 — R, fspojitdna I}
Necht f, g € C(/), potom

f+g=nh, he C(l) & h(x)="f(x)+9(x), Vxel
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C(h={f:1 — R, fspojitdna I}

Necht f, g € C(/), potom

f+g=nh, he C(l) & h(x)="f(x)+9(x), Vxel

Necht f € C(/) a a € R, potom

a-f=h heC(l) & h(x)=a-f(x), Vx €l
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Prostor C(/)

C(h={f:1 — R, fspojitdna I}
Necht f, g € C(/), potom
f+g=nh, he C(l) & h(x)="f(x)+9(x), Vxel
Necht f € C(/) a a € R, potom
a-f=h heC(l) & h(x)=a- f(x), Vxel

Véta: Mnozina C(/) spolu s operacemi + a - tvofi linearni
prostor.
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Linearni nezavislost
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Linearni nezavislost

Definice: Necht' V je lineéarni prostor, a¢,...,ax € V a

oq,...,ax € R, pak prvek
k

@y +agdz + -+ gl = Zaiai
i=1
nazyvame linearni kombinaci prvku ay, . .., ax a Cisla
aq, ..., a Koeficienty této linearni kombinace.
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kombinaci trivialni Je-li alespon jedno «; # 0 nazyvame linearni
kombinaci netrivialni

Definice: Necht' V je linearni prostor. Systém prvku
ai,...,ax € V nazyvame linearné nezavisly (LN), jestlize
pouze trivialni kombinace téchto prvku je rovna nulovému
prvku o.

Systém prvkl ay, ..., ax € V nazyvame linearne zavisly (LZ),
jestlize existuje alespon jedna netrivialni kombinace téchto

prvkd, ktera je rovna nulovému prvku o.
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Vlastnosti linearné nezavislych prvku
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m Prvky aq,...,ax € V jsou LN < zadny z prvku a; nelze
vyjadfit jako linearni kombinace ostatnich prvka.
m Prvky ay,...,ax € V jsou LZ < néktery z prvku a; Ize

vyjadrit jako linearni kombinace ostatnich prvkd.

Véta: Necht' V je linearni prostor a ay,...,ax € V je systém
prvku. Potom plati:

Pricteme-li k néjakému prvku a; linearni kombinaci ostatnich
prvkd, pak se LZ nebo LN tohoto systému nezméni.
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Definice: Necht V je linearni prostor. Rikame, Ze prvky
ai,...,ax € V tvori bazi prostoru V jestlize plati

@ ai,a>,...,ax € VjsoulLN
@ VbecVIag, as,...,ax € R takové, ze

b=cqaia; + asa + -+ + ajag.
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Baze a dimenze linearniho prostoru

Definice: Necht V je linearni prostor. Rikame, Ze prvky
ai,...,ax € V tvori bazi prostoru V jestlize plati

@ ai,a>,...,ax € VjsoulLN

@ VvbeVIaq, as,...,a € R takové, ze

b=cqaia; + asa + -+ + ajag.

Poznamka: Jestlize prvky ay, . .., ax tvofi bazi prostoru V,
fikame, Ze prvky ay, ..., ax generuji (vytvareji) prostor V.

Definice: Jestlize baze obsahuje pravé k prvkil, potom fikame,
ze dimenze linearniho prostoru V je k a piSeme

dmV = k
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Podprostor linearniho prostoru

Definice: Necht V je linearni prostor. Podmnozinu V; C V
nazveme podprostorem linearniho prostoru V, jestlize plati

[@ oc V;
@ vabeV, = a+becV,
M vacViaacaeR = a-ac V.
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Podprostor linearniho prostoru

Definice: Necht V je linearni prostor. Podmnozinu V; C V
nazveme podprostorem linearniho prostoru V, jestlize plati

[@ oc V;
@ vabecV, = a+becV,
M vacViaacaeR = a-ac V.

Poznamka: Necht' V je linearni prostor. Existuji dva trivialni
podprostory linearniho prostoru V:

Vi = {O}, Vo =V.

Véta: Necht V je linearni prostor a V; C V a zaroven V; #£ V.
Potom plati
dim V; <dim V.
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Reseni algebraickych linearnich rovnic jako
podprostor prostoru R”
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Reseni algebraickych linearnich rovnic jako
podprostor prostoru R”

Véta: Je dana soustava homogennich linearnich rovnic

AX = 0, kde A je matice typu (m, n). Pak vSechna feseni této
soustavy tvori podprostor linearniho prostoru R dimenze
n—h(A).
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Reseni algebraickych linearnich rovnic jako
podprostor prostoru R”

Véta: Je dana soustava homogennich linearnich rovnic

AX = 0, kde A je matice typu (m, n). Pak vSechna feSeni této
soustavy tvori podprostor linearniho prostoru R dimenze
n—h(A).

Naopak kazdy podprostor prostoru R"” je mnozina v§ech feSeni
neéjaké homogenni soustavy linearnich algebraickych rovnic o n
neznamych.
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Linearni prostor funkci C(/) a C"(/)
Definice:

C(l) = {f je funkce spojita na I}

C"(I) = {f je funkce, ktera ma na / spojité derivace az do fadu n}.
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Linearni prostor funkci C(/) a C"(/)

Definice:
C(l) = {f je funkce spojita na I}

C"(I) = {f je funkce, ktera ma na / spojité derivace az do fadu n}.
Plati:

C"(I) c C(I) pro véechna n € IN.
Véta:

M C(/) tvofi vzhledem k operacim scitani funkci a nasobeni
funkci realnym Cislem linearni prostor.

@ C"(/) je linearni podprostor prostoru C(/).
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Linearni zavislost a nezavislost funkci

Funkce fi, f, ..., fk € C"(I) jsou linedrné nezavislé, jestlize
plati

Oz1f1(X)—|—-~'—|—Ozkfk(X):0VX€I = ar=ap=---=a,=0.

13/14



Linearni zavislost a nezavislost funkci

Funkce fi, f, ..., fk € C"(I) jsou linedrné nezavislé, jestlize
plati

Oz1f1(X)—|—-~~—|—Ozkfk(X):0VX€I = ar=ap=---=a,=0.

Funkce fi, f, ..., fk € C"(/) jsou linedrné zavislé, jestlize
Jaq, g, ..., ak € R, z nichz alespon jedno je rizné od
nuly, takova, ze

atfi(X) + apha(X) 4+ - + akfy(x) =0Vx e l.

13/14



Linearni zavislost a nezavislost funkci

Funkce fi, f, ..., fk € C"(I) jsou linedrné nezavislé, jestlize
plati

Oz1f1(X)—|—-~~—|—Ozkfk(X) =0Vxel = ag=ax=---=a,=0.
Funkce fi, f, ..., fk € C"(/) jsou linedrné zavislé, jestlize

Jaq, g, ..., ak € R, z nichz alespon jedno je rizné od
nuly, takova, ze

atfi(X) + apha(X) 4+ - + akfy(x) =0Vx e l.

Definice: Wronského determinant (Wronskian) funkci

fi, b, ..., f € CK=1(]) je detrminant
fi(x) fR(x) - fi(x)

f(x) fKx) - fK(x)
Wi 1.1 (Xx) = det . . .

k;1 k;1 kL1
fRD ke
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Linearni zavislost a nezavislost funkci - 2
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Linearni zavislost a nezavislost funkci - 2

Véta: Necht funkce fi, b, ..., fx € CK=1(I).

14/14



Linearni zavislost a nezavislost funkci - 2

Véta: Necht funkce fi, b, ..., fx € CK=1(I).

Jsou-li funkce fi, fo, . .., fx lineéarné zavislé v C(/), pak

Wi .1 (x) =0Vxel
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Linearni zavislost a nezavislost funkci - 2

Véta: Necht funkce fi, b, ..., fx € CK=1(I).

Jsou-li funkce fi, fo, . .., fx lineéarné zavislé v C(/), pak

Je-li Wy, ¢, 1 (x) # 0 alespon pro jedno x € /, pak jsou
funkce fi, f, ..., fx linearné nezavislé v C(/).
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Linearni zavislost a nezavislost funkci - 2

Véta: Necht funkce fi, b, ..., fx € CK=1(I).

Jsou-li funkce fi, fo, . .., fx lineéarné zavislé v C(/), pak

Je-li Wy, ¢, 1 (x) # 0 alespon pro jedno x € /, pak jsou
funkce fi, f, ..., fx linearné nezavislé v C(/).

Poznamka: Véta neplati obracené, tj. vyjde-li nam Wronskian
roven nule pro v8echna x, neplyne z toho, Ze systém je LZ!!!
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