Kapitola 9: Linearni prostor

Zavedeni operaci s¢itani a nasobeni
Definice:
Rikdme, 7e na mnoziné X je zadand operace scitdni, kterou oznac¢ime symbolem &, je-li
proV x,y € X pfifazen prvek z mnoZiny X nazyvany jejich souctem a oznacovan & y.
@O (z,y) »zdy.
Rikdme, Ze na mnoziné X je zadand operace ndsobeni redlnym Cislem, kterou oznatime
symbolem ©, je-li pro V& € X, a € R pfifazen prvek z mnoziny X nazyvany jejich
soucinem a oznacovan o © y.
O (a,x) » a® .

Obecny linearni prostor

Definice: Necht' V' je neprazdnd mnoZina, na které jsou definovany operace @, ®. Rikdme,
Ze mnozina V' spolu s operacemi ¢, ® tvofi linedrni prostor jestlize operace &, ©® spliuji
ndsledujici vlastnosti (axiomy)

l.a®@b=b®aproVa, bc V komutativni zdkon

2. (a®b)dec=a® (bd®c)proVa,b, c €V asociativai zdkon

3. Jo € V takovy,Zze a @ o = a pro Va € V existence nulového prvku

4. Va existuje (—a) € V, takovy, ze a @ (—a) = o existence opacného prvku

5.10a=aproVacV.

6. (a+B)Ga=(a0a)®(Boa)VacVa,pB e Rdistributivni zdkon
7. a@(a®db)=(a0a)®(a@b)Va, becVa e Rdistributivni zdkon
8 (a-B)a=a®(Bo0a)proVacVa,pecR.

Poznamky

e Nadile nebudeme rozliSovat mezi operacemi +, @, -, ®, budeme psit pouze +, -.
Ze zéapisu bude vzdy jasné o kterou operaci se jednd.[3mm]

e Prvky linedrniho prostoru budeme nazyvat vektory.
e Redlna Cisla o, (, ... budeme nazyvat skaldry.
e Misto linedrn{ prostor se nékdy fika vektorovy prostor (jeho prvky jsou vektory).

e Necht' V spolu s operacemi +, - je linedrni prostor a necht’ a € V' je libovolny prvek.
Potom

1.0a=o0
2. (-1)-a=(—a).

Linearni prostor R"
R" = {@ = (a1,a2,...,an); a; € R, ¢ = 1,2,...,n} ProVad,b € R @ =
(a1,a2,...,an), b= (b1,ba,...,by) je souttem prvki @, b vektor

(i—f—gz (a1 +b17a2+b2,...,an+bn) e R".
ProVaeR" aaeR je a-ndsobkem prvki @ prvek
a-d=(xai,aaz,...,aa,) € R".

Véta: Mnozina R™ spolu s operacemi + a - tvoif linedrni prostor.



Prostor C(I)
C(I)={f:1I — R, fspojitana I} Necht f,g € C(I), potom

f+g=h, heC(l) & h(z)=f(z)+g(z), Ve el
Necht' f € C(I) a« € R, potom
a-f=h, heCI) & h(z)=a- f(z), Ve e I

Véta: Mnozina C'(I) spolu s operacemi + a - tvoif linedrni prostor.

Linearni nezavislost
Definice: Necht’ V' je linedrni prostor, a1,...,ar € V aa,...,ar € R, pak prvek

k
ar1a1 + aza2 + -+ agar = E aia;
i=1

nazyvame linedrni kombinaci prvki a1, . .., ay a isla a1, . . ., ay, koeficienty této linedrn{
kombinace.

Jsou-li vSechna ¢isla a; = 0, @ = 1,.. ., k nazyvame linedrni kombinaci trividini

Je-li alesponi jedno «; # 0 nazyvame linearni kombinaci netrividini

Definice: Necht’ V' je linedrni prostor. Systém prvki a1, ...,a; € V nazyvame linedrné
nezdvisly (LN), jestlize pouze trividlni kombinace téchto prvki je rovna nulovému prvku o.
Systém prvki a1, ...,ar € V nazyvame linedrné zdvisly (LZ), jestlize existuje alespon
jedna netrividlni kombinace téchto prvkd, kterd je rovna nulovému prvku o.

Vlastnosti linedrné nezavislych prvkia
Véta: Necht' V' je linedrn{ prostor.

e Prvky a1,...,a; € V jsou LN < Zddny z prvkl a; nelze vyjadfit jako linearn{
kombinace ostatnich prvka.

e Prvky a1,...,ar € V jsou LZ & néktery z prvki a; lze vyjadfit jako linearn{
kombinace ostatnich prvka.

Véta: Necht' V je linedrni prostora az, . .., ar € V je systém prvki. Potom plati: Pficteme-
li k néjakému prvku a; linedrni kombinaci ostatnich prvki, pak se LZ nebo LN tohoto
systému nezméni.

Baze a dimenze linearniho prostoru
Definice: Necht' V' je linearn{ prostor. Rikdme, Ze prvky a1, . .., ar € V tvofi bdzi prostoru
V jestliZe plati

@i). ai,a2,...,a; € V jsou LN
(ii). Vb eV Jag, as,...,ar € R takové, Ze

b=oia1 + azaz + - + aray.

Poznamka: Jestlize prvky a1, ..., aj tvofi bazi prostoru V, fikdme, Ze prvky a1, ..., ax

generuji (vytvareji) prostor V. Definice: Jestlize baze obsahuje pravé k prvki, potom fi-
kame, Ze dimenze linedrniho prostoru 'V je k a piSeme

dimV = k



Podprostor linearniho prostoru
Definice: Necht’ V' je linedrni prostor. Podmnozinu V; C V nazveme podprostorem linedr-
niho prostoru 'V , jestlize plati

@i). oe Vs
(ii). Va,beVi = a+bel;
(iii). VaeViaaceR = a-a € V.
Poznamka: Necht' V je linedrni prostor. Existuji dva trividlni podprostory linedrntho pro-

storu V':
‘/1 = {O}7 VQ = V

Véta: Necht’ V' je linedrni prostor a Vi C V a zédroveni Vi # V. Potom plati

dimV; < dimV.

Reseni algebraickych linearnich rovnic jako podprostor prostoru R™

Véta: Je déna soustava homogennich linedrnich rovnic AZ = 0, kde A je matice typu
(m,n). Pak v8echna feSeni této soustavy tvoii podprostor linedrniho prostoru R™ dimenze
n—h(A). Naopak kazdy podprostor prostoru R™ je mnoZina viech feSeni néjaké homogenni
soustavy linedrnich algebraickych rovnic o n neznamych.

Linearni prostor funkei C'(I) a C™(I)
Definice:
C(I) ={f je funkce spojitd na I}
C"™(I) = {f je funkce, kterd m4 na I spojité derivace aZ do fddu n}.

Plati:
C™(I) C C(I) pro viechnan € IN.

Véta:

(i). C(I) tvoii vzhledem k operacim scitdni funkci a nasobeni funkci redlnym CEislem
linedrn{i prostor.

(ii). C™(I) je linearni podprostor prostoru C'(I).

Linearni zavislost a nezavislost funkci

1. Funkce f1, fa,..., f € C™(I) jsou linedrné nezévislé, jestlize plati
arfi(z)+--+arfe(x) =0V el = ar=a2=---=a,=0.
2. Funkce f1, fo,..., f € C™(I) jsou linedrné zavislé, jestlize a1, aa, ..., ar € R,

z nichz alespon jedno je razné od nuly, takova, Ze

Ozlfl(l‘) +042f2(1') —+ -+ Oékfk(fl‘) =0Vzel.

Definice: Wronského determinant (Wronskidn) funkei f1, fa, ..., fr € C*71(I) je detrmi-

nant
fil@)  fa(2) - fe(2)
fite)  falx) - fi(w)
Wi ot (z) = det : . .
fl(k.—l) fz(k.—l) flikz.—l)



Linearni zavislost a nezavislost funkci - 2
Véta: Necht' funkce f1, fo,..., fr € C*71(I).

1. Jsou-li funkee f1, fa,..., fr linedrné zavislé v C(I), pak
Wi faropi(®) = 0 Vo el
2. Je-li Wy, 4.5, () # 0 alespoti pro jedno = € I, pak jsou funkce fi1, fa,..., fr
linedrné nezavislé v C'(I).

Poznamka: Véta neplati obrdcené, tj. vyjde-li ndim Wronskidn roven nule pro vSechna z,
neplyne z toho, Ze systém je LZ!!!



