
Ukázkové řešeńı

1 Zadáńı

Uvažujme parciálńı diferenciálńı rovnici popisuj́ıćı chováńı znečǐstěńı vypuštěného
do řeky

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
− v

∂c

∂x

kde c(x, t) je koncentrace chemické látky, D = 1.5 m2/s je disperzńı koeficient
a v = 0.8 m/s je rychlost prouděńı řeky.

Zaj́ımá nás jak se měńı koncentrace znečǐstěńı v p̊ulkilometrovém úseku
řeky po dobu 5 minut. Na začátku a na konci vymezeného úseku řeky uvažujeme
nulovou koncentraci znečǐstěńı.

Počátečńı koncentrace znečǐstěńı je dána

c(x, 0) = 0.1 e−
(x−50)2

200

Řešte tuto úlohu metodou śıt́ı:

a) Odvod’te metodou Crank-Nicolsonové diferenčńı formuli pro obecné n
a m.

b) Spočtěte řešeńı úlohy pro prostorový krok h = 5 m a pro časový krok
k = 5 s. Vykreslete grafy koncetrace znečǐstěńı v časech t = 0, 1, 2, 3, 4, 5
minut a 3D graf řešeńı c(x, t).

c) Spočtěte řešeńı úlohy pro prostorový krok h = 10 m a pro časový krok
k = 5 s. V řešeńı se vyskytnou nefyzikálńı oscilace (koncentrace bude
záporná). Tomuto jevu se dá zabránit použijeme-li pro náhradu ∂c

∂x

zpětnou diferenci mı́sto centrálńı. Srovnejte tyto dvě řešeńı v čase t = 5
minut.
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2 Řešeńı

a) Při řešeńı této úlohy pomoćı Cranka–Nicolsonové formule (CN) vy-
tvoř́ıme nejdř́ıve śıt’ s uzly [xi, tj], kde

0 = x0 < x1 < · · · < xn = 500 , xi+1 = xi + h , kde h = 500
n
,

0 = t0 < t1 < · · · < tm = 300 , tj+1 = tj + k , kde k = 300
m
.

Přibližnou hodnotu řešeńı v uzlu [xi, tj] budeme značit cji , tedy

cji
∼= c(xi, tj) , i = 0, . . . , n , j = 0, 1, 2, · · · ,m.

Hodnoty v 0-té časové vrstvě dostaneme z počátečńı podmı́nky

c0i = c(xi, 0) = 0.1 e−
(x(i)−50)2

200 , i = 0, . . . , n .

Z okrajových podmı́nek dostáváme

cj0 = c(0, tj) = 0, cjn = c(1, tj) = 0, j = 0, 1, . . . ,m− 1 .

Levou stranu parciálńı diferenciálńı rovnice nahrad́ıme zpětnou dife-
renćı. Pravou stranu budeme aproximovat tak, že zpr̊uměrujeme apro-
ximaci v (j+1)-ńı časové vrstvě a aproximaci v j-té časové vrstvě. Pro
aproximaci ∂2c

∂x2 použijeme centrálńı diferenci a pro aproximaci ∂c
∂x

také
centrálńı diferenci
Tedy

cj+1
i − cji
k

=
1

2

(
D
cj+1
i−1 − 2cj+1

i + cj+1
i+1

h2
− v

cj+1
i+1 − cj+1

i−1

2h

)
+

+
1

2

(
D
cji−1 − 2cji + cji+1

h2
− v

cji+1 − cji−1
2h

)
, j = 0, . . . ,m−1, i = 1, . . . , n−1

Dále použijeme označeńı α = k
h2 a β = k

2h
. Po úpravě dostáváme

výslednou CN formuli pro výpočet hledaných hodnot v (j + 1)-ńım
časovém kroku pro i = 1, . . . , n− 1 :

1

2
(−αD − βv)cj+1

i−1 + (1 + αD)cj+1
i +

1

2
(−αD + βv)cj+1

i+1 =

=
1

2
(αD + βv)cji−1 + (1 − αD)cji +

1

2
(αD − βv)cji+1
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Celá (j + 1)-ńı vrstva, tedy vektor u j+1 =
(
uj+1
1 , . . . , uj+1

n−1
)>

se bude

vyhodnocovat ze soustavy rovnic najednou. Řešeńı u0 a un známe z
okrajových podmı́nek. Soustavu můžeme zapsat maticově:

Au j+1 = Bu j

kde u j+1 je hledaný vektor v daľśı časové vrstvě,

A =



(1 + αD) 1
2
(−αD + βv) 0 . . . 0

1
2
(−αD − βv) (1 + αD) 1

2
(−αD + βv) . . . 0

. . . . . . . . .

0 . . . 1
2
(−αD − βv) (1 + αD) 1

2
(−αD + βv)

0 . . . 0 1
2
(−αD − βv) (1 + αD)



B =



(1 − αD) 1
2
(αD − βv) 0 . . . 0

1
2
(αD + βv) (1 − αD) 1

2
(αD − βv) . . . 0

. . . . . . . . .

0 . . . 1
2
(αD + βv) (1 − αD) 1

2
(αD − βv)

0 . . . 0 1
2
(αD + βv) (1 − αD)


c) Při použit́ı zpětné diference pro aproximaci advekčńıho členu

∂c

∂x
∼=
cj+1
i − cj+1

i−1

h

dostaneme soustavu lineárńıch rovnic ve tvaru

(−1

2
αD − βv) cj+1

i−1 + (1 + αD + βv) cj+1
i − 1

2
αD cj+1

i+1 =

= (
1

2
αD + βv) cji−1 + (1 − αD − βv) cji +

1

2
αD cji+1, i = 1, . . . , n− 1
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3 Řešeńı v matlabu

Matlab Code

1 L = 500 ; % usek reky 500m
2 T = 300 ; % 5 minut
3 D = 1 . 5 ; % d i s p e r z n i k o e f i c i e n t [mˆ2/ s ]
4 v = 0 . 8 ; % r y c h l o s t proudeni reky [m/ s ]
5

6 a = 0 ; b = L ;
7

8 % s i t v x :
9 n = 100 ;

10 h = (b−a ) /n ;
11 x = a : h : b ;
12

13 % s i t v t :
14 m = 60 ;
15 k = T/m;
16 t = ( 0 : k :m∗k ) ’ ;
17

18 % koncentrace z n e c i s t e n i
19 c1 = ze ro s (m+1,n+1) ; % s c e n t r a l n i f o rmu l i pro advekc i
20 c2 = ze ro s (m+1,n+1) ; % se zpetnou fo rmu l i pro advekc i
21

22 alpha = k /(h∗h) ;
23 beta = k/(2∗h) ;
24

25 % pocatecn i podminka
26 f o r i = 1 : n+1
27 c1 (1 , i ) = i n i t c o n c e n t r a t i o n ( x ( i ) ) ;
28 c2 (1 , i ) = i n i t c o n c e n t r a t i o n ( x ( i ) ) ;
29 end
30

31 % r e s e n i na ( j +1) casove vr s tve
32 f o r j = 1 :m
33 % vypocet d iagona l d1 , d2 , d3 a prave st rany rhs
34 f o r i = 2 : n
35 % c e n t r a l n i formule
36 d1 c ( i −1) = 0 .5 ∗ (−alpha ∗ D − beta ∗ v ) ;
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37 d2 c ( i −1) = 1 + alpha ∗ D;
38 d3 c ( i −1) = 0 .5 ∗ (−alpha ∗ D + beta ∗ v ) ;
39 r h s c ( i −1) = (1 − alpha ∗ D) ∗ c1 ( j , i ) +

0 .5 ∗ ( alpha ∗ D + beta ∗ v ) ∗ c1 ( j , i −1)
+ 0 .5 ∗ ( alpha ∗ D − beta ∗ v ) ∗ c1 ( j , i

+1) ;
40 % zpetna formule
41 d1 z ( i −1) = 0 .5 ∗ (−alpha ∗ D − 2 ∗ beta ∗

v ) ;
42 d2 z ( i −1) = 1 + alpha ∗ D + beta ∗ v ;
43 d3 z ( i −1) = 0 .5 ∗ (−alpha ∗ D) ;
44 r h s z ( i −1) = (1 − alpha ∗ D − beta ∗ v ) ∗

c2 ( j , i ) + 0 .5 ∗ ( alpha ∗ D + 2 ∗ beta ∗
v ) ∗ c2 ( j , i −1) + 0 .5 ∗ ( alpha ∗ D) ∗ c2 (
j , i +1) ;

45 end
46 % r e s e n i soustavy l i n e a r n i c h rovn i c s

t r i d i a g o n a l n i mat i c i
47 % r e s e n i c ve v n i t r n i c h uz l ech s i t e
48 c c = TriDiagona lSo lve ( d1 c , d2 c , d3 c , r h s c ) ;
49 c z = TriDiagona lSo lve ( d1 z , d2 z , d3 z , r h s z ) ;
50 % v kra jn i ch uz l ech j e r e s e n i nulove
51 f o r i = 2 : n
52 c1 ( j +1, i ) = c c ( i −1) ;
53 c2 ( j +1, i ) = c z ( i −1) ;
54 end
55 end
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4 Výsledky

Obrázek 1: Řešeńı na śıti s krokem h = 5m a k = 5s s použit́ım centrálńı
formule pro aproximaci ∂c

∂x
.

Obrázek 2: Koncentrace chemické látky v časech t = 0, 1, 2, 3, 4, 5 minut.
Chemická látka se rozptyluje do okoĺı a pohybuje spolu s proudem řeky.
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Obrázek 3: Řešeńı na śıti s krokem h = 10m a k = 5s s použit́ım centrálńı for-
mule pro aproximaci ∂c

∂x
. Prostorový krok je př́ılǐs velký a v řešeńı se vyskytuj́ı

nefyzikálńı oscilace.

Obrázek 4: Srovnáńı řešeńı na śıti s krokem h = 10m a k = 5s v čase 5 minut
při použit́ı centrálńı a zpětné formule. Při použit́ı zpětné formule se vyhneme
nefyzikálńım oscilaćım, ale řešeńı má menš́ı přesnost.
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