Ukazkové reseni

1 Zadani

Uvazujme parcialni diferencidlni rovnici popisujici chovani znecisténi vypusténého
do teky
de D% dc
ot~ " o2 o
kde c(z, ) je koncentrace chemické latky, D = 1.5 m?/s je disperzni{ koeficient
a v = 0.8 m/s je rychlost proudéni feky.

Zajima nas jak se méni koncentrace znec¢isténi v pulkilometrovém tuseku
feky po dobu 5 minut. Na zac¢atku a na konci vymezeného tiseku reky uvazujeme
nulovou koncentraci znec¢isténi.

Pocatecni koncentrace znecisténi je dana

_ (2=50)2

c(x,0) =0.1 e~ 200

Reste tuto tilohu metodou siti:

a) Odvod'te metodou Crank-Nicolsonové diferen¢ni formuli pro obecné n
a m.

b) Spoctéte feseni tlohy pro prostorovy krok h = 5m a pro ¢asovy krok
k = 5s. Vykreslete grafy koncetrace znecisténi v casecht = 0,1, 2,3,4,5
minut a 3D graf feseni c(x, ).

¢) Spoctéte teseni tlohy pro prostorovy krok h = 10m a pro ¢asovy krok
k = 5s. V feseni se vyskytnou nefyzikdlni oscilace (koncentrace bude
zapornd). Tomuto jevu se da zabrénit pouzijeme-li pro nahradu %
zpétnou diferenci misto centralni. Srovnejte tyto dvé feseni v case t = 5

minut.



2 ResSeni

a) Pii feseni této ulohy pomoci Cranka—Nicolsonové formule (CN) vy-
tvoifme nejdifve sit s uzly [z, 1], kde

0 =xp<z1 <+ <xp =500, :Ei+1=55i+hakdeh:52_0a
0 =tg<ty <+ <ty =300, tj—i-l:tj—f—k;vkdek:gy(;)m_o‘

Pibliznou hodnotu fesen{ v uzlu [z;,t,] budeme znaéit ¢!, tedy
c 2c(rity), i=0,...,n,j=0,1,2,---,m

Hodnoty v 0-té ¢asové vrstvé dostaneme z pocatecni podminky

(2(1)—50)2

& =c(x;,0)=01e 20 , i=0,...,n.

7 okrajovych podminek dostavame
& =c(0,t))=0, d =c(,t;)=0, j=01,....,m—1.

Levou stranu parcialni diferencidlni rovnice nahradime zpétnou dife-
renci. Pravou stranu budeme aproximovat tak, zZe zprumérujeme apro-
ximaci v (7 + 1) ni ¢asové vrstvé a aproximaci v j-té casové vrstvé. Pro
aproximaci g z pouzijeme centrdln{ diferenci a pro aproximaci 3 8C také

centralni diferenci
Tedy

i+1 +1 +1 i+1 +1
peh-dted di-dh |
h? 2h

1 c_ —2d +¢ co—d
+—<D = Z+Z+1—U%hz_l>,':O,...,m—l,izl,...,n—l

2 h?
Déle pouzijeme oznaceni a = h% a f = % Po upravé dostavame
vyslednou CN formuli pro vypocet hledanych hodnot v (j + 1)-nim
casovém kroku proi=1,...,n—1:

%(—aD — Bo)ett + (14 aD)d ™ + %(—aD + Bu)elfy =

(aD — 5U)CZ+1

= %(aD + Bv)c_, + (1 —aD)c + %



’ . ’ y i+1 +1 T
Celd (j + 1)-nf vrstva, tedy vektor w/*! = (u™,...,u/*]) se bude
vyhodnocovat ze soustavy rovnic najednou. ReSeni uy a wu, zname z

okrajovych podminek. Soustavu muzeme zapsat maticove:
Au'tt = B/

kde u/™! je hledany vektor v dalsf ¢asové vrstvé,

[ (1+aD) s(—aD + pv) 0
5(-aD—pv)  (L+aD)  j(—aD+ fv)
A=
0 1(—=aD — po) (1+aD)  i(—aD+ pv)
0 0 1(—aD — po) (14 aD
- (1—aD)  i(aD - po) 0 0
(@D +pv)  (1—aD) i(aD — pv) . 0
B—
0 s(aD+pv)  (1—aD) 3(aD —pv)
0 0 s(aD+pv)  (1—aD)

c¢) Pfi pouziti zpétné diference pro aproximaci advekéniho ¢lenu

i+l G+l
de . —a,

or h

dostaneme soustavu linearnich rovnic ve tvaru

(—50D — Bv) e’y + (1+aD +fv)c™ — SaDdlfy =

1 , 1 .
:(iaD—i—Bv)cg_l—l—(l—aD—Bv)cg+§OLDCZ+1, i=1,...,n—1
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3 ResSeni v matlabu

Matlab Code

L = 500; % usek reky 500m

T = 300; % 5 minut

D= 1.5; % disperzni koeficient [m"2/s]
v = 0.8; % rychlost proudeni reky [m/s]
a= 0; b=1L;

n = 100;

h = (b-a)/n;

x = a:h:b;

% sit v t:

m = 60;

k = T/m;

t = (0:k:mxk) ’;

% koncentrace znecisteni

cl = zeros(m+1,n+1); % s centralni formuli pro advekci
c2 = zeros (m+1,n+1); % se zpetnou formuli pro advekci

alpha = k/(hxh);
beta = k/(2xh);

% pocatecni podminka
for i = 1:n+1
cl(1,i) = init_concentration (x(i));
c2(1,i) = init_concentration (x(i));
end

% reseni na (j+1) casove vrstve

for j = 1:m
% vypocet diagonal dl1,d2,d3 a prave strany rhs
for i = 2:n

% centralni formule

dl_c(i—=1) = 0.5 % (—alpha *x D — beta * v);
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end

d2_c(i—1) =1 + alpha = D;

d3_c(i—=1) = 0.5 % (—alpha * D + beta * v);

rhs_c(i—1) = (1 — alpha * D) % cl(j,i) +
0.5 % (alpha * D + beta % v) % cl(j,i—1)
+ 0.5 % (alpha x D — beta * v) % cl(j,i
+1);

% zpetna formule

dlz(i—=1) = 0.5 % (—alpha * D — 2 % beta =x

v);

d2_.z(i—1) =1 + alpha % D + beta % v;

d3.z(i—1) = 0.5 % (—alpha x D);

rhs_z(i—1) = (1 — alpha * D — beta x v) x
c2(j,i) + 0.5 % (alpha * D + 2 % beta =x
v) % ¢2(j,i—1) + 0.5 % (alpha % D) % c2(
jyit1);

end

% reseni soustavy linearnich rovnic s
tridiagonalni matici

% reseni ¢ ve vnitrnich uzlech site

c_c = TriDiagonalSolve(dl_c,d2.c,d3 c,rhs_c);

c.z = TriDiagonalSolve(dl_z,d2_z,d3_z,rhs_z);

% v krajnich uzlech je reseni nulove

for 1 = 2:n
cl(j+1,i) cc(i—1);
c2(j+1,i) = cz(i—1);
end



4 Vysledky

Koncentrace chemické latky v Fece
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Obrézek 1: Resenf na siti s krokem h = 5m a k = 5s s pouzitim centralni

; : Oc
formule pro aproximaci F=.

Reseni v riznych ¢éasech
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Obrazek 2: Koncentrace chemické latky v casech ¢t = 0,1,2,3,4,5 minut.
Chemicka latka se rozptyluje do okoli a pohybuje spolu s proudem teky.



Koncentrace chemické latky v Fece o1
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Obrézek 3: Resenf na siti s krokem h = 10m a k = 5s s pouzitim centrélni for-
mule pro aproximaci %. Prostorovy krok je prilis velky a v feSeni se vyskytuji
nefyzikalni oscilace.

c(x,t)

Reseni v éase 5 minut
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Obrazek 4: Srovnani feseni na siti s krokem A = 10m a k = 5s v case 5 minut
pri pouziti centralni a zpétné formule. Pti pouziti zpétné formule se vyhneme
nefyzikalnim oscilacim, ale feSeni ma mensi presnost.



