
Matematika III
Lineárnı́ algebra
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Ortogonálnı́ matice
Rozklady LR a QR
Givensovy matice rovinné rotace
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Ortonormálnı́ báze

Ortonormálnı́ báze

Systém vektorů v1, v2, . . . , vk tvořı́ bázi lineárnı́ho prostoru V ⇐⇒
1. systém vektorů v1, v2, . . . , vk je lineárně nezávislý ,

2. vektory v1, v2, . . . , vk generujı́ celý prostor V .

Báze v1, v2, . . . , vk lineárnı́ho prostoru V je ortonormálnı́ ⇐⇒

vT
i vj =

{
0 i 6= j . . . ortogonalita mezi prvky báze

1 i = j . . . normalizace, tj. vT
i vi = ||vi ||2 = 1

Přı́klad Přirozená báze Rn:

e1 =


1
0
...
0

 ∈ Rn, e2 =


0
1
...
0

 ∈ Rn, . . . en =


0
0
...
1

 ∈ Rn,
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Ortonormálnı́ báze

eT
1 e2 = (1, 0, . . . , 0)


0
1
0
...
0

 = 0, eT
3 e3 = (0, 0, 1, 0, . . . , 0)


0
0
1
...
0

 = 1

=⇒ přirozená báze je ortonormálnı́ .

Pozor na pořadı́ násobenı́!

e1 · eT
2 =


1
0
0
...
0

 · (0, 1, 0, . . . , 0) =


0 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 0

 matice n × n

Poznámka Lineárnı́ prostor bud’ nemá bázi (C(〈a, b〉)) nebo má nekonečně
mnoho bázı́ (Rn) .
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Ortonormálnı́ báze

Přı́klad Najděte bázi nulového prostoru matice A =

(
1 0 2
1 1 4

)
.

N (A) = {x = (x1, x2, x3)
T ∈ R3, Ax = 0}.

h(A) = 2, n = 3 =⇒ dimVH = dimN (A) = 1 .

N (A) = {x ∈ R3, x = α

 −2
−2

1

 , α ∈ R} ,

báze např.

B =

 −2
−2

1

 , nrbo

 1
1
− 1

2

 . . . nekonečně mnoho bázı́ ,

dim(N (A)) = 1, N (A) je lineárnı́ podprostor R3 .
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Ortogonálnı́ podprostory

Ortogonálnı́ podprostory

Podprostory v R3:

triviálnı́: R3, dim(R3) = 3
a podprostor obsahujı́cı́ pouze nulový prvek: {0}, dim({0}) = 0 ,

netriviálnı́:
přı́mky p procházejı́cı́ počátkem, dim(p) = 1 a roviny % procházejı́cı́
počátkem, dim(%) = 2 .
Přı́mka může být ortogonálnı́ (kolmá) k jiné přı́mce nebo k rovině, ale nemůže
být kolmá k prostoru, nebot’ celý prostor R3 je kolmý jen k podprostoru {0} .

Definice Dva podprostory V a W prostoru Rn (téhož) jsou ortogonálnı́

⇐⇒

vTw = 0 ∀v ∈ V a ∀w ∈ W .
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Ortogonálnı́ podprostory

Přı́klad: Necht’ V je nadrovina v R4 generovaná vektory v1 = (1, 0, 0, 0)T

a v2 = (1, 1, 0, 0)T a necht’ W je přı́mka generovaná vektorem
w1 = (0, 0, 4, 5)T. Jsou V a W ortogonálnı́ podprostory?

vT
1 w1 = (1, 0, 0, 0)


0
0
4
5

 = 0 , vT
2 w1 = (1, 1, 0, 0)


0
0
4
5

 = 0

=⇒ V a W jsou ortogonálnı́ podprostory .

Proč ?
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Ortogonálnı́ podprostory

v ∈ V , v = αv1 + βv2 , w ∈ W , w = γw1 , α, β, γ ∈ R .

vTw =

α


1
0
0
0

+ β


1
1
0
0




T

· γ


0
0
4
5

 =

= [(α, 0, 0, 0) + (β, β, 0, 0)] ·


0
0

4γ
5γ

 = 0 .

Tedy opravdu každý prvek v ∈ V je kolmý na každý prvek v podprostoru W a
podprostory jsou ortogonálnı́ . Pı́šeme

V⊥W

Existuje nějaký vektor, který ležı́ ve V i W?
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Ortogonálnı́ podprostory

Proč je ortogonalita důležitá?

Přı́klad: Necht’ b ∈ Rn je dáno a hledáme vzdálenost b od dané přı́mky q,
jejı́ž směrový vektor je a . Tedy hledáme na přı́mce q bod p, který je
”nejblı́že” k b (úsečka bp⊥q) .

-

6

x2

xn

b = (b1, . . . , bn)

�
�
�
� x1

�
�
�
�
�
��7

��
��

��
��

��

�
���

� q

B
B
B
BB
�p r

p
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Projekce

Projekce

Kdybychom mı́sto přı́mky měli rovinu nebo obecně libovolný podprostor S
prostoru Rn, zase můžeme hledat bod p v tomto podprostoru, který je nejblı́ž
k b.

Bod p . . . projekce bodu b na daný podprostor

Bod p je průsečı́k kolmé přı́mky procházejı́cı́ bodem b s daným
podprostorem.

Toto je geometrický popis problému hledánı́ řešenı́ přeurčené soustavy
rovnic, a to řešenı́ ve smyslu nejmenšı́ch čtverců.
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Projekce

Idea - R2

-

6

x1

x2

B = (b1, b2)
b
b
b
b
b

QO

r













�

��
��

��
��

��1 A = (a1, a2)

B
B
B
BB
�p r

p

Označme
α = ] AOQ ,
θ = ] BOA ,
β = α+ θ . Pak

sinα =
a2

||a|| , cosα =
a1

||a|| , sinβ =
b2

||b|| , cosβ =
b1

||b|| ,

θ = β − α =⇒ cos θ = cosβ cosα+ sinβ sinα =⇒
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Projekce

cos θ =
b2

||b|| ·
a2

||a|| +
b1

||b|| ·
a1

||a|| =
a1b1 + a2b2

||a|| · ||b|| =⇒

Kosinus úhlu libovolných dvou vektorů . . . cos θ =
aTb

||a|| · ||b||
Jak tedy spočı́táme projekci p bodu b do směru vektoru a?
Co vı́me

1. bod p ležı́ na úsečce OA, tj. je nějakým násobkem vektoru a:
p = x̃a, x̃ ∈ R

2. (b − x̃a)⊥a =⇒ aT(b − x̃a) = 0 ⇐⇒ aTb = x̃aTa

x̃ =
aTb
aTa

=⇒ p =
aTb
aTa
· a . . . projekce bodu b do směru vektoru a
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Projekce

Jaká je vzdálenost bodu b od přı́mky ve směru vektoru a?∥∥∥∥b − aTb
aTa

∥∥∥∥2

=

(
b − aTb

aTa

)T(
b − aTb

aTa

)
=

bTb − 2
(aTb)2

aTa
+

(
aTb
aTa

)2

aTa =
(bTb)(aTa)− (aTb)2

aTa
≥ 0 .

=⇒

Libovolné dva vektory splňujı́ tzv. Schwarzovu nerovnost:

|aTb| ≤ ||a|| ||b|| (1)

Poznámka Rovnost ve Schwarzově nerovnosti (1) platı́ ⇐⇒ b je
násobek a. V tom přı́padě je b ≡ p a vzdálenost je 0.
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Projekce

Řešenı́ přeurčené soustavy ve smyslu nejmenšı́ch čtverců

Přı́klad Přeurčená soustava rovnic: 3 rovnice, 1 neznámá

2x = b1

3x = b2

4x = b3

Tato přeurčená soustava bude řešitelná jen tehdy, budou-li pravé strany v
poměru 2:3:4. Jinými slovy řešenı́ bude existovat jen tehdy, bude-li
b = (b1, b2, b3)

T ležet na přı́mce generované vektorem (2, 3, 4)T.

V praxi se takovéto rovnice vyskytujı́ a musı́me je řešit. Jak?

Jedna možnost je určit x z některé rovnice a ignorovat zbytek rovnic =⇒
jedna rovnice by byla splněna přesně, ale v ostatnı́ch by byly velké chyby - to
nenı́ nejlešı́ řešenı́.
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Řešenı́ ve smyslu nejmenšı́ch čtverců

Rozumnějšı́ postup: vybereme x tak, abychom minimalizovali
”průměrnou” chybu v m rovnicı́ch, obvykle součet čtverců

E2 = (2x − b1)
2 + (3x − b2)

2 + (4x − b3)
2 .

Pro přesné řešenı́ (b ležı́ na přı́mce generované vektorem (2, 3, 4)T) bude
E = 0, jinak je grafem E2 parabola s minimem v bodě, kde má funkce E2

minimum. Jde o nejmenšı́ čtverce, stačı́ spočı́tat stacionárnı́ bod, tj.

dE2

dx
= 0 =⇒ x̃ =

2b1 + 3b2 + 4b3

29
. . . řešenı́ ve smyslu nejmenšı́ch čtverců .

Obecně

E = ||ax − b|| =
√

(a1x − b1)2 + · · ·+ (amx − bm)2 , t.j.

E2(x) = (ax − b)T(ax − b) = aTax2 − bTax − aTbx + bTb .

(E2(x))′ = 0 ⇐⇒ x =
aTb
aTa

=⇒

řešenı́ ve smyslu nejmenšı́ch čtverců je identické s řešenı́m x̃ zı́skaným
pomocı́ projekce p .
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Řešenı́ ve smyslu nejmenšı́ch čtverců

Vı́ce proměnných, tj. vı́ce dimenzı́. Přeurčená soustava:

Ax = b, A ∈ Rm×n, m > n , x ∈ Rn, b ∈ Rm .

Chceme minimalizovat chybu E = ||Ax − b||. Platı́

Ax =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
am1 am2 . . . amn




x1

x2
...

xn

 =


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

 =

= x1


a11

a21
...

am1

+ x2


a12

a22
...

am2

+ · · ·+ xn


a1n

a2n
...

amn

 . . .

lineárnı́ kombinace sloupců A ∀x ∈ Rn =⇒ dostaneme lineárnı́ prostor
generovaný sloupci matice A . . . tzv.

sloupcový prostor matice A , obvykle označujeme R(A) (range of A) .
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Soustava normálnı́ch rovnic

Soustava normálnı́ch rovnic

Náš cı́l: hledáme x̃ tak, aby chyba řešenı́ byla minimálnı́ ve smyslu
nejmenšı́ch čtverců.

Chyba E = ||Ax − b|| je vzdálenost bodu b od bodu Ax ∈ R(A). Tedy najı́t
řešenı́ x̃ ve smyslu nejmenšı́ch čtverců znamená najı́t bod p = Ax̃ , který je
nejblı́ž b ze všech bodů sloupcového prostoru R(A), tedy p musı́ být projekce
b na R(A) a vektor chyby Ax̃ − b musı́ být kolmý na sloupcový prostor. Jinak
řečeno, každý vektor Ay ∈ R(A) musı́ být kolmý na vektor chyby Ax̃ − b:

(Ay)T(Ax̃ − b) = 0 =⇒ yT(ATAx̃ − ATb) = 0 ∀y =⇒

ATAx̃ − ATb = 0 ⇐⇒ ATAx̃ = ATb .

Řešenı́ libovolného přeurčeného systému rovnic Ax = b, A ∈ Rm×n, m > n,
splňuje soustavu normálnı́ch rovnic

ATAx̃ = ATb .
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Soustava normálnı́ch rovnic

Věta Vektor x ∈ Rn je řešenı́m soustavy Ax = b, A ∈ Rm×n, m > n , ve
smyslu nejmenšı́ch čtverců právě když x řešı́ normálnı́ rovnice.
Navı́c problém nejmenšı́ch čtverců má jediné řešenı́ právě když hodnost h(A)
matice A je maximálnı́, tj. h(A) = n.

Poznámka Je-li A ∈ Rm×n, m ≥ n, pak

h(A) = n ⇐⇒ det(ATA) 6= 0.

Soustava Ax = b je tedy jednoznačně řešitelná ve smyslu nejmenšı́ch
čtverců právě když matice ATA je regulárnı́.
Z normálnı́ch rovnic dostáváme

x̃ = (ATA)−1ATb

a má-li matice A ∈ Rm×n ortonormálnı́ sloupce, t.j. ATA = En , kde En je
jednotková matice řádu n, pak

x̃ = ATb .
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Soustava normálnı́ch rovnic

Přı́klad Řešte soustavu Ax = b ve smyslu nejmenšı́ch čtverců,

A =

 1 2
1 5
0 0

 , b =

 4
3
9

 , x ∈ R2 .

Sloupcový prostor matice A:

R(A) =
{

v ∈ R3, v = α(1, 1, 0)T + β(2, 5, 0)T, α, β ∈ R
}

. . . dvoudimenzionálnı́ podprostor R3, (0, 0, 0)T ∈ R(A) .

Vypočteme projekci p = Ax̃ = A(ATA)−1ATb

ATA =

(
2 7
7 29

)
, (ATA)−1 =

1
9

(
29 −7
−7 2

)
, p =

 4
3
0

 .
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Soustava normálnı́ch rovnic

Poznámka Frobeniova věta
Soustava lineárnı́ch algebraických rovnic Ax = b má řešenı́

⇐⇒

h(A) = h(A|b) .

Počet řešenı́:

Regulárnı́ (nesingulárnı́) přı́pad:
Je-li h(A) = h(A|b) = n =⇒ soustava má právě jedno řešenı́

Nedourčená soustava
Je-li h(A) = h(A|b) < n =⇒ dim Vh = n − h(A) > 0 =⇒ soustava
má nekonečně mnoho řešenı́.

Přeurčená (nekonsistentnı́) soustava
h(A) < h(A|b) =⇒ Soustava nemá řešenı́, můžeme najı́t řešenı́ jen
ve smyslu nejmenšı́ch čtverců.
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Soustava normálnı́ch rovnic

Cvičenı́

1 Pomocı́ soustavy normálnı́ch rovnic najděte řešenı́ ve smyslu
nejmenšı́ch čtverců pro náledujı́cı́ nekonsistentnı́ soustavy 1 0

0 1
1 1

( u
v

)
=

 1
1
0

 ,

 1
1
1

 (x) =

 1
3
5

 .

2 (a) Necht’

A =

 1 0
0 1
1 1

 , x =

(
u
v

)
, b =

 1
3
4

 .

Vypočtěte chybu E2 = ||Ax − b||2 a jejı́ minimum. Výsledek porovnejte se
soustavou normálnı́ch rovnic ATAx̃ = ATb .

(b) Najděte řešenı́ x̃ a projekci p = Ax̃ vektoru b na sloupcový prostor R(A)
matice A.

(c) Ověřte, že vektor b − p je kolmý na sloupce matice A .
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Ortogonálnı́ matice

Ortogonálnı́ matice

Ortogonálnı́ matice = čtvercová matice s ortonormálnı́mi sloupci.
Tedy necht’ Q je čtvercová matice se sloupci q1, q2, . . . , qn

Q je ortogonálnı́ ⇐⇒ qT
i qj = δij =

{
= 1 pro i = j
= 0 pro i 6= j ,

QTQ =


−− qT

1 −−
−− qT

2 −−
...

−− qT
n −−

 ·
 | | |

q1 q2 . . . qn

| | |

 =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . .
0 0 . . . 1

 = E .

Vlastnosti ortogonálnı́ch matic:

QTQ = QQT = E

Q je regulárnı́, h(Q) = n =⇒ ∃Q−1,

QTQ = E , tuto maticovou rovnici vynásobı́m maticı́ Q−1 zprava =⇒

QTQQ−1 = Q−1 =⇒ Q−1 = QT .
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Ortogonálnı́ matice

Permutačnı́ matice

Uved’me měkolik typických přı́kladů ortogonálnı́ch matic.

Permutačnı́ matice . . . v každém řádku i sloupci je právě jedna
jednička, všude jinde jsou nuly, ortogonálnı́ matice. Např.

P =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 =⇒ P · PT = PTP = E , P−1 = PT .

Proč permutačnı́? Přehodı́ (permutuje) řádky nebo sloupce dané matice,
např.

PA =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =

 a21 a22 a23

a31 a32 a33

a11 a12 a13



APT =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 =

 a12 a13 a11

a22 a23 a21

a32 a33 a31
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Ortogonálnı́ matice

Matice rotace v R2

Matice rotace v R2

G12 =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
, x =

(
x1

x2

)
=⇒ G12x =

(
x1 cosϕ+ x2 sinϕ
−x1 sinϕ+ x2 cosϕ

)
.

Vhodnou volbou ϕ lze dosáhnout toho, že se jedna ze složek vektoru x
vynuluje. Např. zvolı́me ϕ tak, aby se druhá složka vynulovala:

−x1 sinϕ+ x2 cosϕ = 0 . Nynı́ využijeme rovnost cosϕ =

√
1− sin2 ϕ .

Pak

x2
1 sin2 ϕ = x2

2 (1− sin2 ϕ) =⇒ sin2 ϕ =
x2

2

x2
1 + x2

2
pro (x1, x2) 6= (0, 0) .

Dostaneme: sinϕ =
|x2|√

x2
1 + x2

2

; obdobně cosϕ =
|x1|√

x2
1 + x2

2

.

(úhel ϕ znát nepotřebujeme, stačı́ znát sinϕ a cosϕ) .
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Ortogonálnı́ matice

G1,2 . . . elementárnı́ matice rotace.

G1,2 je ortogonálnı́ matice:

GT
1,2G1,2 = G1,2GT

1,2 =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

) (
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
=

(
1 0
0 1

)
= E

Položme
sinϕ =

|x2|√
x2

1 + x2
2

a cosϕ =
|x1|√

x2
1 + x2

2

.

Pak

G12x =

(
x1 cosϕ+ x2 sinϕ

−x1 sinϕ+ x2 cosϕ

)
=


x2

1√
x2

1 + x2
2

+
x2

2√
x2

1 + x2
2

−x1x2√
x2

1 + x2
2

+
x1x2√
x2

1 + x2
2

 =

(
||x||

0

)
.
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Ortogonálnı́ matice

G12x =

(
||x||

0

)

-

6

x

y

�
�
�
�
�
�
�7

?-
G12x = (||x ||, 0)T

x = (x1, x2)
T
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Ortogonálnı́ matice

Přı́klad Necht’ x = (3, 4)T. Položme sinφ = 4
5 , cosφ = 3

5 . Pak

G12x =
1
5

(
3 4
−4 3

)(
3
4

)
= (5, 0)T.

Vynásobı́me-li vektor xT maticı́ GT
pq zprava:

xTGT
12 =

1
5
( 3, 4 )

(
3 −4
4 3

)
= ( 5, 0 ).

Položı́me-li sinφ = 3
5 , cosφ = − 4

5 , dostaneme

G12x =
1
5

(
−4 3
−3 −4

)(
3
4

)
= (0,−5)T.

Obdobně při násobenı́ zprava:

xTGT
12 =

1
5
( 3, 4 )

(
−4 −3

3 −4

)
= ( 0, −5 ).
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Ortogonálnı́ matice

Householderova matice zrcadlenı́

Householderova matice zrcadlenı́ . . . matice, která vynuluje vı́ce
složek vektoru najednou.

Hv = E− 2
v vT

||v||2 , v ∈ Rn , v 6= 0 .

x ∈ Rn =⇒ H x := Hvx je vektor souměrný s vektorem x podle
nadroviny % , která je ortogonálnı́ k vektoru v .

HT = (E− 2
v vT

||v||2 )
T = H =⇒ H je symetrická

HT H = H2 = E =⇒ H je ortogonálnı́ .

Poznámka: Hx = x− v =⇒ pro v = x− ||x||e1 je Hx = ||x||e1

vektor, který má všechny složky až na prvnı́ nulové.
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Ortogonálnı́ matice

Přı́klad
x = (3, 4)T, v = x− ||x||e1 = (−2, 4)T,

H =
1
5

(
3 4
4 −3

)
, H x = (5, 0)T.

-

6

x

y

�
�
�
�
�
�
�7x

A
A
A
A
A
AK

v

��
��

�
��

�
��

�
���

�
%

-
H x

A
A
A
A
A
AA
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Ortogonálnı́ matice

Gram–Schmidtův ortogonalizačnı́ proces

Věta Gram–Schmidtův ortogonalizačnı́ proces

Každý lineárně nezávislý systém vektorů a1, a2, . . . , an lze transformovat
(převést) na systém ortogonálnı́ch vektorů pomocı́ tzv. Gram–Schmidtova
ortogonalizačnı́ho procesu:

v1 := a1

a každé dalšı́ vi konstruuju tak, aby bylo ortogonálnı́ ke všem předchozı́m
v1, v2, . . . , vi−1 :

vi := ai −
vT

1 ai

vT
1 v1

v1 − . . .−
vT

i−1ai

vT
i−1vi−1

vi−1 ,

a vektory q1, q2, . . . qn, qi :=
vi

||vi ||
, jsou ortonormálnı́.
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Ortogonálnı́ matice

Přı́klad

a1 = (1, 1, 0)T, a2 = (1, 0, 1)T, a3 = (0, 1, 1)T, v1 := a1 = (1, 1, 0)T

v2 = a2 −
vT

1 a2

vT
1 v1

v1, vT
1 a2 = 1, ||v1||2 = vT

1 v1 = 2

v2 =

 1
0
1

− 1
2

 1
1
0

 =

 1/2
−1/2

1


v3 = a32− vT

1 a3

vT
1 v1

v1 −
vT

2 a3

vT
2 v2

v2, vT
1 a3 = 1, vT

2 a3 =
1
2
, ||v2||2 =

3
2
,

v3 =

 0
1
0

− 1
2

 1
1
0

− 1
6

 1
−1

2

 =
2
3

 −1
1
1


Výsledné ortonormálnı́ vektory jsou

q1 =
1√
2
(1, 1, 0)T, q2 =

1√
6
(1,−1, 2)T, q3 =

√
3

3
(−1, 1, 1)T
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Rozklady LR a QR

LR rozklad matice

LR nebo také LU rozklad matice ilustrujme nejprve na přı́kladu (nalevo zápis
pomocı́ rovnic, napravo maticový zápis):

2x1 + x2 + x3 = 1
4x1 + x2 = −2
−2x1 + 2x2 + x3 = 7

 2 1 1
4 1 0
−2 2 1

 x1

x2

x3

 =

 1
−2

7


Od 2. rovnice odečteme dvojnásobek 1. a ke 3. rovnici přičteme 1.:

2x1 + x2 + x3 = 1
0− x2 − 2x3 = −4
0 + 3x2 + 2x3 = 8

 1 0 0
−2 1 0

1 0 1

 2 1 1 1
4 1 0 −2
−2 2 1 7

 =

 2 1 1 1
0 −1 −2 −4
0 3 2 8


2x1 + x2 + x3 = 1
−x2 − 2x3 = −4

−4x3 = −8

 1 0 0
0 1 0
0 3 1

 2 1 1 1
0 −1 −2 −4
0 3 2 8

 =

 2 1 1 1
0 −1 −2 −4
0 0 −4 −4


Zpětný chod x3 = 1, x2 = 2, x1 = 1 .
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Rozklady LR a QR

Vynechme pravou stranu a podı́vejme se, jaké operace jsme prováděli s
maticı́ soustavy 1 0 0

0 1 0
0 3 1

 ·
 1 0 0
−2 1 0

1 0 1


︸ ︷︷ ︸

 2 1 1
4 1 0
−2 2 1

 =

 2 1 1
0 −1 −2
0 0 −4

 = R ,

 1 0 0
−2 1 0
−5 3 1

 = L̃ =⇒ L̃ · A = R .

L̃ je dolnı́ trojúhelnı́ková matice s jedničkami na diagonále, R je hornı́
trojúhelnı́ková matice. Matice L̃ je regulárnı́, det(L̃) = 1, a tedy existuje matice
L̃−1. Přesvědčte se, že je také dolnı́ trojúhelnı́ková. Dostali jsme tzv.
LR–rozklad matice A:

A = L̃−1R =⇒ A = LR ,

kde L je dolnı́ trojúhelnı́ková matice s jedničkami na diagonále, R je hornı́
trojúhelnı́ková.
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Rozklady LR a QR

Poznámka Je-li A = L R, L dolnı́ trojúhelnı́ková, Lii = 1, R hornı́
trojúhelnı́ková, řešme soustavu

Ax = b =⇒ L R x︸︷︷︸ = b ,
y

Řešı́me nejprve soustavu Ly = b s trojúhelnı́kovou maticı́ a pak soustavu
Rx = y také s trojúhelnı́kovou maticı́.

Pozor, LR–rozklad nemusı́ vždy existovat. Co uděláme, narazı́me-li při
Gaussově eliminaci na nulu na diagonále? Přehodı́me (permutujeme) řádky
nebo sloupce, to odpovı́dá vynásobenı́ matice A permutačnı́ maticı́ P. Pak
provádı́me

P A = L R .

Toto lze, pokud původnı́ matice nenı́ singulárnı́. Pokud je A singulárnı́, žádná
permutace nepomůže a matice L má na diagonále jeden nebo vı́ce nulových
prvků. Výsledný rozklad pak nenı́ jednoznačný.
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Rozklady LR a QR

Rozklad QR

QR–rozklad matice A je rozklad matice na součin ortogonálnı́ matice Q a
hornı́ trojúhelnı́kové matice R:

A = Q R , QTQ = E , R je hornı́ trojúhelnı́ková

Řešenı́ soustavy Ax = b:

QRx = b , vynásobı́me QT zleva =⇒

QTQ Rx = QTb , =⇒ Rx = QTb . . . soustava s trojúhelnı́kovou maticı́

Výhoda: tento rozklad vždy existuje a pro reálné matice je jednoznačný.

Nynı́ si ukážeme, jak lze pomocı́ ortogonálnı́ch matic transformovat danou
matici na žádaný tvar.
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Givensovy matice rovinné rotace

Givensovy matice rovinné rotace

Matice Gpq ∈ Rn×n, p < q, tvaru

Gp,q =



1
. . .

1
c . . . . . . . . . s
... 1

...
...

. . .
...

... 1
...

−s . . . . . . . . . c
1

. . .
1



,

←− p

←− q

x x
p q

kde s = sinφ, c = cosφ, φ reálné, se nazývá Givensova matice rovinné
rotace. Matice Gpq popisuje rotaci (otočenı́) Rn kolem počátku o úhel φ v
rovině p-q.
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Givensovy matice rovinné rotace

Připomeňme: Elementárnı́ matice rotace v R2

G12 =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
, x =

(
x1

x2

)
=⇒ G12x =

(
x1 cosϕ+ x2 sinϕ
−x1 sinϕ+ x2 cosϕ

)
.

Vhodná volba ϕ =⇒ vynulujeme jednu ze složek vektoru x.

Givensova matice rovinné rotace v Rn, Gpq ∈ Rn×n, je ortogonálnı́ matice

GT
pqGpq = GpqGT

pq = E .

Od jednotkové matice E se lišı́ pouze prvky v pozicı́ch

(p, p), (p, q), (q, p) a (q, q) .

Vynásobı́me-li libovolnou matici A maticı́ Gpq zleva, změnı́ se pouze p-tý a
q-tý řádek matice A, vynásobı́me-li matici A maticı́ Gpq zprava, změnı́ se
pouze p-tý a q-tý sloupec matice A.
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Givensovy matice rovinné rotace

Matice rotace G pro vektor x ∈ R3?

Idea: vložı́me matici G1,2 do jednotkové matice E3×3 - tři možnosti:

Pro vhodnou volbu ϕ

G̃12 =

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 =⇒ G̃12 ·

 x1

x2

x3

 =

 x̃1

0
x3


Pro vhodnou volbu ϕ

G̃13 =

 cosϕ 0 sinϕ
0 1 0

− sinϕ 0 cosϕ

 =⇒ G̃13 ·

 x1

x2

x3

 =

 x̃1

x2

0


Pro vhodnou volbu ϕ

G̃23

 1 0 0
0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ

 =⇒ G̃23 ·

 x1

x2

x3

 =

 x1

x̃2

0


Givensovou maticı́ rovinné rotace lze vždy vynulovat jen jednu složku vektoru.
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Givensovy matice rovinné rotace

Nynı́ položme napřı́klad:

G := G̃13G̃12 =⇒ G

 x1

x2

x3

 = G̃13

 x̃1

0
x3

 =

 ˜̃x1

0
0


Postupnou aplikacı́ matic rotace se nám podařilo vynulovat dvě (všechny až
na jednu) složky vektoru x.

G12 je ortogonálnı́ matice =⇒ G−1
12 = GT

12

xTG−1
12 = (x1, x2) ·G−1

12 = (x1, x2) ·
(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
=

=

 (x1)
2√

x2
1 + x2

2

+
(x2)

2√
x2

1 + x2
2

,− x1x2√
x2

1 + x2
2

+
x2x1√
x2

1 + x2
2

 = (||x ||, 0)

Násobenı́ vektoru xT zprava maticı́ G−1
12 vynuluje druhou složku vektoru xT.
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Givensovy matice rovinné rotace

Pomocı́ vhodně zvolených Givensových matic lze postupně vynulovat v dané
matici A ∈ Rn×n prvky pod diagonálou a transformovat tak matici A na hornı́
trojúhelnı́kový tvar. Podstatně záležı́ na pořadı́, v němž prvky nulujeme, nebot’
chceme, abychom při nulovánı́ dalšı́ho prvku dřı́ve zı́skané nuly nezničili.

Sestavme vždy matici Gpq (p < q) tak, aby se vynulovala q-tá složka daného
vektoru, a násobme postupně matici A zleva maticemi

G12 G13 . . . G1n

G23 . . . G2n
. . .

Gn−1,n

.

Po provedenı́ k násobenı́, k ≤ 1
2 n(n − 1) (Givensovu rotaci neaplikujeme na

prvek matice, který už nulový je), bude matice A v hornı́m trojúhelnı́kovém
tvaru R a matice

G = Gn−1,nGn−2,n . . .G13G12

bude ortogonálnı́ matice,

G A = R =⇒ A = GT R.
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Givensovy matice rovinné rotace

Znázorněme si schématicky Givensovu metodu redukce matice A ∈ R4×4 na
hornı́ trojúhelnı́kový tvar (+ značı́ prvky, které se transformacı́ neměnı́, ∗
značı́ prvky, které se změnı́):

A =


++++
++++
++++
++++

 G12

−→


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
++++
++++

 G13

−→


∗ ∗ ∗ ∗
0 +++
0 ∗ ∗ ∗
++++

 −→
G14

−→


∗ ∗ ∗ ∗
0 +++
0 +++
0 ∗ ∗ ∗

 G23

−→


++++
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 +++

 G24

−→


++++
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ++
0 0 ∗ ∗

 G34

−→


++++
0 +++
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗

 = R.

Nevýhoda: Givensova matice vynuluje vždy jen jeden prvek v dané matici.

Výhoda (zejména pro práci s řı́dkými maticemi): Aplikujeme-li Givensovu
rotaci na danou matici, pak se v této matici změnı́ pouze dva řádky nebo
sloupce. Ostatnı́ prvky zůstanou nezměněny.
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Householderovy matice zrcadlenı́

Připomeňme: Householderova matice zrcadlenı́

Hv = E− 2
v vT

||v||2 , v ∈ Rn , v 6= 0 .

Je-li x ∈ Rn a položı́me-li v = x− ||x||e1, pak Hx = ||x||e1, tj. vektor Hx má
všechny složky až na prvnı́ nulové.

Cvičenı́ Ukažte, že pro libovolné dva vektory x, y ∈ Rn, ||x|| = ||y||, vede
volba v = x− y na takovou Householderovu transformaci, že Hx = y a
Hy = x .

Řešenı́ v = x− y,

Hx = x−2
(x− y)(x− y)T

(x− y)T(x− y)
·x = x−(x− y)· 2(x− y)Tx

(x− y)T(x− y)
= x− x + y = y ,

protože xTx = yTy a
2(xTx− yTx)

xTx− 2yTx + yTy
= 1 .

Dokažte, že Hy = x .
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Householderovy matice zrcadlenı́

Householderova metoda pro řešenı́ soustavy lineárnı́ch
algebraických rovnic

Ax = b , A ∈ Rn×n .

Najdeme n − 1 Householderových matic H1, H2, . . . ,Hn−1 , takových, že

H A := Hn−1 · · · · · H2 · H1 · A = R ,

R je hornı́ trojúhelnı́ková matice, a pak řešı́me soustavu s trojúhelnı́kovou
maticı́:

H A = R , H je ortogonálnı́, tedy HT = H−1 =⇒ A = HT R .

H Ax = Hb =⇒ Rx = Hb
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Householderovy matice zrcadlenı́

Opět si schématicky znázorněme Householderovu metodu redukce matice
A ∈ R4×4 na hornı́ trojúhelnı́kový tvar (+ značı́ prvky, které se transformacı́
neměnı́, ∗ značı́ prvky, které se změnı́):

A =


++++
++++
++++
++++

 H1

−→


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗

 H2 H1

−→


++++
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

 H3H2H1

−→


++++
0 +++
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗

 = R.

H := H3H2H1 , HA = R .

Výhoda: Householderova matice vynuluje vždy celý sloupec matice až na
jeden prvek.

Nevýhoda (zejména pro práci s řı́dkými maticemi): Aplikujeme-li
Householderovu metodu na danou matici, pak se v této matici všechny prvky,
kromě právě vynulovaných, zaplnı́ nebo změnı́.
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Vlastnı́ čı́sla a vlastnı́ vektory matice

Definice Vlastnı́m čı́slem matice A (reálné nebo komplexnı́) se nazývá každé
(obecně komplexnı́) čı́slo λ, splňujı́cı́ pro některý nenulový vektor x rovnici

Ax = λ x ,

x 6= 0 . . . vlastnı́ vektor matice A přı́slušný k vlastnı́mu čı́slu λ
Množina všech vlastnı́ch čı́sel matice A . . . spektrum matice A

Ax = λx . . . maticová rovnice pro neznámý vektor x

Ax−λx = 0 , (A−λE)x = 0 , x 6= 0 , A−λE musı́ být singulárnı́ =⇒

det(A− λE)︸ ︷︷ ︸ = 0 . . . charakteristická rovnice matice A

charakteristický polynom matice A = polynom stupně n :

P(λ) = det(A− λE) = (−1)n(λn + p1λ
n−1 + p2λ

n−2 + · · ·+ pn) , kde

−p1 = a11 + a22 + · · ·+ ann = stopa matice A
pn = (−1)ndet A

Pozor! Vlastnı́ čı́sla reálné matice mohou být imaginárnı́ .
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Přı́klad: Vypočtěte vlastnı́ čı́sla a vlastnı́ vektory matice A =

(
2 1
−5 0

)
.

A− λE =

(
2− λ 1
−5 −λ

)
=⇒ det(A− λE) = λ2 − 2λ+ 5

Charakteristická rovnice: λ2 − 2λ+ 5 = 0 =⇒ λ1 = 1 + 2i , λ2 = 1− 2i ,
vlastnı́ čı́sla matice A jsou navzájem komplexně sdružená.

Vypočteme vlastnı́ vektor x1 přı́slušný vlastnı́mu čı́slu λ1 = 1 + 2i , tj. řešı́me
soustavu se singulárnı́ maticı́ :

(A− λ1E)x1 = 0 , x1 = (h1, h2) 6= 0 , tedy soustavu(
1− 2i 1
−5 −1− 2i

)(
h1

h2

)
=

(
0
0

)
Tato soustava má nekonečně mnoho řešenı́, ale my chceme jen jeden vlastnı́
vektor. Zvolme např. h1 = 1 , pak h2 = −1 + 2i . Jsou-li vlastnı́ čı́sla
komplexně sdružená, jsou také komplexně sdružené vlastnı́ vektory.
Dostáváme

x1 =

(
1

−1 + 2i

)
, x2 =

(
1

−1− 2i

)
.
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Odhad spektrálnı́ho poloměru

Odhad spektrálnı́ho poloměru – Geršgorinova věta
Necht’ A = (ajk ) je čtvercová matice n × n . Necht’

Kj = {µ ∈ C, |µ− ajj | ≤
n∑

k=1
k 6=j

|ajk |} je kruh se středem Sj a poloměrem rj ,

Sj = ajj , rj =
n∑

k=1
k 6=j

|ajk | , t.j poloměr rj kruhu Kj je roven součtu absolutnı́ch

hodnot mimodiagonálnı́ch prvků v j−tém řádku.

Pak všechna vlastnı́ čı́sla matice A ležı́ ve sjednocenı́ kruhů
n⋃

j=1

Kj .

Numerické metody výpočtu vlastnı́ch čı́sel a vlastnı́ch vektorů jsou založeny
na LU nebo QR rozkladu matice A .
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Přı́klad

A =


1 −1 1 −1
0 1 −1 0
−1 0 0 −1

0 1 2 −2

 ,

S1 = 1 r1 = 3
S2 = 1 r2 = 1
S3 = 0 r3 = 2
S4 = −2 r4 = 3

Vlastnı́ čı́sla jsou

1.126575852 ± 0.7768133722 i, −1.126575852 ± 1.391009448 i .

Všechna ležı́ v množině M = K1 ∪ K2 ∪ K3 ∪ K4 .
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Singulárnı́ rozklad matice

Singulárnı́ hodnoty matice

A ∈ Rm×n, m 6= n . . . libovolná obdélnı́ková matice

Pro obdélnı́kovou matici nenı́ pojem vlastnı́ho čı́sla definován, ale . . .

ATA ∈ Rn×n =⇒ ATA je čtvercová(
ATA

)T
= ATA =⇒ ATA je symetrická

xT
(

ATA
)

x = (Ax)T Ax = ‖Ax‖2 ≥ 0 ∀ x ∈ Rn =⇒ ATA je pozitivně semidefinitnı́

Vlastnı́ čı́sla λ1, λ2, . . . , λn matice ATA jsou reálná, nezáporná. Zapišme je ve
tvaru λk = σ2

k , σk ≥ 0, k = 1, . . . , n. Čı́sla

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0 se nazývajı́ singulárnı́ hodnoty matice A.

Pro nejmenšı́ a největšı́ singulárnı́ hodnotu matice A platı́:

σ1 = max
0 6=x∈Rn

‖Ax‖
‖x‖ , σn = min

06=x∈Rn

‖Ax‖
‖x‖ .
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Singulárnı́ rozklad matice

Věta Bud’ A ∈ Rm×n libovolná matice. Pak

existujı́ ortogonálnı́ matice U typu m ×m a ortogonálnı́ matice V typu
n × n takové, že matice S = UTAV typu m × n má ”diagonálnı́”tvar

S =

(
D 0
0 0

)
D = diag (σ1, σ2, . . . , σr ), σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr ≥ 0,

kde σ1, σ2, . . . , σr jsou nenulové singulárnı́ hodnoty matice A a r je
hodnost matice A;

nenulové singulárnı́ hodnoty matice AT jsou rovněž čı́sla σ1, σ2, . . . , σr .

Rozklad A = USVT . . . singulárnı́ rozklad matice A.

Poznámka S = UTAV
sloupce matice U . . . m ortonormálnı́ch vlastnı́ch vektorů symetrické
matice AAT typu m ×m,

sloupce matice V . . . n ortonormálnı́ch vlastnı́ch vektorů symetrické
matice ATA typu n × n.
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Singulárnı́ rozklad matice

Numerický výpočet

A ∈ Rm×n, m ≥ n (w.l.o.g.)

Golubova-Reinschova (Golubova-Kahanova) metoda: dva kroky

bidiagonalizace matice A pomocı́ Householderových matic zrcadlenı́:

A −→ J(0) =

(
J0

0

)
, J0 =



x x 0
x x

. . .
. . .
. . . x

0 x

 .

Po n redukčnı́ch krocı́ch dostaneme (hornı́) dvoudiagonálnı́ matici J(0)

typu m × n
J(0) = PnPn−1 . . .P1AQ1Q2 . . .Qn−2,

Pk , Qk jsou Householderovy matice zrcadlenı́.
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Singulárnı́ rozklad matice

Q := Q1Q2 · · ·Qn−2 , P := P1P2 · · ·Pn , P a Q . . . ortogonálnı́ ,

J(0) = PTAQ, (J(0))TJ(0) = JT
0J0 = QTATAQ .

Matice J0 a A jsou podobné a majı́ tedy tytéž singulárnı́ hodnoty. Zbývá
provést singulárnı́ rozklad dvoudiagonálnı́ matice J0.

singulárnı́ rozklad dvoudiagonálnı́ matice J0, tj. iteračnı́ diagonalizace
pomocı́ jisté varianty QR metody s posuny spektra s využitı́m vhodných
Givensových matic rovinné rotace

J0 −→ J1 −→ . . . −→ D , kde D je diagonálnı́ , Jk+1 = ST
k Jk Tk ,

Sk a Tk jsou ortogonálnı́ matice. Matice Tk vybı́ráme tak, že posloupnost
třı́diagonálnı́ch matic Mk = JT

k Jk konverguje k diagonálnı́ matici, kdežto
matice Sk vybı́ráme tak, aby všechny matice Jk byly ve dvoudiagonálnı́m
tvaru.

Metoda je rychlá a numericky stabilnı́. Podrobnostmi se nebudeme zabývat.
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Řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic ve smyslu nejmenšı́ch čtverců

Připomeňme

Vektor x ∈ Rn je řešenı́m soustavy Ax = b ve smyslu nejmenšı́ch čtverců
právě když x řešı́ normálnı́ rovnice

ATAx = ATb .

Vı́me také, že soustava Ax = b je jednoznačně řešitelná ve smyslu
nejmenšı́ch čtverců právě když matice ATA je regulárnı́.

Z normálnı́ch rovnic dostáváme

x = (ATA)−1ATb .
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Řešenı́ normálnı́ch rovnic - teorie

ATAx = ATb, c := ATb, ATA regulárnı́ =⇒ x = (ATA)−1c

Spektrálnı́ analýza matice ATA ∈ Rn×n :

vlastnı́ čı́sla λi > 0, vlastnı́ vektory vi ∈ Rn, {v1, . . . , vn} . . . báze Rn =⇒

x =
n∑

i=1

αivi , c =
n∑

i=1

γivi

ATA(
n∑

i=1

αivi) =
n∑

i=1

γivi

n∑
i=1

αiλivi =
n∑

i=1

γivi

 =⇒ αi =
1
λi
γi , i = 1, . . . , n.

Co se skrývá za poslednı́ rovnostı́?
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Necht’ vlastnı́ čı́sla λi > 0, i = 1, . . . , n, matice ATA jsou taková, že λn je
řádově několikrát menšı́ než ostatnı́ vlastnı́ čı́sla:

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn−1 >> λn > 0.

Matice ATA zobrazı́ jednotkovou sféru v Rn na elipsoid s osami ve směrech
vlastnı́ch vektorů vi . Délka poloosy ve směru vn je mnohem menšı́, než
ostatnı́ délky poloos, což znamená, že při zobrazenı́ ATA je n−tá složka
libovolného vektoru jednotkové délky zanedbatelná a elipsoid tedy ležı́ v
podstatě v Rn−1.

Při řešenı́ normálnı́ch rovnic nás zajı́má inverznı́ zobrazenı́ (ATA)−1. To má
stejné vlastnı́ vektory, ale vlastnı́ čı́sla majı́ převrácenou hodnotu:

(ATA)−1vi =
1
λi

vi .

Protože
1
λn

je mnohem většı́ než ostatnı́
1
λi

, je přı́slušný elipsoid v podstatě

jednodimenzionálnı́.
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Zobrazenı́ jednotkové sféry maticı́ ATA; λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn−1 >> λn > 0

Zobrazenı́ jednotkové sféry maticı́ (ATA)−1; λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn−1 >> λn > 0
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Numerické řešenı́ normálnı́ch rovnic

Jaká je v tomto přı́padě chyba výpočtu E = ‖ATAx− ATb‖?

V konečné počı́tačové aritmetice může být vektor ATAx libovolně nepřesný,
protože jednou ztracené cifry nelze zı́skat zpět, a tedy všechny složky kromě
poslednı́ jsou zničené nebo úplně ztracené.

Numerické řešenı́ x = (ATA)−1ATb :

pomocı́ Choleského rozkladu symetrické, pozitivně definitnı́ matice ATA.
Nevýhoda: museli bychom nejprve explicitně vyčı́slit matici ATA, tj.
vyčı́slit mnoho skalárnı́ch součinů, čı́mž již matice ATA může být
zatı́žena značnou chybou. Vyplatı́ se tedy použı́t nějakou metodu, která
nevyžaduje vytvořenı́ matice ATA, ale pracuje přı́mo s maticı́ A.

iteračnı́ metody.

Ztrátu platných cifer numerického výpočtu charakterizuje tzv. čı́slo
podmı́něnosti matice, které je v tomto přı́padě rovno

κ(ATA) =
λ1

λn
.
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Přı́klad
Ax = b 10 7 8 7

7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10


 u1

u2
u3
u4

 =

 32
23
33
31

 ⇒ u = (1, 1, 1, 1)T

Ax̂ = b̂ 10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10


 u1

u2
u3
u4

 =

 32, 1
22, 9
33, 1
30, 9

 ⇒ u = (9, 2;−12, 6; 4, 5;−1, 1)T

Ãx̃ = b 10 7 8, 1 7, 2
7, 08 5, 04 6 5

8 5, 98 9, 98 9
6, 99 4, 99 9 9, 98


 u1

u2
u3
u4

 =

 32
23
33
31

 ⇒ u = (−5, 79; 12, 02;−1.57, 2.57)T

Relativnı́ chyba:
εrel (b̂) =

‖b̂− b‖
‖b‖

= 0, 003, εrel (x̂) = 8, 2

εrel (Ã) =
‖Ã− A‖
‖A‖

= 0, 009, εrel (x̃) = 6, 64

Matice A je symetrická, det(A) = 1, ale κ(A) = 4488
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Řešenı́ normálnı́ch rovnic s využitı́m singulárnı́ho rozkladu

Řešenı́ normálnı́ch rovnic s využitı́m singulárnı́ho rozkladu

Necht’ A = USVT, x = arg min
y∈Rn
||Ay− b|| =⇒ SVTx = UTb , kde

S = diag(σ1, . . . , σp), p = min(m, n). Necht’ hodnost matice h(A)= r < p. Pak
σr+1 = · · · = σp = 0, matice S je singulárnı́ a inverznı́ matice neexistuje.
Vynásobı́me-li však druhou rovnici maticı́ S+ zleva,

S+ =

(
D−1 0
0 0

)
, D−1 =

 1
σ1 . . . 1

σr

 ,

dostaneme pro x soustavu VTx = S+UTb s ortogonálnı́ maticı́ soustavy VT.
Matice S+ je tzv. Mooreova-Penroseova pseudoinverznı́ matice k matici S .
Pseudoinverzemi v obecném přı́padě se zde nebudeme zabývat.
Srovnánı́:

κ(A) =
σ1

σr
, κ(ATA) =

λ1

λr
=

(
σ1

σr

)2

= (κ(A))2 =⇒

přı́mým řešenı́m normálnı́ch rovnic ztratı́me dvakrát vı́ce platných cifer než
při aplikaci SVD.
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Řešenı́ normálnı́ch rovnic s využitı́m singulárnı́ho rozkladu

Rovnici A = USVT lze přepsat ve tvaru tzv. singulárnı́ho rozvoje matice A:

A =
r∑

i=1

σiuivT
i , h(A) = r , h(uivT

i ) = 1 =⇒

x ∈ Rn =⇒ Ax =
r∑

i=1

σiuivT
i x =

r∑
i=1

(vT
i xσi)ui . . .

lineárnı́ kombinace vektorů ui , i = 1, . . . , r .

Aplikace : Komprese dat

A ∈ Rm×n . . . obsahuje naměřená data. Hledáme aproximaci této matice
maticı́ B takovou, že h(B) = k < min(m, n) a matice B zachytı́
nejdůležitějšı́ informace obsažené v datech, tj. v matici A. Kdybychom
napřı́klad chtěli, aby hodnost matice B byla rovna jedné, položı́me
B = σ1u1vT

1 .

Pozor! Různá volba k ovlivnı́ kvalitu zı́skaných výsledků.
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Řešenı́ normálnı́ch rovnic s využitı́m singulárnı́ho rozkladu

Přı́klad Chceme digitalizovat fotografii tak, že obraz nahradı́me maticı́
24× 24 pixelů. Prvky matice jsou bud’ 0 (černá buňka) nebo 1 (bı́lá buňka). S
přesnostı́ na 4 desetinná mı́sta zı́skáme 16 nenulových singulárnı́ch hodnot,
všechny ostatnı́ jsou s touto přesnostı́ 0:

9, 5403 6, 6288 5, 6369 3, 4756 2, 7385 2, 2023 1, 5835 1, 5566
1, 4207 1, 2006 0, 9905 0, 9258 0, 7479 0, 6744 0, 6122 0, 4698

Hledáme k tak, aby relativnı́ chyba obrazu nebyla většı́ než 10%, relativnı́
chyba

e(k) = 1−

√√√√∑k
i=1 σ

2
i∑16

i=1 σ
2
i

Konkrétně: e(2) = 0, 18, e(3) = 0, 09 =⇒ tři členy singulárnı́ho rozvoje
matice A, =⇒

B =
3∑

i=1

σiuivT
i , h(B) = 3
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Řešenı́ normálnı́ch rovnic s využitı́m singulárnı́ho rozkladu

Originálnı́ fotografie
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Řešenı́ normálnı́ch rovnic s využitı́m singulárnı́ho rozkladu

  

 

k = 3; k = 5; k = 5, ale prvky B jsou zaokrouhleny na 0 nebo 1
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Literatura

Turzı́k D. et all: Matematika II, VŠCHT Praha, 2002.
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