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2 Diferenciálnı́ operace 1. řádu
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Skalárnı́ součin

Skalárnı́ součin

Vektorový prostor (V ,+, ·) . . . Množina V, na které jsou definovány dvě
operace, a to sčı́tánı́ (+) a násobenı́ reálným čı́slem (·), které splňujı́ 8
axiomů (komutativita, asociativita, distributivita, nulový a opačný prvek
vzhledem ke sčı́tánı́ a jednotkový prvek vzhledem k násobenı́ reálným
čı́slem).

Skalárnı́ součin:

u = (u1, u2, . . . , un) ∈ Rn,

v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn ,

=⇒ u · v =
n∑

i=1

uivi ∈ R ,

v R2

||v || · cosα . . . kolmý průmět vektoru
v do směru vektoru u,

u · v = ||u|| · ||v || · cosα
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Skalárnı́ součin

Vlastnosti skalárnı́ho součinu:
Necht’ V je vektorový prostor, a, b ∈ V , α, β ∈ R. Pak platı́

a · a ≥ 0 ∀a ∈ V , a · a = 0⇔ a = 0

a · b = b · a
a · (b + c) = a · b + c · d

(α a) · (β b) = (αβ) a · b
a · b = 0 ⇔ a = 0 ∨ b = 0 ∨ a⊥b︸︷︷︸

cos
π

2
= 0

Přı́klad Dokažte, že úhlopřı́čky v kosočtverci jsou k sobě kolmé.
Dvě sousednı́ strany v kosočtverci lze
považovat za dva vektory a, b. Vek-
tory a, b jsou lineárně nezávislé a
||a|| = ||b|| 6= 0. Jestliže i úhlopřı́čky v
kosočtverci uvažujeme jako vektory u a v , je
u = a + b, u 6= 0, v = b − a, v 6= 0. Potom
u · v = (a + b) · (b − a) = −||a||2 + ||b||2 = 0,
a tedy vektory u a v jsou k sobě kolmé.
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Vektorový součin

Vektorový součin

Vektorový součin jen pro vektory v R3, t.j. u ∈ R3, v ∈ R3. Necht’
~i = (1, 0, 0), ~j = (0, 1, 0), ~k = (0, 0, 1).

 

w = u × v =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ =

=~i ·
∣∣∣∣ u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣−~j ·∣∣∣∣ u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣+~k ·∣∣∣∣ u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣ =

= (u2v3 − u3v2,−u1v3 + u3v1, u1v2 − u2v1) ∈ R3.

Plocha rovnoběžnı́ka (ϕ je menšı́ z úhlů, které
vektory svı́rajı́)

‖u × v‖︸ ︷︷ ︸ = ||u|| · ||v || · sinϕ .

plocha rovnoběžnı́ka určeného vektory u a v
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Vektorový součin

Vlastnosti vektorového součinu

Cvičenı́ Pro a, b, c ∈ R3, k ∈ R, dokažte:

a× 0 = 0, a× a = 0

a× b = −(b × a) = −b × a = b × (−a)

a, b lineárně závislé vektory ⇒ a× b = 0

a× (b + c) = a× b + a× c

(k a)× b = k (a× b) = a× (k b)

Cvičenı́ Dokažte
~i ×~i = 0, ~j ×~j = 0, ~k × ~k = 0
~i ×~j = ~k , ~j × ~k =~i , ~k ×~i =~j .

Poznámka a× b = ||a|| · ||b|| · sinα · n︸︷︷︸, kde α ∈ 〈0, π〉 ,
jednotkový normálový vektor

Cvičenı́ Dokažte, že vektor u × v je kolmý k oběma vektorům u a v .
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Vektorový součin

Smı́šený součin

Smı́šený součin: a, b, c ∈ R3, pak

a · (b × c) ∈ R .

V = |a · (b × c)| . . . objem rovnoběžnostěnu,
jehož tři hrany vycházejı́ z téhož vrcholu a jsou
určeny vektory a, b, c.

Cvičenı́ Dokažte, že pro vektory a, b, c ∈ R3 platı́

a · (b × c) = b · (c × a) = c · (a× b) ,

a · (b × c) =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .
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Gradient

Gradient

Definice Necht’ f : Rn → R , bod X0 ∈ D(f ). Vektor

grad f (X0) ≡ ∇ f (X0) =

(
∂f
∂x1

(X0),
∂f
∂x2

(X0), . . . ,
∂f
∂xn

(X0)

)
,

pokud všechny tyto parciálnı́ derivace existujı́, nazýváme gradientem funkce
f v bodě X0 .
Notace:

∇ . . . operátor nabla . . . ∇ =

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, . . .

∂

∂xn

)
Poznámka Gradient je vektor, který udává směr nejrychlejšı́ho růstu
funkčnı́ch hodnot. Ukažme si, že gradient funkce je vždy kolmý na vrstevnice
této funkce.
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Gradient

F Normálový vektor ke křivce

Věta Necht’ je dána rovnice F (x , y) = 0 a bod (x0, y0), který ji splňuje, tj.
F (x0, y0) = 0. Necht’ grad F (x0, y0) 6= (0, 0). Pak body (x , y) z okolı́ bodu
(x0, y0), které splňujı́ rovnici F (x , y) = 0, tvořı́ jistou křivku procházejı́cı́
bodem (x0, y0), jejı́ž normálový vektor v tomto bodě je právě vektor
grad F (x0, y0) =

(
∂F
∂x (x0, y0), ∂F

∂y (x0, y0)
)

.

Důkaz Necht’ napřı́klad ∂F
∂y (x0, y0) 6= 0.Pak na okolı́ bodu (x0, y0) je rovnicı́

F (x , y) = 0 implicitně definovaná funkce y = f (x). Derivace této funkce v
bodě x0, a tedy směrnice k tečny k dané křivce v bodě (x0, y0), je dána
vztahem

k = −
∂F
∂x (x0, y0)
∂F
∂y (x0, y0)

.

Tedy vektor
(
−∂F
∂y

(x0, y0),
∂F
∂x

(x0, y0)

)
je směrovým vektorem tečny ke

grafu f v bodě (x0, y0), a tedy k němu kolmý vektor

grad F (x0, y0) =

(
∂F
∂x

(x0, y0),
∂F
∂y

(x0, y0)

)
je normálovým vektorem vrstevnice v bodě (x0, y0) .
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Gradient

Derivace ve směru

Necht’ f = f (x , y), a = (a1, a2) ∈ R2 : ||a|| = 1, (x0, y0) ∈ D(f )

Derivace f ve směru vektoru a v bodě (x0, y0):

Daf (x0, y0) = lim
t→0

f (x0 + ta1, y0 + ta2)− f (x0, y0)

t
,

pokud limita existuje. Tedy derivace f ve směru jednotkového vektoru a
popisuje rychlost stoupánı́ nebo klesánı́ hodnot funkce f ve směru tohoto
vektoru.

Poznámka Pokud bychom uvažovali mı́sto jednotkového vektoru a nějaký
jeho α násobek, změnı́ se hodnota limity právě α−krát:

Dαaf (x0, y0) = lim
t→0

α · f (x0 + tαa1, y0 + tαa2)− f (x0, y0)

αt
= αDaf (x0, y0) .

Pokud budeme počı́tat derivaci ve směru libovolného vektoru v , budeme
touto derivacı́ rozumět derivaci ve směru jednotkového vektoru přı́slušného k
v , tedy a :=

v
‖v‖ .
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Gradient

Věta Necht’ f ∈ C1(G), kde G ⊂ Rn je otevřená množina,
X0 = (x0, y0) ∈ G , a ∈ Rn, ||a|| = 1 . Pak

Daf (X0) = ∇f (X0) · a︸ ︷︷ ︸ = ||∇f (X0)|| · ||a|| · cosϕ . (1)

skalárnı́ součin

Položı́me-li a :=
∇f (X0)

||∇f (X0)|| , je a jednotkový vektor, ||a|| = 1, a

Daf (X0) = ||∇f (X0)|| ⇒ cosϕ = 1 ⇒ ϕ = 0 .

Tedy Daf (X0) bude největšı́, pokud a bude jednotkový vektor přı́slušný
gradientu f v bodě X0.

Cvičenı́ Ukažte, že pro funkci dvou proměnných je
∂f
∂x

derivacı́ ve směru

vektoru e1 = (1, 0) a
∂f
∂y

je derivacı́ ve směru vektoru e2 = (0, 1).

Poznámka Obecně pro funkci n proměnných f (x1, x2, . . . xn) je

∂f
∂xi

(X0) = Dei f (X0) .
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Gradient

Přı́klad Vypočtěte derivaci funkce f (x , y) = x2y − xy2 ve směru vektoru a
v bodě (1, 2); a je jednotkový vektor přı́slušný vektoru v = (3, 4).

Řešenı́ ||v || = 5 ⇒ a =
1
5

(3, 4) , f je spojitá, spojitě diferencovatelná,

grad f (x , y) =

(
∂f
∂x

(x , y),
∂f
∂y

(x , y)

)
= (2xy − y2, x2 − 2xy) ,

Daf (1, 2) = ∇f (1, 2) · a = (0,−3) · 1
5

(3, 4) = −12
5
.

Přı́klad f (x , y , z) = x2 + x ln z − y3 . Vypočtěte ∇f (1, 2, e) a derivaci ve
směru gradientu v bodě (1, 2, e).
Řešenı́:

∇f (x , y , z) = (2x + ln z,−3y2,
x
z

), ∇f (1, 2, e) = (3,−12,
1
e

) .

Derivace ve směru gradientu v bodě (1, 2, e) je

Daf (1, 2, e) = ||∇f (1, 2, e)|| =

√
9 + 144 +

1
e2

.
= 12.37478627.
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Gradient

Přı́klad Vypočtěte derivaci funkce f (x , y) = 3
√

x(y − 1)2 ve směru vektoru
a = 1

5 (3,−4) v bodě X0 = (0, 1) .

Řešenı́ f je spojitá, nenı́ v bodě (0, 1) spojitě diferencovatelná, tedy
počı́tám podle definice.

Daf (0, 1) = lim
t→0

f (0 + t 3
5 , 1− t 4

5 )− f (0, 1)

t
= lim

t→0

3
√

3
5 t · 16

25 t2 − 0

t
.

= 0, 726848

Poznámka F Gradient vektorového pole Mějme dáno vektorové pole

v(x , y , z) = (v1(x , y , z), v2(x , y , z), v3(x , y , z)) ,

které je spojité a spojitě diferencovatelné na otevřené množině G ⊂ R3. Pak
gradient vektorového pole v definujeme jako tenzorový součin vektorů ∇ a v ,

grad v = ∇ ⊗ v = (∇jvi ) =

(
∂vi

∂xj

)
, i , j = 1, 2, 3 .

Gradient vektorového pole je tenzorové pole 2. řádu, jehož souřadnice tvořı́
prvky Jacobiovy matice funkcı́ v1(x , y , z), v2(x , y , z), v3(x , y , z) . Tedy

grad v =


∂v1
∂x

∂v1
∂y

∂v1
∂z

∂v2
∂x

∂v2
∂y

∂v2
∂z

∂v3
∂x

∂v3
∂y

∂v3
∂z

 .
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Divergence

Divergence

Divergence a rotace jsou vektorové operátory, jejichž vlastnosti jsou
odvozeny z pozorovánı́ chovánı́ vektorového pole tekutiny nebo plynu.

Divergenci vektorového pole si lze představit tak, že vektorové pole F udı́lı́
rychlost toku kapaliny. Jak se rychlost toku zvyšuje, kapalina expanduje pryč
z počátku. V tomto přı́padě je divergence vektorového pole kladná (obr.
vlevo), div F > 0 .

Jestliže vektorové pole představuje tekutinu, která teče tak, že se stlačuje do
počátku, divergence tohoto vektorového pole je záporná div F < 0, docházı́
ke kompresi tekutiny (obr. vpravo).
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Divergence

F := F (x , y) . . . dvoudimenzionálnı́ vektorové pole rychlosti
F := F (x , y , z) . . . vektorové pole rychlosti v třı́dimenzionálnı́m prostoru

Divergence vektorového pole měřı́ expanzi nebo kompresi vektorového pole
v daném bodě, neudává, ve kterém směru se expanze nebo komprese děje
=⇒ divergence je skalár

F : R3 −→ R3, F = (F1,F2,F3), div F =
∂F1

∂x
+
∂F2

∂y
+
∂F3

∂z

Pak divergence je skalárnı́ součin vektorů ∇ a F ,

∇· F =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
· (F1,F2,F3) =

∂

∂x
F1 +

∂

∂y
F2 +

∂

∂z
F3
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Divergence

Přı́klady

Přı́klad 1. F (x , y , z) = (−y , xy , z) =⇒ div F = 0 + x + 1 = x + 1

Přı́klad 2. F (x , y , z) = (x , y , z) =⇒ div F = 1 + 1 + 1 = 3 . . . kladná
konstanta. V tomto přı́padě nezávisı́ divergence na volbě bodu (x , y , z).
Tekutina expanduje.

Přı́klad 3. Vypočtěme divergenci vektorového pole

F (x , y , z) =
(x , y , z)

(x2 + y2 + z2)3/2 , (x , y , z) 6= (0, 0, 0).

Řešenı́ div F (x , y , z) =

=
∂

x
x

(x2 + y2 + z2)3/2 +
∂

y
y

(x2 + y2 + z2)3/2 +
∂

z
z

(x2 + y2 + z2)3/2

=
(x2 + y2 + z2)− 3x2

(x2 + y2 + z2)5/2 +
(x2 + y2 + z2)− 3y2

(x2 + y2 + z2)5/2 +
(x2 + y2 + z2)− 3z2

(x2 + y2 + z2)5/2

=
3(x2 + y2 + z2)− 3(x2 + y2 + z2)

(x2 + y2 + z2)5/2 = 0

Tedy pokud nejsme v počátku, nenı́ tok ani expandujı́cı́ ani kontrahujı́cı́,
div F = 0.
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Divergence

Ponořme do kapaliny kuličku upevněnou v počátku a uvažujme vektorové
pole z Přı́kladu 2. Tekutina proudı́ pryč od kuličky. Protože má vektorové pole
kladnou divergenci všude, bude tok vektorového pole pryč od kuličky, i když
kuličku posuneme z počátku.
Vlevo na obr. je třı́dimenzionálnı́ vektorové pole z Přı́kladu 2, vpravo je
dvoudimenzionálnı́ vektorové pole z Přı́kladu 4.
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Divergence

Závislost na dimenzi

Přı́klad 4. Dvoudimensionálnı́ verze vektorového pole z Přı́kladu 3.

F (x , y) =
(x , y)

(x2 + y2)3/2 , (x , y) 6= (0, 0)

div F (x , y) =
∂

x
x

(x2 + y2)3/2 +
∂

y
y

(x2 + y2)3/2

=
(x2 + y2)− 3x2

(x2 + y2)5/2 +
(x2 + y2)− 3y2

(x2 + y2)5/2

=
2(x2 + y2)− 3(x2 + y2)

(x2 + y2)5/2 =
−1

(x2 + y2)3/2 < 0

Všude kromě počátku je div F (x , y) < 0. Tekutina se stlačuje, i když proudı́
”ven”. Vložı́me-li kruh do proudı́cı́ tekutiny, proudı́ tekutina do kruhu rychleji,
než z kruhu
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Rotace

Rotace

Představa vektorového operátoru rotace vycházı́ z myšlenky, jak může
kapalina nebo plyn rotovat (cirkulovat).

   

   

 

                        

 

 

 

 

 

Rotace 2d vektorového pole Rotace vektorového pole ve 3d
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Rotace

F . . . vektorové pole, které reprezentuje tok tekutiny

Vložme do tekutiny malou kuličku a upevněme jejı́ střed =⇒ kulička se
může otáčet v libovolném směru kolem svého středu, ale nemůže se hýbat.
Tato rotace měřı́ rotaci rot F vektorového pole F v bodě ve středu (malé)
kuličky . . . mikroskopická rotace (cirkulace) vektorového pole F . Rotace je
vektor, rot F ∈ R3, který směřuje podél osy rotace a jeho orientaci určı́me
podle pravidla pravé ruky.

rot F = ∇× F =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
× (F1,F2,F3) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z
F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = i

∣∣∣∣∣∣
∂

∂y
∂

∂z
F2 F3

∣∣∣∣∣∣− j

∣∣∣∣∣ ∂

∂x
∂

∂z
F1 F3

∣∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣∣
∂

∂x
∂

∂y
F1 F2

∣∣∣∣∣∣ =

(
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z

)
i−
(
∂F3

∂x
− ∂F1

∂z

)
j +

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
k ,

kde i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1) jsou jednotkové vektory ve směru
souřadnicových os.
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Rotace

Přı́klady

Přı́klad F (x , y , z) = (−y , xy , z). Vypočtěte rot F .

rot F ==

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z
−y xy y

∣∣∣∣∣∣∣∣ = i(0− 0)− j(0− 0) + k(y + 1) = (0, 0, y + 1) .

Přı́klad F (x , y , z) = (y , x2,−z). Vypočtěte rot F .

rot F ==

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z
y x2 −z

∣∣∣∣∣∣∣∣ = i(0−0)− j(0−0) + k(2x−1) = (0, 0, 2x−1) .

Notace:

rot F ≡ curl F = ∇× F , F = (F1,F2,F3) ∈ R3, rot F ∈ R3
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Rotace

Makroskopická rotace

Mikroskopická rotace – kulička vhozená do kapaliny, střed kuličky upevnı́me,
takže kulička se může otáčet ve všech směrech kolem svého středu, ale
nemůže se hýbat

Makroskopická rotace – uvolnı́me střed kuličky a kulička se začne otáčet v
kruzı́ch nesená tokem tekutiny. Nelze ji jednoduše spočı́tat jako rotF .

Přı́klad F (x , y , z) = (−y , x , 0) . . . rotace kolem osy z. V tomto přı́padě si
můžeme makroskopickou rotaci představit jako rotaci (volné) kuličky v
tekutině v rovině z = 0. Pozor!!! Tato makroskopická rotace nenı́ rotF
vektorového pole F . Abychom mohli měřit rotF , musı́me upevnit střed kuličky.
Vypočtěte si, že rot F = (0, 0, 2) .

Přı́klad F (x , y , z) =
(−y , x , 0)

x2 + y2 , (x , y) 6= (0.0).

Rozlišı́me 2 přı́pady: Podél kružnic x2 + y2 = konstanta =⇒ dostaneme
předchozı́ přı́klad, tedy makroskopickou rotaci kolem osy z.
Pro obecný bod, který neležı́ na ose z dostaneme rot F = (0, 0, 0) . Ověřte.
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Greenova věta

Greenova věta

C . . . orientovaná,jednoduchá uzavřená křivka =⇒

křivkový integrál
∫
C

−→
F
−→
dr reprezentuje rotaci F ”kolem”křivky C.

Např. je-li F rychlostnı́ pole toku vody, tento integrál ukazuje, jak

velkou tendenci má voda cirkulovat podél cesty ve směru orientace C.

Greenova věta . . . převádı́ výpočet

křivkového integrálu vektorovho pole přes uzavřenou křivku C na dvojný
integrál přes vnitřek C

Ale co budeme integrovat přes vnitřek C, aby byl výsledek stejný, jako
kdybychom integrovali po uzavřené křivce C?
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Greenova věta

Greenova věta udává vztah mezi makroskopickou rotacı́ podél uzavřené
křivky C a součtem mikroskopických rotacı́ uvnitř C.

   

      

Makroskopická cirkulace Součet mikroskopických cirkulacı́
vektorového pole F podél C vektorového pole F uvniř C∫

C

−→
F
−→
dr =

∫∫
D

mikroskopická cirkulace F︸ ︷︷ ︸ dA

(rot F ) · k
kde D ⊂ R2 je oblast ”uvnitř”uzavřené křivky C , k je jednotkový vektor ve
směru osy z, (rot F ) · k je z−ová složka operátoru rot F .

Poznámka Třı́rozměrnou analogiı́ Greenovy věty je Gaussova věta, která
vyjadřuje ekvivalenci ”objemového”(trojného) a plošného integrálu.
Nebudeme se jı́ zabývat, protože plošný integrál přesahuje látku MIII.
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Greenova věta

Greenova věta Necht’ C ⊂ R2 je kladně orientovaná jednoduchá uzavřená
křivka, D je oblast ”uvnitř”uzavřené křivky C. Necht’

−→
F je vektorové pole, které

je spojitě diferencovatelné v oblasti D. Pak∫
C

−→
F
−→
dr =

∫∫
D

(rot F ) · k dA =

∫∫
D

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dA .

Přı́klad Vypočtěte
∫
C

y2dx + 3xydy , kde C je kladně orientovaná hranice

hornı́ho půlkruhu D.

-

6

x

y'$
1−1

- 6

C
D

F (x , y) = (y2, 3xy)

Pomocı́ dvojného integrálu: integrand

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
= 3y − 2y = y

oblast D: −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤
√

1− x2
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Greenova věta

∫
C

y2dx + 3xydy =

∫∫
D

(rot F ) · k dA =

∫∫
D

ydA =

=

∫ 1

−1

∫ √1−x3

0
ydy

 dx =
1
2

∫ 1

−1
(1− x2)dx =

2
3
.

Jiný způsob výpočtu: křivkový integrál:

I =

∫
C

y2dx+3xydy , C je kladně orientovaná hranice hornı́ho půlkruhu D .

-

6

x

y'$
1−1

- 6

C1

C2

D

Parametrizace C1 : r = 1, t ∈ 〈0, π〉 ,
x = cos t , y = sin t , dx = − sin tdt , dy = cos tdt

Parametrizace C2 : t ∈ 〈−1, 1〉 ,
x = t , y = 0 , dx = dt , dy = 0
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Greenova věta

I =

∫
C1

y2dx+3xydy+

∫
C2

y2dx+3xydy =

∫ π

0
(− sin3 t+3 cos t sin t)dt+

∫ 1

−1
0dt =

=

∫ π

0
sin t (− sin2 t + 3 cos t)dt = −

∫ π

0
sin t(1− cos3 t)dt + 3

∫ π

0
sin t cos tdt

−
∫

sin t (1−cos2 t)dt =

∣∣∣∣ cos t = u
− sin tdt = du

∣∣∣∣ =

∫
(1−u2)du = 1− 1

3
cos3 t∫

sin t cos tdt =

∣∣∣∣ cos t = u
− sin tdt = du

∣∣∣∣ = −
∫

udu = −1
2

cos2 t

I =

[
1− 1

3
cos3 t

]π
0
− 1

2

[
cos2 t

]π
0

=
2
3
.

Cvičenı́ Vypočtěte pomocı́ Greenovy věty (křivku nakreslete)∫
C

(
√

x − y) dx +

(
1

1 + y2 + x
)

dy ,

kde křivka C je sjednocenı́ části paraboly y2 = x mezi body A = (0; 0) a
B = (1; 1) a úsečky AB. Křivka je probı́haná v kladném smyslu.
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Greenova věta

Poznámka Nezávislost křivkového integrálu na cestě:
Necht’ F = (F1,F2,F3) je vektorové pole na j.s. oblasti G ⊂ R3 , C uzavřená
křivka. Pak křivkový integrál vektorového pole∫
C

−→
F
−→
dr nezávisı́ na integračnı́ cestě (tedy F je potenciálnı́ na G)

⇐⇒
∂F1

∂y
=
∂F2

∂x
,

∂F1

∂z
=
∂F3

∂x
,
∂F2

∂z
=
∂F3

∂y
,

⇐⇒
rot F = 0 .

Poznámka Integrálnı́ definice divergence – integrálem se v tomto přı́padě
myslı́ plošný integrál, nebudeme se tı́m zabývat.

Poznámka Chemická interpretace divergence:
div v(P), kde vektorové pole v je gradientem koncentrace, znamená
množstvı́ chemické látky, které v okolı́ bodu P přibude difúzı́ nebo vznikne
chemickou reakcı́ (div v(P) < 0) a nebo z okolı́ bodu P zmizı́ (div v(P) > 0).
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Greenova věta

Definice Bod P, ve kterém je div v(P) > 0 (expanze) se nazývá zdrojem
nebo zřı́dlem vektorového pole v . Bod P, ve kterém div v(P) < 0 (komprese)
se nazývá propadem .

Poznámka Vektorové pole v na oblasti G se nazývá nezřı́dlové neboli
solenoidálnı́, jestliže

div v(P) = 0 ∀P ∈ G,

t.j. žádný bod G nenı́ ani zřı́dlem, ani propadem.

Poznámka Je-li v(x , y , z) rychlostnı́ pole v kapalině, pak se podmı́nka

div v = 0

nazývá v hydrodynamice rovnicı́ kontinuity nestlačitelné kapaliny.

Definice Vektorové pole v(x , y , z), pro které platı́

rot v(x , y , z) = 0,

se nazývá nevı́rové.
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Stokesova věta

F Orientace plochy

Vı́me, že křivku lze orientovat pomocı́ tečných vektorů. Podobně je tomu u
plochy, jen mı́sto tečných vektorů použı́váme vektory normálové.
Definice Plochu S nazýváme orientovanou, jestliže na nı́ existuje (resp. lze
na nı́ definovat) spojité vektorové pole jednotkových normálových vektorů.

Úmluva Všechny plochy, se kterými budeme pracovat, budou
orientovatelné.

Poznámka Je-li parametrizace Φ plochy S definovaná na uzavřené oblasti
Ω v rovině uv , pak obraz hranice H(Ω) při parametrizaci Φ je obvykle křivka,
popřı́padě několik křivek, kterou nazýváme krajem plochy nebo prostě hranicı́
plochy S.

Definice Řı́káme, že orientace křivky K = hranice plochy S je koherentnı́ s
orientacı́ plochy S, jestliže pozorovatel pohybujı́cı́ se po křivce K ve směru
jejı́ orientace a s hlavou směřujı́cı́ ve směru kladné normály k ploše S, má
plochu S po své levé ruce.

Poznámka Některé plochy nemajı́ žádný kraj, tedy jejich hranice je
prázdná množina (např. sféra). Takové plochy nazýváme uzavřené.
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Stokesova věta

F Stokesova věta

Stokesova věta udává vztah mezi plošným integrálem přes orientovanou
plochu v prostoru R3 a křivkovým integrálem přes jejI koherentně
orientovanou hranici.

Stokesova věta Necht’ v oblasti G ⊂ R3 je zadáno vektorové pole

~v(x , y , z) = v1(x , y , z)i + v2(x , y , z)j + v3(x , y , z)k ,

jehož souřadnicové funkce majı́ na G spojité parciálnı́ derivace 1. řádu. Necht’
S je plocha v G s hranicı́ ∂S tak, že S a ∂S jsou koherentně orientovány. Pak
platı́ ∫

∂S
~v ~ds =

∫∫
S

(rot~v) ~dS .

Poznámka Aplikujeme-li Stokesovu větu na rovinné vektorové pole,
dostaneme Greenovu větu.
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Diferenciálnı́ operace 2. řádu

Diferenciálnı́ operace 2. řádu jsou výsledkem dvojnásobné aplikace
operátoru nabla ∇ na skalárnı́ nebo vektorové pole.

Necht’ f (x , y , z) je skalárnı́ pole třı́dy C2(G), t.j. funkce f : R3 −→ R,
f ∈ C2(G) , a(x , y , z) je vektorové pole třı́dy C2(G).

div grad f

div grad f = ∇·∇f =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)(
∂f
∂x
,
∂f
∂y
,
∂z
∂z

)
=
∂2f
∂x2 +

∂2f
∂y2 +

∂2f
∂z2

Položme

4f =
∂2f
∂x2 +

∂2f
∂y2 +

∂2f
∂z2

4 . . . Laplaceův diferenciálnı́ operátor, Laplacián

Někdy se použı́vá označenı́

4 = ∇ · ∇︸ ︷︷ ︸ = ∇2 =
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2

skalárnı́ součin operátoru nabla se sebou samým.
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Poznámka Laplaceova a Poissonova rovmice

4u = g na Ω ⊂ R2, u = u0 na Γ = ∂Ω, . . .

. . . parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice 2. řádu eliptického typu

g = 0 Laplaceova rovnice
g 6= 0 Poissonova rovnice

funkce splňujı́cı́ 4u = 0 harmonické funkce

div rot a

div rot a = ∇ · (∇× a) = ∇ ·
(
∂a3

∂y
− ∂a2

∂z
,
∂a1

∂z
− ∂a3

∂x
,
∂a2

∂x
− ∂a1

∂y

)
=

∂2a3

∂x∂y
− ∂2a2

∂x∂z
+

∂2a1

∂y∂z
− ∂2a3

∂x∂y
+
∂2a2

∂x∂z
− ∂2a1

∂y∂z
= 0

=⇒ div rot a = 0 .

Cvičenı́ Upravte rot (rot a).
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rot grad f , f ∈ C2(G)

rot grad f = ∇×∇f =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z
∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

i
(

∂2f
∂y∂z

− ∂2f
∂z∂y

)
− j
(

∂2f
∂x∂z

− ∂2f
∂x∂z

)
+ k

(
∂2f
∂y∂z

− ∂2f
∂z∂y

)
= 0.

Tedy
rot grad f = 0 .

Poznámka Kdybychom uvažovali (∇×∇)f . . .

∇×∇ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, a tedy (∇×∇)f = 0 · f = 0
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Gaussova–Ostrogradského věta, divergenčnı́ věta

Gaussova–Ostrogradského věta

Věta Gaussova–Ostrogradského
Necht’ Ω ⊂ R2 je omezená oblast s Lipschitzovskou hranicı́ Γ, u ∈ C1(Ω) . Pak∫

Ω

∂u
∂xi

dx =

∫
Γ

u ni dS , i = 1, 2,

kde n = (n1, n2) je jednotková vnějšı́ normála ke Γ.

Věta řı́ká, že dvojný integrál přes Ω (= vnitřek C) je roven křivkovému integrálu
přes hranici Γ oblasti Ω, kde Γ = C je uzavřená křivka kladně orientovaná.

Položme ve větě u := v · w . Dostaneme∫
Ω

(
∂v
∂xi

w +
∂w
∂xi

v
)

dx =

∫
Γ

v ·w ·ni dS , i = 1, 2, v ,w ∈ C1(Ω), Ω ⊂ R2 .

1. Greenova formule∫
Ω

∂v
∂xi

wdx =

∫
Γ

v · w · ni dS −
∫

Ω

∂w
∂xi

vdx , i = 1, 2, v ,w ∈ C1(Ω), Ω ⊂ R2 .
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Gaussova–Ostrogradského věta, divergenčnı́ věta

Rozepišme 1. Greenovu formuli do složek:∫
Ω

∂v
∂x1

wdx =

∫
Γ

v · w · n1 dS −
∫

Ω

∂w
∂x1

vdx (2)∫
Ω

∂v
∂x2

wdx =

∫
Γ

v · w · n2 dS −
∫

Ω

∂w
∂x2

vdx (3)

Nynı́ v rovnici (2) dosadı́me w :=
∂w
∂x1

a v rovnici (3) dosadı́me w :=
∂w
∂x2

.

Tedy ∫
Ω

∂v
∂x1

∂w
∂x1

dx =

∫
Γ

v · ∂w
∂x1
· n1 dS −

∫
Ω

∂2w
∂x2

1
vdx (4)∫

Ω

∂v
∂x2

∂w
∂x2

dx =

∫
Γ

v · ∂w
∂x2
· n2 dS −

∫
Ω

∂2w
∂x2

2
vdx (5)
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Gaussova–Ostrogradského věta, divergenčnı́ věta

Rovnice (4) a (5) sečteme:∫
Ω

(
∂v
∂x1

∂w
∂x1

+
∂v
∂x2

∂w
∂x2

)
dx =

∫
Γ

v ·
(
∂w
∂x1
· n1 +

∂w
∂x2
· n2

)
dS −

∫
Ω

(
∂2w
∂x2

1
+
∂2w
∂x2

2

)
vdx ,

tedy ∫
Ω

grad v · grad wdx =

∫
Γ

v grad w · ndS −
∫

Ω

4 w · vdx

neboli ∫
Ω

∇v ∇wdx =

∫
Γ

v
∂w
∂n

dS −
∫

Ω

4w vdx .

2. Greenova formule

−
∫

Ω

4w vdx = −
∫

Γ

v
∂w
∂n

dS +

∫
Ω

∇v ∇wdx
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Gaussova–Ostrogradského věta, divergenčnı́ věta

Divergenčnı́ věta

Věta o divergenci Necht’ Ω ⊂ Rn je omezená souvislá otevřená množina v
Rn, jejı́ hranice Γ je konečným sjednocenı́m hladkých ploch, křivek a bodů,
vektorové pole ~T : Ω ⊂ Rn → Rn , je spojité se všemi potřebnými derivacemi
souřadnicových funkcı́ spojitými na Ω. Pak∫

Ω

div ~T dx =

∫
∂Ω

~T · ~νdS .

Poznámka Integrace per partes vektorově∫
Ω

u∇vdx =

∫
∂Ω

uv~νdS −
∫

Ω

v∇udx .
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Ortogonálnı́ transformace

Ortogonálnı́ transformace

Poznámka Einsteinova sumačnı́ konvence
Přes index, který se ve výrazu vyskytuje dvakrát, se automaticky sčı́tá (od 1
do n), aniž se pı́še výraz

∑
. Napřı́klad

τii = τ11 + τ22 + τ33 =
3∑

i=1

τii , αijαik =
3∑

i=1

αijαik , uivi =
n∑

i=1

= u · v

Poznámka Připomeňme si geometrickou interpretaci skalárnı́ho součinu:

v ·w = (v v̂) · (wŵ) = v(v̂ ·w) = w(v · ŵ) = vw cos θ ,

kde v̂ =
v
||v|| , ŵ =

w
||w|| jsou jednotkové vektory, které nesou informaci o

směru. Uvědomme si tedy, že skalárnı́ součin jednotkových vektorů definuje
úhel mezi nimi:

v̂ · ŵ = cos θ .

Uvědomme si také, že je-li vektor v = (v1, v2, v3), pak pro jeho složky platı́

v1 = v · e1 , v2 = v · e2 , v3 = v · e3 ,

kde (e1, e2, e3) jsou jednotkové bázové vektory ve směru souřadnicových os
daného souřadnicového systému.
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Ortogonálnı́ transformace

Označme {e1, e2, e3} nějakou ortonormálnı́ bázi R3, {e′1, e′2, e′3} ortonormálnı́
bázi, která vznikne z původnı́ báze ortogonálnı́ transformacı́,

‖ei‖ = ‖e′i ‖ = 1 , ei · ej = e′i · e′j = δij .

Vyjádřı́me si novou bázi pomocı́ báze původnı́:

e′1 = α11e1 + α12e2 + α13e3 , t.j . e′1 =
3∑

j=1

α1jej

e′2 = α21e1 + α22e2 + α23e3 , t.j . e′2 =
3∑

j=1

α2jej

e′3 = α31e1 + α32e2 + α33e3 , t.j . e′3 =
3∑

j=1

α3jej .
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Ortogonálnı́ transformace

Maticově
 e′1

e′2
e′3

 =

 α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

  e1

e2

e3

 = A

 e1

e2

e3

 ,
ortogonálnı́ matice A je matice přechodu od staré báze k nové. Je tedy (s
využitı́m Einsteinovy sumačnı́ konvence)

e′i = αijej , i = 1, 2, 3 . (6)

Jaký je význam koeficientů αij v matici A?

Rovnici e′i = αijej vynásobı́me skalárně vektorem ej :

e′i · ej = αij ⇒ αij = ‖e′i ‖ · ‖ej‖ · cos(x̂ ′i xj ) = cos(x̂ ′i xj ) ⇒

tedy koeficient αij představuje úhel, který svı́rá i−tá nová osa s j−tou
původnı́ osou.
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Ortogonálnı́ transformace

Zpětná transformace

Zpětná transformace z nové báze do staré má obdobný tvar:

ej =
3∑

i=1

βjie′i = βjie′i , j = 1, 2, 3 ,

kde βji = ej · e′i = cos(x̂jx ′i ) jsou prvky matice přechodu B od nové báze ke
staré. Protože cos(x̂jx ′i ) = cos(x̂ ′i xj ), musı́ být αij = βji , tj. B = AT. Složenou
transformacı́ obdržı́me opět původnı́ bázi, tedy

A · B = AAT = E , kde E je jednotková matice .

Tedy AT = A−1 , matice A je ortogonálnı́. Jejı́ determinant je roven ±1 a platı́∑
i

αikβkj =
∑

i

αikαjk = δij .

Analogicky (za použitı́ sumačnı́ konvence) αijαik = δjk .
Rotace kartézského souřadného systému kolem počátku je tedy ortogonálnı́
transformace.
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Ortogonálnı́ transformace

Definice Transformace jednoho kartézského systému na druhý se nazývá
ortogonálnı́, je-li matice přechodu A = (αij ) ortogonálnı́ a platı́-li

αijαik = δjk .

Remark Ortogonálnı́ transformace vektoru:
V původnı́m souřadném systému je

u = (u1, u2, u3) = u1e1 + u2e2 + u3e3 = ujej = ujαjie′i .

V novém souřadném systému u = (u′1, u
′
2, u
′
3) = u′i e

′
i . Porovnáme a

dostaneme u′i = ujαji = αijuj . Maticově u′1
u′2
u′3

 = A ·

 u1

u2

u3

 .
Přı́klad Dokažte, že při ortogonálnı́ transformaci v prostoru libovolné

dimenze se neměnı́ (je invariantnı́) skalárnı́ součin vektorů .

u′ · v ′ = u′i · v ′i = αijuj · αik vk = δjk ujvk = ujvj = u · v .
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Kartézské tenzory

Tenzory 1. a 2. řádu

Uvažujme pouze ortogonálnı́ transformace v kartézských souřadných
systémech.

Definice Uspořádaná n−tice v = (v1, v2, . . . , vn), která při ortogonálnı́
transformaci splňuje

v ′i = αijvj

se nazývá tenzor 1. řádu neboli vektor.

Definice Matice T = (Tij ), i , j = 1, . . . , n, se nazývá kartézský tenzor 2.
řádu, měnı́-li se jejı́ prvky při ortogonálnı́ transformaci podle vztahu

T ′ij = aik ajlTkl . (7)

Poznámka Skalár považujeme za tenzor nultého řádu.
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Kartézské tenzory

Několik poznámek:

Vı́me, že skalár je vyjádřen jednı́m reálným čı́slem. Na tento fakt
můžeme pohlı́žet jako že skaláry nemajı́ žádné komponenty na třech
souřadnicových osách. Pro jejich úplné učenı́ je tedy potřeba 30

reálných čı́sel. Je to tenzor 0-tého řádu.

Vektor v má tři složky, které jsou jeho projekcemi do třı́ souřadnicových
os, každá z nich je vi = v · ei . Proto pro určenı́ v potřebujeme 31 skalárů.
Vektor je tenzor 1.řádu.

Jak je to s tenzory 2. řádu? Tři projekce tenzoru druhého řádu A na
souřadnicové osy zı́skáme jako skalárnı́ součin A s bázovýmı́ vektory:
Ai = A · ei . Tyto projekce jsou vektory (ne skaláry). Protože každý vektor
je určen třemi skaláry - jeho složkami - tenzor druhého řádu vyžaduje
3× 3 = 32 reálných čı́sel, která musı́ být určena. V matici tvořı́ tři složky
tenzoru A vektory A = (A1A2A3), kde každý vektor Ai má tři komponenty

Ai =

 A1i

A2i

A3i

 , tedy maticově A =

 A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

 .
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Kartézské tenzory

Kartézské tenzory 2. řádu

Kartézským tenzorem 2. řádu je každá čtvercová matice, jejı́miž prvky jsou
čı́sla nebo funkce, tj.

T =


T11 T12 . . . T1n

T21 T22 . . . T2n
...

...
Tn1 Tn2 . . . Tnn

 .
Typickými tenzorovými veličinami 2. řádu jsou napřı́klad: napětı́ a deformace
v mechanice, dyadický součin vektorů, materiálové vlastnosti anisotropnı́ho
prostředı́, atd.

Poznámka Připomeňme, že pro u = (ux , uy , uz), v = (vx , vy , vz) ∈ R3 je

dyadický součin u ⊗ v =

 ux vx ux vy ux vz

uy vx uy vy uy vz

uzvx uzvy uzvz

 .
Napřı́klad pro u = (1, 2, 3), v = (1,−1, 1) je

u ⊗ v =

 1 −1 1
2 −2 2
3 −3 3

 , v ⊗ u =

 1 2 3
−1 −2 −3

1 2 3

 = (u ⊗ v)T .
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Kartézské tenzory

Dyadický součin

Dyadický součin dvou vektorů v a w je tenzor A takový, že

Aij = viwj .

Vlastnosti dyadického součinu:

v⊗w 6= w⊗ v
u⊗ (αv + βw) = αu⊗ v + βu⊗w
(αu + βv)⊗w = αu⊗w + βv⊗w
(u⊗ v) ·w = (v ·w)u
u · (v⊗w) = (u · v)w

Analogicky s vektorovou notacı́ v = viei můžeme tenzor zapsat jako

A = Aijeiej nebo A = Aijei ⊗ ej .

Z této rovnice s využitı́m uvedených vlastnostı́ tenzorového součinu
dostaneme pro komponenty

Aij = ei · A · ej .
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Kartézské tenzory

Dyády

Dyády eiej jsou bázové tenzory, které maticově zapı́šeme jako

e1e1 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 e1e2 =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 e1e3 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0



e2e1 =

 0 0 0
1 0 0
0 0 0

 e2e2 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 e2e3 =

 0 0 0
0 0 1
0 0 0


e3e1 =

 0 0 0
0 0 0
1 0 0

 e3e2 =

 0 0 0
0 0 0
0 1 0

 e3e3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1


Poznámka Ne každý tenzor 2. řádu lze vyjádřit jako dyadický součin dvou
vektorů, ale každý tensor 2. řádu může být zapsán jako lineárnı́ kombinace
dyadických součinů vektorů ve tvaru A = Aijeiej .
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Kartézské tenzory

Tenzory M−tého řádu

Soubor veličin T = (Ti1 i2...iM ), im = 1, . . . , n, neboli M−rozměrná matice se
nazývá kartézský tenzor M−tého řádu v prostoru Rn, měnı́-li se jeho prvky
při ortogonálnı́ transformaci podle vztahu

T ′i1 i2...iM = ai1 j1 ai2 j2 . . . aiM jM Tj1 j2...jM . (8)

Tedy počet složek tenzoru M−tého řádu v Rn je roven nM .

Přı́klad Tenzor Levi-Civitův třetı́ho řádu je definován vztahem

εijk =


1 pro sudou permutaci indexů
−1 pro lichou permutaci indexů

0 pro i = j nebo j = k nebo k = 1 .

Tento tenzor má celkem 33 = 27 prvků, z nichž jen 6 je nenulových.
Ukážeme jeho transformaci podle (8):

ε′ijk = ai`ajmaknε`mn = ai1·(aj2ak3−aj3ak2)+ai2·(aj3ak1−aj1ak3)+ai3·(aj1ak2−aj2ak1) =

=

∣∣∣∣∣∣
ai1 ai2 ai3
aj1 aj2 aj3
ak1 ak2 ak3

∣∣∣∣∣∣ =

 1, ijk = 123, 231, 312,
−1 ijk = 321, 213, 132,

0 v ostatnı́ch přı́padech
= εijk .
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Kartézské tenzory

 

Cvičenı́ Zkontrolujte Levi-Civitův tenzor třetı́ho řádu
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Kartézské tenzory

Speciálnı́ tenzory

Izotropnı́ tenzory – Tenzory, jejichž složky se při transformaci neměnı́.
Přı́klad: Levi–Civitův tenzor, Kroneckerův tenzor

δ′ij = aik ajlδkl = aik ajk = δij .

Symetrické a antisymetrické tenzory
Symetrický tenzor 2. řádu: Tij = Tji ,
antisymetrický tenzor 2. řádu: Tij = −Tji .

U tenzorů vyššı́ch řádů se symetrie (antisymetrie) týká pouze vybrané
dvojice indexů. Napřı́klad Levi–Civitův tenzor je antisymetrický, a proto
εijk = −εjik .

Poznámka U tenzorů 2. řádu je zřejmá analogie se symetrickými resp.
antisymetrickými maticemi. Platı́ napřı́klad:
Každý tenzor 2. řádu lze rozložit na součet symerického a antisymetrického
tenzoru 2. řádu:

Tij =
1
2

(Tij + Tji ) +
1
2

(Tij − Tji ) = Sij︸︷︷︸+ Aij︸︷︷︸ .
symetrický antisymetrický
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Operace s tenzory

Operace s tenzory

Slučovánı́ tenzorů (sčı́tánı́, odčı́tánı́)
Slučujeme odpovı́dajı́cı́ složky tenzorů téhož řádu:

Pijk + Qijk = Rijk , apod.

Přı́kladem je součet symetrického a antisymetrického tenzoru.

Úženı́ tenzorů
Ze složek tenzoru vybereme ty, které majı́ dva indexy stejné, a
algebraicky je sečteme. Výsledkem je tenzor řádu o dva nižšı́ho, než byl
řád původnı́ho tenzoru.
Přı́klad: (použitı́ sumačnı́ konvence)

Biikl = B11kl + B22kl + B33kl = Bkl .

Úženı́m tenzoru 2. řádu vznikne skalár: Tii = T11 + T22 + T33 je stopa
matice T .
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Operace s tenzory

Násobenı́ tenzorů

Rozlišujeme vnějšı́ a vnitřnı́ součin tenzorů.

Vnějšı́ součin tenzorů

Násobı́me každou složku prvnı́ho tenzoru postupně každou složkou druhého
tenzoru. Výsledkem je tenzor, jehož řád je roven součtu řádů násobených
tenzorů. Např. Pijk ·Qlm = Rijklm apod.

Přı́klad Dyadický součin dvou vektorů:

W = u ⊗ v =

 u1v1 u1v2 u1v3

u2v1 u2v2 u2v3

u3v1 u3v2 u3v3

 , t.j. Wij = uivj .
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Operace s tenzory

Vnitřnı́ součin tenzorů

Vnitřnı́ součin tenzorů vznikne úženı́m vnějšı́ho součinu.

Jako přı́klad uvažujme vnějšı́ součin matice a vektoru, kterým je tenzor 3.
řádu

Aijuk = Tijk .

Chceme-li zapsat tenzorově vnitřnı́ součin A · u = v bude výsledkem vektor

Aijuj = vijj = vi ,

tedy tenzor 3. řádu zúžený přes index j .
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Operace s tenzory

Přı́klady

Zúženı́m dyadického součinu vektorů obdržı́me skalárnı́ součin, nebot’

u · v = uivi = Tr(u ⊗ v) .

δijδik = δjk , úžı́me tenzor 4. řádu.

Dokažte, že pro vektorový součin platı́

u × v = εijk eiujvk .

Využijeme definice Levi–Civitova tenzoru:

εijk eiujvk = e1(u2v3 − u3v2) + e2(−u1v3 + u3v1) + e3(u1v2 − u2v1) =

=

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ = u × v .
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Tenzor napětı́, tenzor deformace a Hookův zákon

Slovo tenzor pocházı́ z latinského tenze, neboli napětı́. Poprvé byly totiž
tenzory zavedeny v souvislosti s popisem napětı́ a deformace pevných těles.

Nejjednodušši přı́pad jednorozměrného Hookeova zákona má tvar

σ = εE , (9)

kde σ je normálové napětı́, ε = 4`
`

je relativnı́ prodlouženı́ a E je modul
pružnosti v tahu.
Na trojrozměrné těleso mohou působit sı́ly ve třech směrech, je zapotřebı́
uvažovat celkem tři napětı́ o třech složkách.
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Napětı́ v bodě tělesa - elementárnı́ krychle

Na každé rovině působı́ obecně
normálové a smykové napětı́, tzn.
9 složek napětı́, přičemž jen šest je
nezávislých

σx , σy , σz , τxy , τxz , τyz .

Stav napjatosti je dán veličinou zvanou
tenzor napětı́ .

σij =

 σx τxy τxz

τyx σy τyz

τzx τzy σz

 ,
kde σ1, σ2, σ3 jsou hlavnı́ (normálová) napětı́ a τxy , τxz , τyz jsou napětı́
smyková , σij je tenzor 2. řádu.
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Tenzor (malé) deformace

Při deformaci těles existujı́ i tečná napětı́. U anizortropnı́ch těles navı́c platı́,
že se deformujı́ v různých směrech různě. Je zapotřebı́ zavést i tenzor
deformace ,

εk` =

 ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33

 .
Rovnice (9) pro jednorozměrný přı́pad pak přejde ze skalárnı́ rovnice na
rovnici tenzorovou ve tvaru

σij = Cijk`εk` ,

která vyjadřuje zobecněný Hookeův zákon pro anizotropnı́ těleso. Tenzor Cijk`

je tenzorem elastických koeficientů, který převádı́ napětı́ na deformace. Tento
tenzor má obecně 34 = 81 složek, jejichž počet se však vzhledem k
symetriı́m při záměnách souřadnic i , j a k , ` redukuje na 21. Pro izotropnı́
tělesa existujı́ pouze dva nezávislé elastické koeficienty, Laméovy koeficienty
λ a µ. Ty lze převést na obvyklé mechanické veličiny E (Youngův modul
pružnosti v tahu) a G (modul pružnosti ve smyku) pomocı́ vztahů

E =
µ(3λ+ 2µ)

λ+ µ
, G = µ .
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