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Kapitola 1

Ciselné rady, konvergence a absolutni
konvergence, kritéria konvergence.

1.1 Soucet nekonecné rady

Priklad 1.1: Vypoctéme soucet fady

>(3)

n=1

Reseni: Rada je geometrickd s kvocientem ¢ = % < 1. Soucet tady tedy je

aq % 2
Priiklad 1.2: Vypoctéme soucet fady
>t
n(n+2)

n=1

Reseni: Rozlozime raciondlni vyraz na parcidlni zlomky

I S
nn+2) 2\n n+2/)°

1 1
n n+2)
NapiSeme si soucet prvnich m ¢lenu této rady

(0D ()

2

Nyni secteme fadu

1 oo
52

n=1

n 1 1 n 1 1
m—1 m+1 m  m+4+2 '



Nékteré zlomky se nam odectou a dostaneme

1 1+1 1 1 3 1 1 L 1
S = — - — — = - — - .
2 2 m+1 m++2 4 2\m+1 m+2

Soucet tady tedy je

s= lim s, = -.
m—0o0 4

Priklad 1.3: Vypoctéme soucet fady
Z Vn o+ \/nT

Reseni: Nejdifve si upravime n-ty ¢len fady

I Ja-vacT
NEav e e e R G

Nyni secteme fadu

> (Vi va—1).

n=1

NapiSeme si soucet prvnich m clenu této rady
=(VI-V0)+ (V2= V1) +-+ (Vm—1—vm) + (vVm—Vm —1).

Nékteré ¢leny se nam odectou a dostaneme

=vm = lim s, = c.

m—r o0

Soucet rady tedy neexistuje.

Cviceni 1.1: V nasledujicich cvicenich urcete soucet rady, pokud existuje.
=1\ 2 n+1
- b 1
) Z( ) | a3 e,
_ n=1

e)

1 > 1
A1) AP D

1 e 1
- h - -
g) n2—1" ) §n2+3n—|—2



1.2 Kritéria pro konvergenci ciselnych rady

Priiklad 1.4: Pomoci integralniho kritéria vysetieme konvergenci rady

o

Z%, keR.

n=1

Reseni: Pro k < 0 fada diverguje, protoze neni splnéna nutng podminka konvergence

1
(lim — # 0). VySetifme nyn{ konvergenci pro k > 0. Na intervalu (1,00) je funkce
n—oo 1,
1

1
f(x) = — spojitd, klesajici a kladnd. Pro n-ty clen dané fady plati a, = f(n) = —.
x n

Muzeme pouzit integralni kritérium. Pro & > 1 plati

00 1 00 1—k 71°°
/ —kdx:/ ke = {x ] =0.

| i
—dz = = 0.
/1 wk ! [1_]{}0 OO

<1
/ —dz = [In]z]]; = .
1

T

Pro 0 < k < 1 plati

Pro k =1 plati

Dana tada konverguje pro k£ > 1 a diverguje pro k < 1.

Priklad 1.5: VysSetteme konvergenci fady

1
Zn—l—Z'

n=1

e}

. 1
Reseni: Pouzijeme-li pro fadu E substituci m = n + 2 dostaneme
n
=1

ZOO 1 Z"O 1 Z“’ 1 1 3
prm— _—= _— 1 _——_— = _— - =
= n+2 m=3 m m=1 m 2 OO 2 .
1
Podle prikladu 1.4 rada E — diverguje, diverguje proto i dana rada.
m
m=1

Priklad 1.6: Vysetteme konvergenci fady

=1
Zn2"'

n=1




Reseni: Pouzijeme srovnavaci kritérium

= 1 = 1
D <
n=1 n2 n=1 2
Nasli jsme majorantni fadu i 1 Rada i 1 je geometricksa fada s kvocientem 1 a
n=1 2n ' n=1 2n ’
— 1
proto konverguje. Podle srovnavaciho kritéria konverguje i fada Z on -
n n
n=1
Priklad 1.7: VysSetteme konvergenci fady
f: 1+n
£=1+n? '
Reseni: Pouzijeme srovnégvaci kritérium
I 14+4n  1+n - 1+n
n nn+1) n+n2  14+n2
e : - —1 - — 1 . : : .
Nasli jsme minorantni fadu Z —. Rada Z — podle prikladu 1.4 diverguje, tedy i fada
n=1 n n=1 n
f: L diverguje
2.7 g guje.
Piiklad 1.8: Vysetfeme konvergenci rady
> i
=z
— (3n)!
Reseni: Pouzijeme podilové (D’Alembertovo) kritérium.
1
n : " . 3n)! . 1
li G+l = lim | &) :hm‘L)":hm‘ =0<1.
n—co | a, nooo | n—oo | (3n + 3)! n—oo | (3n + 1)(3n + 2)(3n + 3)
R o .
Rada Z —— podle podilového kritéria konverguje.
— (3n)!

Priiklad 1.9: Vysetifeme konvergenci rady

[e.e]

1
Zl+n2

n=1




Reseni: Funkce f(z) =

je spojita klesajici a kladnd na intervalu (1, 00) . Pouzijeme

1+ 2?2
integralni kritérium.
/°° 1 d farctg 2]°° T m T -
r = |larctgz], = - —— = — < .
L 1+ S R

Integral konverguje, konverguje tedy i dana rada.

Priiklad 1.10: Vysetieme konvergenci fady

n=1

Reseni: Funkce f(z) =

1
je spojita klesajici a kladna na intervalu (1, co) . Pouzijeme
— J¢ 5P0] j (1,00) j

integralni kritérium.

o0 1 00
dv = |2V +1| " =2 (lm Va+1-v2) =
/1v vo+1 1 T—00
Integrél diverguje, diverguje tedy i dana fada.

Priklad 1.11: VySetfeme konvergenci rady

1
> (' —=
n=1 \/ﬁ
) ~ rd ~ 1 1
Reseni: Oznacme a, = —. Plati 0 < a,41 < a, pron > 1 a lim — = 0. Podle
n n—o0 n
Leibnitzova kritéria fada Z( 1)t— konverguje Vysetieme jesté absolutni konvergenci,
n=1

t.j. zda konverguje fada absolutnich hodnot Z \/_ Tato rada podle prikladu 1.4 diverguje.

[e.e]

. 1
Rada Z(—l)"— konverguje tedy neabsolutné.

vn

Priklad 1.12: VySetfeme konvergenci rady
~\2n+1 '

Reseni: Pouzijeme odmocninové (Cauchyovo) kritérium. Plati

n=1

14+n 1
V= T T g
§ /1 "
Rada Z (2 n++n1) tedy konverguje.
n=1



Cviceni 1.2: V nésledujicich cvicenich vySetiete konvergenci fady. Pouzijte srovnavaci
kritérium

=~ 1 - 1
R SETEs Y L

1
) D AT 9 war

Cviceni 1.3: V naésledujicich cvicenich vySetfete konvergenci tfady. Pouzijte podilové
kritérium

!
2) ;(Zn—l)!’ b) ;37
() 0 2
C) 2{;'527 d) :E; 2;7
) = n°
°) Zl(n—i-l)“ 2 n:ln_)‘

Cviceni 1.4: V nésledujicich cvicenich vySetiete konvergenci tady. Pouzijte integralni
kritérium

a) ;—(n;jrl)’ b) Z%E,

n=1
=1 1 . n?
c) Zﬁln(ﬁJrl), d) Zn3+%.
n=1 n=1

Cviceni 1.5: V nésledujicich cvicenich vysetiete konvergenci fady. Pouzijte odmocninové
kritérium

n=1 n=1
= /2n+1\" arctg™ n
d
9 > (35) ) 2

Cviceni 1.6: V nasledujicich cvicenich vysetiete konvergenci fady. Pouzijte Leibnitzovo
kritérium. V pripadé, ze konverguje, vysSetiete, zda konverguje absolutné.

o0

1 i1 1

a) Z Dl b) D0
x . 1

°) Z ot D 2y



Cviceni 1.7: V nésledujicich cvicenich vysettete konvergenci rady. Pouzijte vhodné kritérium.

=1 = 1
b -1 n+l_~
) St ) Sk
) Z—M’ Q) Y sin .
n 2
n=1 n=1
o 1 o
e) Zarctgng, f) Zcos%.
n=1 n=1
— h —1)" )
9 >0 ) S
N 1 . = 2"
i) ;n2+n+1’ 3 n:1n2'

10



Kapitola 2

Funkcni rady, bodova, stejnomérna
konvergence, kritéria konvergence

2.1 Bodova konvergence, obor konvergence

Priklad 2.1: Vysetfeme bodovou konvergenci a uré¢eme soucet fady

o

Z (Inz)™ .

n=1

Reseni: Rada je geometrickd s kvocientem ¢ = Inz. Rada tedy konverguje absolutné,
jestlize |Inz| < 1, t.j. pro x € (é,e) . Soucet rady je

Inz c 1
= ~el.
5 1l—Inzx’ v e’

Priklad 2.2: Vysetfeme bodovou konvergenci fady

oo

P
£~ 1+n? '
Reseni: Pouzijeme podilové kritérium
2n+1$n+1
N Sy . n?+1 , n?4+1
lim | —m—| = lim 2|¢| ———— = lim 2|2| 5—F—F = 2|2/,
n—00 1+3;2 n—oo (n -+ 1)2 + 1 n—00 n2 -+ on —+ 2
Rada konverguje absolutné, jestlize 2|z| < 1, t.j. pro x € (—%, %) . Pro |z| = 1 dostaneme
fadu Y07 (—1)" 0z (vesp. Y02 7). Tyto fady konverguji absolutneé, (viz priklad 1.9).
Rada Z T konverguje absolutné na (—3, 1) .
n=1

11



Priklad 2.3: Vysetfeme bodovou konvergenci rady

°O2nn
>

n=1

Reseni: Pouzijeme podilové kritérium

2n+1xn+1

lim |—2 | = lim 2|2|—— = 2]a].

n—o00 Tx n—o00 n+1
Rada konverguje, jestlize 2 |z| < 1, t.j. pro = € (—%, %) . Proz = —% dostaneme tadu
- 1
Z(—l)”—, tato fada konverguje (podle Leibnitzova kritéria). Pro = 1 dostaneme fadu

n
n=1
= 1 .« . . . oy = > 2" " . 11
Z —, tato rada diverguje (viz priklad 1.4). Rada Z konverguje na (—3, 3) .
n

n=1 n=1

Cviceni 2.1: V nasledujicich cvicenich vySetiete bodovou konvergenci rady.

o0 o0

1 cosnT
+
a) Zl+x”’ xr eR™, b) Z pEa. r €R,
n=1 n=1
= (z(z+n)\" g
) Z(—)  reR, Q) S iR,
n=1 n ”:1\/5
e) Zsingﬁn, r€R, f) COS%, r€R,
n=1 n=1
1 o
g) %, z € (0,00), h) cos"r, w€ER.
n=1 n=1

2.2 Stejnomérna konvergence

Priklad 2.4: Urceme obor konvergence rady

co .
Z SN N
n2

n=1

a rozhodnéme, kde rada konverguje stejnomérneé.

Reseni: Pouzijeme Weierstrassovo kritérium

Rada Z — konverguje, tedy dana rada konverguje stejnomérné v R.
n

n=1

12



Priklad 2.5: Urcéeme obor konvergence rady

o0 n

x
;n—i—l

a rozhodnéme, kde fada konverguje stejnomérneé.

Reseni: Podle podilového kritéria

CEn«l»l

n+1
lim |2 | = |z| lim 20~ = g
fada konverguje bodové pro |z| < 1. Pro z = —1 tada konverguje, pro z = 1 diverguje.

Pro |z| < 1 fada konverguje absolutné. Nyni vySetifme stejnomérnou konvergenci. Rada
nebude stejnomérné konvergovat na celém intervalu (—1,1), protoZze na tomto intervalu
plati

|z S
su =
Zvolme xq € (0,1). Pouzijeme opét Weierstrassovo kritérium.

Z.’Vl

n+1

Ty
“n+1

Y

o0 o0

n

Rada Z aif 7 konverguje napiiklad podle podilového kritéria. Rada Z
n

konverguje
n+1

stejnomérné na kazdém intervalu (—zg, zo), kde zo € (0,1).

Priiklad 2.6: Urceme obor konvergence rady

)
§ : e e
n=1

a rozhodnéme, kde fada konverguje stejnomérné.
Reseni: Jedn4 se o geometrickou fadu s kvocientem e*, fada tedy konverguje bodové pro
€ (0,00) . Pro tato x trada konverguje absolutné. Nyni vySetiime stejnomérnou konver-
genci. Rada nebude stejnomérné konvergovat na celém intervalu (0, c0), protoze na tomto
intervalu plati sup e ™" = 1. Omezme se na x > xy > 0. Pouzijeme opét Weierstrassovo
2€(0,00)
kritérium.
’e—nx’ < e—nxo
[e.e] o0

Rada Ze’mo konverguje. Rada Ze’mj konverguje stejnomérné na kazdém intervalu

n=1 n=1

(xg,00), kde z¢g > 0.

13



Cviceni 2.2: V nasledujicich cvicenich vySetfete stejnomérnou konvergenci rady.

0

cosnx
a) Z on T e R’
n=1

o
c) Z2”e’”, r€R,
n=1

> cosnx
e) E ., T E€R,
eTL$
n=1

b)

d)

f)

14

o0

ﬂ, rEeR,
ene
n=1
00 22,2
e
Z — T ER,
n
n=1
0o
In(1+nz)
Zw, HAS (0,00)
n=1



Kapitola 3

Mocninné rady, polomér
konvergence. Taylorovy rady.

3.1 Mocninné rady, polomér konvergence

Priklad 3.1: Vypocitejme polomér konvergence a obor konvergence mocninné fady

[oe)
E 5"
n=1

Reseni: Rada je geometrické s kvocientem ¢ = 5 x. Rada tedy konverguje, jestlize bz| <1,
t.j. pro |z| < £ a diverguje pro |z| > 1. Polomér konvergence je R = . Obor konvergence
je otevieny interval (—%, ).

Priklad 3.2: Vypocitejme polomér konvergence a obor konvergence mocninné fady

> (z—2)"
Z(Q—n)-

n=1
Reseni: Pouzijeme substituci y = = —2. Dostaneme fadu Z g—n Tato fada je geometricka
n=1
s kvocientem ¢ = ¥. Rada tedy konverguje, jestlize 14| < 1, t.j. pro |y| < 2 a diverguje pro

(2 —2)"

ly| > 2. Polomér konvergence je R = 2. Polomér konvergence fady Z o
n=1

R = 2 a tada konverguje pro |z — 2| < 2 a diverguje pro |x — 2| > 2. Obor konvergence je
otevieny interval (0,4).

je tedy

Priklad 3.3: Vypocitejme polomér konvergence a obor konvergence mocninné rady
>
n4n

n=1




Reseni: Pouzijeme podilové kritérium.
xn—‘—l
(1) 4nTT

ITL
n4n

1 . n 1
= 4 lel Jim = Sl

lim
n—oom + 1 4

n—oo

Rada tedy konverguje, jestlize }1|:1:| < 1, t.j. pro |z| < 4 a diverguje pro |z| > 4. Polomér

=1
konvergence je R = 4. Pro © = 4 dostaneme tadu Z —, tato fada diverguje (viz piiklad
n

L

1.4). Pro z = —4 dostaneme fadu Z , tato Tada konverguje podle Leibnitzova
n=1

kritéria. Obor konvergence je polootevieny interval (—4,4).

Cviceni 3.1: V nésledujicich cvicenich vypocitejte polomér konvergence a obor konver-
gence mocninné rady.

a) i nx_;” ’ b) i n%: 1 7

c) i " (z—1)", d) i(n + 1)z
n=1 n—1

e) inr—;lm”, f) in!m”,

0 Lagre W S

3.2 Taylorovy rady

Piiklad 3.4: Najdéme rozvoj funkce f(z) = e* do Taylorovy fady v a = 0 a zjistéme
konvergenci dané rady

Taylorova tada je

1 1, 1 4 1, 1,
) = Lt o+ e+ et b b e = 3o
Nyni vySetiime konvergenci fady. Pouzijeme podilové kritérium
1 n+1
nti) L 1
lim |2 = li = |z| lim = 0.

Rada tedy konverguje pro viechna z € R.

16



Piiklad 3.5: Najdéme rozvoj funkce f(z) = In(z+ 1) do Taylorovy fady v.a = 0 a
zjistéme konvergenci dané rady

Reseni: Vypocteme si nékolik derivaci

f(x) =In(z+1) f(0)=0
@)= =5 F(0)=1
f//(x) — _m f//(()) -1

" (x) = Qﬁ f"(0) =2

1) = (<17 = Dl 77(0) = (<17 (0 - 1)
Taylorova tada je

0! o, 2, pog(n =101 - w1l o
Tn(x):0+ﬂx—ax —I—gx +--+ (—1) Y. —i—---:nz::l(—l) —a".
Nyni vySetiime konvergenci fady. Pouzijeme podilové kritérium

1 n+1 n

lim | ) = lim = |z| lim = |zl < 1.

n—00 o " n—oo [m 4+ 1 n—oo 1, +
Rada tedy konverguje pro véechna |z| < 1 a diverguje pro |z| > 1. Pro z = 1 fada
konverguje, pro x = —1 tada diverguje. Obor konvergence Taylorovy rady je polootevieny

interval (—1,1).

Cviceni 3.2: V nésledujicich cvicenich najdéte rozvoj funkce f(z) do Taylorovy tady v
a a zjistéte konvergenci dané rady.

2) ) = = =0, b) f@)= -, a=2,

c) f(z) =sinz, a=0, d) f(z) =cosz, a=0,
e) f(x)zQim, a=1, f) f(z) = sin(22), a:%,
g) flx) =¢*, a=0, h) f(z) =3, a=0.

Priklad 3.6: Rozvinme funkci f(x) = x?e® do mocninné fady s pouZitim rozvoje vhodné
funkce.

Reseni: Pro vsechna = € R plat{

Jednoduse dostaneme rozvoj nasi funkce do mocninné rady
n+2

f(m):ﬁZﬁ:Z oy pro z € R.

n=0 n=0

17



Piiklad 3.7: Rozvinme funkci f(z) = > do mocninné rady s pouzitim rozvoje

(1+x)
vhodné funkce.

Reseni: Pro vsechna z # 1 plati

F(z) = /f(:v)dm = !

14z

Protoze funkce F'(z) je souctem geometrické fady s kvocientem —z, plati pro |z| < 1

1 = n n,.n
T nz;(—x) =) (—1)"a.

n=0

(—=D)"z™) = n(=1)"z™ Y Rada Z n(—1)"z"Y je stejnomérné konvergentni na (—z, )

n=0
oo

pro zo < 1, muzeme tedy derivovat fadu Z(—l)” 2" ¢len po ¢lenu a plati

n=0

1 1y x ' > B
) (S Eoe
= Z(—l)"‘lnx”_l = Z(—l)"(n +1)z", proz € (—x, o) .

n=1 n=0

Dostali jsme rozvoj nasi funkce do mocninné rady

o)

ﬁ =) (=" +1z" proz| <1.

n=0

Piiklad 3.8: Rozvinme funkci f(x) = arctgz do mocninné fady s pouzitim rozvoje
vhodné funkce.

Reseni: Pro vsechna z € R plat{

1
1+ 227

f'(x) =

Protoze funkce f'(x) je souctem geometrické fady s kvocientem (—z?), plati pro |z| < 1

1 1 2\n __ n_.2n
1+a2 1—(—2?) - Z(—x) B Z(_1> v

(o]
Rada Z(—l)":ﬂ” je stejnomérné konvergentni na (—xg,zo) pro ro < 1, muzeme tedy
n=0

integrovat fadu ¢len po ¢lenu a plati

oo oo
x2n+1

’ 1 n ¢ 2n n
/0 1+t2dt - Z(_l) / tdt = Z(—l) a1’ pro x € (—xg, Zo) .

n=0 0 n=0

18



Dostali jsme rozvoj nasi funkce do mocninné rady

o x2n+1
tgxr = -1)" <1.
arctg nzg( ) 1 P ||
> p2ntl
Protoze tada Z:(—l)"2 1 konverguje stejnomérné na intervalu (—1, 1), plati
n
n=0
o 2+l
t = -1)" —-1,1).

Cviceni 3.3: V nésledujicich cvicenich najdéte rozvoj funkce f(z) do mocninné fady s
pouzitim rozvoje vhodné funkce.

1

a) exz , b) xSin:L‘, C) hl(l + {L‘) s d) m .
X

3.3 Aplikace mocninnych rad*
Priklad 3.9: Pomoci rozvoje hledané funkce do mocninné fady feste pocatecéni tilohu

y" — 2zy’ — 2y =0, y(0)=1, #(0)=0. (3.1)

Reseni: Z teorie obycejnych diferencidlnich rovnic vime, ze dand poc¢atecni iloha ma prave
jedno tTeseni. Predpokladejme, Ze jej l1ze zapsat ve tvaru mocninné rady

y(x) = Zanx". (3.2)

Potom lze za predpokladu stejnomérné konvergence nasledujicich fad derivovat fadu clen
po ¢lenu

y'(x) =) naya"", (3.3)
y'(x) = Z n(n — 1Da,z" 2. (3.4)

Z pocatecnich podminek vyplyva ag = y(0) = 1 a a1 = y'(0) = 0. Nasim cilem je urcit
zbyvajici koeficienty mocninné rady a, tak, aby byla splnéna diferencidlni rovnice. Dosa-
zenim vztahtu (3.2)-(3.4) do rovnice (3.1) dostavame

i n(n — 1a,a" 2 — 22 inanxnl -2 i anx” = 0. (3.5)
n=2 n=1 n=0
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Roznésobime a posuneme index v nekone¢né sumé, abychom mohli porovnat koeficienty
u jednotlivych mocnin x™

o0 o0 o0
E n(n —1)a,z"" E 2na,x" — E 2a,z" =0,

Z(n +2)(n+ 1)ap22" — 2na,a™ — 2a,2" =0,
n=0

tedy (n + 2)(n+ 1)a,12 — 2na, — 2a, = 0 pro vsechna n > 0, odkud

2a,,
n+2

Apy2 =

Postupnym dosazovanim s vyuzitim pocatecnich podminek dostavame

Qo :1,
a =0 = A2k+1 = 0 \V/k',
_q 1 1 1
Qg =1, (14—5, 06—6, a2k—H~
Celkem tedy
4 xG o (x2)n 2
y(z) =1+ 2? +§+§+ Z =

n=0
2 v~ ’ / v s v s o ’ « . . /s
Funkce y(z) = e, x € R je feSenim dané pocétecni tlohy, o opravnénosti derivovani rady

¢len po clenu se lze snadno presvédcit pouzitim Weierstrassova kritéria.

Priklad 3.10: Spoctéte

1
/ Inz-In(1 — x)dz.
0

Reseni: Vyjadreni primitivni funkce pomoci elementarnich funkei v tomto ptipadé neni
mozné. Pouzijeme zndmy rozvoj

00
"

In(1 — ) — (3.6)

n

Potom (alespoii formalné!)

1 1 o © 1 [l
lnx~1n1—xdx:—/lnx' —dx = — —/lnx'x"dx
/0 ( ) 0 ;" ;n 0

1Rada (3.6) nekonverguje na intervalu (0,1) stejnomérné. Dalsf vypocet lze ospravedlnit uvazovanim
fol_e Inz-In(1 — z)dxr a € — 0. Rozmyslete podrobnéji.
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Na jednotlivé s¢itance pouzijeme integraci per partes

n+1

1 1 1, n+1 1
/ lnx-x"dx:[lnmx } —/ - - —dx
0 n+1lle=0 Jo n+1 =z

/1 " 1 pantiiql 1
= - do=-——=2 =] -
o n+1 n+1Lln+ 1le=0 (n+1)2

Tedy
[t g $31
nz-In(l —z)dr = -
0 “—~n(n+1)?
Vyslednou ¢iselnou fadu rozlozime na ,,parcialni zlomky” % w jl)g = (% — %H) — m, kde
prvni ¢leny vytvori teleskopickou fadu, zatimco Z — ma znamy soucet. Celkem
n
n=1
1 1 1 1 s m
Inz-In(l —x)dr = - — — =1- —=141-—==2—-—.
/0 ne-In(l - z)de ;(n n—l—l) (n+1)72 ;rﬂ % 6

Cviceni 3.4: Pomoci rozvoje integrované funkce do mocninné fady spoctéte

/01 In(1 — 2)dz.
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Kapitola 4

Ortogonalni matice, ortogonalni
transformace

4.1 Ortogonalni projekce, preurcené soustavy

Piiklad 4.1: Popiste sloupcovy prostor néasledujicich matic:
10 1 2 1 2 3
E:{o 1}"4:[24]’3:[004]‘

Resent:
1. Sloupcovy prostor matice I je cely prostor R?, protoze libovolny prvek R? je linedrni
kombinaci vektorti e; = (1,0)T a es = (0,1)*. Tedy R(I) = R%

2. V matici A je druhy sloupec nasobkem prvniho, tedy sloupcovy prostor matice A
je ptimka prochézejici pocatkem se smérovym vektorem (1,2)T. Tedy R(A) = {x €
R?, x = a(1,2)T, a € R}. Rovnice Az = b m4 feSeni jen, lezi-li b na této pifmce.

3. Pro matici B je sloupcovy prostor R(B) také celé R? protoze ze t¥{ sloupcti matice B
jsou dva linedrné nezdvislé v R?, a tedy tvoii bazi R?. Na rozdil od prvniho piipadu
dava vektor b vice kombinaci sloupcu matice B.

Piiklad 4.2: Necht by, by, b3 jsou tii rizné vektory. Zkonstruujte matici A tak, aby rovnice
Ax = by a rovnice Ax = by byly fesitelné, ale rovnice Ax = b3 neméla teseni. Je to mozné?
Jak byste zkonstruovali matici A?

Reseni: Vektory by, by musi lezet ve sloupcovém prostoru matice A, nejjednodussi tedy je,
aby vektory b; a by byly sloupce matice A. Pak fesenim rovnice Az = b; je x = (1,0) a
rovnice Ax = by je vektor x = (0, 1). ProtoZe nechceme aby rovnice Az = by byla feSiteln4,
nezvétsime sloupcovy prostor. Dostaneme rovnici

Je b3 kombinaci vektoru b; a by? Jestlize ne, mame hledanou matici A. Pokud ano, nelze
zkonstruovat pozadovanou matici A, protoze sloupcovy prostor R(A) bude obsahovat bs.
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Piiklad 4.3: Necht p je rovina zadand rovnici z + y — 2z = 4. Tato rovina neprochdzi
pocatkem. Najdéte dva vektory, které lezi v p, a ukazte, ze jejich soucet v p nelezi.

Nyni napiste rovnici roviny pg, kterd je rovnobézna s rovinou p a prochézi pocatkem.
Nejdéte dva vektory, které lezi v pg, a ukazte, ze jejich soucet v pg lezi.

Reseni: Rovnice roviny p je nehomogenni soustava jedné rovnice o tfech neznidmych.
Hodnost matice soustavy je jedna, pocet nezndmych 3, soustava ma nekone¢né mnoho
feSeni. Volime dvé neznamé jako parametry, konkrétné z = t,y = s. Pak pro  dostaneme
r = —s + 2t 4+ 4. Tedy vsechna feseni jsou

-1 2 4
uU==s 1+t 0] 4+]0]| s,teR.
0 1 0

Volime napi. s = t = 1 a dostaneme u; = (5,1,1)T, pro s = 1,¢ = 0 dostaneme uy =
(3,1,0)T a uy +uy = (8,2,1)". Ziskané hodnoty dosadime do rovnice roviny a dostaneme
8 +2 — 2 = 8 # 4, tedy soucet v roviné p nelezi, rovina p neni podprostor R3.

Rovina py ma rovnici x + y — 2z = 0. Zase vypocteme vSechna feseni. Maji tvar

-1 2
u=3s 1 {+¢] 0
0 1

Pii stejné volbé s, t dostaneme u; = (1,1,1)T auy = (=1,1,0)T. Jejich soucet je uy + uy =
(0,2,1)T, Dosadime do obecné rovnice roviny py a dostaneme 2 — 2 = 0, tedy soucet lezf
v roviné po . Rovina pg je podprostor R3.

Priklad 4.4: Necht A =[1 2 3] je matice 1 x 3. Urcete a popiste jeji nulovy prostor.

Reseni: Nulovy prostor N'(A) matice A™*" je mnozina N'(A) = {x € R", Az = 0}. V
nasem piipadé je h(A) = 1, n = 3. Dimenze nulového prostoru je 2. Resime soustavu
Ax =0, tedy

8

123-ly | =0 & x+4+2y+32=0.
z

Posledni rovnice je obecna rovnice roviny prochazejici pocatkem. Tato rovina je podprostor
R? a je to nulovy prostor matice A.

Priklad 4.5: Popiste nulové prostory nasledujicich matic:

[32). -1

=~ 00 I

L Cc=[A 2,4]:[1 22 4}.

3 8 6 16

SN W

16

Reseni:
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1 2 1 2
P I R I

soustava m4 prave jedno feseni z = (0,0)T, tedy N(A) = {x =0 € R*}. N(4) je
trividlni podprostor R%. Jeho dimenze je 0.
Poznamenejme, ze det(A) = 2, matice A je tedy invertovatelnd,

1[ 8 -2
_1__
A _2L3 1}

2.
1 2 1 2
B_ Al |3 8 2 4 1 2
| 24 2 4 3 8 0 2|’
6 16 6 16
h(B) = 2, n = 2 = soustava m4 pravé jedno feseni x = (0,0)T, je tedy také
N(B) ={x =0 €R?}. N(B) je také trivialni podprostor R?. Jeho dimenze je 0.
3.
1 2 2 4 1 2 2 4
C:MQM:{3861J'V[0204}’
h(C) = 2,n = 4 = soustava ma nekoneéné mnoho teseni, volim dvé nezndmé
jako parametry: x3 := s,x4 := t, s,t € R. Zpétnym chodem Gaussovy eliminace

dopocteme: xo = —2t, 1 = —2s, tedy

-2 0
0 -2
rT=3s 1 +t R s,teR,
0 1
-2 0
y 0 )
N()={zeR z=qa 1 + 0 , a, 8 € R}.
0 1

Nulovy prostor matice C' je rovina v R* prochazejici pocatkem.

Priklad 4.6: Najdéte bazi a urcete dimenzi prostoru 3 x 3 symetrickych matic.

Reseni: Béazi tvori symetrické matice

100 000 000 010 00 1 000
ooo0|,Jotrol,looof|l,[]1t00]|,l]0o00],]00°71
000 000 00 1 000 100 010

Dimenze tohoto prostoru je 6.
Piiklad 4.7:  Jsou dany dva vektory u; = (1,2,0) a uy = (2,3,0).
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a) Jsou uq, us linedrné nezavislé?

b) Tvori bazi néjakého prostoru?

d

Jaka je dimenze V7?7

(S

)
)

c) Jaky prostor V' generuji?
)
) Pro jaké matice A je V sloupcovy prostor?
)

f) Pro jaké matice B je V nulovy prostor?

Reseni: Resent:
a)
auy + fug = (a+26,2a+ 35,0) = (0,0,0) & a=0AF=0.

Jedind linearni kombinace téchto vektoru, kterd dava nulovy vektor je trivialni, tedy
vektory jsou linedrné nezavislé.

Jsou to dva linedrné nezévislé vektory v R3, tvoif bazi podprostoru R3.

)
c¢) Prostor V obsahuje vsechny vektory (z,y,0), coz je rovina z = 0 v R3.
) Dimenze V je 2, protoze baze obsahuje dva prvky.

)

V' je sloupcovym prostorem libovolné 3 x n matice A, kterd ma hodnost 2 a jejiz tieti
radek je nulovy. Napf. muze byt

S

I
=R
o W

1 20 1 20
M‘{2 3 01”[0 ~1 0}'
Volim z =t, pakx =0ay =0,
N(M)={z €R* z=(0,0,1),t €R}.
Tedy matice B jsou m x 3 matice hodnosti 1. Naptiklad

B=[001], pak Bu;=0,Bus=0.

Priklad 4.8: Urcete ortogondln{ projekci vektoru b = [2,1,3]7 do podprostoru R* gene-
rovaného vektory vy = [1,2,0]7 a vy = [-1,1,1]7.
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Reseni: Hledejme projekci p ve tvaru linedrni kombinace p = awy + fvs. Z podminek
ortogonality vyplyva (p — b)Tvy =0 a (p — b)Tvy =0, to jest

CY(’UlT’Ul) + 5(’02T’01) =b'v,

T T T
a(vl 'Uz) + ﬁ(’vz 'Uz) =b ()
neboli po vyéisleni skaldrnich soucint®

H;)Hg]:{ﬂ (4.1)

Soustavu muzeme tesit napriklad Cramerovym pravidlem:

Al =14, [A] =10, |As] =6,

_5 p_3
tedya=2, =13 a
—5[1 2 0]T+3[—1 1,17 = 2 13 3]
p_ 7 ) < 7 » — 7a 7 ) 7 .
1. s . . , . . 2 13 31T
Ortogonalni projekci vektoru b do dané roviny je vektor [7, =, 7]

Piiklad 4.9: Urcete ortogondlni projekci funkce /z do prostoru P;(0,1) (polynomy
stupné nejvyse 1 na intervalu (0, 1)). Uvazujte skaldrni soucin (f, g) = fol fgdz.

Reseni: Prostor P;(0,1) je generovan napifklad funkcemi 1, z. Podobné jako v piedchozim
prikladu hledejme projekci ve tvaru linearni kombinace p(x) = o + fx. Z podminek orto-
gonality pak vyplyva

a(1,1) + Bz, 1) = (V1)
o(1,2) + B(x,x) = (vVa,2)
1,5/2} 1

Snadno spocteme (1/z,x) = fol ry/rdr = fol 32 de = [—

52 = — atp... Celkem

bt

0
1 127[al [2/3
[1/2 1/3“@}—{2/5}’ (42)
odkud a = &, 3 = 2. Ortogonélni projekef dané funkee je p(z) = (1 + 3z).

Piiklad 4.10: Reste nasledujici preuréenou soustavu Az = b ve smyslu nejmensich
¢tvercu, urcete velikost rezidua AZ — b

20 —y =0
r—2y=0
r+y=3.

'Povsimnéte si, ze vyslednd soustava je zcela ekvivalentni soustavé normélnich rovnic odpovidajici
preurcené soustavé avy + fvg = b.
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ReSeni: Sestavme soustavu normdlnich rovnic

2 -1 0
A=|1 -2, b=]0 :>ATA=[_63 _63} ATb:{g},
11 3
tedy
6% — 3§ =3

35 -6§=3 = i=19=1.

Vektor (Z,7) = (1,1) je feSenim dané soustavy ve smyslu nejmensich ¢tvercu. Reziduum
A% —b=[1,—1,—1]" ma velikost ||AZ — b|| = /3.

Cviceni 4.1: Reste nasledujici soustavy ve smyslu nejmensich ¢tvercu, urcete velikost
rezidua

a) rT—y= —2
r+y= 2

y=—1

b) r+y= 2
r—y= 2

2r+y= —1,

c) 204y —2=2
r 4+ z=2

y—z=

r+y+z2=0,

d) r+2y= 1
—r+2z= 1

2r+y= —1

y—2z= 1

4.2 Ortogonalni matice, ortogonalni transformace

Piiklad 4.11: Ukazme, ze matice

(o) = [cos@ —sin&]

sin 6 cos

je ortogonalni matice pro vsechny 6 € R.
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Reseni: Musime ovéfit, ze plati G(0)7 G(0) = E.

OGO { cos 6 sme} [cos@ —sme] B

—sinf cos@ sin 6 cos 6
_ cos? @ + sin? 6 —cosfsinf +cosfsingd | | 1 0
o —cos@sin@ + cosfsin b cos? 6 + sin? 6 0o 1|

Priklad 4.12: Pomoci vhodné Givensovy matice vynulujme prvek na 4. pozici vektoru
v =11,2,3,4,5]" pomoci prvku na 2. pozici.

Reseni: K vynulovani pouzijeme matici

1 0 0 0 0
0 cosf@ 0 —sinfd O
G = 0 0 1 0 0
0 sinf 0 cos@ O
0O 0 0 0 1
Vynasobime-li vektor v matici GG, dostaneme
1 0 0 0 0 1 1
0 cos@ 0O —sinf O 2 2 cosf — 4 sinf
Gv = 0o 0 1 0 0 3 = 3
0 sinf 0 cosf O 4 2 sinf + 4 cosf
0O 0 O 0 1 5 5
Pro vynulovani 4. pozice vektoru musi platit
in 6@
2sinf+4cos = 0 = smve_ 2 o tgd = =2
cos 2
Ze vzorecku
+tg 0 +1

dostaneme

2 25 1 5
sinff = +— (zvolime T)’ cos) = F— (zvolime — L—)

N 5

Muzeme zvolit Givensovu matici

ot

1 0 0 0 0

0 -5 0 -5 9

G=10 0 1 0 0
V5 Vi

0 256 o -5

0 0 0 0 1

Priklad 4.13: Pomoci vhodnych Givensovych matic vynulujme prvky pod hlavni dia-
gonalou matice

1 -1 2
A=12 3 1
3 4 -1
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Reseni: Stejné jako v predchozim pifkladé zvolime Givensovu matici Gy pro vynulovani

prvku as; . Dostaneme sin ) = % , cosf = —g . Plati
V5 2vb 45
-5 —5 1 -1 2 -5 -5 -
A= 2V V5 = 3v5 =
G12 A - 5 —5 O g i 1 - O —\/5 5 - A12 .
0 0 1 3 4 -1

Zvolime Givensovu matici Gy3 pro vynulovani prvku as; (sinf = 3¥4 | cosf = V514
3 3 14

Vi 0 -3 V5 -5 45
14
G13'A12=% 0 V14 0 |- 0 V5 %5 —
3 0 V5 3 4 1
14 —-17 -1
14
:1_\/4_ 0 —V70 3¥° | = A,

I

Zvolime Givensovu matici Gas pro vynulovani prvku ass (sinf = VIS cosh = 210).

15 15
10 0 14 17 -1
Gz - Az = 0 @ _% E 0 —V70 3@ =
e N
14 —17 -1
:% 0 —5v3 20
0 0

Priklad 4.14: Pomoci Householderovych matic zrcadleni vynulujme prvky pod hlavni
diagonalou matice

1 1 =2
A=1]1 -1 2
1 1 2

Reseni: K vynulovani prvniho sloupce pouzijeme Householderovou matici

T
H = E—Zﬁ kde v = ay % ||ai|| 1 .
v

Symbolem a; oznacujeme i—ty sloupec matice A. Protoze norma ||a;|| = v/3, miizeme
psat
1 1 1+v3
v=|1|+V3]0]| = 1 ,
1 0 1
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(1+v3)" 1+V3 1+V3

vv! = 1++3 1 1 allv]> = 24 (1+V3)?,
1+V3 1
B R -1 -1 -1
Ho— | LGB H(aevE) | = | 230V 10-VA)
“k H(3VE) LBV w308 30

43
=25 =5
_ﬁ+%_
v1=[ P ] o] = z(4—v2-+06)
1-

Dostaneme Householderovu matici
2—/24+/3-6 —1-v2+6 1 1
—4+v/2+6 —4+v2+6 1 (\/§ + \/6) 1 (\/§ - \/6)

H2 = =
—1-v2+v6  —24+v2-V3+V6 1 _ 10 ./9_
—44+v2+V6 —44+v2+V6 4(\/§ \/6) 4( V2 \/6)
Potom plati
) 1 00
Hy = 0
2 X H,

Horni tojuhelnikova matice bude mit tvar
V3 2v3
—V3 P 3P
R = HyH A = 0 —2‘/?6 2‘/?6
0 0 —2v2

Cviceni 4.2: Pomoci vhodnych Givensovych matic vynulujte prvky pod hlavni dia-
gonalou matice

1 1 =2
A= 1]1 -1 2
1 1 2

Cviceni 4.3: Pomoci Householderovych matic vynulujte prvky pod hlavni diagonalou
matice

1
A= 11
1

— = N
=N DN

30



Piiklad 4.15: Najdéte ortogonalni bazi podprostoru R* generovaného vektory a; =
[1,0,1,1)F, a2 =[0,1,1,2]F a as = [0,1,0, 1]7.

Reseni: Pouzijeme Gramuv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces. Volme vy = aq = [1,0,1,1]7,
déle

T
—as — —10,1,1,2]" — 2[1,0,1,1]T = [~1,1,0,1]7,
T T
V1 asg V2 ag T 1 T 2 T
= — — =10,1,0,1" — =(1,0,1,1" — =|—1,1,0,1
V3 as ’U]_T'U]_ 1 Uvaz’UZ [a s Uy ] 3[a s Ly ] 3[ 3 Ly Yy ]

o1y g

13737 3]
Vektory vy, v, vs tvori ortogondlni bazi daného podprostoru. Prislusnou ortonormalni
béazi bychom dostali nanormovanim téchto vektoru.

Cviceni 4.4: Najdéte ortonormalni bazi podprostoru generovaného vektory
a) a; =1[2,1,0]7, as = [0,1,2]7,
b) a; =[1,2,1,0]T, az = [0,1,1,2]T a as = [1,1,—2,0].
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Kapitola 5
Maticové rozklady LU, QR.

Piiklad 5.1: Provedme LU-rozklad matice

1
A= |1
1

— NN
W N W

ResSeni: Provedeme Gaussovu eliminaci na matici A.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
12 2(~1]0 0 -1]~]10 -1 0
113 0 -1 0 0 0 -1

Abychom ziskali novy druhy fadek, vynasobili jsme prvy fadek (-1) a pricetli k druhému
radku. Pak jsme k tretimu fadku pricetli opét (-1)-nasobek prvého fadku. Vyndasobili jsme
tedy matici A matici

100 1 00 1 2 3 12 3
Ey=1-110]|,tj.B4-A=|-110 122 =10 0 -1
-1 0 1 -1 0 1 113 0 -1 0

Potom jsme prohodili druhy a treti fadek, t.j. vyndsobili jsme matici F; - A permutacni
matici

100 100 1 2 3 1 2 3
P=|001|,tj.P-E,-A=1]00 1 0 0 -1|=1]0-1 0
010 010 0 -1 0 0 0 -1

Ozna¢me horni trojuhelnikovou matici P - F; - A jako matici U. Potom plati
P-E,-A= A=FE'""P'"WU=E'"PU=PA=P-E'"P.U=L-U,

kde L je dolni trojihelnikova matice a U je horni trojihelnikova matice.

100 1 2 3
PA=LU, L=|110|, U=1]0-1 0
101 0 0 -1
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Piiklad 5.2: Provedte QR-rozklad matice

Reseni: V pifkladu 4.14 jsme pouzili Houssholderovu matici k vytvoreni trojihelnikové
matice R,

V3 2v/3
V3 3 T3

R=HHA=| 0 -24 o8
0 0 —2V2
Plati tedy
A=H'H" R

Ozna¢me Q = HY - ' a dostavame
V3 V6 V2
3 T 6 2 —V3 _Tg _%3
A=QR, kdeQ = | -2 X g a R = 0 —2¥8 26
V3 6 V2 —
-5 —% —% 0 0 2v/2

Piiklad 5.3: Pomoci vhodného software proved'te LU-rozklad matice

1 2
A= 1|1 2
11

W N W

Reseni:

Mathematica:
Nejdiive definujeme matici A a potom provedeme LU-rozklad.

nt= A = {{1, 2, 3}, {1, 2, 2}, {1, 1, 1}}

out= {{1, 2, 3%}, {1, 2, 23}, {1, 1, 1}}

n2)= {LU, p, ¢} = LUDecomposition[A]

oule= {{{1, 2, 3%, {1, -1, -2}, {1, O, -1%}}, {1, 3, 2}, 1}

Nyni musime z vysledku, ktery nam vrati Mathematica ziskat matice L, R, P.

In@l= L = LU SparseArray[{i_, j_} /; j<i-»>1, {3, 3}] + IdentityMatrix[3]

Out[3]= {{lr OI O}/ {1/ 1I O}I {11 OI l}}
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In[4]:= MatrixForm[L]

Out[4])//MatrixForm=

s
o o
R o o

In5= U = LU SparseArray([{i_, j_} /; J2i->1, {3, 3}]
Out[5]= {{1/ 2/ 3}/ {Or _11 _2}1 {Or OI _1}}
Inf6]= MatrixForm[U]

Out[6]//MatrixForm=

1 2 3
0 -1 -2
0O 0 -1

ni7l= P = SparseArray([{i_, j_} /; i =p[[]]] » 1, {3, 3}]
Out[7]= SparseArray[<3>, {3, 3}]
In[8]= MatrixForm[P]

Out[8]//MatrixForm=

|

o O =
= O O

o = O
P

Maple:
> with(LinearAlgebra):
> A =<<1,1,1>(<2,2,1><3,2,1>>;
1 2 3
A=11 2 2
111
> P, L, U := LUDecomposition(A);
1 00 1 00 1 2 3
PLU={001|,|1T1O0|,[]0 —1 =2
010 1 01 0 0 —1
Matlab:
s>A=[1 2 3
1 2 2
11 1
A_:
1 2 3
1 2 2
1 1 1
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>> [L,U,P]=lu(A)

L=

1 0 0

1 1 0

1 01
U=

1 2 3

0 -1 -2

0 0 —1
P =

1 0 0

0 01

01 0

Cvicéeni 5.1: Proved'te LU-rozklad matice

11
A= 1|2 4
39 2
Cviceni 5.2: Provedte QR-rozklad matice
1 2 2
A= 1|11 2
111
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Kapitola 6

Vlastni cisla a vlastni vektory

6.1 Vldastni ¢isla a vlastni vektory

Priklad 6.1: Urcete vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory matice A = [ i) _1 ] .

Urcete algebraickou a geometrickou nédsobnost vlastnich ¢isel.

Reseni:

3—-Xx -1

detl 1 Y

]:(3—>\)(1—)\)+1:)\2—4)\+4:(>\—2)2:0

Charakteriskticky polynom mé jeden dvojnasobny kofen A = 2, matice ma tedy jedno
vlastni cislo s algebraickou nasobnosti 2. Hledejme piislusné vlastni vektory

3—2 -1 1 -1
[ 1 1_2]~{1_1]~[1—1} = x—y=0.
Dostévame jediny linedrné nezavisly vlastnf vektor [1, 1]7. Geometrickd ndsobnost vlastnfho
¢isla je tedy rovna 1.

Cviceni 6.1: V néasledujicich cvicenich urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matic. Pro
kazdé vlastni ¢islo urcete jeho algebraickou a geometrickou nasobnost.

a) 1 1 1]
A=10 21|,

00 1

b) 001 0]
A=loo0 1],

100 0]

c) 3 0 2
A=| 1 -1 -2

9 1 0



6.2 Singularni rozklad matice

1 1
Piiklad 6.2: Vypoctéte singularni hodnoty matice A= | 1 1 | a matice B = AT .
1 -1

Reseni: Vypocteme matici AT A, charakteristicky polynom této matice, vlastni éisla Ay, Ao
této matice a singularni hodnoty oy, o9 matice A:

ATA = [ 31 } , charakteristicky polynom M —6A+8 = A\ =4, Ay =2.

1 3

Singularni hodnoty matice A jsou odmocniny z vlastnich ¢isel matice ATA, tedy o; =

2, 0'2:\/5.

Pozniamka Vypoctéme ortonormdlni vlastni vektory v, v, matice ATA odpovidajici
prislusnym vlastnim ¢islim:

3—4 1 1

3—2 1 1

Tedy ortonormalni vlastni vektory v;, v, matice AT A jsou

1 1 T
— — vivy = 0
v = \{ﬁ , Uy = \{i ) vlT”Ul 1
—= ——= vlvy = 1
V2 V2

V2 0
Avlz \/§ y ||AU1H:2:O'1, AUQZ 0
0 V2

) ||AU2|| - \/520-27

0
(Av)) T Avy = [V2,v2,0] | 0 | =0.
V2

Necht nyni B = AT . Matice BT B je 3 x 3 a ma tedy tfi singuldrni hodnoty. Protoze matice
AT A a AAT maji stejnd nenulova vlastni ¢isla, ma matice B singuldrni hodnoty 2,v/2 a 0.

Cviceni 6.2: Vypoctéte vlastni ¢isla Ay, Ay a odpovidajici ortonormalni vlastni vektory
v1, v matice AT A a singuldrni hodnoty o, o5 matice A a AT,

A:“ﬂ
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Kapitola 7

Linearni zobrazeni, operator a
funkcional.

Linearni funkcionaly

1
Priklad 7.1: Ukazte, ze Tf = f@)dt +2f(1) je spojity linearni funkcionél na X =

0
clo,1], |Ifll = tem[g% | f(t)]. Urcete jeho normu.

Reseni: Funkciondl je linedrni, protoze pro libovolné f, g € X, a € R plati

T(af + g) = / (af + g)(H)dt +2(af +g)(1)

= a/ol ft)dt + /01 g(t)dt +a2f(1) +2g(1) =T f + Tg.
Dale
o= [ e sw| < | [ s + 2s0)

< [C1r@lde+ 2] <[ 1des 2180 < A1+ 2) <3091,
0 0

odkud plyne, Ze T je spojity a || T|| < 3. Na druhou stranu pro fo(t) = 1, mame f, € C[0, 1],
| foll = La||Tfo|| = 3. Protoze || T|| > ||T foll, je [|T']| > 3 a pro normu operatoru dostavame
1T = 3.

Priklad 7.2: Urcete normu linearniho funkcionalu 7': X — R,

Tf =2 /0 LA ()t — £(0),
X = C[Ov 1]7 Hf” = max |f<t)’

t€[0,1]
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Reseni: Linearitu funkcionalu lze ukézat analogicky jako v pfedchozim piikladu.

1= |2 [ o= o)) < |2 [ o]+ o
<2 [ pfOe+ O] < 1A [ 2111 < 12002+ 1) < 200,

odkud plyne ze T je spojity a ||T]| < 2. Dukaz opa¢né nerovnosti je v tomto piipadé

—1, prot=0,
fo(t) =
1, prote(0,1],

1
pro kterou 2/ tf(t)dt — f(0) = 2 nenf spojitd a tedy f ¢ X. Danou funkci vsak muzeme
0

aproximovat spojitymi funkcemi. Pro € € (0, 1) volme

-1, prot =0,
ft) =4 —-14+2, prote (0,¢),
1, pro t € [e, 1].

Potom f. € X, ||f]=1a

Tf622/1tfe(t)dt—f5(0): [tQT +1=2-¢.

Proto ||T']] > 2 — €% pro libovolné € > 0 a tedy ||T|| = 2.
V nésledujicich cvicenich zjistéte, zda jsou funkciondly 7" : X — R linearni a spojité.
Pokud ano, spoctéte normu funkcionalu 7.

Cviceni 7.1: X = C|0,1], HfH:maX\f()| T(f) = /t+f()

t€[0,1]

f

Cviceni 7.2: X = (C[0,00), ||f|| = max |f(t)
t€[0,1]

Cvigeni 7.3: X =1', |[{z,}| =) _ |za|, T{x,} = 321 + 2.

n=1

Cviceni 7.4: X =co = {{z,,}; im z, = 0}, |[{zn}|| = sup{|z.|}, T{xn} = 321 + 2.
n—oo neN
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Linearni operatory, spektralni teorie

Priklad 7.3: Vysetfeme, zda linearni operator T : X — X je linearni a spojity. Pokud
ano, spoc¢téme normu operatoru L.

X =C0,1, |[[fll = max |f@)|, Tf(t)=w)f(),

te[0,1]

kde w(t) je dand spojitd funkce na [0, 1].

Reseni: T je linedrni, protoze pro viechna a, § € R a pro viechna f, g € X plati

T(of+B9)(t) = wt)(ef (t)+8g(t)) = aw(t) f(t)+Pw(t)g(t) = T f(t)+LTg(t), Vi € [0,1].

Nyni dokazeme spojitost operatoru 7"

ITAI = max () f()] < & max |f(8))] = 2] ]l

te[0,1] tel0

kde Q2 = m[ax} lw(t)|. T je tedy spojity operator. Navic plati
tefo,1

IT[| = sup [T f]| < €.
f<1

Zvolme nyni fy € C[0,1], fo(t) = 1, ||foll = 1. Plati, ze ||T fo|| = Q. Protoze ||T|| > ||T fol|
a tedy ||T]| > Q. Pro normu operatoru tedy plati

1T} = €.

V nésledujicich cvicenich zjistéte, zda jsou operatory 7' : X — X linearni a spojité. Pokud
ano, spoctéte normu operatoru 7.

Cviceni 7.5: X = C[0,1], || f|| = max |f(t)|, Tf(t) = €' f(¢).

te(0,1]

Cviceni 7.6: X = C[0,1], || f]| = max |£(£)], Tf(t) = f(%).

te[0,1]
2w

27
Cviceni 7.7: X = L?[0,2x], ||f|l = 2 Tf(t) = (s) cos(t — s) ds.
0 0

Cviceni 7.8: X = ¢, |[{zn}| = sup{|zn|}, T{z,} = {21, 22,235,0,0,...}.
neN

Cvigeni 7.9: X =12, |[{z,}|> =D |anl®, T{xn} = {21, 22,25,0,0,... }.

n=1

Piiklad 7.4: Uvazujme linearni operator Tf(x) = f"(x) — f'(z) — 2f(x) na prostoru
X = C*]0,1] s normou || f|| = m[(z)x:i(] | f(t)]. Ukazte, ze T neni spojity. Urcéete dimenzi jadra
telo,

operatoru.
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Reseni: Pron € N volme napifklad f,(z) = 2" —1, potom f, € X, || fu|| = 1, ale T'f,(1) =
n(n —2) — oo, tedy T nemuze byt spojity. Funkce z prostoru X je prvkem jadra T prave
tehdy, kdyz spliuje diferencidln{ rovnici y” — 3’ — 2y = 0. Resenim charakteristické rovnice
A2 — X —2 =0 dostdvdme \; = —1, Ay = 2, odkud ker T' = {Cje™® + Cye?*, C}, Cy € R}.
dimker T = 2.

Piiklad 7.5: Najdéte bodové spektrum operatoru T : 12 — 12, kde

T{z,} = {xg,xs I4 L)

o0
Reseni: Pro normu plat{ ||{z,}|| =, /Zmi
n=1

1. X # 0 potom T — AI je prosté, protoze

(T—XN)z=0 & z9=M\1; x1#0
% = )\LEQ T3 = 2)\21’1
%:)\1’3 $4:2'3')\3$1
T

= A\Tp_ n=(n—1)\""1
o Tpo1 Tp=(n—1) )

Nasli jsme nenulovou posloupnost r = {x,} pro kterou (" — A)z = 0, ale x ¢

I2, protoze fada Za: =1 Z((n — DIA"H? diverguje. Zjistime to z podilového

n=1 n=1

~ (n!A")? T 2y2 _
Al = ) T)E AT = o0

Protoze neexistuje x # 0 takové, ze (T'— A\l )x = 0, je operdtor T'— Al prosty, tedy
A # 0 nepatii do spektra.

kritéria

2. A =0 potom T — AI neni prosté, protoze

Tr=0 = z2=0 25220,1’1750

) —0
2 3
Ty
M) -0
3 e
Tn '

-0 z,=0
n—1 x

Nasli jsme nenulovou posloupnost napi. = {1,0,0,---} pro kterou Tx = 0, tedy

op(T) = {0}.
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Piiklad 7.6: Najdéte bodové spektrum operatoru 7 : X — X, kde X = C[0,1], ||f|l =

max | f(t)],
:/Orf(t)dt

t€[0,1]

Reseni: Snadno se ovéit, ze || T = 1.

1. A=0, potom (T'=X)f =0 < / f(t)dt =0, Vo € [0,1] tedy nutné f =0a T je
0
prosty.
2. M # 0, potom (T —A)f =0 < / f(t)dt = Af(x), Vo € [0,1] odkud dostédvame
0
dosazenim f(0) = 0, derivovanim podle zakladni véty integralniho poctu potom
f(z) = Af'(z). Obecnym fesenim této jednoduché diferencidlni rovnice je f(x) =
Cex”. 7 pocatecni podminky vsak dostavame C' = 0, tedy f =0, T'— A je prosty a

o,(T) = 0.

V nésledujicich cvic¢enich najdéte bodové spektrum operatoru 7' : X — X.

Cviceni 7.10: X =12, |[{z,}|] = W2 T} = 25

viceni , [{zn ] ZVC I T{an} = 10,20, 5 55}

Cvigenf 7.11: X = 2, [{w, } 1> = 3 |aal®, T{wa} = {0,0,2, 22,22, }.
— 273"

o0
Cvigeni 7.12: X =12, [{z,}” =D |zal®, T{xn} = {iw, %2y, PP2s, 124, 5, ... }.

n=1

) 1‘3 $4

icent 7.13: X = 2, [{z. |2 = " Jenl?, T{an
Cviceni 7.13 , [{zn | Z!x!, {zn} = {5U1,2 3 }

Cvitent T.14: X = C0,1], || = max £ (0). T/ (z /f Pt — f

V nésledujicich cvicenich najdéte spektrum operatoru 7.
Cviceni 7.15: X =12, [{z.}* =Y |zal®, T{xn} = {22, 73, 24,.. . }.

2
Cviéeni 7.16: X =R? ||(z1,20)|* = Z |2n]?, T(21, 22) = (221 + @9, 21 + 215).

n=1
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Kapitola 8

Vektorova analyza

V nésledujicich piikladech jsou f(z,vy, 2), g(z,y, z) skalarni funkce majici spojité parcidlni

derivace, E)(x, y,2), b(x,y,z) jsou spojité diferencovatelnd vektorova pole.

Priiklad 8.1: Ukazte, ze
V(f+g9)=V/+Vy.

Reseni: of 99 9f 9 0f 5
_ (9] 99 0] g g
Vif£9) = <(‘9x + oz’ dy = oy Ay’ 0z + 8z>

of of of\ (99 99 9
ox’ dy’ 0z oxr’ dy’ 0z

Poznamka Ekvivalentni zapis rovnice (8.1):

): Vf+Vg.

grad (f £ g) = grad f £ grad g.

Priklad 8.2: Ukazte, ze
V(fg)=(Vf)g+ (Vg f.

Reseni:

_ (90(f9) o(fg) 9(f9) 6’f dg af dg Of

of of of dg Og 0Og B
<%7a—ya@)g+ <%’8_y’$) f= (VhHg+(Vg)f

Poznamka Ekvivalentni zapis rovnice (8.2):

grad (fg) = (grad f)g + (grad g)f .
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Priklad 8.3: Ukazte, ze
— —
b)=rotd +roth .

Resent:
i j k
rot(7+?):vX(7+?): 9 9 9 |-
Ox dy 0z
(Z1—|—b1 &2+b2 a3+b3
8((13 + bg) _ 8(a2 + bg) _8(a3 + bg) 4 8(@1 + bl) 8(@2 + bQ) _ 8(&1 + bl) -
oy 0z Ox 0 = Ox oy N
Oay  Obs Oay Obp _Oas 0Obs  Oay  Oby Oay  Oby Oax _ 0b1) _
or 0z 0z 0x Oxr Oy Oy)

B (8_y oy 0z 0z Ox
Obs  0Oby  Obs N Obi Oby by ) B

_(Oas _0Oay _Oaz  Oam Oap Oar)  (0bs Oby _0Obs b1 Oby
“\dy 0z’ Oxr 0z dxr Oy oy 0z  Oxr 0z Oxr Oy
:Vx7+Vx?:rot7+r0t?.
Piiklad 8.4: Ukazte, ze
V- (@xB)=0-(Vx@)—a (Vx D). (8.3)

Reseni:
i j k
L=V- a; ag as
by by b3

= V- (agbs — agbe, —a1bs + azby, a1by — azby) =

0 0 0
—(a2b3 — agbg) -+ 6—y(—a163 + agbl) + &(albg — Clzbl) =

Ox
B Obs  Oby oby  0b Oby  Ob
—a1< 0y+8z>+a2(8az Bz)+a3( 8:U+8y)+
das  Oas das  Oay day Oay
by | — — — by | ——— + — by | — — —
+1<8y 8z>+2( 8x+8z)+3<8x 8y>
Upravme nyni pravou stranu rovnice:
k i j k

i
P = (bl,bg,bg) 2 2 2 — (al,ag,ag) 2 ﬁ 2
or Jy 0z Jor Jy 0z
by by b3

ap az as
Vyéislime determinanty a prislusné skaldrni souciny a dostaneme L = P.
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Poznamka Ekvivalentni zapis rovnice (8.3):

div(@ x B) = b (rot@) — @(rot b ).

_>
Poznamka Diferencialni operator b -V
o 0

%

b -V =(b,by,0 —+5b
V= (e, 3)( ox oy 0z

Necht nyni f je skalarni funkce. Pak

- of of of
(b ~V)f_bla—+b2a—+bgaz

Je-li @ vektorova funkce, pak

— — Jda, day da; . Oasy dasy day , Oas das das
(b v)a_(b18x+b28y b38 b18x+b28y+b8 bl@ +b28y+b38 :

Piiklad 8.5: Necht 7 = (z,y, 2), t..
T=x-i+y-j+z-k kde i=(1,0,0), j=(0,1,0), k= (0,0,1).

Polozme 7= |[7|| =2+ 2+ 22 a f(z,y,2)=In\/a> +¢*+22.
=

Ukazte, ze gradf(z,y,z) = T 7‘“2 :
T

Reseni:

Vi(z,y,z) =gradf(z,y,2) = (&f of af) :( 1 1

. .:L‘
oz’ 8y 0z VI 22 SRR+ 22

1 1 1 1
. .y7 . -z —
VR + 22 a4 yr 422 T a2+ 2 a2 )

( x y z ): (x,y,2) _ il
’ ’ |72

e e A Al o Tl S Al R TRl S 2%+ y? + 22
Poznamka: 5 5 5
T 0y z
V-7 =+ +o—]=3
<3x dy &z)

Piiklad 8.6: Necht & je konstantn{ vektor a 7 = (x,y,z). Je-li T =W x 7, dokazte,
1
je W = §r0t7.

Resent:
i j k
ov ov ov vy Ov ov
fw=| 9 90 0 |_ (%8 g du dn 0 0u) 4
ro 9% 8y 72 oy 02 ox 0z or oy (84)
U1 (%) V3
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Nyni si vypocteme .

i j k
T=WxT=|w w ws|= (Waz — W3y, —wW12 + W3T, w1y — Wal) .
x oy oz
Tedy
V1 = W2 — W3y, Vg = —W1 2 + wsx , Vs = W1y — WaT .

Nyni dosadime do rovnice (8.4) a dostaneme

1
rot v = (w1 + w1, wa + wa, w3 + w3) = 20 = W= 51"0137-

Priklad 8.7: Pomoci Greenovy véty vypoctéte plosny obsah ”vnitiku”elipsy

T Y 1 4>0b0>0.

Reseni: Elipsa spliuje piedpoklady Greenovy véty. Pocitame plochu P mnoziny

2 2

x )
M = {(z,y) € R?, ;+b—2§1}'

Zavedeme zobecnéné polarni souradnice:

r=acost, y=bsint, te(0,2m).

1 1 2
P:—/xdy—ydxzi/ (acost beost — bsint (—asint))dt =
K 0

2
/ abdt =mab.
2 0

/(_Izy)dx + xy2dy, kde K je kruznice x>+ y2 =a?,
K

N | —

Priiklad 8.8: Vypoctéte

a) pomoci Greenovy véty
b) primo z definice kiivkového integralu

Reseni:
a) 7 Greenovy véty (kruh spliuje predpoklady)

OF:
—2<I,y) = y2 )

F, — 2%, F — 712
1z, y) vy, Fy(x,y) =zy, o

Greenova véta =—

/Fldx+F2dy:// 08 )= ) dedy, M = {(z.y). 2 + 2 < @)
i a \ Oz dy
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Substituce do polarnich souradnic

r=rcost, y=rsint, re(0,a), te0,2n).

2
// y® + 2? d:cdy—/ / r? cos? t 4+ 12 sin t)rdtdr—27r/ rdr = 2

Z definice krivkového integralu
Parametnzace IC:
r=acost, y=asint, te{0,2r).

2
/(—a:Qy)das + 2ytdy = 2a4/ sin?t cos®t dt
K 0

/ sin®t cos®t dt = / sin®t(1 — sin®¢)dt = / sin® tdt — / sin® tdt
11
/Sin2 tdt = ot — - sin(2t)
3.1 1
/sin4 tdt = gt ~ 1 sin(2t) + 3 sin(4¢)
Hledany kiivkovy integral je

- 3
/K?dr = 2a*(m — ZW) = ga4,

coz je stejny vysledek jako v a), ale co to dalo prace!!!

Cviceni 8.1: Upravte

Cviceni 8.2: Ukazte, ze

V-(fd)=(VHT+ f(VT)

neboli

div(fd) = (gradf)d + fdivd .
Cviceni 8.3: Ukazte, ze
VX (fd)=(V)xd+f(Vxd).
CviGeni 8.4: Necht 7 = (z,y,2), ||7] =22+ 4%+ 2.

—
(a) Vypoctéte V- < ) .

[17]]
(b) Vypoitéte rot7T =V x 7.
(c) Vypoctéte V7.
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(d) Vypoététe V x (n‘%)

(e) Vypoctete V|| 7).

7
Cviceni 8.5: Urcete divergenci vektorového pole

g=gradf, kde f(z,y,2)=12>+y"+2*.
L n 27 1o B s s g o . . ~
Cviceni 8.6: Spoctéte dr, kde F'(z,y) = (z° 4+ y*, x* —y*) a K je hranice mnoziny
K

M={(r,y) eR* -1<x <1, 0<y<a?}

probihana tak, ze tato mnozina bude po levé ruce. Pocitejte a) z Greenovy véty, b) piimo .

—>
Cviceni 8.7: Spoctéte / ?dr, kde ?(:U,y) = (e" Y+ arctgx,r —e*Y) a K je hranice

K
obdélnika ABCD, A = (1,1), B = (1,2), C = (—1,2), D = (—1,1). Orientaci volte
v kladném smyslu.

48



1 Ciselné rady, konvergence a absolutni konvergence,

1.1

1.2

1.3

1.4
1.5

1.6

1.7

2.1

2.2

Vysledky cvic¢eni

kritéria konvergence.

a)
e)

1
§=—,

12

s=1,

Diverguje,
Konverguje,
konverguje
Diverguje,
Konverguje,
Konverguje,
konverguje,
Diverguje,
diverguje

konverguje

b)
f)
j)

w

konverguje,
diverguje,

konverguje.
konverguje,

diverguje,

d)

konverguje abs.,c)

diverguje.

diverguje.

Funkéni rady, bodova,
konvergence.

Konverguje na (1,00),

konverguje na (—1,1),

konverguje na R,

diverguje na (0, 00),

Konverguje stejnomérné na R,

stejnomérna konvergence, kritéria

g)

b)
d)
f)
h)

5= 00, d) s= ¢ ,
e—1
3 1
S h _

S 4 Y ) S 2 Y
konverguje, d) diverguje.
konverguje, d) konverguje
konverguje, d) diverguje.
diverguje, d) konverguje.

konverguje absolutné,

konverguje.
konverguje, d) konverguje
konverguje, h) konverguje,

konverguje na R,
konverguje na (—1,1),
diverguje na R,

konverguje pro x # kn, k€ Z.

konverguje stejnomérné na (zg,00), g > 0,

konverguje stejnomérné na (—oo, —xg), o > In2,

konverguje stejnomérné na R,

konverguje stejnomérné na (xg,00), g > 0,

konverguje stejnomérné na (zg,00), g > 0,
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3 Mocninné rady, polomér konvergence. Taylorovy rady.

3.1 a) R=3, (—3,3), b) R=1 (-1.1),
c) R=1, (1-%1+1), d) R=1, (-1,1),
e) R=oo, R, f) R=0, {0},
g) R=2, (-2,2), h) R=3, (-3,3).
32 a) 3 (-1, py 3 AT
0 $2n+1 o0 . x2n
c) ;(—1)nm7 d) nz%(—l) )’
[e§) . o0 B n22n(l,_%)2n
e) Z(l’ n", f) Z( 1) T)!’
> 2" > In"3
g) ZHT, h) Z oy ",
3.3 a) Z% v €R, b) Z(—1)"(;+:1)!, z€R,
s Lot > o (n+ Dna™!
c) ;(—1) CERIE re(-1,1), d) ;(—1) Y re(-L1).

4 Ortogonalni matice, ortogonalni transformace.
4.1 a) z=1[0,1]", ||AZ — b|| = V6,

b) &= [5-2], Az~ b| = 21,

o) &= 122" 4% —b] = 2V30,

d) £ =[-1,1,0]", |[AZ — b|| = 0, soustava nen{ pieurcen4.

Vysledky nasledujicich piikladiu nejsou jednoznacné. U matic zalezi na poradi nulovani
prvki, u vektoru na poradi kroku ortogonalizace.

4.2

V3 V3
V3 —f -2

_ NG NG
R = 0 —2¥8 28
0 0 —2¢v2
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4.3

43 53
\/§ 3 BT
_ V6 /6
BE=10 % 9
/3
0o o0 ¥
1 T 1 T
4.4 a) 75[27170] 7\/_3*0[_17275]
1 T 1 T 1 T
b) 75[1727170] 73_\@[_1707174] 775[]'717_3’1]

5 Maticové rozklady LU, QR.

5.1
100 111
L=1210 U=102 6
33 1 00 6
5.2 V3 6 V3 53
3 6 43  5vV3
5 3 0 V3 AP RS
_lvs v _ N
@Q=1% % % | BE=10 % %
N ) NG
i 0 0 2

6 Vlastni ¢isla a vlastni vektory

6.1 a) A\ =1, vlastni vektory [1,0,0]7, [0,1, —1]7, geometrickd i algebraickd nasobnost 2,
Ay = 2, vlastni vektor [1,1, 0], geometrickd i algebraickd ndsobnost 1,
b) A =0, vlastni vektor [1,0,0]7, algebraickd ndsobnost 3, geometricka ndsobnost 1,
c) M\ =0, vlastn{ vektor [—2, 4, —3]7T,
Ay = —2 + i, vlastni vektor [1 —i,i,1]7,

A3 = —2 — i, vl. vektor [1 + 1, —i, 1]7, geom. i alg. ndsobnost vsech vl. &fsel je 1.
6.2
1 2
ATA:|:421181:|,>\1:10,)\2:O,”U1: \ég , Uy = \{5 ,0'1:\/E,0'2:O.
V5 NG

7 Linearni zobrazeni, operator a funkcional.

7.1 T neni linedrni.

7.2 T je linedrni a spojity, ||T]| = 5.
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7.3
7.4
7.5
7.6
7.7
7.8
7.9
7.10
7.11
7.12
7.13
7.14
7.15

7.16

T je linedrni a spojity, ||7']| = 3.
T je linedrni a spojity, ||T|| = 4.
T je linedrni a spojity, ||T']| = e.
T je linedrni a spojity, ||7']| = 1.
T je linedrni a spojity, |7 < V2.
T je linedrni a spojity, ||T|| = 1.

T je linedrni a spojity, ||T|| = 1.

o,(T) = 0.
o,(T) = 0.

op(T) = {i,~1, —i,1}
op(T) ={1,5.5: 525>}
op(T) = {-1}

o(T) = {A€C; |\ < 1}.
o(T) = {1,3}.

8 Vektorova analyza

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

V(@+8)=V-@+V-b div(?+8)=divd +divd).

Rozepiste divergenci a gradient podle definice.

Rozepiste diferencialni operatory podle definice.

(a) — b) 0, (¢) (1,1,1), (d) 0, (e) L (f) — v
i | o B R e

6.
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Podle Greenovy véty plati

B OF; OF B
/KFld:r + Fody = // (%(fv,y) a—y(:t,y)) dady =

M

[[ ez [ ( [

Pri piimém vypoctu kiivkového integralu by bylo tieba rozdélit kiivku na ¢tyti
casti:

2

1

2

(2x — 2y)dy) dz = / (22° — 2*)dr = ~5
—1

Ki: rm(t) = (¢,0), t € (—1,1), usecka
Kot mo(t) (1,1), t€(0,1), tusecka
Ks: r3(t) = (—t,t?), t € (—1,1), cést paraboly
Ky rmy(t) = (=1,1—1¢), t€(0,1), tsecka
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