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2.1 Bodová konvergence, obor konvergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Kapitola 1

Č́ıselné řady, konvergence a absolutńı
konvergence, kritéria konvergence.

1.1 Součet nekonečné řady

Př́ıklad 1.1: Vypočtěme součet řady

∞∑
n=1

(
2

5

)n
.

Řešeńı: Řada je geometrická s kvocientem q = 2
5
< 1. Součet řady tedy je

s =
a1

1− q
=

2
5

1− 2
5

=
2

3
.

Př́ıklad 1.2: Vypočtěme součet řady

∞∑
n=1

1

n(n+ 2)
.

Řešeńı: Rozlož́ıme racionálńı výraz na parciálńı zlomky

1

n(n+ 2)
=

1

2

(
1

n
− 1

n+ 2

)
.

Nyńı sečteme řadu
1

2

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 2

)
.

Naṕı̌seme si součet prvńıch m člen̊u této řady

sm =
1

2

((
1− 1

3

)
+

(
1

2
− 1

4

)
+

(
1

3
− 1

5

)
+ · · ·+

(
1

m− 1
− 1

m+ 1

)
+

(
1

m
− 1

m+ 2

))
.
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Některé zlomky se nám odečtou a dostaneme

sm =
1

2

(
1 +

1

2
− 1

m+ 1
− 1

m+ 2

)
=

3

4
− 1

2

(
1

m+ 1
+

1

m+ 2

)
.

Součet řady tedy je

s = lim
m→∞

sm =
3

4
.

Př́ıklad 1.3: Vypočtěme součet řady

∞∑
n=1

1
√
n+
√
n− 1

.

Řešeńı: Nejdř́ıve si uprav́ıme n-tý člen řady

1
√
n+
√
n− 1

=

√
n−
√
n− 1

n− (n− 1)
=
√
n−
√
n− 1.

Nyńı sečteme řadu
∞∑
n=1

(√
n−
√
n− 1

)
.

Naṕı̌seme si součet prvńıch m člen̊u této řady

sm = (
√

1−
√

0) + (
√

2−
√

1) + · · ·+ (
√
m− 1−

√
m) + (

√
m−

√
m− 1).

Některé členy se nám odečtou a dostaneme

sm =
√
m ⇒ lim

m→∞
sm = ∞ .

Součet řady tedy neexistuje.

Cvičeńı 1.1: V následuj́ıćıch cvičeńıch určete součet řady, pokud existuje.

a)
∞∑
n=1

(
1

4

)n+1

, b)
∞∑
n=1

ln
n+ 1

n
,

c)
∞∑
n=1

(
1

3

)1−n

, d)
∞∑
n=1

e1−n ,

e)
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
, f)

∞∑
n=3

1

n(n− 2)
,

g)
∞∑
n=2

1

n2 − 1
, h)

∞∑
n=1

1

n2 + 3n+ 2
.
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1.2 Kritéria pro konvergenci č́ıselných řady

Př́ıklad 1.4: Pomoćı integrálńıho kritéria vyšetřeme konvergenci řady

∞∑
n=1

1

nk
, k ∈ R .

Řešeńı: Pro k ≤ 0 řada diverguje, protože neńı splněna nutná podmı́nka konvergence

( lim
n→∞

1

nk
6= 0). Vyšetř́ıme nyńı konvergenci pro k > 0. Na intervalu 〈1,∞) je funkce

f(x) =
1

xk
spojitá, klesaj́ıćı a kladná. Pro n-tý člen dané řady plat́ı an = f(n) =

1

nk
.

Můžeme použ́ıt integrálńı kritérium. Pro k > 1 plat́ı∫ ∞
1

1

xk
dx =

∫ ∞
1

x−kdx =

[
x1−k

1− k

]∞
0

= 0 .

Pro 0 < k < 1 plat́ı ∫ ∞
1

1

xk
dx =

[
x1−k

1− k

]∞
0

= ∞ .

Pro k = 1 plat́ı ∫ ∞
1

1

x
dx = [ln |x|]∞0 = ∞ .

Daná řada konverguje pro k > 1 a diverguje pro k ≤ 1 .

Př́ıklad 1.5: Vyšetřeme konvergenci řady

∞∑
n=1

1

n+ 2
.

Řešeńı: Použijeme-li pro řadu
∞∑
n=1

1

n+ 2
substituci m = n+ 2 dostaneme

∞∑
n=1

1

n+ 2
=

∞∑
m=3

1

m
=

∞∑
m=1

1

m
− 1 − 1

2
= ∞ − 3

2
= ∞ .

Podle př́ıkladu 1.4 řada
∞∑
m=1

1

m
diverguje, diverguje proto i daná řada.

Př́ıklad 1.6: Vyšetřeme konvergenci řady

∞∑
n=1

1

n 2n
.
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Řešeńı: Použijeme srovnávaćı kritérium

∞∑
n=1

1

n 2n
<
∞∑
n=1

1

2n
.

Našli jsme majorantńı řadu
∞∑
n=1

1

2n
. Řada

∞∑
n=1

1

2n
je geometrická řada s kvocientem 1

2
a

proto konverguje. Podle srovnávaćıho kritéria konverguje i řada
∞∑
n=1

1

n 2n
.

Př́ıklad 1.7: Vyšetřeme konvergenci řady

∞∑
n=1

1 + n

1 + n2
.

Řešeńı: Použijeme srovnávaćı kritérium

1

n
=

1 + n

n(n+ 1)
=

1 + n

n+ n2
<

1 + n

1 + n2
.

Našli jsme minorantńı řadu
∞∑
n=1

1

n
. Řada

∞∑
n=1

1

n
podle př́ıkladu 1.4 diverguje, tedy i řada

∞∑
n=1

1 + n

1 + n2
diverguje.

Př́ıklad 1.8: Vyšetřeme konvergenci řady

∞∑
n=1

1

(3n)!
.

Řešeńı: Použijeme pod́ılové (D’Alembertovo) kritérium.

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
1

(3n+3)!

1
(3n)!

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ (3n)!

(3n+ 3)!

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ 1

(3n+ 1)(3n+ 2)(3n+ 3)

∣∣∣∣ = 0 < 1 .

Řada
∞∑
n=1

1

(3n)!
podle pod́ılového kritéria konverguje.

Př́ıklad 1.9: Vyšetřeme konvergenci řady

∞∑
n=1

1

1 + n2
.
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Řešeńı: Funkce f(x) =
1

1 + x2
je spojitá klesaj́ıćı a kladná na intervalu 〈1,∞) . Použijeme

integrálńı kritérium.∫ ∞
1

1

1 + x2
dx = [arctg x]∞1 =

π

2
− π

4
=

π

4
<∞ .

Integrál konverguje, konverguje tedy i daná řada.

Př́ıklad 1.10: Vyšetřeme konvergenci řady

∞∑
n=1

1√
n+ 1

.

Řešeńı: Funkce f(x) =
1√
x+ 1

je spojitá klesaj́ıćı a kladná na intervalu 〈1,∞) . Použijeme

integrálńı kritérium.∫ ∞
1

1√
x+ 1

dx =
[
2
√
x+ 1

]∞
1

= 2
(

lim
x→∞

√
x+ 1−

√
2
)

= ∞ .

Integrál diverguje, diverguje tedy i daná řada.

Př́ıklad 1.11: Vyšetřeme konvergenci řady

∞∑
n=1

(−1)n
1√
n
.

Řešeńı: Označme an =
1√
n

. Plat́ı 0 < an+1 < an pro n ≥ 1 a lim
n→∞

1√
n

= 0 . Podle

Leibnitzova kritéria řada
∞∑
n=1

(−1)n
1√
n

konverguje. Vyšetřeme ještě absolutńı konvergenci,

t.j. zda konverguje řada absolutńıch hodnot
∞∑
n=1

1√
n

. Tato řada podle př́ıkladu 1.4 diverguje.

Řada
∞∑
n=1

(−1)n
1√
n

konverguje tedy neabsolutně.

Př́ıklad 1.12: Vyšetřeme konvergenci řady

∞∑
n=1

(
1 + n

2n+ 1

)n
.

Řešeńı: Použijeme odmocninové (Cauchyovo) kritérium. Plat́ı

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

1 + n

2n+ 1
=

1

2
< 1 .

Řada
∞∑
n=1

(
1 + n

2n+ 1

)n
tedy konverguje.
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Cvičeńı 1.2: V následuj́ıćıch cvičeńıch vyšetřete konvergenci řady. Použijte srovnávaćı
kritérium

a)
∞∑
n=1

1

4n− 1
, b)

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
,

c)
∞∑
n=1

1

n
√
n+ 1

, d)
∞∑
n=1

1
√
n+
√
n− 1

.

Cvičeńı 1.3: V následuj́ıćıch cvičeńıch vyšetřete konvergenci řady. Použijte pod́ılové
kritérium

a)
∞∑
n=1

1

(2n− 1)!
, b)

∞∑
n=1

n!

3n
,

c)
∞∑
n=1

n

2n
, d)

∞∑
n=1

n2

2n
,

e)
∞∑
n=1

n

(n+ 1)!
, f)

∞∑
n=1

n5

(n)!
.

Cvičeńı 1.4: V následuj́ıćıch cvičeńıch vyšetřete konvergenci řady. Použijte integrálńı
kritérium

a)
∞∑
n=1

n

(n2 + 1)
, b)

∞∑
n=1

n
√

e

n2
,

c)
∞∑
n=1

1

n2
ln(

1

n
+ 1) , d)

∞∑
n=1

n2

n3 + 1
2

.

Cvičeńı 1.5: V následuj́ıćıch cvičeńıch vyšetřete konvergenci řady. Použijte odmocninové
kritérium

a)
∞∑
n=1

1

nn
, b)

∞∑
n=1

( √
n

n+ 1

)n
,

c)
∞∑
n=1

(
2n+ 1

n+ 3

)n
, d)

∞∑
n=1

arctg n n

2n
.

Cvičeńı 1.6: V následuj́ıćıch cvičeńıch vyšetřete konvergenci řady. Použijte Leibnitzovo
kritérium. V př́ıpadě, že konverguje, vyšetřete, zda konverguje absolutně.

a)
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
, b)

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

(n+ 1)2
,

c)
∞∑
n=1

(−1)n
√
n

n+ 1
, d)

∞∑
n=1

(−1)n
1

ln(n+ 1)
.
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Cvičeńı 1.7: V následuj́ıćıch cvičeńıch vyšetřete konvergenci řady. Použijte vhodné kritérium.

a)
∞∑
n=1

1

3n+ 1
, b)

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n 2n
,

c)
∞∑
n=1

√
n+ 1−

√
n

n
, d)

∞∑
n=1

sin
π

2n
.

e)
∞∑
n=1

arctg n 1

n
, f)

∞∑
n=1

cos
n

2n
.

g)
∞∑
n=1

n5

n!
, h)

∞∑
n=1

(−1)n
1

3
√
n
.

i)
∞∑
n=1

1

n2 + n+ 1
, j)

∞∑
n=1

2n

n2
.
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Kapitola 2

Funkčńı řady, bodová, stejnoměrná
konvergence, kritéria konvergence

2.1 Bodová konvergence, obor konvergence

Př́ıklad 2.1: Vyšetřeme bodovou konvergenci a určeme součet řady

∞∑
n=1

(lnx)n .

Řešeńı: Řada je geometrická s kvocientem q = lnx. Řada tedy konverguje absolutně,
jestliže | lnx| < 1, t.j. pro x ∈

(
1
e
, e
)
. Součet řady je

s =
lnx

1− lnx
, x ∈

(
1

e
, e

)
.

Př́ıklad 2.2: Vyšetřeme bodovou konvergenci řady

∞∑
n=1

2n xn

1 + n2
.

Řešeńı: Použijeme pod́ılové kritérium

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
2n+1xn+1

1+(n+1)2

2nxn

1+n2

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

2 |x| n2 + 1

(n+ 1)2 + 1
= lim

n→∞
2 |x| n2 + 1

n2 + 2n+ 2
= 2 |x| .

Řada konverguje absolutně, jestliže 2 |x| < 1, t.j. pro x ∈
(
−1

2
, 1
2

)
. Pro |x| = 1

2
dostaneme

řadu
∑∞

n=1(−1)n 1
1+n2 (resp.

∑∞
n=1

1
1+n2 ). Tyto řady konverguj́ı absolutně, (viz př́ıklad 1.9).

Řada
∞∑
n=1

2n xn

1 + n2
konverguje absolutně na 〈−1

2
, 1
2
〉 .
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Př́ıklad 2.3: Vyšetřeme bodovou konvergenci řady

∞∑
n=1

2n xn

n
.

Řešeńı: Použijeme pod́ılové kritérium

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 2
n+1xn+1

n+1
2nxn

n

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

2 |x| n

n+ 1
= 2 |x| .

Řada konverguje, jestliže 2 |x| < 1, t.j. pro x ∈
(
−1

2
, 1
2

)
. Pro x = −1

2
dostaneme řadu

∞∑
n=1

(−1)n
1

n
, tato řada konverguje (podle Leibnitzova kritéria). Pro x = 1

2
dostaneme řadu

∞∑
n=1

1

n
, tato řada diverguje (viz př́ıklad 1.4). Řada

∞∑
n=1

2n xn

n
konverguje na 〈−1

2
, 1
2
) .

Cvičeńı 2.1: V následuj́ıćıch cvičeńıch vyšetřete bodovou konvergenci řady.

a)
∞∑
n=1

1

1 + xn
, x ∈ R+ , b)

∞∑
n=1

cosnx

n3
, x ∈ R ,

c)
∞∑
n=1

(
x(x+ n)

n

)n
, x ∈ R , d)

∞∑
n=1

xn√
n
, x ∈ R ,

e)
∞∑
n=1

sin
x

3n
, x ∈ R , f)

∞∑
n=1

cos
x

n
, x ∈ R ,

g)
∞∑
n=1

lnx

n
, x ∈ (0,∞) , h)

∞∑
n=1

cosnx , x ∈ R .

2.2 Stejnoměrná konvergence

Př́ıklad 2.4: Určeme obor konvergence řady

∞∑
n=1

sinnx

n2

a rozhodněme, kde řada konverguje stejnoměrně.

Řešeńı: Použijeme Weierstrassovo kritérium∣∣∣∣sinnxn2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2
pro x ∈ R .

Řada
∞∑
n=1

1

n2
konverguje, tedy daná řada konverguje stejnoměrně v R .
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Př́ıklad 2.5: Určeme obor konvergence řady

∞∑
n=1

xn

n+ 1

a rozhodněme, kde řada konverguje stejnoměrně.

Řešeńı: Podle pod́ılového kritéria

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ x
n+1

n+2
xn

n+1

∣∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

n+ 1

n+ 2
= |x|

řada konverguje bodově pro |x| < 1 . Pro x = −1 řada konverguje, pro x = 1 diverguje.
Pro |x| < 1 řada konverguje absolutně. Nyńı vyšetř́ıme stejnoměrnou konvergenci. Řada
nebude stejnoměrně konvergovat na celém intervalu (−1, 1), protože na tomto intervalu
plat́ı

sup
x∈(−1,1)

|x|n

n+ 1
=

1

n+ 1
a

∞∑
n=1

1

n+ 1
=∞ .

Zvolme x0 ∈ 〈0, 1). Použijeme opět Weierstrassovo kritérium.∣∣∣∣ xn

n+ 1

∣∣∣∣ ≤ xn0
n+ 1

,

Řada
∞∑
n=1

xn0
n+ 1

konverguje např́ıklad podle pod́ılového kritéria. Řada
∞∑
n=1

xn

n+ 1
konverguje

stejnoměrně na každém intervalu 〈−x0, x0〉, kde x0 ∈ 〈0, 1) .

Př́ıklad 2.6: Určeme obor konvergence řady

∞∑
n=1

e−nx

a rozhodněme, kde řada konverguje stejnoměrně.

Řešeńı: Jedná se o geometrickou řadu s kvocientem e−x, řada tedy konverguje bodově pro
x ∈ (0,∞) . Pro tato x řada konverguje absolutně. Nyńı vyšetř́ıme stejnoměrnou konver-
genci. Řada nebude stejnoměrně konvergovat na celém intervalu (0,∞), protože na tomto
intervalu plat́ı sup

x∈(0,∞)

e−nx = 1 . Omezme se na x ≥ x0 > 0. Použijeme opět Weierstrassovo

kritérium. ∣∣e−nx∣∣ ≤ e−nx0 ,

Řada
∞∑
n=1

e−nx0 konverguje. Řada
∞∑
n=1

e−nx konverguje stejnoměrně na každém intervalu

〈x0,∞), kde x0 > 0 .
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Cvičeńı 2.2: V následuj́ıćıch cvičeńıch vyšetřete stejnoměrnou konvergenci řady.

a)
∞∑
n=1

cosnx

2n
, x ∈ R , b)

∞∑
n=1

n

enx
, x ∈ R ,

c)
∞∑
n=1

2nenx , x ∈ R , d)
∞∑
n=1

e−x
2n2

n2
, x ∈ R ,

e)
∞∑
n=1

cosnx

enx
, x ∈ R , f)

∞∑
n=1

ln(1 + nx)

nxn+1
, x ∈ (0,∞) .
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Kapitola 3

Mocninné řady, poloměr
konvergence. Taylorovy řady.

3.1 Mocninné řady, poloměr konvergence

Př́ıklad 3.1: Vypoč́ıtejme poloměr konvergence a obor konvergence mocninné řady

∞∑
n=1

5nxn .

Řešeńı: Řada je geometrická s kvocientem q = 5x. Řada tedy konverguje, jestliže |5x| < 1,
t.j. pro |x| < 1

5
a diverguje pro |x| ≥ 1

5
. Poloměr konvergence je R = 1

5
. Obor konvergence

je otevřený interval (−1
5
, 1
5
).

Př́ıklad 3.2: Vypoč́ıtejme poloměr konvergence a obor konvergence mocninné řady

∞∑
n=1

(x− 2)n

2n
.

Řešeńı: Použijeme substituci y = x−2. Dostaneme řadu
∞∑
n=1

yn

2n
. Tato řada je geometrická

s kvocientem q = y
2
. Řada tedy konverguje, jestliže |y

2
| < 1, t.j. pro |y| < 2 a diverguje pro

|y| ≥ 2. Poloměr konvergence je R = 2. Poloměr konvergence řady
∞∑
n=1

(x− 2)n

2n
je tedy

R = 2 a řada konverguje pro |x− 2| < 2 a diverguje pro |x− 2| ≥ 2. Obor konvergence je
otevřený interval (0, 4).

Př́ıklad 3.3: Vypoč́ıtejme poloměr konvergence a obor konvergence mocninné řady

∞∑
n=1

xn

n 4n
.
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Řešeńı: Použijeme pod́ılové kritérium.

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
xn+1

(n+1) 4n+1

xn

n 4n

∣∣∣∣∣ =
1

4
|x| lim

n→∞

n

n+ 1
=

1

4
|x|

Řada tedy konverguje, jestliže 1
4
|x| < 1, t.j. pro |x| < 4 a diverguje pro |x| > 4. Poloměr

konvergence je R = 4. Pro x = 4 dostaneme řadu
∞∑
n=1

1

n
, tato řada diverguje (viz př́ıklad

1.4). Pro x = −4 dostaneme řadu
∞∑
n=1

(−1)n

n
, tato řada konverguje podle Leibnitzova

kritéria. Obor konvergence je polootevřený interval 〈−4, 4).

Cvičeńı 3.1: V následuj́ıćıch cvičeńıch vypoč́ıtejte poloměr konvergence a obor konver-
gence mocninné řady.

a)
∞∑
n=1

xn

n 3n
, b)

∞∑
n=1

4n

n+ 1
xn ,

c)
∞∑
n=1

7n(x− 1)n , d)
∞∑
n=1

(n+ 1)x(n+1) ,

e)
∞∑
n=1

n+ 1

n!
xn , f)

∞∑
n=1

n!xn ,

g)
∞∑
n=1

2n+ 3

n 2(n−1)x
(n−1) , h)

∞∑
n=1

1

(−3)n
xn .

3.2 Taylorovy řady

Př́ıklad 3.4: Najděme rozvoj funkce f(x) = ex do Taylorovy řady v a = 0 a zjistěme
konvergenci dané řady

Řešeńı: Vypočteme si několik derivaćı. f(x) = ex f(0) = 1
f ′(x) = ex f ′(0) = 1
...

...
f (n)(x) = ex f (n)(0) = 1

Taylorova řada je

Tn(x) = 1 +
1

1!
x +

1

2!
x2 +

1

3!
x3 + · · · +

1

n!
xn + · · · =

∞∑
n=0

1

n!
xn .

Nyńı vyšetř́ıme konvergenci řady. Použijeme pod́ılové kritérium

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
1

(n+1)!
xn+1

1
n!
xn

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ x

n+ 1

∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

1

n+ 1
= 0 .

Řada tedy konverguje pro všechna x ∈ R .
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Př́ıklad 3.5: Najděme rozvoj funkce f(x) = ln (x+ 1) do Taylorovy řady v a = 0 a
zjistěme konvergenci dané řady

Řešeńı: Vypočteme si několik derivaćı
f(x) = ln (x+ 1) f(0) = 0
f ′(x) = 1

x+1
f ′(0) = 1

f ′′(x) = − 1
(x+1)2

f ′′(0) = −1

f ′′′(x) = 2 1
(x+1)3

f ′′′(0) = 2
...

...
f (n)(x) = (−1)n−1(n− 1)! 1

(x+1)n
f (n)(0) = (−1)n−1(n− 1)!

Taylorova řada je

Tn(x) = 0 +
0!

1!
x − 1!

2!
x2 +

2!

3!
x3 + · · · + (−1)n−1

(n− 1)!

n!
xn + · · · =

∞∑
n=1

(−1)n−1
1

n
xn .

Nyńı vyšetř́ıme konvergenci řady. Použijeme pod́ılové kritérium

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
1

(n+1)
xn+1

1
n
xn

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ xnn+ 1

∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

n

n+ 1
= |x| < 1 .

Řada tedy konverguje pro všechna |x| < 1 a diverguje pro |x| > 1. Pro x = 1 řada
konverguje, pro x = −1 řada diverguje. Obor konvergence Taylorovy řady je polootevřený
interval (−1, 1〉 .

Cvičeńı 3.2: V následuj́ıćıch cvičeńıch najděte rozvoj funkce f(x) do Taylorovy řady v
a a zjistěte konvergenci dané řady.

a) f(x) =
1

1 + x
, a = 0 , b) f(x) =

1

x
, a = 2 ,

c) f(x) = sinx , a = 0 , d) f(x) = cosx , a = 0 ,

e) f(x) =
1

2− x
, a = 1 , f) f(x) = sin(2x) , a =

π

4
,

g) f(x) = e2x , a = 0 , h) f(x) = 3x , a = 0 .

Př́ıklad 3.6: Rozviňme funkci f(x) = x2ex do mocninné řady s použit́ım rozvoje vhodné
funkce.

Řešeńı: Pro všechna x ∈ R plat́ı

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
.

Jednoduše dostaneme rozvoj naš́ı funkce do mocninné řady

f(x) = x2
∞∑
n=0

xn

n!
=

∞∑
n=0

xn+2

n!
pro x ∈ R .
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Př́ıklad 3.7: Rozviňme funkci f(x) =
1

(1 + x)2
do mocninné řady s použit́ım rozvoje

vhodné funkce.

Řešeńı: Pro všechna x 6= 1 plat́ı

F (x) =

∫
f(x)dx = − 1

1 + x
.

Protože funkce F (x) je součtem geometrické řady s kvocientem −x, plat́ı pro |x| < 1

1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−x)n =
∞∑
n=0

(−1)nxn .

((−1)nxn)′ = n(−1)nx(n−1) . Řada
∞∑
n=0

n(−1)nx(n−1) je stejnoměrně konvergentńı na 〈−x0, x0〉

pro x0 < 1, můžeme tedy derivovat řadu
∞∑
n=0

(−1)n xn člen po členu a plat́ı

1

(1 + x)2
= −

(
1

1 + x

)′
= −

(
∞∑
n=0

(−1)nxn

)′
= −

∞∑
n=0

(−1)nnxn−1 =

=
∞∑
n=1

(−1)n−1nxn−1 =
∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)xn , pro x ∈ 〈−x0, x0〉 .

Dostali jsme rozvoj naš́ı funkce do mocninné řady

1

(1 + x)2
=

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)xn pro |x| < 1 .

Př́ıklad 3.8: Rozviňme funkci f(x) = arctg x do mocninné řady s použit́ım rozvoje
vhodné funkce.

Řešeńı: Pro všechna x ∈ R plat́ı

f ′(x) =
1

1 + x2
.

Protože funkce f ′(x) je součtem geometrické řady s kvocientem (−x2), plat́ı pro |x| < 1

1

1 + x2
=

1

1− (−x2)
=

∞∑
n=0

(−x2)n =
∞∑
n=0

(−1)nx2n .

Řada
∞∑
n=0

(−1)nx2n je stejnoměrně konvergentńı na 〈−x0, x0〉 pro x0 < 1, můžeme tedy

integrovat řadu člen po členu a plat́ı∫ x

0

1

1 + t2
dt =

∞∑
n=0

(−1)n
∫ x

0

t2ndt =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
, pro x ∈ 〈−x0, x0〉 .
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Dostali jsme rozvoj naš́ı funkce do mocninné řady

arctg x =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
pro |x| < 1 .

Protože řada
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
konverguje stejnoměrně na intervalu 〈−1, 1〉, plat́ı

arctg x =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
na 〈−1, 1〉 .

Cvičeńı 3.3: V následuj́ıćıch cvičeńıch najděte rozvoj funkce f(x) do mocninné řady s
použit́ım rozvoje vhodné funkce.

a) ex
2
, b) x sinx , c) ln(1 + x) , d)

1

(1 + x)3
.

3.3 Aplikace mocninných řad*

Př́ıklad 3.9: Pomoćı rozvoje hledané funkce do mocninné řady řešte počátečńı úlohu

y′′ − 2xy′ − 2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0. (3.1)

Řešeńı: Z teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic v́ıme, že daná počátečńı úloha má právě
jedno řešeńı. Předpokládejme, že jej lze zapsat ve tvaru mocninné řady

y(x) =
∞∑
n=0

anx
n. (3.2)

Potom lze za předpokladu stejnoměrné konvergence následuj́ıćıch řad derivovat řadu člen
po členu

y′(x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1, (3.3)

y′′(x) =
∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2. (3.4)

Z počátečńıch podmı́nek vyplývá a0 = y(0) = 1 a a1 = y′(0) = 0. Naš́ım ćılem je určit
zbývaj́ıćı koeficienty mocninné řady an tak, aby byla splněna diferenciálńı rovnice. Dosa-
zeńım vztah̊u (3.2)-(3.4) do rovnice (3.1) dostáváme

∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 − 2x

∞∑
n=1

nanx
n−1 − 2

∞∑
n=0

anx
n = 0. (3.5)
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Roznásob́ıme a posuneme index v nekonečné sumě, abychom mohli porovnat koeficienty
u jednotlivých mocnin xn

∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 −

∞∑
n=1

2nanx
n −

∞∑
n=0

2anx
n = 0,

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n − 2nanx

n − 2anx
n = 0,

tedy (n+ 2)(n+ 1)an+2 − 2nan − 2an = 0 pro všechna n ≥ 0, odkud

an+2 =
2an
n+ 2

.

Postupným dosazováńım s využit́ım počátečńıch podmı́nek dostáváme

a0 =1,

a1 =0 ⇒ a2k+1 = 0 ∀k,

a2 =1, a4 =
1

2
, a6 =

1

6
, a2k =

1

k!
.

Celkem tedy

y(x) = 1 + x2 +
x4

2!
+
x6

3!
+ . . . =

∞∑
n=0

(x2)n

n!
= ex

2

.

Funkce y(x) = ex
2
, x ∈ R je řešeńım dané počátečńı úlohy, o oprávněnosti derivováńı řady

člen po členu se lze snadno přesvědčit použit́ım Weierstrassova kritéria.

Př́ıklad 3.10: Spočtěte ∫ 1

0

lnx · ln(1− x)dx.

Řešeńı: Vyjádřeńı primitivńı funkce pomoćı elementárńıch funkćı v tomto př́ıpadě neńı
možné. Použijeme známý rozvoj

ln(1− x) = −
∞∑
n=1

xn

n
. (3.6)

Potom (alespoň formálně1)∫ 1

0

lnx · ln(1− x)dx = −
∫ 1

0

lnx ·
∞∑
n=1

xn

n
dx = −

∞∑
n=1

1

n

∫ 1

0

lnx · xndx

1Řada (3.6) nekonverguje na intervalu (0, 1) stejnoměrně. Daľśı výpočet lze ospravedlnit uvažováńım∫ 1−ε
0

lnx · ln(1− x)dx a ε→ 0+. Rozmyslete podrobněji.
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Na jednotlivé sč́ıtance použijeme integraci per partes∫ 1

0

lnx · xndx =
[

lnx
xn+1

n+ 1

]1
x=0
−
∫ 1

0

xn+1

n+ 1
· 1

x
dx

= −
∫ 1

0

xn

n+ 1
dx = − 1

n+ 1

[ xn+1

n+ 1

]1
x=0

= − 1

(n+ 1)2
.

Tedy ∫ 1

0

lnx · ln(1− x)dx =
∞∑
n=1

1

n

1

(n+ 1)2
.

Výslednou č́ıselnou řadu rozlož́ıme na ,,parciálńı zlomky” 1
n

1
(n+1)2

=
(
1
n
− 1

n+1

)
− 1

(n+1)2
, kde

prvńı členy vytvoř́ı teleskopickou řadu, zat́ımco
∞∑
n=1

1

n2
má známý součet. Celkem

∫ 1

0

lnx · ln(1− x)dx =
∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
− 1

(n+ 1)2
= 1−

∞∑
n=2

1

n2
= 1 + 1− π2

6
= 2− π2

6
.

Cvičeńı 3.4: Pomoćı rozvoje integrované funkce do mocninné řady spočtěte∫ 1

0

ln(1− x)dx.
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Kapitola 4

Ortogonálńı matice, ortogonálńı
transformace

4.1 Ortogonálńı projekce, přeurčené soustavy

Př́ıklad 4.1: Popǐste sloupcový prostor následuj́ıćıch matic:

E =

[
1 0
0 1

]
, A =

[
1 2
2 4

]
, B =

[
1 2 3
0 0 4

]
.

Řešeńı:

1. Sloupcový prostor matice I je celý prostor R2, protože libovolný prvek R2 je lineárńı
kombinaćı vektor̊u e1 = (1, 0)T a e2 = (0, 1)T. Tedy R(I) = R2.

2. V matici A je druhý sloupec násobkem prvńıho, tedy sloupcový prostor matice A
je př́ımka procházej́ıćı počátkem se směrovým vektorem (1, 2)T. Tedy R(A) = {x ∈
R2, x = α(1, 2)T, α ∈ R}. Rovnice Ax = b má řešeńı jen, lež́ı-li b na této př́ımce.

3. Pro matici B je sloupcový prostor R(B) také celé R2 protože ze tř́ı sloupc̊u matice B
jsou dva lineárně nezávislé v R2, a tedy tvoř́ı bázi R2. Na rozd́ıl od prvńıho př́ıpadu
dává vektor b v́ıce kombinaćı sloupc̊u matice B.

Př́ıklad 4.2: Necht’ b1, b2, b3 jsou tři r̊uzné vektory. Zkonstruujte matici A tak, aby rovnice
Ax = b1 a rovnice Ax = b2 byly řešitelné, ale rovnice Ax = b3 neměla řešeńı. Je to možné?
Jak byste zkonstruovali matici A?

Řešeńı: Vektory b1, b2 muśı ležet ve sloupcovém prostoru matice A, nejjednodušš́ı tedy je,
aby vektory b1 a b2 byly sloupce matice A. Pak řešeńım rovnice Ax = b1 je x = (1, 0) a
rovnice Ax = b2 je vektor x = (0, 1). Protože nechceme aby rovnice Ax = b3 byla řešitelná,
nezvětš́ıme sloupcový prostor. Dostaneme rovnici

Ax =
[
b1 b2

] [ x1
x2

]
= b3 .

Je b3 kombinaćı vektor̊u b1 a b2? Jestliže ne, máme hledanou matici A. Pokud ano, nelze
zkonstruovat požadovanou matici A, protože sloupcový prostor R(A) bude obsahovat b3.
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Př́ıklad 4.3: Necht’ ρ je rovina zadaná rovnićı x + y − 2z = 4. Tato rovina neprocháźı
počátkem. Najděte dva vektory, které lež́ı v ρ, a ukažte, že jejich součet v ρ nelež́ı.
Nyńı napǐste rovnici roviny ρ0, která je rovnoběžná s rovinou ρ a procháźı počátkem.
Nejděte dva vektory, které lež́ı v ρ0, a ukažte, že jejich součet v ρ0 lež́ı.

Řešeńı: Rovnice roviny ρ je nehomogenńı soustava jedné rovnice o třech neznámých.
Hodnost matice soustavy je jedna, počet neznámých 3, soustava má nekonečně mnoho
řešeńı. Voĺıme dvě neznámé jako parametry, konkrétně z = t, y = s . Pak pro x dostaneme
x = −s+ 2t+ 4. Tedy všechna řešeńı jsou

u = s

 −1
1
0

+ t

 2
0
1

+

 4
0
0

 s, t ∈ R .

Voĺıme např. s = t = 1 a dostaneme u1 = (5, 1, 1)T, pro s = 1, t = 0 dostaneme u2 =
(3, 1, 0)T a u1 + u2 = (8, 2, 1)T. Źıskané hodnoty dosad́ıme do rovnice roviny a dostaneme
8 + 2− 2 = 8 6= 4, tedy součet v rovině ρ nelež́ı, rovina ρ neńı podprostor R3.
Rovina ρ0 má rovnici x+ y − 2z = 0. Zase vypočteme všechna řešeńı. Maj́ı tvar

u = s

 −1
1
0

+ t

 2
0
1

 .

Při stejné volbě s, t dostaneme u1 = (1, 1, 1)T a u2 = (−1, 1, 0)T. Jejich součet je u1 + u2 =
(0, 2, 1)T, Dosad́ıme do obecné rovnice roviny ρ0 a dostaneme 2 − 2 = 0 , tedy součet lež́ı
v rovině ρ0 . Rovina ρ0 je podprostor R3.

Př́ıklad 4.4: Necht’ A = [1 2 3] je matice 1× 3. Určete a popǐste jej́ı nulový prostor.

Řešeńı: Nulový prostor N (A) matice Am×n je množina N (A) = {x ∈ Rn, Ax = 0}. V
našem př́ıpadě je h(A) = 1, n = 3. Dimenze nulového prostoru je 2. Řeš́ıme soustavu
Ax = 0, tedy

[1 2 3] ·

 x
y
z

 = 0 ⇔ x+ 2y + 3z = 0 .

Posledńı rovnice je obecná rovnice roviny procházej́ıćı počátkem. Tato rovina je podprostor
R3 a je to nulový prostor matice A.

Př́ıklad 4.5: Popǐste nulové prostory následuj́ıćıch matic:

A =

[
1 2
3 8

]
, B =

[
A

2A

]
=


1 2
3 8
2 4
6 16

 , C = [A 2A] =

[
1 2 2 4
3 8 6 16

]
.

Řešeńı:
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1.

A =

[
1 2
3 8

]
∼
[

1 2
0 2

]
, h(A) = 2, n = 2 ,

soustava má právě jedno řešeńı x = (0, 0)T, tedy N (A) = {x = 0 ∈ R2}. N (A) je
triviálńı podprostor R2. Jeho dimenze je 0.
Poznamenejme, že det(A) = 2, matice A je tedy invertovatelná,

A−1 =
1

2

[
8 −2
−3 1

]
.

2.

B =

[
A

2A

]
=


1 2
3 8
2 4
6 16

 ∼


1 2
2 4
3 8
6 16

 ∼ [
1 2
0 2

]
,

h(B) = 2, n = 2 ⇒ soustava má právě jedno řešeńı x = (0, 0)T, je tedy také
N (B) = {x = 0 ∈ R2}. N (B) je také triviálńı podprostor R2. Jeho dimenze je 0.

3.

C = [A 2A] =

[
1 2 2 4
3 8 6 16

]
∼
[

1 2 2 4
0 2 0 4

]
,

h(C) = 2, n = 4 ⇒ soustava má nekonečně mnoho řešeńı, voĺım dvě neznámé
jako parametry: x3 := s, x4 := t, s, t ∈ R . Zpětným chodem Gaussovy eliminace
dopočteme: x2 = −2t, x1 = −2s , tedy

x = s


−2

0
1
0

+ t


0
−2

0
1

 , s, t ∈ R ,

N (c) = {x ∈ R4, x = α


−2

0
1
0

+ β


0
−2

0
1

 , α, β ∈ R} .

Nulový prostor matice C je rovina v R4 procházej́ıćı počátkem.

Př́ıklad 4.6: Najděte bázi a určete dimenzi prostoru 3× 3 symetrických matic.

Řešeńı: Bázi tvoř́ı symetrické matice 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,
 0 0 0

0 1 0
0 0 0

 ,
 0 0 0

0 0 0
0 0 1

 ,
 0 1 0

1 0 0
0 0 0

 ,
 0 0 1

0 0 0
1 0 0

 ,
 0 0 0

0 0 1
0 1 0

 .

Dimenze tohoto prostoru je 6.

Př́ıklad 4.7: Jsou dány dva vektory u1 = (1, 2, 0) a u2 = (2, 3, 0).
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a) Jsou u1, u2 lineárně nezávislé?

b) Tvoř́ı bázi nějakého prostoru?

c) Jaký prostor V generuj́ı?

d) Jaká je dimenze V ?

e) Pro jaké matice A je V sloupcový prostor?

f) Pro jaké matice B je V nulový prostor?

Řešeńı: Řešeńı:

a)
αu1 + βu2 = (α + 2β, 2α + 3β, 0) = (0, 0, 0) ⇔ α = 0 ∧ β = 0 .

Jediná lineárńı kombinace těchto vektor̊u, která dává nulový vektor je triviálńı, tedy
vektory jsou lineárně nezávislé.

b) Jsou to dva lineárně nezávislé vektory v R3, tvoř́ı bázi podprostoru R3.

c) Prostor V obsahuje všechny vektory (x, y, 0), což je rovina z = 0 v R3.

d) Dimenze V je 2, protože báze obsahuje dva prvky.

e) V je sloupcovým prostorem libovolné 3×n matice A, která má hodnost 2 a jej́ıž třet́ı
řádek je nulový. Např. může být

A =

 1 2
2 3
0 0

 .

f)

M =

[
1 2 0
2 3 0

]
∼
[

1 2 0
0 −1 0

]
.

Voĺım z = t, pak x = 0 a y = 0 ,

N (M) = {x ∈ R3, x = (0, 0, t), t ∈ R}.

Tedy matice B jsou m× 3 matice hodnosti 1. Např́ıklad

B = [0 0 1], pak Bu1 = 0 , Bu2 = 0.

Př́ıklad 4.8: Určete ortogonálńı projekci vektoru b = [2, 1, 3]T do podprostoru R3 gene-
rovaného vektory v1 = [1, 2, 0]T a v2 = [−1, 1, 1]T .
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Řešeńı: Hledejme projekci p ve tvaru lineárńı kombinace p = αv1 + βv2. Z podmı́nek
ortogonality vyplývá (p− b)Tv1 = 0 a (p− b)Tv2 = 0, to jest

α(v1
Tv1) + β(v2

Tv1) = bTv1

α(v1
Tv2) + β(v2

Tv2) = bTv2

neboli po vyč́ısleńı skalárńıch součin̊u1[
5 1
1 3

] [
α
β

]
=

[
4
2

]
. (4.1)

Soustavu můžeme řešit např́ıklad Cramerovým pravidlem:

|A| = 14, |A1| = 10, |A2| = 6,

tedy α = 5
7
, β = 3

7
a

p =
5

7
[1, 2, 0]T +

3

7
[−1, 1, 1]T =

[
2

7
,
13

7
,
3

7

]T
.

Ortogonálńı projekćı vektoru b do dané roviny je vektor
[
2
7
, 13

7
, 3
7

]T
.

Př́ıklad 4.9: Určete ortogonálńı projekci funkce
√
x do prostoru P1(0, 1) (polynomy

stupně nejvýše 1 na intervalu (0, 1)). Uvažujte skalárńı součin 〈f, g〉 =
∫ 1

0
fg dx.

Řešeńı: Prostor P1(0, 1) je generován např́ıklad funkcemi 1, x. Podobně jako v předchoźım
př́ıkladu hledejme projekci ve tvaru lineárńı kombinace p(x) = α + βx. Z podmı́nek orto-
gonality pak vyplývá

α(1, 1) + β(x, 1) = (
√
x, 1)

α(1, x) + β(x, x) = (
√
x, x)

Snadno spočteme (
√
x, x) =

∫ 1

0
x
√
x dx =

∫ 1

0
x3/2 dx =

[
x5/2

5/2

]1
0

=
2

5
atp... Celkem

[
1 1/2

1/2 1/3

] [
α
β

]
=

[
2/3
2/5

]
, (4.2)

odkud α = 4
15
, β = 4

5
. Ortogonálńı projekćı dané funkce je p(x) = 4

15
(1 + 3x).

Př́ıklad 4.10: Řešte následuj́ıćı přeurčenou soustavu Ax = b ve smyslu nejmenš́ıch
čtverc̊u, určete velikost rezidua Ax̃− b

2x− y = 0

x− 2y = 0

x+ y = 3.

1Povšimněte si, že výsledná soustava je zcela ekvivalentńı soustavě normálńıch rovnic odpov́ıdaj́ıćı
přeurčené soustavě αv1 + βv2 = b.
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Řešeńı: Sestavme soustavu normálńıch rovnic

A =

 2 −1
1 −2
1 1

 , b =

 0
0
3

 ⇒ ATA =

[
6 −3
−3 6

]
, ATb =

[
3
3

]
,

tedy

6x̃− 3ỹ = 3

−3x̃− 6ỹ = 3 ⇒ x̃ = 1, ỹ = 1.

Vektor (x̃, ỹ) = (1, 1) je řešeńım dané soustavy ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u. Reziduum
Ax̃− b = [1,−1,−1]T má velikost ‖Ax̃− b‖ =

√
3.

Cvičeńı 4.1: Řešte následuj́ıćı soustavy ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u, určete velikost
rezidua

a) x− y = − 2

x+ y = 2

y = − 1,

b) x+ y = 2

x− y = 2

2x+ y = − 1,

c) 2x+ y − z = 2

x + z = 2

y − z = 2

x+ y + z = 0,

d) x+ 2y = 1

−x+ 2z = 1

2x+ y = − 1

y − 2z = 1.

4.2 Ortogonálńı matice, ortogonálńı transformace

Př́ıklad 4.11: Ukažme, že matice

G(θ) =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
je ortogonálńı matice pro všechny θ ∈ R.
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Řešeńı: Muśıme ověřit, že plat́ı G(θ)T G(θ) = E.

G(θ)T G(θ) =

[
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

] [
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
=

=

[
cos2 θ + sin2 θ − cos θ sin θ + cos θ sin θ

− cos θ sin θ + cos θ sin θ cos2 θ + sin2 θ

]
=

[
1 0
0 1

]
.

Př́ıklad 4.12: Pomoćı vhodné Givensovy matice vynulujme prvek na 4. pozici vektoru
v = [1, 2, 3, 4, 5]T pomoćı prvku na 2. pozici.

Řešeńı: K vynulováńı použijeme matici

G =


1 0 0 0 0
0 cos θ 0 − sin θ 0
0 0 1 0 0
0 sin θ 0 cos θ 0
0 0 0 0 1

 .

Vynásob́ıme-li vektor v matićı G, dostaneme

Gv =


1 0 0 0 0
0 cos θ 0 − sin θ 0
0 0 1 0 0
0 sin θ 0 cos θ 0
0 0 0 0 1




1
2
3
4
5

 =


1

2 cos θ − 4 sin θ
3

2 sin θ + 4 cos θ
5

 .

Pro vynulováńı 4. pozice vektoru muśı platit

2 sin θ + 4 cos θ = 0 ⇒ sin θ

cos θ
= −4

2
⇒ tg θ = −2 .

Ze vzorečk̊u

sin θ =
±tg θ√
tg 2θ + 1

, cos θ =
±1√

tg 2θ + 1

dostaneme

sin θ = ± 2√
5

(zvoĺıme
2
√

5

5
) , cos θ = ∓ 1√

5
(zvoĺıme −

√
5

5
) .

Můžeme zvolit Givensovu matici

G =


1 0 0 0 0

0 −
√
5
5

0 −2
√
5

5
0

0 0 1 0 0

0 2
√
5

5
0 −

√
5
5

0
0 0 0 0 1

 .

Př́ıklad 4.13: Pomoćı vhodných Givensových matic vynulujme prvky pod hlavńı dia-
gonálou matice

A =

 1 −1 2
2 3 1
3 4 −1

 .

28



Řešeńı: Stejně jako v předchoźım př́ıkladě zvoĺıme Givensovu matici G12 pro vynulováńı
prvku a21 . Dostaneme sin θ = 2

√
5

5
, cos θ = −

√
5
5
. Plat́ı

G12 · A =


−
√
5
5
−2
√
5

5
0

2
√
5

5
−
√
5
5

0

0 0 1

 ·
 1 −1 2

2 3 1
3 4 −1

 =


−
√

5 −
√

5 −4
√
5

5

0 −
√

5 3
√
5

5

3 4 −1

 = A12 .

Zvoĺıme Givensovu matici G13 pro vynulováńı prvku a31 (sin θ = 3
√
14

14
, cos θ =

√
5
√
14

14
).

G13 · A12 =

√
14

14


√

5 0 −3

0
√

14 0

3 0
√

5

 ·

−
√

5 −
√

5 −4
√
5

5

0 −
√

5 3
√
5

5

3 4 −1

 =

=

√
14

14


−14 −17 −1

0 −
√

70 3
√
70
5

0
√

5 −17
√
5

5

 = A13 .

Zvoĺıme Givensovu matici G23 pro vynulováńı prvku a32 (sin θ =
√
15
15
, cos θ =

√
210
15

).

G23 · A13 =


1 0 0

0
√
210
15

−
√
15
15

0
√
15
15

√
210
15

 ·
√

14

14


−14 −17 −1

0 −
√

70 3
√
70
5

0
√

5 −17
√
5

5

 =

=

√
14

14


−14 −17 −1

0 −5
√

3 59
√
3

15

0 0 −14
√
42

15

 .

Př́ıklad 4.14: Pomoćı Householderových matic zrcadleńı vynulujme prvky pod hlavńı
diagonálou matice

A =

 1 1 −2
1 −1 2
1 1 2

 .

Řešeńı: K vynulováńı prvńıho sloupce použijeme Householderovou matici

H1 = E − 2
vvT

||v||2
kde v = a1 ± ||a1|| e1 .

Symbolem ai označujeme i−tý sloupec matice A. Protože norma ||a1|| =
√

3, můžeme
psát

v =

 1
1
1

+
√

3

 1
0
0

 =

 1 +
√

3
1
1

 ,
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vvT =

 (1 +
√

3
)2

1 +
√

3 1 +
√

3

1 +
√

3 1 1

1 +
√

3 1 1

 a ||v||2 = 2 + (1 +
√

3)2 ,

H1 =


− 1√

3
− 1√

3
− 1√

3

− 1√
3

1
6

(
3 +
√

3
)

1
6

(
−3 +

√
3
)

− 1√
3

1
6

(
−3 +

√
3
)

1
6

(
3 +
√

3
)
 =

√
3

3

 −1 −1 −1

−1 1
2

(
1 +
√

3
)

1
2

(
1−
√

3
)

−1 1
2

(
1−
√

3
)

1
2

(
1 +
√

3
)
 .

Ã1 = H1A =


−
√

3 −
√
3
3

−2
√
3

3

0 −1−
√
3
3

4
√
3

3

0 1−
√
3
3

4
√
3

3

 .

Nyńı postup zopakujeme pro matici

A1 =

[
−1−

√
3
3

4
√
3

3

1−
√
3
3

4
√
3

3

]
.

v1 =

[
−
√
3
3

+ 2
√
6

3
− 1

1−
√
3
3

]
||v1|| =

4

3
(4−

√
2−
√

6) .

Dostaneme Householderovu matici

H2 =

 2−
√
2+
√
3−
√
6

−4+
√
2+
√
6

−1−
√
2+
√
6

−4+
√
2+
√
6

−1−
√
2+
√
6

−4+
√
2+
√
6

−2+
√
2−
√
3+
√
6

−4+
√
2+
√
6

 =

 1
4

(√
2 +
√

6
)

1
4

(√
2−
√

6
)

1
4

(√
2−
√

6
)

1
4

(
−
√

2−
√

6
)
 .

Potom plat́ı

H̃2 =

 1 0 0
0
0

H2

 .

Horńı tojúhelńıková matice bude mı́t tvar

R = H̃2H1A =


−
√

3 −
√
3
3
−2
√
3

3

0 −2
√
6
3

2
√
6
3

0 0 −2
√

2

 .

Cvičeńı 4.2: Pomoćı vhodných Givensových matic vynulujte prvky pod hlavńı dia-
gonálou matice

A =

 1 1 −2
1 −1 2
1 1 2

 .

Cvičeńı 4.3: Pomoćı Householderových matic vynulujte prvky pod hlavńı diagonálou
matice

A =

 1 2 2
1 1 2
1 1 1

 .
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Př́ıklad 4.15: Najděte ortogonálńı bázi podprostoru R4 generovaného vektory a1 =
[1, 0, 1, 1]T , a2 = [0, 1, 1, 2]T a a3 = [0, 1, 0, 1]T .

Řešeńı: Použijeme Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces. Volme v1 = a1 = [1, 0, 1, 1]T ,
dále

v2 = a2 −
v1

Ta2

v1
Tv1

v1 = [0, 1, 1, 2]T − 3

3
[1, 0, 1, 1]T = [−1, 1, 0, 1]T ,

v3 = a3 −
v1

Ta3

v1
Tv1

v1 −
v2

Ta3

v2
Tv2

v2 = [0, 1, 0, 1]T − 1

3
[1, 0, 1, 1]T − 2

3
[−1, 1, 0, 1]T

=

[
1

3
,
1

3
,−1

3
, 0

]T
.

Vektory v1, v2, v3 tvoř́ı ortogonálńı bázi daného podprostoru. Př́ıslušnou ortonormálńı
bázi bychom dostali nanormováńım těchto vektor̊u.

Cvičeńı 4.4: Najděte ortonormálńı bázi podprostoru generovaného vektory

a) a1 = [2, 1, 0]T , a2 = [0, 1, 2]T ,

b) a1 = [1, 2, 1, 0]T , a2 = [0, 1, 1, 2]T a a3 = [1, 1,−2, 0]T .

31



Kapitola 5

Maticové rozklady LU, QR.

Př́ıklad 5.1: Proved’me LU-rozklad matice

A =

 1 2 3
1 2 2
1 1 3

 .

Řešeńı: Provedeme Gaussovu eliminaci na matici A. 1 2 3
1 2 2
1 1 3

 ∼
 1 2 3

0 0 −1
0 −1 0

 ∼
 1 2 3

0 −1 0
0 0 −1

 .

Abychom źıskali nový druhý řádek, vynásobili jsme prvý řádek (-1) a přičetli k druhému
řádku. Pak jsme k třet́ımu řádku přičetli opět (-1)-násobek prvého řádku. Vynásobili jsme
tedy matici A matićı

E1 =

 1 0 0
−1 1 0
−1 0 1

 , t.j. E1 · A =

 1 0 0
−1 1 0
−1 0 1

 ·
 1 2 3

1 2 2
1 1 3

 =

 1 2 3
0 0 −1
0 −1 0

 .

Potom jsme prohodili druhý a třet́ı řádek, t.j. vynásobili jsme matici E1 · A permutačńı
matićı

P =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 , t.j. P ·E1 ·A =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ·
 1 2 3

0 0 −1
0 −1 0

 =

 1 2 3
0 −1 0
0 0 −1

 .

Označme horńı trojúhelńıkovou matici P · E1 · A jako matici U . Potom plat́ı

P · E1 · A ⇒ A = E−11 · P−1 · U = E−11 · P · U ⇒ P · A = P · E−11 · P · U = L · U ,

kde L je dolńı trojúhelńıková matice a U je horńı trojúhelniková matice.

P · A = L · U , L =

 1 0 0
1 1 0
1 0 1

 , U =

 1 2 3
0 −1 0
0 0 −1

 .
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Př́ıklad 5.2: Proved’te QR-rozklad matice

A =

 1 1 −2
1 −1 2
1 1 2

 .

Řešeńı: V př́ıkladu 4.14 jsme použili Houssholderovu matici k vytvořeńı trojúhelńıkové
matice R,

R = H̃2H1A =


−
√

3 −
√
3
3
−2
√
3

3

0 −2
√
6
3

2
√
6
3

0 0 −2
√

2

 .

Plat́ı tedy

A = HT
1 · H̃2

T ·R .

Označme Q = HT
1 · H̃2

T
a dostáváme

A = Q ·R , kde Q =


−
√
3
3
−
√
6
6

√
2
2

−
√
3
3

√
6
3

0

−
√
3
3
−
√
6
6
−
√
2
2

 a R =


−
√

3 −
√
3
3
−2
√
3

3

0 −2
√
6
3

2
√
6
3

0 0 −2
√

2

 .

Př́ıklad 5.3: Pomoćı vhodného software proved’te LU-rozklad matice

A =

 1 2 3
1 2 2
1 1 3

 .

Řešeńı:

Mathematica:
Nejdř́ıve definujeme matici A a potom provedeme LU-rozklad.

In[1]:= A = 881, 2, 3<, 81, 2, 2<, 81, 1, 1<<

Out[1]= 881, 2, 3<, 81, 2, 2<, 81, 1, 1<<

In[2]:= 8LU, p, c< = LUDecomposition@AD

Out[2]= 8881, 2, 3<, 81, -1, -2<, 81, 0, -1<<, 81, 3, 2<, 1<

Nyńı muśıme z výsledku, který nám vrát́ı Mathematica źıskat matice L, R , P.

In[3]:= L = LU SparseArray@8i_, j_< �; j < i ® 1, 83, 3<D + IdentityMatrix@3D

Out[3]= 881, 0, 0<, 81, 1, 0<, 81, 0, 1<<
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In[4]:= MatrixForm@LD

Out[4]//MatrixForm=

1 0 0

1 1 0

1 0 1

In[5]:= U = LU SparseArray@8i_, j_< �; j ³ i ® 1, 83, 3<D

Out[5]= 881, 2, 3<, 80, -1, -2<, 80, 0, -1<<

In[6]:= MatrixForm@UD

Out[6]//MatrixForm=

1 2 3

0 -1 -2

0 0 -1

In[7]:= P = SparseArray@8i_, j_< �; i � p@@jDD ® 1, 83, 3<D

Out[7]= SparseArray@<3>, 83, 3<D

In[8]:= MatrixForm@PD

Out[8]//MatrixForm=

1 0 0

0 0 1

0 1 0

Maple:

> with(LinearAlgebra):

> A := <<1,1,1>|<2,2,1>|<3,2,1>>;

A :=

 1 2 3
1 2 2
1 1 1


> P, L, U := LUDecomposition(A);

P, L, U :=

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,
 1 0 0

1 1 0
1 0 1

 ,
 1 2 3

0 −1 −2
0 0 −1


Matlab:

>> A= [1 2 3
1 2 2
1 1 1]

A =
1 2 3
1 2 2
1 1 1
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>> [L,U,P]=lu(A)

L =
1 0 0
1 1 0
1 0 1

U =
1 2 3
0 −1 −2
0 0 −1

P =
1 0 0
0 0 1
0 1 0

Cvičeńı 5.1: Proved’te LU-rozklad matice

A =

 1 1 1
2 4 8
3 9 27

 .

Cvičeńı 5.2: Proved’te QR-rozklad matice

A =

 1 2 2
1 1 2
1 1 1

 .
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Kapitola 6

Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

6.1 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

Př́ıklad 6.1: Určete vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory matice A =

[
3 −1
1 1

]
.

Určete algebraickou a geometrickou násobnost vlastńıch č́ısel.

Řešeńı:

det

[
3− λ −1

1 1− λ

]
= (3− λ)(1− λ) + 1 = λ2 − 4λ+ 4 = (λ− 2)2 = 0

Charakterisktický polynom má jeden dvojnásobný kořen λ = 2, matice má tedy jedno
vlastńı č́ıslo s algebraickou násobnost́ı 2. Hledejme př́ıslušné vlastńı vektory[

3− 2 −1
1 1− 2

]
∼
[

1 −1
1 −1

]
∼
[

1 −1
]
⇒ x− y = 0.

Dostáváme jediný lineárně nezávislý vlastńı vektor [1, 1]T . Geometrická násobnost vlastńıho
č́ısla je tedy rovna 1.

Cvičeńı 6.1: V následuj́ıćıch cvičeńıch určete vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic. Pro
každé vlastńı č́ıslo určete jeho algebraickou a geometrickou násobnost.

a)

A =

 1 1 1
0 2 1
0 0 1

 ,
b)

A =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 ,
c)

A =

 −3 0 2
1 −1 −2
−2 −1 0

 .
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6.2 Singulárńı rozklad matice

Př́ıklad 6.2: Vypočtěte singulárńı hodnoty matice A =

 1 1
1 1
1 −1

 a matice B = AT .

Řešeńı: Vypočteme matici ATA, charakteristický polynom této matice, vlastńı č́ısla λ1, λ2
této matice a singulárńı hodnoty σ1, σ2 matice A:

ATA =

[
3 1
1 3

]
, charakteristický polynom λ2 − 6λ+ 8 ⇒ λ1 = 4, λ2 = 2 .

Singulárńı hodnoty matice A jsou odmocniny z vlastńıch č́ısel matice ATA, tedy σ1 =
2, σ2 =

√
2 .

Poznámka Vypočtěme ortonormálńı vlastńı vektory v1, v2 matice ATA odpov́ıdaj́ıćı
př́ıslušným vlastńım č́ısl̊um:

λ1 = 4 ⇒
[

3− 4 1
1 3− 4

]
∼ [−1, 1] ⇒ h1 =

[
1
1

]
, ||h1|| =

√
2 ,

λ2 = 2 ⇒
[

3− 2 1
1 3− 2

]
∼ [1, 1] ⇒ h2 =

[
1
−1

]
, ||h2|| =

√
2 .

Tedy ortonormálńı vlastńı vektory v1, v2 matice ATA jsou

v1 =


1√
2

1√
2

 , v2 =


1√
2

− 1√
2

 ,
vT1 v2 = 0
vT1 v1 = 1
vT2 v2 = 1

Povšimněte si ještě, že

Av1 =

 √2√
2

0

 , ||Av1|| = 2 = σ1 , Av2 =

 0
0√
2

 , ||Av2|| = √2 = σ2 ,

a že

(Av1)
TAv2 = [

√
2,
√

2, 0]

 0
0√
2

 = 0 .

Necht’ nyńı B = AT . Matice BTB je 3×3 a má tedy tři singulárńı hodnoty. Protože matice
ATA a AAT maj́ı stejná nenulová vlastńı č́ısla, má matice B singulárńı hodnoty 2,

√
2 a 0 .

Cvičeńı 6.2: Vypočtěte vlastńı č́ısla λ1, λ2 a odpov́ıdaj́ıćı ortonormálńı vlastńı vektory
v1, v2 matice ATA a singulárńı hodnoty σ1, σ2 matice A a AT ,

A =

[
1 2
1 2

]
.
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Kapitola 7

Lineárńı zobrazeńı, operátor a
funkcionál.

Lineárńı funkcionály

Př́ıklad 7.1: Ukažte, že Tf =

∫ 1

0

f(t)dt + 2f(1) je spojitý lineárńı funkcionál na X =

C[0, 1], ‖f‖ = max
t∈[0,1]

|f(t)|. Určete jeho normu.

Řešeńı: Funkcionál je lineárńı, protože pro libovolné f, g ∈ X, α ∈ R plat́ı

T (αf + g) =

∫ 1

0

(αf + g)(t)dt+ 2(αf + g)(1)

= α

∫ 1

0

f(t)dt+

∫ 1

0

g(t)dt+ α2f(1) + 2g(1) = αTf + Tg.

Dále

|Tf | =
∣∣∣∫ 1

0

f(t)dt+ f(1)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣∫ 1

0

f(t)dt
∣∣∣+
∣∣2f(1)

∣∣
≤
∫ 1

0

|f(t)|dt+ 2
∣∣f(1)

∣∣ ≤ ‖f‖∫ 1

0

1dt+ 2‖f‖ ≤ ‖f‖
(
1 + 2

)
≤ 3‖f‖,

odkud plyne, že T je spojitý a ‖T‖ ≤ 3. Na druhou stranu pro f0(t) ≡ 1, máme f0 ∈ C[0, 1],
‖f0‖ = 1 a ‖Tf0‖ = 3. Protože ‖T‖ ≥ ‖T f0‖, je ‖T‖ ≥ 3 a pro normu operátoru dostáváme
‖T‖ = 3.

Př́ıklad 7.2: Určete normu lineárńıho funkcionálu T : X → R,

Tf = 2

∫ 1

0

tf(t)dt− f(0),

X = C[0, 1], ‖f‖ = max
t∈[0,1]

|f(t)|.

38



Řešeńı: Linearitu funkcionálu lze ukázat analogicky jako v předchoźım př́ıkladu.

|Tf | =
∣∣∣2 ∫ 1

0

tf(t)dt− f(0)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣2∫ 1

0

tf(t)dt
∣∣∣+
∣∣f(0)

∣∣
≤ 2

∫ 1

0

|tf(t)|dt+
∣∣f(0)

∣∣ ≤ ‖f‖∫ 1

0

2tdt+ ‖f‖ ≤ ‖f‖
(
12 + 1

)
≤ 2‖f‖,

odkud plyne, že T je spojitý a ‖T‖ ≤ 2. Důkaz opačné nerovnosti je v tomto př́ıpadě
obt́ıžněǰśı, nebot’ funkce

f0(t) =

{
−1, pro t = 0,

1, pro t ∈ (0, 1],

pro kterou 2

∫ 1

0

tf(t)dt− f(0) = 2 neńı spojitá a tedy f /∈ X. Danou funkci však můžeme

aproximovat spojitými funkcemi. Pro ε ∈ (0, 1) volme

fε(t) =


−1, pro t = 0,

−1 + 2x
ε
, pro t ∈ (0, ε),

1, pro t ∈ [ε, 1].

Potom fε ∈ X, ‖fε‖ = 1 a

Tfε ≥ 2

∫ 1

ε

tfε(t)dt− fε(0) =
[
t2
]1
t=ε

+ 1 = 2− ε2.

Proto ‖T‖ ≥ 2− ε2 pro libovolné ε > 0 a tedy ‖T‖ = 2.
V následuj́ıćıch cvičeńıch zjistěte, zda jsou funkcionály T : X → R lineárńı a spojité.
Pokud ano, spočtěte normu funkcionálu T .

Cvičeńı 7.1: X = C[0, 1], ‖f‖ = max
t∈[0,1]

|f(t)|, T (f) =

∫ 1

0

t+ f(t)dt.

Cvičeńı 7.2: X = C[0,∞), ‖f‖ = max
t∈[0,1]

|f(t)|, T (f) =

∫ ∞
0

f(t)

1 + t2
dt.

Cvičeńı 7.3: X = l1, ‖{xn}‖ =
∞∑
n=1

|xn|, T{xn} = 3x1 + x2.

Cvičeńı 7.4: X = c0 = {{xn}; lim
n→∞

xn = 0}, ‖{xn}‖ = sup
n∈N
{|xn|}, T{xn} = 3x1 + x2.
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Lineárńı operátory, spektrálńı teorie

Př́ıklad 7.3: Vyšetřeme, zda lineárńı operátor T : X → X je lineárńı a spojitý. Pokud
ano, spočtěme normu operátoru L.

X = C[0, 1], ‖f‖ = max
t∈[0,1]

|f(t)|, T f(t) = ω(t)f(t),

kde ω(t) je daná spojitá funkce na [0, 1].

Řešeńı: T je lineárńı, protože pro všechna α, β ∈ R a pro všechna f, g ∈ X plat́ı

T (αf+βg)(t) = ω(t)(αf(t)+βg(t)) = αω(t)f(t)+βω(t)g(t) = αTf(t)+βTg(t), ∀ t ∈ [0, 1].

Nyńı dokážeme spojitost operátoru T :

‖Tf‖ = max
t∈[0,1]

|ω(t)f(t))| ≤ Ω max
t∈[0,1]

|f(t))| = Ω ‖f‖,

kde Ω = max
t∈[0,1]

|ω(t)|. T je tedy spojitý operátor. Nav́ıc plat́ı

‖T‖ = sup
f≤1
‖T f‖ ≤ Ω.

Zvolme nyńı f0 ∈ C[0, 1], f0(t) ≡ 1, ‖f0‖ = 1. Plat́ı, že ‖Tf0‖ = Ω. Protože ‖T‖ ≥ ‖T f0‖
a tedy ‖T‖ ≥ Ω. Pro normu operátoru tedy plat́ı

‖T‖ = Ω.

V následuj́ıćıch cvičeńıch zjistěte, zda jsou operátory T : X → X lineárńı a spojité. Pokud
ano, spočtěte normu operátoru T .

Cvičeńı 7.5: X = C[0, 1], ‖f‖ = max
t∈[0,1]

|f(t)|, Tf(t) = et f(t).

Cvičeńı 7.6: X = C[0, 1], ‖f‖ = max
t∈[0,1]

|f(t)|, Tf(t) = f(t3).

Cvičeńı 7.7: X = L2[0, 2π], ‖f‖ =

∫ 2π

0

f 2, Tf(t) =

∫ 2π

0

f(s) cos(t− s) ds.

Cvičeńı 7.8: X = c0, ‖{xn}‖ = sup
n∈N
{|xn|}, T{xn} = {x1, x2, x3, 0, 0, . . . }.

Cvičeńı 7.9: X = l2, ‖{xn}‖2 =
∞∑
n=1

|xn|2, T{xn} = {x1, x2, x3, 0, 0, . . . }.

Př́ıklad 7.4: Uvažujme lineárńı operátor Tf(x) = f ′′(x) − f ′(x) − 2f(x) na prostoru
X = C∞[0, 1] s normou ‖f‖ = max

t∈[0,1]
|f(t)|. Ukažte, že T neńı spojitý. Určete dimenzi jádra

operátoru.
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Řešeńı: Pro n ∈ N volme např́ıklad fn(x) = xn−1, potom fn ∈ X, ‖fn‖ = 1, ale Tfn(1) =
n(n− 2)→∞, tedy T nemůže být spojitý. Funkce z prostoru X je prvkem jádra T právě
tehdy, když splňuje diferenciálńı rovnici y′′− y′− 2y = 0. Řešeńım charakteristické rovnice
λ2 − λ− 2 = 0 dostáváme λ1 = −1, λ2 = 2, odkud kerT = {C1e

−x + C2e
2x, C1, C2 ∈ R}.

dim ker T = 2.

Př́ıklad 7.5: Najděte bodové spektrum operátoru T : l2 → l2, kde

T{xn} =
{
x2,

x3
2
,
x4
3
, . . .

}
.

Řešeńı: Pro normu plat́ı ‖{xn}‖ =

√ ∞∑
n=1

x2n.

1. λ 6= 0 potom T − λI je prosté, protože

(T − λI)x = 0 ⇔ x2 = λx1 x1 6= 0

x3
2

= λx2 x3 = 2λ2x1

x4
3

= λx3 x4 = 2 · 3 · λ3x1
...

...
xn
n− 1

= λxn−1 xn = (n− 1)!λn−1x1.

Našli jsme nenulovou posloupnost x = {xn} pro kterou (T − λI)x = 0, ale x /∈

l2, protože řada
∞∑
n=1

x2n = x1

∞∑
n=1

((n − 1)!λn−1)2 diverguje. Zjist́ıme to z pod́ılového

kritéria

lim
n→∞

(n!λn)2

((n− 1)!λn−1)2
= lim

n→∞
n2λ2 =∞

Protože neexistuje x 6= 0 takové, že (T − λI)x = 0, je operátor T − λI prostý, tedy
λ 6= 0 nepatř́ı do spektra.

2. λ = 0 potom T − λI neńı prosté, protože

Tx = 0 ⇒ x2 = 0 x2 = 0, x1 6= 0

x3
2

= 0 x3 = 0

x4
3

= 0 x4 = 0

...
...

xn
n− 1

= 0 xn = 0

Našli jsme nenulovou posloupnost např. x = {1, 0, 0, · · · } pro kterou Tx = 0, tedy
σp(T ) = {0}.
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Př́ıklad 7.6: Najděte bodové spektrum operátoru T : X → X, kde X = C[0, 1], ‖f‖ =
max
t∈[0,1]

|f(t)|,

Tf(x) =

∫ x

0

f(t)dt.

Řešeńı: Snadno se ověř́ı, že ‖T‖ = 1.

1. λ = 0, potom (T − λI)f = 0 ⇔
∫ x

0

f(t)dt = 0, ∀x ∈ [0, 1] tedy nutně f ≡ 0 a T je

prostý.

2. λ 6= 0, potom (T − λI)f = 0 ⇔
∫ x

0

f(t)dt = λf(x), ∀x ∈ [0, 1] odkud dostáváme

dosazeńım f(0) = 0, derivováńım podle základńı věty integrálńıho počtu potom
f(x) = λf ′(x). Obecným řešeńım této jednoduché diferenciálńı rovnice je f(x) =

Ce
1
λ
x. Z počátečńı podmı́nky však dostáváme C = 0, tedy f ≡ 0, T − λI je prostý a

σp(T ) = ∅.

V následuj́ıćıch cvičeńıch najděte bodové spektrum operátoru T : X → X.

Cvičeńı 7.10: X = l2, ‖{xn}‖2 =
∞∑
n=1

|xn|2, T{xn} = {0, x1,
x2
2
,
x3
3
, . . . }.

Cvičeńı 7.11: X = l2, ‖{xn}‖2 =
∞∑
n=1

|xn|2, T{xn} = {0, 0, x1,
x2
2
,
x3
3
, . . . }.

Cvičeńı 7.12: X = l2, ‖{xn}‖2 =
∞∑
n=1

|xn|2, T{xn} = {ix1, i2x2, i3x3, i4x4, i5x5, . . . }.

Cvičeńı 7.13: X = l2, ‖{xn}‖2 =
∞∑
n=1

|xn|2, T{xn} = {x1,
x2
2
,
x3
3
,
x4
4
, . . . }.

Cvičeńı 7.14: X = C[0, 1], ‖f‖ = max
t∈[0,1]

|f(t)|. Tf(x) =

∫ x

0

f(t)dt− f(0).

V následuj́ıćıch cvičeńıch najděte spektrum operátoru T .

Cvičeńı 7.15: X = l2, ‖{xn}‖2 =
∞∑
n=1

|xn|2, T{xn} = {x2, x3, x4, . . . }.

Cvičeńı 7.16: X = R2, ‖(x1, x2)‖2 =
2∑

n=1

|xn|2, T (x1, x2) = (2x1 + x2, x1 + 2x2).
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Kapitola 8

Vektorová analýza

V následuj́ıćıch př́ıkladech jsou f(x, y, z), g(x, y, z) skalárńı funkce maj́ıćı spojité parciálńı

derivace, −→a (x, y, z),
−→
b (x, y, z) jsou spojitě diferencovatelná vektorová pole.

Př́ıklad 8.1: Ukažte, že
∇(f ± g) = ∇f ±∇g . (8.1)

Řešeńı:

∇(f ± g) =

(
∂f

∂x
± ∂g

∂x
,
∂f

∂y
± ∂g

∂y
,
∂f

∂z
± ∂g

∂z

)
=(

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
±
(
∂g

∂x
,
∂g

∂y
,
∂g

∂z

)
= ∇f ±∇g .

Poznámka Ekvivalentńı zápis rovnice (8.1):

grad (f ± g) = grad f ± grad g .

Př́ıklad 8.2: Ukažte, že
∇(f g) = (∇f) g + (∇g) f . (8.2)

Řešeńı:

∇(f g) =

(
∂(fg)

∂x
,
∂(fg)

∂y
,
∂(fg)

∂z

)
=

(
∂f

∂x
g + f

∂g

∂x
,
∂f

∂y
g + f

∂g

∂y
,
∂f

∂z
g + f

∂g

∂z

)
(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
g +

(
∂g

∂x
,
∂g

∂y
,
∂g

∂z

)
f = (∇f)g + (∇g)f

Poznámka Ekvivalentńı zápis rovnice (8.2):

grad (fg) = (grad f)g + (grad g)f .
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Př́ıklad 8.3: Ukažte, že

rot(−→a +
−→
b ) = rot−→a + rot

−→
b .

Řešeńı:

rot(−→a +
−→
b ) = ∇× (−→a +

−→
b ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
a1 + b1 a2 + b2 a3 + b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

(
∂(a3 + b3)

∂y
− ∂(a2 + b2)

∂z
,−∂(a3 + b3)

∂x
+
∂(a1 + b1)

∂z
,
∂(a2 + b2)

∂x
− ∂(a1 + b1)

∂y

)
=

=

(
∂a3
∂y

+
∂b3
∂y
− ∂a2

∂z
− ∂b2
∂z

,−∂a3
∂x
− ∂b3
∂x

+
∂a1
∂z

+
∂b1
∂z

,
∂a2
∂x

+
∂b2
∂x
− ∂a1

∂y
− ∂b1
∂y

)
=

=

(
∂a3
∂y
− ∂a2

∂z
,−∂a3

∂x
+
∂a1
∂z

,
∂a2
∂x
− ∂a1

∂y

)
+

(
∂b3
∂y
− ∂b2
∂z

,−∂b3
∂x

+
∂b1
∂z

,
∂b2
∂x
− ∂b1
∂y

)
=

= ∇×−→a +∇×
−→
b = rot−→a + rot

−→
b .

Př́ıklad 8.4: Ukažte, že

∇ · (−→a ×
−→
b ) =

−→
b · (∇×−→a )−−→a · (∇×

−→
b ) . (8.3)

Řešeńı:

L := ∇ ·

∣∣∣∣∣∣
i j k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ = ∇ · (a2b3 − a3b2,−a1b3 + a3b1, a1b2 − a2b1) =

=
∂

∂x
(a2b3 − a3b2) +

∂

∂y
(−a1b3 + a3b1) +

∂

∂z
(a1b2 − a2b1) =

= a1

(
−∂b3
∂y

+
∂b2
∂z

)
+ a2

(
∂b3
∂x
− ∂b1
∂z

)
+ a3

(
−∂b2
∂x

+
∂b1
∂y

)
+

+b1

(
∂a3
∂y
− ∂a2

∂z

)
+ b2

(
−∂a3
∂x

+
∂a1
∂z

)
+ b3

(
∂a2
∂x
− ∂a1

∂y

)
Upravme nyńı pravou stranu rovnice:

P := (b1, b2, b3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣− (a1, a2, a3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣
Vyč́ısĺıme determinanty a př́ıslušné skalárńı součiny a dostaneme L = P .
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Poznámka Ekvivalentńı zápis rovnice (8.3):

div(−→a ×
−→
b ) =

−→
b (rot−→a )−−→a (rot

−→
b ) .

Poznámka Diferenciálńı operátor
−→
b · ∇

−→
b · ∇ = (b1, b2, b3)

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
= b1

∂

∂x
+ b2

∂

∂y
+ b3

∂

∂z

Necht’ nyńı f je skalárńı funkce. Pak

(
−→
b · ∇)f = b1

∂f

∂x
+ b2

∂f

∂y
+ b3

∂f

∂z
.

Je-li −→a vektorová funkce, pak

(
−→
b · ∇)−→a =

(
b1
∂a1
∂x

+ b2
∂a1
∂y

+ b3
∂a1
∂z

, b1
∂a2
∂x

+ b2
∂a2
∂y

+ b3
∂a2
∂z

, b1
∂a3
∂x

+ b2
∂a3
∂y

+ b3
∂a3
∂z

)
.

Př́ıklad 8.5: Necht’ −→r = (x, y, z), t.j.

−→r = x · i + y · j + z · k, kde i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1) .

Položme r = ||−→r || =
√
x2 + y2 + z2 a f(x, y, z) = ln

√
x2 + y2 + z2 .

Ukažte, že gradf(x, y, z) =
−→r
||−→r ||2

.

Řešeńı:

∇f(x, y, z) = gradf(x, y, z) =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
=

(
1√

x2 + y2 + z2
· 1√

x2 + y2 + z2
· x ,

1√
x2 + y2 + z2

· 1√
x2 + y2 + z2

· y , 1√
x2 + y2 + z2

· 1√
x2 + y2 + z2

· z

)
=

(
x

x2 + y2 + z2
,

y

x2 + y2 + z2
,

z

x2 + y2 + z2

)
=

(x, y, z)

x2 + y2 + z2
=
−→r
||−→r ||2

.

Poznámka:

∇ · −→r =

(
∂x

∂x
+
∂y

∂y
+
∂z

∂z

)
= 3

Př́ıklad 8.6: Necht’ −→ω je konstantńı vektor a −→r = (x, y, z). Je-li −→v = −→ω ×−→r , dokažte,

že −→ω =
1

2
rot−→v .

Řešeńı:

rot−→v =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

(
∂v3
∂y
− ∂v2

∂z
,−∂v3

∂x
+
∂v1
∂z

,
∂v2
∂x
− ∂v1

∂y

)
. (8.4)
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Nyńı si vypočteme −→v .

−→v = −→ω ×−→r =

∣∣∣∣∣∣
i j k
ω1 ω2 ω3

x y z

∣∣∣∣∣∣ = (ω2z − ω3y,−ω1z + ω3x, ω1y − ω2x) .

Tedy
v1 = ω2z − ω3y , v2 = −ω1z + ω3x , v3 = ω1y − ω2x .

Nyńı dosad́ıme do rovnice (8.4) a dostaneme

rot−→v = (ω1 + ω1, ω2 + ω2, ω3 + ω3) = 2−→ω =⇒ −→ω =
1

2
rot−→v .

Př́ıklad 8.7: Pomoćı Greenovy věty vypočtěte plošný obsah ”vnitřku”elipsy

x2

a2
+
y2

b2
= 1, a > 0, b > 0 .

Řešeńı: Elipsa splňuje předpoklady Greenovy věty. Poč́ıtáme plochu P množiny

M = {(x, y) ∈ R2,
x2

a2
+
y2

b2
≤ 1} .

Zavedeme zobecněné polárńı souřadnice:

x = a cos t , y = b sin t , t ∈ 〈0, 2π〉 .

P =
1

2

∫
K
xdy − ydx =

1

2

∫ 2π

0

(a cos t b cos t− b sin t (−a sin t)) dt =
1

2

∫ 2π

0

a b dt = πab .

Př́ıklad 8.8: Vypočtěte∫
K

(−x2y)dx+ xy2dy , kde K je kružnice x2 + y2 = a2 ,

a) pomoćı Greenovy věty
b) př́ımo z definice křivkového integrálu

Řešeńı:
a) Z Greenovy věty (kruh splňuje předpoklady)

F1(x, y) = −x2y , F2(x, y) = xy2 ,
∂F2

∂x
(x, y) = y2 ,

∂F1

∂y
(x, y) = −x2

Greenova věta =⇒∫
K
F1dx+ F2dy =

∫∫
M

(
∂F2

∂x
(x, y)− ∂F1

∂y
(x, y)

)
dxdy , M = {(x, y), x2 + y2 ≤ a2}
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Substituce do polárńıch souřadnic

x = r cos t , y = r sin t , r ∈ (0, a〉 , t ∈ 〈0, 2π) .∫∫
M

(y2 + x2)dxdy =

∫ a

0

∫ 2π

0

(r2 cos2 t+ r2 sin2 t)rdtdr = 2π

∫ a

0

r3dr =
π

2
a4 .

b) Z definice křivkového integrálu
Parametrizace K:

x = a cos t , y = a sin t , t ∈ 〈0, 2π) .∫
K

(−x2y)dx+ xy2dy = 2a4
∫ 2π

0

sin2 t cos2 t dt∫
sin2 t cos2 t dt =

∫
sin2 t(1− sin2 t)dt =

∫
sin2 tdt−

∫
sin4 tdt∫

sin2 tdt =
1

2
t− 1

4
sin(2t)∫

sin4 tdt =
3

8
t− 1

4
sin(2t) +

1

32
sin(4t)

Hledaný křivkový integrál je ∫
K

−→
F
−→
dr = 2a4(π − 3

4
π) =

π

2
a4 ,

což je stejný výsledek jako v a), ale co to dalo práce!!!

Cvičeńı 8.1: Upravte

∇ · (−→a +
−→
b ) .

Cvičeńı 8.2: Ukažte, že

∇ · (f−→a ) = (∇f)−→a + f(∇−→a )

neboli
div(f−→a ) = (gradf)−→a + fdiv−→a .

Cvičeńı 8.3: Ukažte, že

∇× (f−→a ) = (∇f)×−→a + f(∇×−→a ) .

Cvičeńı 8.4: Necht’ −→r = (x, y, z), ||−→r || =
√
x2 + y2 + z2 .

(a) Vypočtěte ∇ ·
( −→r
||−→r ||

)
.

(b) Vypočtěte rot−→r = ∇×−→r .

(c) Vypočtěte ∇−→r .
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(d) Vypočtěte ∇×
( −→r
||−→r ||

)
.

(e) Vypočtěte ∇||−→r ||.

(f) Vypočtěte ∇
(

1

||−→r ||

)
.

Cvičeńı 8.5: Určete divergenci vektorového pole

g = gradf , kde f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 .

Cvičeńı 8.6: Spočtěte

∫
K

−→
F
−→
dr, kde

−→
F (x, y) = (x2 + y2, x2− y2) a K je hranice množiny

M = {(x, y) ∈ R2,−1 < x < 1, 0 < y < x2}

prob́ıhaná tak, že tato množina bude po levé ruce. Poč́ıtejte a) z Greenovy věty, b) př́ımo .

Cvičeńı 8.7: Spočtěte

∫
K

−→
F
−→
dr, kde

−→
F (x, y) = (ex−y + arctg x, x− ex−y) a K je hranice

obdélńıka ABCD, A = (1, 1), B = (1, 2), C = (−1, 2), D = (−1, 1). Orientaci volte
v kladném smyslu.
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Výsledky cvičeńı

1 Č́ıselné řady, konvergence a absolutńı konvergence,

kritéria konvergence.

1.1 a) s =
1

12
, b) s =∞ , c) s =∞ , d) s =

e

e − 1
,

e) s = 1 , f) s =
3

4
, g) s =

3

4
, h) s =

1

2
,

1.2 a) Diverguje, b) konverguje, c) konverguje, d) diverguje.

1.3 a) Konverguje, b) diverguje, c) konverguje, d) konverguje

e) konverguje f) konverguje.

1.4 a) Diverguje, b) konverguje, c) konverguje, d) diverguje.

1.5 a) Konverguje, b) diverguje, c) diverguje, d) konverguje.

1.6 a) Konverguje, b) konverguje absolutně,

c) konverguje, d) konverguje.

1.7 a) Diverguje, b) konverguje abs.,c) konverguje, d) konverguje

e) diverguje f) diverguje. g) konverguje, h) konverguje,

i) konverguje j) diverguje.

2 Funkčńı řady, bodová, stejnoměrná konvergence, kritéria

konvergence.

2.1 a) Konverguje na (1,∞) , b) konverguje na R ,

c) konverguje na (−1, 1) , d) konverguje na 〈−1, 1) ,

e) konverguje na R , f) diverguje na R ,

g) diverguje na (0,∞) , h) konverguje pro x 6= kπ , k ∈ Z .

2.2 a) Konverguje stejnoměrně na R ,

b) konverguje stejnoměrně na 〈x0,∞) , x0 > 0 ,

c) konverguje stejnoměrně na (−∞,−x0〉 , x0 > ln 2 ,

d) konverguje stejnoměrně na R ,

e) konverguje stejnoměrně na 〈x0,∞) , x0 > 0 ,

f) konverguje stejnoměrně na 〈x0,∞) , x0 > 0 ,
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3 Mocninné řady, poloměr konvergence. Taylorovy řady.

3.1 a) R = 3, (−3, 3〉 , b) R = 1
4
, 〈−1

4
, 1
4
) ,

c) R = 1
7
, (1− 1

7
, 1 + 1

7
) , d) R = 1, (−1, 1) ,

e) R =∞, R , f) R = 0, {0} ,
g) R = 2, (−2, 2) , h) R = 3, (−3, 3) .

3.2 a)
∞∑
n=0

(−1)nxn , b)
∞∑
n=0

(−1)n((x− 2)n

2n+1
,

c)
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
, d)

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
,

e)
∞∑
n=0

(x− 1)n , f)
∞∑
n=0

(−1)n
22n(x− π

4
)2n

(2n)!
,

g)
∞∑
n=0

xn

n!
2n , h)

∞∑
n=0

lnn 3

n!
xn .

3.3 a)
∞∑
n=0

x2n

n!
, , x ∈ R , b)

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+2

(2n+ 1)!
, x ∈ R ,

c)
∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

(n+ 1)
, x ∈ (−1, 1〉 , d)

∞∑
n=1

(−1)n
(n+ 1)nxn−1

2
, x ∈ (−1, 1) .

3.4 −
∞∑
n=1

1

n
· 1

n+ 1
= −1.

4 Ortogonálńı matice, ortogonálńı transformace.

4.1 a) x̃ = [0, 1]T , ‖Ax̃− b‖ =
√

6,

b) x̃ =
[
4
7
,−5

7

]T
, ‖Ax̃− b‖ = 5

7

√
14,

c) x̃ =
[
4
5
, 2
5
,−2

5

]T
, ‖Ax̃− b‖ = 2

5

√
30,

d) x̃ = [−1, 1, 0]T , ‖Ax̃− b‖ = 0, soustava neńı přeurčená.

Výsledky následuj́ıćıch př́ıklad̊u nejsou jednoznačné. U matic zálež́ı na pořad́ı nulováńı
prvk̊u, u vektor̊u na pořad́ı krok̊u ortogonalizace.

4.2

R =


−
√

3 −
√
3
3
−2
√
3

3

0 −2
√
6
3

2
√
6
3

0 0 −2
√

2

 .
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4.3

R =


√

3 4
√
3

3
5
√
3

3

0
√
6
3

√
6
6

0 0
√
2
2

 .

4.4 a) 1√
5
[2, 1, 0]T , 1√

30
[−1, 2, 5]T

b) 1√
6
[1, 2, 1, 0]T , 1

3
√
2
[−1, 0, 1, 4]T , 1

2
√
3
[1, 1,−3, 1]T

5 Maticové rozklady LU, QR.

5.1

L =

 1 0 0
2 1 0
3 3 1

 U =

 1 1 1
0 2 6
0 0 6

 .

5.2

Q =


√
3
3

√
6
3

0
√
3
3
−
√
6
6

√
2
2

√
3
3
−
√
6
6
−
√
2
2

 , R =


√

3 4
√
3

3
5
√
3

3

0
√
6
3

√
6
6

0 0
√
2
2

 .

6 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

6.1 a) λ1 = 1, vlastńı vektory [1, 0, 0]T , [0, 1,−1]T , geometrická i algebraická násobnost 2,

λ2 = 2, vlastńı vektor [1, 1, 0]T , geometrická i algebraická násobnost 1,

b) λ = 0, vlastńı vektor [1, 0, 0]T , algebraická násobnost 3, geometrická násobnost 1,

c) λ1 = 0, vlastńı vektor [−2, 4,−3]T ,

λ2 = −2 + i, vlastńı vektor [1− i, i, 1]T ,

λ3 = −2− i, vl. vektor [1 + i,−i, 1]T , geom. i alg. násobnost všech vl. č́ısel je 1.

6.2

ATA =

[
2 4
4 8

]
, λ1 = 10, λ2 = 0, v1 =


1√
5

2√
5

 , v2 =

 −
2√
5

1√
5

 , σ1 =
√

10, σ2 = 0 .

7 Lineárńı zobrazeńı, operátor a funkcionál.

7.1 T neńı lineárńı.

7.2 T je lineárńı a spojitý, ‖T‖ = π
2
.
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7.3 T je lineárńı a spojitý, ‖T‖ = 3.

7.4 T je lineárńı a spojitý, ‖T‖ = 4.

7.5 T je lineárńı a spojitý, ‖T‖ = e.

7.6 T je lineárńı a spojitý, ‖T‖ = 1.

7.7 T je lineárńı a spojitý, ‖T‖ ≤
√

2π
3
2 .

7.8 T je lineárńı a spojitý, ‖T‖ = 1.

7.9 T je lineárńı a spojitý, ‖T‖ = 1.

7.10 σp(T ) = ∅.

7.11 σp(T ) = ∅.

7.12 σp(T ) = {i,−1,−i, 1}.

7.13 σp(T ) = {1, 1
2
, 1
3
, 1
4
, 1
5
, . . . }.

7.14 σp(T ) = {−1}.

7.15 σ(T ) = {λ ∈ C; |λ| ≤ 1}.

7.16 σ(T ) = {1, 3}.

8 Vektorová analýza

8.1
∇ · (−→a +

−→
b ) = ∇ · −→a +∇ ·

−→
b (div(−→a +

−→
b ) = div−→a + div

−→
b ) .

8.2 Rozepǐste divergenci a gradient podle definice.

8.3 Rozepǐste diferenciálńı operátory podle definice.

8.4 (a)
2

||−→r ||
, (b) 0 , (c) (1, 1, 1) , (d) 0 , (e)

−→r
||−→r ||

, (f) −
−→r
||−→r ||3

.

8.5 6 .
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8.6 Podle Greenovy věty plat́ı∫
K
F1dx+ F2dy =

∫∫
M

(
∂F2

∂x
(x, y)− ∂F1

∂y
(x, y)

)
dxdy =

∫∫
M

(2x− 2y)dxdy =

∫ 1

−1

(∫ x2

0

(2x− 2y)dy

)
dx =

∫ 1

−1
(2x3 − x4)dx = −2

5
.

Při př́ımém výpočtu křivkového integrálu by bylo třeba rozdělit křivku na čtyři
části:

K1 : r1(t) = (t, 0), t ∈ 〈−1, 1〉, úsečka
K2 : r2(t) = (1, t), t ∈ 〈0, 1〉, úsečka
K3 : r3(t) = (−t, t2), t ∈ 〈−1, 1〉, část paraboly
K4 : r4(t) = (−1, 1− t), t ∈ 〈0, 1〉, úsečka

8.7 2.

53


