Kapitola 9

Aplikace integralu funkci jedné
promeénné
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Priiklad 1: Urcete plosny obsah P rovinného obrazce ohrani¢eného gra-
fem funkce y =sinz, z € (0,7) a osou z.

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Vysledek: Plosny obsah je P = 2.
Navod: Pouzijte vztah

b
P = /yda:.
Vysledek:
P = /ydac = /sinmd:c = [—cosx] = —cosm— (—cos0) = 2.
0 0 0
Maple:

> int(sin(x) ,x=0..Pi);

> plot(sin(x),x=0..Pi);
Mathematica:

In[1] :=Integrate[Sin[x],{x,0,Pi}]
Out[1]=2
In[2] :=Plot[Sin[x],{x,0,Pi}];



Priklad 2: Urcete plosny obsah P rovinného obrazce ohrani¢eného gra-
fem funkce y = =, z € (1,3) a osou .

1.5 2 2.5 3

Vysledek: Plosny obsah je P = In 3.
Navod: Pouzijte vztah

b
P:/ydx.
Postup:
3 3, 3
P:/ydxz/—da:: [lnx] =In3—-Inl=1In3.
1 7 !
Maple:

> int(1/x,x=1..3);
1n(3)
> plot(1/x,x=1..3);

Mathematica:

In[1] :=Integrate [ 1/x, {x,1,3}]
Out [1]=Log[3]
In[2]:=Plot[1/x,{x,1,3}];



Priiklad 3: Urcete plosny obsah P rovinného obrazce ohrani¢eného gra-
fem funkce y = <, z € (1,00) a osou z.

2 4 6 8 10

Vysledek: Plosny obsah je P = oo.
Navod: Pouzijte vztah

b
P:/ydx.
Postup:
o0 001 00
Pz/ydxz/—da:: [lnx] =Inoo—1Inl=o00.
1 1 7 !
Maple:

> int(1/x,x=1..infinity);
infinity
> plot(1/x,x=1..10);

Mathematica:

In[1]:=Limit[Integrate[1/x,{x,1,b}],b->Infinity]
Out[1]=Infinity
In[2]:=Plot[1/x,{x,1,10}];



Priklad 4: Urcete plosny obsah P rovinného obrazce ohrani¢eného gra-

fem funkce y = =, 2 € (1,00) a osou z.

2 4 6 8 10

Vysledek: Plosny obsah je P = 1.
Navod: Pouzijte vztah

Postup:

Maple:

> int(1/x72,x=1..infinity);

> plot(1/x°2,x=1..10) ;
Mathematica:

In[1]:= Integrate [ 1/x72, {x,1,Infinity}]
Out[1]= 1
In[2] :=Plot[1/x"2,{x,1,10}]1;



Priiklad 5: Urcete plosny obsah P rovinného obrazce ohrani¢eného gra-
3
fem funkce y = z2, = € (0,4) a osou z.

8

1 2 3 4

Vysledek: Plosny obsah je P = %.
Navod: Pouzijte vztah

b
P:/yda:.
Postup:
’ ' 2 51% 2 64
P:/ydx:/x%dx: [—aﬂ] =-Xx32=—.
5 1o 5 5
0 0
Maple:
> int(x7(3/2) ,%x=0..4);
64/5

> plot(x~(3/2),x=0..4);

Mathematica:

In[1]:= Integratel[x~(3/2),{x,0,4}]
64
Out[1]= —-
5
In[2]:=Plot[x"(3/2),{x,0,4}];



Priklad 6: Urcete plosny obsah P rovinného obrazce ohraniceného grafy
funkei y; = sin |z| a yo = (x — 27)(x + 27) /10, = € (-2, 27).

Vysledek: Plosny obsah je P = {37°.
Navod: Pouzijte vztah

b
P= [y —plds

Postup: Obé funkce jsou sudé (ovéite!), proto muzeme integrovat pouze od
nuly do 27 a vysledek vyndasobit dvéma. Na tomto intervalu je x nezaporné,
Ize tedy odstranit absolutni hodnotu ve funkci y;. Protoze na tomto intervalu
plati y; > y9, muzeme odstranit i absolutni hodnotu u rozdilu funkci. Tim
dostavame

27 27 2
P = / ly1 —yo| dz = 2/(y1—y2) dz = 2/(sinac—(x—27r)(x+27r)/10) dx =
“or 0 0
$3 27 16
=2|— — (% —4r? 1] = —n.
[ cos ¥ (3 m°x)/10 T

Maple:

> yl:=sin(abs(x));
yl1 := sin(]| x |[)
> y2:=(x-2*%Pi)*(x+2*Pi) /10;
(x - 2 Pi) (x + 2 Pi)

> int(abs(yl-y2) ,x=-2%Pi..2%Pi);
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16 Pi
15
> plot([yl,y2],x=-2%Pi..2%Pi);
Mathematica:
In[1]:= y1=Sin[Abs[x]]
Out[1]= Sin[Abs[x]]
In[2]:= y2=(x-2*%Pi)*(x+2%Pi) /10
(-2 Pi + x) (2 Pi+ x)
Qut[2]=
10
In[3]:= Integrate[Abs[yl-y2],{x,-2%Pi,2%Pi}]
3
16 Pi
Qut[3]= ——-——--
15

In[4]:= Plot[{y1,y2},{x,-2%Pi,2*%Pi}]



Priklad 7: Urcete délku / grafu funkce y = 13, € (0,4).

sl

1 2 3 4

Vysledek: Délka je | = 9,07342.
Navod: Pouzijte vztah

Postup

4 4 3 4

l:/\/l—i—y’? dac:/ 1+(§x%)2 dx:/wl—i-—xdac:
0 0 0
4
= [28—7(1 + %x)%]o = %(105 —1) =9,07342
Maple:
> y:=x"(3/2);
(3/2)
y =X

> evalf(l);
9.073415289
> plot(x7(3/2),x=0..4);



Mathematica:

In[1]:= y = x~(3/2)

3/2
Out[1]= x

In[2]:

1 = Integrate [ Sqrt[1+D[y,x]1°2], {x,0,4}]

8 (-1 + 10 Sqrt[10])

Out[2]

In[3]:= N[%]

Out[3]= 9.07342
In[4]:=Plot[x~(3/2),{x,0,4}];
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Priklad 8: Urcete objem V rota¢niho télesa vzniklého rotaci grafu funkce
3

y=1x2, x € (0,4) okolo osy z.

Vysledek: Objem je V = 64r.
Navod: Pouzijte vztah

b
V:W/gf dz.

Postup:

4 4 -

2 3 Z
V=7r/y dac=7r/x dl'Zﬂ'[—] = 647

0 0 0

Maple:

> y:=x"(3/2):
> v:=int (Pi*y~2,x=0..4);

v := 64 Pi
> plot(x~(3/2),x=0..4);
Mathematica:
In[1]:= y = x°(3/2);
In[2]:= v = Integrate[Pi y~2,{x,0,4}]

Out[2]= 64 Pi
In[3]:=Plot[x~(3/2),{x,0,4}]1;
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Priklad 9: Urcete plochu S plasté rotacniho télesa vzniklého rotaci grafu
funkce y = 22, z € (0,4) okolo osy z.

Vysledek: Plocha plasté je S = 43,1126.
Navod: Pouzijte vztah

b
S = 27r/y\/1 + y"? dx.
a
Postup:

4 4
9
S:0/27ry\/1—|—y’2 dszwO/x%\H%—Zx dx

a tento integral vycislime na pocitaci.
Maple:

> y:=x~(2/3):

> s:=evalf (int (2*Pixy*sqrt (1+(diff(y,x))"2),x=0..4));
s := 43.11261049

> plot(x~(3/2),x=0..4);

Mathematica:

In[1]:= y = x~(3/2);

In[2]:= s = N[Integrate [ 2 Pi y Sqrt[1+D[y,x]1"2], {x,0,4}]1]
Out[2]= 43.1126

In[3]:=Plot[x~(3/2),{x,0,4}];



Poznamka: Kdybychom pozadovali presny vysledek, tak je program Ma-
thematica vhodnéjsi nez program Maple, protoze vysledek z programu Maple
je tézko pouzitelny, nebof je piili§ dlouhy a obsahuje specidlni matematické
funkce hypergeom. Srovnejte vysledek vypoctu integralu

4
9
52271'/33 \/1+Zxda:
0
> y:=x"(2/3):

> s:=simplify(int (2*Pi*y*sqrt(1+(diff(y,x))"2),x=0..4));
bytes used=4003744, alloc=3276200, time=0.26
bytes used=8004164, alloc=5110872, time=0.58

[N

pomoci Maple:

(2/3)
s := -1/1963313115120 Pi (-206834632704 + 292448439360 2 %3
(2/3) (2/3)
+ 94690 2 %2 - 1567832112 2 %1 - 3504619560960 %3 - 522360 %2
(1/3) (1/3)
+ 13392313200 %1 - 18783522801792 2 %3 + 866295 2 %2
(1/3)
- 28755445824 2 %1)
-4
%1 := hypergeom([1/6, 1/2, 5/6], [7/3, 8/3]1, ---)
729
-4
%2 := hypergeom([7/6, 3/2, 11/6], [10/3, 11/3], ---)
729
-4
%3 := hypergeom([-5/6, -1/2, -1/6], [4/3, 5/3], ---)
729
> evalf(s);

43.11261047

a pomoci Mathematica:

In[1]:= y = x7(2/3);
In[2]:= s = Integrate [ 2 Pi y Sqrt[1+D[y,x]1"2], {x,0,4}]
1/3 2/3 2/3
16 (8 + (18 + 243 2 - 42 ) Sqrt[9+2 1) Pi
Qut[2]= -~



1215
In[3]:= N[s]
Out[3]= 43.1126

14



Priklad 10: Urcete plosny obsah P rovinného obrazce ohrani¢eného
polarni osou a jednim zavitem Archimedovy spirdly dané v polarnich sou-
fadnicich rovnici r = ¢.

Vysledek: Plosny obsah je P = %7r3.
Navod: Pouzijte vztah
®2
P = / 17“2 d¢
=/ 3 )
o1
Postup:

2T 27

1 1 1 1 4
P:/—Qd :/—2d :—[3] — —(2n) = =n®,

02T¢ 02¢¢ 6¢0 6(7T) 3T

Maple:

> r:=phi:
> int(r~2/2,phi=0..2%Pi);

> plot([r,phi,phi=0..2*%Pi],coords=polar) ;
Mathematica:

In[1]:
In[1]:

r:=phi;

Integrate[r~2/2,{phi,0,2Pi}]
3

4 Pi

15



In[3]:= ParametricPlot[{r*Cos[phi],,r*Sin[phil},{phi,0,2%Pi}];
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Priklad 11: Urcete plosny obsah P rovinného obrazce ohrani¢eného
kiivkou danou v poldrnich soufadnicich rovnici r = |¢ — Z|; ¢ € (—3m, 3).

Vysledek: Plogny obsah je P = i7°.
Navod: Pouzijte vztah

¢21
pP= / 51 do.
b1
Postup:
%W 3
1 1 T o]27 w3
P:—/ —_ = 2d :—[ ——3:| = — 3 3:—_
5 [6-gmrae=gle-37], =g =%
Maple:
> r:=abs(phi-Pi/2):
> int(r~2/2,phi=-Pi/2..3/2%Pi);
3
Pi
3
> plot([r,phi,phi=-Pi/2..3/2%Pi],coords=polar);
Mathematica:
In[1]:= r:=Abs[phi-Pi/2];

In[2]:

Integrate[r~2/2,{phi,-Pi/2,3/2*Pi}]
3
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Pi
Out[2]= ——-
3
In[3] := ParametricPlot[
{r*Cos[phil ,r*Sin[phil},{phi,-Pi/2,3/2*Pi}]
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Priklad 12: Spoctéte délku [ kiivky dané parametrickymi rovnicemi

= cost
= sint
t e (0,2m).

Vysledek: Délka je | = 2m, je to jednotkova kruznice.

Navod: Pouzijte vztah
to
l= /\/x’Q + y2 dt.
t1

Postup pomoci integralu:
2 2 2
= /\/3:’2 + 2 dt = /\/COSQt +sin?tdt = /1 dt = 2.
0 0 0

Maple:

> x:=sin(t): y:=cos(t):
> 1:=int(sqrt (diff(x,t) 2+diff(y,t)~2),t=0..2%Pi);

1l :=2Pi
> plot([x,y,t=0..2%Pi]);
Mathematica:
In[1]:= x=Cos[t]; y=Sin[t];
In[2] := 1=Integrate[Sqrt[D[x,t]1"2+D[y,t]1"2],{t,0,2Pi}]
Out[2]= 2 Pi
In[3]:= ParametricPlot[{x,y},{t,0,2%Pi}];
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Priklad 13: Spoctéte délku [ kiivky dané parametrickymi rovnicemi

cos® t

= sin®t
t € (0,2m).

Vysledek: Délka je | = 6, tato kiivka se nazyva asteroida.

Navod: Pouzijte vztah
to
l= / \/ 22 + y? dt.
t1

Postup:

2 27
l = / Va? +y?dt = / \/(—3 cos? tsint)? + (3sint cost)? dt =
0 0

2m 27
= / \/9 cost tsin?t + 9sin® ¢ cos? t dt = / \/9c052tsin2t (cos?t + sin®t) dt =
0 0

2m

27 2
3
:/\/90052tsin2tdt:/|3costsint|dt:§/|2costsint|dt:
0 0 0

27
3
= §/|sin2t\dt:6.
0

Maple:

> x:=sin(t)"3: y:=cos(t)"3:

> l:=int(sqrt(diff(x,t) "2+diff(y,t)"~2),t=0..2%Pi);
1:=6

> plot([x,y,t=0..2%Pi]);
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Mathematica:

In[1]:= x=Cos[t]"3; y=Sin[t]~3;

In[2]:= 1=Integrate[Sqrt[D[x,t]~2+D[y,t]1"2],{t,0,2Pi}]
Out[2]= 6

In[3]:= ParametricPlot[{x,y},{t,0,2%Pi}];
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Priklad 14: Urcete préci, kterou je tieba vykonat pro pfeneseni vasi milé
(vaseho milého) z povrchu Zemé do nekoneéna, uvazujeme-li pouze gravitaéni
pole Zemé.

Vysledek: Oznaéime-li si hmotnost Zemé& M = 6,0 x 10?* kg, hmotnost
pfenasené osoby m = 60 kg, polomér Zemé R = 6,4 x 10° m a Newtonovu
gravita¢ni konstantu x = 6,7 x 107 m?Nkg=2, je price

kMm N

W = =38 x10° J.

Postup: Podle Newtonova gravitacniho zakona je pritazliva gravitacni si-
la F', kterou musime piekonavat, rovna

kMm

F = p

b

kde x je vzddlenost od stiedu Zemé. Mechanickd prace W je pak integrél
této sily

o0 oo

W= /Fd:v _ / A G = /iMm[— 1]00 _ Mmoo e 100,
z rlr R
R R
Maple:
> f:=kxM*m/x"2;
kMm
f = ———-
2
X
> w:=int(f,x=r..infinity) assuming r>0;
kMmnm
W o= ————m
T

> k:=6.7e-11: M:=6e24: m:=60: r:=6.4e6:
> w;

10
0.3768750000 10

Mathematica:
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In[1]:= f=k*M*m/x"2;
In[2] := w=Integratel[f,{x,r,Infinity}]

kmM
Out[2]= -----

r
In[3]:= k=6.7%10"-11; M=6%10"24; m=60; r=6.4%10"6;
In[4]:= w
9

Out[4]= 3.76875 10
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