Fourierova inverze pomoci Gaussovy funkce

Komentovany prepis rukopisu

Pozndmka k prepisu. Zachovavame konvenci a postup z rukopisu. Regularizovanou funkci znacime
fe(x) misto puvodniho f(x), aby bylo zfejmé, Ze zavisi na parametru ¢ > 0.

1. Fourierova transformace a inverzni transformace

Pro funkci s: R — C definujeme Fourierovu transformaci

S(v) = /]R s(t) e=2mv g, (1)

Zpétnou (inverzni) transformaci zapisujeme pomoci opa¢ného znaménka v exponentu:

5(v) = /R s(t) €27 d. 2)

2. Gaussova funkce a jeji skalovani

Zvolime Gaussovu funkeci

gla) =™ G) = (3)
Vysvétlend. Pii konvenci (1) je Gaussova funkce sama sobé Fourierovym obrazem. Plati také
o g(u) du = 1.
Pro e >0 je
gle) = TE G w) = ST (4)

L —

Vysvétlend. Skélovaci pravidlo Fourierovy transformace zni h(e - )(v) = e *h(v/e) pro e > 0.

3. Regularizovana Fourierova inverze
Necht s € L' (R). Polozime
fe(x) = F 1 [5(v) glev)] (z) = /IR§(V)9(€V)€2”i”x dv. (5)

Dosazenim definice Fourierovy transformace dostavame

fe(x) = /R</R s(t)e 2t dt) g(ev)e?™™* du
= /Rs(t) (/Rg(av)e%i”(tx) dv) dt
= /Rs(t) éexp <—7r (t ; x)2> dt. (6)

Vysvétleni. Ve druhém tadku jsme zaménili pofadi integrace (Fubiniho véta). Vnitini integrél ve
tretim fadku vypocteme pomoci (4): jde o Fourierovu transformaci funkce v +— g(ev) v bodé
t—x.

Nyni substituujeme ¢t — x = cu, tedy t = x + cu a dt = edu:

fe(z) = /Rs(x + Eu)(f’”‘2 du. (7)
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4. Limita pro ¢ — 07

Bod spojitosti. Je-li s spojitd v bodé x, pak pro kazdé pevné u plati s(z + cu) — s(z). Za
vhodného piedpokladu omezenosti (napifklad s € L'(R) N L= (R)) lze pouzit vétu o dominované
konvergenci:

e—0t+

lim f(z) = s(z) /R o™ du = (). (8)

Bod nespojitosti se dvéma jednostrannymi limitami. Necht existuji koneéné limity s(z—)
a s(x+). Integral (7) rozdélime na dvé poloviny:

0 [%S)

fe(z) = / s(x + au)e_’”‘2 du + / s(x + 6u)e_”2 du. (9)
—00 0

Pro u < 0 konverguje argument k x zleva, pro v > 0 zprava. Pfi stejné podmince omezenosti

proto

lim f(z) = s(z—) /0 e ™ du + s(z+) /OO e ™ du

e—0T —00 0

_ s(z—) —;— s(z+) ‘ (10)

Vysvétleni. Gaussova funkce je suda a ma integral roven jedné. Kazda jeji polovina ma tedy
integral 1/2. Hodnota s(x) pfimo v bodé skoku nemd na vysledek vliv.

5. Souvislost s vlastni inverzni formuli

Rovnice (8)—(10) dokazuji konvergenci Gaussovsky reqularizovaného inverzniho integrélu (5). Aby
bylo mozné z regularizace jednoduse prejit k integralu bez faktoru g(ev), sta¢i navic predpokladat
5 € L'(R): potom podle dominované konvergence

lim f.(z) = /R ()2 dy = ¥(a). (11)

e—0t

V bodé spojitosti tedy plati

5(z) = s(x). (12)
Diilezitd pozndmka. Pro funkce se skutecnym skokem nemusi byt s absolutné integrovatelnd. V
takovém pripadé rovnice (10) stéle vyjadiuje limitu Gaussovsky regularizovanych integrali, nikoli
bez dalsitho konvergenci nevlastniho inverzniho integralu bez regularizace.




