Plancherelova rovnost Fourierovy transformace

Necht s € S(R) je komplexné hodnotova Schwartzova funkce. Doptrednou Fourierovu trans-
formaci a inverzni Fourierovu transformaci budeme oznacovat

S(v) = /]R s(t) e=2mv g, (1)
S(v) = /]R s(t) e 2Rt . 2)

Zmacka f v dalSim textu znamena inverzni Fourierovu transformaci libovolné funkce f; z véty
o inverzi plyne s = s.
Tvrzeni (Plancherelova rovnost). Pro tuto normalizaci Fourierovy transformace plati

Isl1Z> = [1511Z-- 3)

Dikaz. Oznacme levou a pravou stranu dokazované rovnosti

L= sl = [ st

R =32, = /Rg(u)%du. ()

s(t) dt, (4)
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Pruh nad symbolem oznacuje komplexni sdruzeni.

1. Vyjadrend levé strany pomoci konvoluce. Pfipomenme definici konvoluce

= / f(y) g(z —y)dy. (6)
R

(F+90 = [ 1) ™)

Zavedeme odrazenou funkei g_(x) = g(—x). Potom

Pro x = 0 dostaneme

(F+9)0) = [ f@)g ®)

Volbou f = s a g =5 ziskdme z (4)




Ve druhém tadku jsme provedli substituci ¢t — —t. Aplikaci inverzni Fourierovy transformace
a (10) obdrzime

(5) =5-| (11)

3. Vyjadreni pravé strany a porovndni. Podle definice inverzni transformace v bodé nula je

M

R— /R 5(0)30) dv = (33)(0). (12)
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Pouzijeme vétu o konvoluci pro inverzni Fourierovu transformaci, (fg) = f * g, a potom rovnosti
s=sa (11):

= L. (13)

Tim je dokazano

[isoPac= [ wPa)

O

Poznamka k predpokladiim. Dikaz jsme uvedli pro s € S(R), aby byly pouzité transformace,
sou¢iny a konvoluce dobte definované. Protoze S(R) je hustd v L?(R), rovnost norem umoziiuje
rozsitit Fourierovu transformaci jednozna¢né na izometrii prostoru L?(R). V tomto smyslu plati
Plancherelova rovnost i pro libovolné s € L?(R).



