Fourierova transformace, konvoluce a Parsevalova rovnost

V nasledujicim textu pfepisujeme vztahy z rukopisu a dopliiujeme vysvétleni. Pro odvozeni mi-
7eme nejprve predpokladat, 7e f,g € S(R) (Schwartztiv prostor). V8echny pouzité integraly a
zdmeény poradi integrace pak maji standardni opodstatnéni. Vysledné rovnosti lze rozsifit na
L3(R).

Fourierova transformace

Dvé transformace s opa¢nymi znaménky v exponentu definujeme takto:

- / F(tye2m dr, f(0) = / f(t)dt, 1)
R R

= /R Ft)et?m vt gt (2)

KomentdF. Symbol f oznatuje transformaci s kladnym znaménkem v exponentu (pii této nor-
malizaci také inverzni Fourierovu transformaci). Pro v = 0 se exponencialni faktor rovna jedné.

Prevraceni argumentu a konvoluce

Zavedeme funkci

Konvoluci definujeme vztahem
(Fro)a) = [ 1) v (4)
V bodé z = 0 pro konvoluci s pfevracenou funkei plati

(f*xg-) /f (—y) dy—/Rf(y)g(y) dy. (5)

Komentadr. Posledni rovnost plyne z g_(—y) = g(y). Pro komplexni skalarni sou¢in pouzijeme
g—, aby se ve vysledku objevilo g(y).

Komplexni sdruzeni a Fourierova transformace

Plati

Fw) = / Ftje 27t (6)

- / Ft)et2mivtdt = f(v). (7)
R
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A protoze
g-(v) =g(v), (9)

g-(w) =9). (10)

Komentdr. Komplexni sdruzeni méni znaménko imagindrni jednotky v exponentu. Pfevriceni
argumentu je mozné ovéfit substituci v = —t.

Parsevalova rovnost (Plancherelova identita)

Vé&ta o Fourierové transformaci konvoluce dava
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Fra-(w) =) T=w) = F») ). (11)

Po integraci pfes v a pouziti inverzniho Fourierova vzorce v bodé nula ziskame

/f dV—/f*g (12)

= (f*7)(0) (13)

- [ sgae. (14)
R

Komentdr. Ve druhém kroku pouzivame Fourierovu inverzi, konkrétné A (0 fR v)dv pro h =
f*g=. V poslednim kroku dosadime definici konvoluce. Rovnost ¥ik4, ze Fourlerova transformace
zachovava skalarni soucin.

Pro g = f dostavame zvlast

1FI220e) = /R Fw)Pdy = /R FOPdt = 122y (15)

Komentdr. Jde o Plancherelovu identitu: s uvedenou normalizaci je Fourierova transformace
izometrii na L?(R).



