Vyznam vypoctu: konvolucéni véta pro diskrétni
Fourierovu transformaci

1 Zakladni vyznam vypoctu

Vypocet predstavuje dikaz konvoluc¢ni véty pro diskrétni Fourierovu transfor-
maci (DFT). Ukazuje, Ze konvoluce dvou posloupnosti v puvodni oblasti se
po Fourierové transformaci zméni na obycejné nasobeni jejich Fourierovych
obrazi.

Vysledny vztah méa tvar

a* by, = b,

nebo ekvivalentné

F(axb) = F(a)F(b).

2 Definice diskrétni Fourierovy transformace
Nejprve je zavedena komplexni N-t4 odmocnina z jednicky
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Tato veli¢ina tvori zédklad diskrétni Fourierovy transformace.
Fourierova transformace posloupnosti a; je definovana jako
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Symbol a,, tedy oznacuje m-tou Fourierovu slozku posloupnosti a.

3 Definice konvoluce

Konvoluce dvou posloupnosti a a b je definovana vztahem
(a * b Z akbn k-
Konvoluce vytvari z ptivodnich dvou posloupnosti novou posloupnost.
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4 (Cil dukazu

Cilem vypoctu je ukazat, ze Fourierova transformace konvoluce je rovna souc¢inu Fourierovych
transformaci jednotlivych posloupnosti:

a * by, = Ay by,

5 Postup vypoctu
Zactneme Fourierovou transformaci konvoluce:

a*b (a*b)g
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Do tohoto vztahu dosadime definici konvoluce:
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Po zméné poradi sum dostaneme

a * by,
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5.1 Zména indexu

Provedeme substituci
r==k—jy, k=r+j.

Potom plati

mk _  m(r+j) _ wmrwmj

Vyraz lze tedy zapsat jako

a % by, = <\/1N ; ajwmﬂ'> <\/1N Z brwmr) :

Prvni zavorka je podle definice

A
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zatimco druha zavorka je

Proto dostavame




6 Prakticky vyznam

Vyznam konvoluéni véty spociva v tom, ze konvoluce mize byt vypocetné narocnd, za-
timco nasobeni jednotlivych Fourierovych slozek je jednoduché.
Misto primého vypoctu
axb

lze nejprve provést Fourierovu transformaci:

DFT,_ . DFT, 3
a — a, b——b.

Ve Fourierové oblasti se potom jednotlivé slozky pouze vynésobi:
Em = Qb

Nakonec se provede inverzni Fourierova transformace:
c=F1(e).

P11 pouziti rychlé Fourierovy transformace (FFT) lze timto zpusobem konvoluci podi-
tat velmi efektivné.

7 Pouziti
Konvolu¢ni véta ma vyznam napiiklad pri:
« filtraci signal,
e zpracovani obrazu,
e vypoctu korelace,
« numerickém Tfeseni nékterych diferencidlnich rovnic,
o analyze diskrétnich signalii,

e rychlém vypocétu konvoluce dlouhych posloupnosti.

8 Shrnuti

Cely vypocet dokazuje vztah

F(axb) = F(a)F(b)

tedy skutecnost, ze konvoluce v ptivodni oblasti odpovida nasobeni ve Fourierové
oblasti.



